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1 EinfGhrung

1 Einfuhrung

In dervorliegendenrArbeit sollenspezielleEigenschaftererWellenausbreitundyeschrieben
durchdie nichtlineareSchibdingegleichung,untersuchtverden.

Wahrendheuteviele lineareProblemegut verstandersind und mit Standarderfahrengelost
werdenkonnen,stellt mangleichzeitigfest, dalRviele Fragestellungetatsachlichnichtlinea-
re Problemebeeinhaltenund man die auftretendemichtlinearenTerme nicht einfach ver-

nachhssigenkann. So ist heutedie Entwicklung von Lasernmit einer enormhohenPuls-
enegie von 1079 /cn? moglich. Dies ermbglicht vollig neueBereicheder Physikzu erfor-

schenwie hier die Wechsealirkung von Licht und Materie,wenndie durchdasLicht erzeug-
tenKrafte vergleichbamit denatomarerBindungskaftenwerden.In einemsolchenBereich
kanndie Ausbreitungvon Licht abernatirlich nicht mehrnur durcheinelineareGleichung
korrektbeschriebemverden.

NeueArbeitsgebietedie sichgerademit diesemichtlinearerGleichungerbesclaftigen,sind
entstandenAls Beispielsei hier die SolitonentheoriggenanntEs wurde gefundendaRdie
AnwesenheikeinesnichtlinearenTermsim Zusammenspiehit dembekannterinearenDi-

spersionstermnterbestimmterVoraussetzungedie Existenzvon nichtlinearstabilenStruk-
turenerlaubt,sogenannteolitonen.DerartigeEffekte konnenin einemweitenBereichvon
Problemerbeobachtetverden,angeingenbei eindimensionalefrlachwasserwellerund der
Ausbreitungvon Lichtpulsenin Glastsernbis hin zu kompliziertendreidimensionalerlas-
masystemen.

Leider sind die analytischerM oglichkeiten zur BehandlungsolcherSystemebis heutebe-
grenzt.Nur einige einfacheProblemekdnnenmit Hilfe hochentwiclelter Methodenwie der
InversenStreutheorievollstandig analytischgelost werden,wahrendman sonsthaufig zu
Naherungemnd Storungstheoriemderaberzu einernumerischeehandlungyreifenmul.

EinederinteressantegrundlegenderGleichungenst die nichtlineareSchibdingegleichung.
Untersuchtwird im folgendeneine kubischeNichtlinearitt, wie man sie haufig aus physi-
kalischenModellbildungenerhalt. Beispielsweisest die DielektrizitatskonstanteeinesMedi-

umsim allgemeinertatsachlichein Tensor derzudemnochvomangelgtenelektrischer~eld

abhangt.Entwickelt mandenTensomachdieserAbhangigleit, sofindetmanalserstemicht-

verschwindendefiermeineKorrekturder Dielektrizitatslonstant§unddamitder Brechzahl)
proportionalzur Intensitit desFeldes|E|?. Diesersogenannt&err-Effekt fiihrt damit zu ei-

ner kubischenNichtlinearittin der Schivdingegleichung,welchedie Wellenausbreitungn

einemsolchenKer-Mediumbeschreibt.

In dieserArbeit wird dasModellsystemeinerdreidimensionalemichtlinearenSchibdinger
gleichungmit anisotropeDispersionuntersuchtNachdieserEinleitungwerdenzurachstbe-
kannteanalytischeErgebnissezusammengefit. Interessantst im speziellendie Frage,ob
ein KollapseinesPulsesin endlicherZeit in diesemSystemmaglich ist. Esist schonlange
bekanntdalmanim zweidimensionalefall, alsobeiVernachéssigungleszusatzlichenani-
sotroperDispersionstermesufgrundderkubischemNichtlinearitteinensolcherKollapsbe-



1 EinfGhrung

obachterundauchanalytischnachweiserkann.Die volle Gleichungzeigtjedochstattdessen
nachanfanglicherKontraktionein Aufsplitten desAnfangspulses zwei, sich voneinander
wegbevegende,neuePulse.Es wurde vermutet,dafd sich dieserProzeRwiederholenkann,
d.h.die zwei Pulsezerteilensichwiederumin dannvier Pulse Diessollte sichfortsetzenbis
die enstandeneRulsezu wenigIntensiatfir ein weiteresSplitting haben.

Eine andereFrageist die nachder Modulationsinstabili&t von dreidimensionaleiVellenlei-
tern.Eswird alsountersuchtpb eine Storungin longitudinalerRichtungbeispielsweis@ine
Bund- oderSnale-Instabilitatdernahezwzweidimensionale®trukturzur Folge hat.

Der Schwerpunkibei der Bearbeitungdes Themaslag in der numerischerBehandlungdes
Problems.Deshalbwird im nachstenKapitel zurachstdas benutztenumerischeVerfahren
ausfihrlich vorgestellt. AufgrunddesstarkkontrahierendeWerhaltensleruntersuchterGlei-
chung,ist esmit herkbmmlichenMethodenkaummaglich, eine hinreichendeAuflosungfir
interessant®arameterbereichmi erhaltenDeshalbwvurdedasVerfahrenderblockstrukturier
tenadaptvenGitterverfeinerungingesetztwelchesurdorteinehoheAuflosungeinsetztwo
diesevom Problemauchberbtigt wird. Diesegessourcensparenferfahrenermoglichtsoei-
ne deutlichhthereeffektive Auflosungals korventionelleMethoden allerdingsum denPreis
einerwesentlichaufwendigererentwicklungund ProgrammierunglesVerfahrensselbst.Es
werdensaovohl die grundlegenderideenadaptver Gitterverfeinerungiorgestelltalsauchspe-
zielle Implementationsstraggen erortert. AuRerdemwerdennailirlich auchdie verwendeten
numerischerschematarklart.

Die beidenfolgenderKapitel zeigendanndie erzieltennumerischerfiResultateZunachstwer-

denGaul3sché’ulseals Anfangsbedingungntersuchund die grundlegenderKontraktions-
und Splittingefekte erlautert. Dannwird die Abhangigleit desAuftretensvon Splittingereig-
nissendesanfanglichenPulsesvom longitudinalenDispersionskeffizientenbehandeltEin

Hauptaugenmerlag auf der Beobachtungon sukzessie hintereinandestattfindeneMehr-

fachsplittingseinesPulses Wahrenddie Theorieein wiederholtessymmetrischedufteilen

derPulsevorhersagtewurdediesin derNumerik nicht beobachtetUm dasentstanden&ze-
nariobesseruverstehemnwurdenweiterenumerischd&xperimentaurchgetihrt,umdie Evo-

lution von zwei Gaul3scheulsenin variierendemAbstandund mit variierenderAmplitude

zu bestimmenAuch der EinfluR einesChirpswurdeuntersucht.

Weiterhinwurde noch das Auftreten der Bunch-und Snale-Instabiliit bei gesbrten zwei-
dimensionalenMellenleiternbeobachtetund die relative Starke dieserbeideninstabilitaten
untersucht.

AbschlieRendvird nocheineZusammerdssungler Ergebnissaindein Ausblick aufverblei-
bendeFragestellungegegeben.
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2 Nichtlineare Schraoding ergleic hung

In diesemKapitel wird zurachstdie Schiddingepgleichungvorgestellt.Sie beschreibtallge-
mein die Wellenausbreitunginter Beriicksichtigungvon Dispersionsdékten. Anwendung
findetsiein Modellender Quantenmechanikn der Beschreilnng von elektromagnetischen
Wellen/ Optik undbeispielsweis@uchin derUntersuchungon Wellenptanomenerin Plas-
men.

Esist schonlangebekannt,daR3Ldsungerder nichtlinearenSchibdingegleichungunterbe-

stimmtenBedingungemrinkollapsartige¥erhalterzeigen Bei kubischeNichtlinearitterhalt
manim dreidimensionalerfrall einengut verstandenesuperkritischerKollaps.Im zweidi-

mensionalerrhalt mangeradadenFall eineskritischenKollapsesiiberdenwenigerbekannt
ist. Die Theoriehierzuwird im folgendemocheinmalwiederholt.

Interessanist nundie Frage wie esbeiderdreidimensionaleschibdingegleichungmit ani-
sotropemispersioraussiehtdennhier sinddie Antwortenkeineswegsklar. Esgibt eineKon-
kurrenzzwischender zweidimensionalei®belbstfokussierungn dertrans\ersalenEbeneund
demdefokussierendeNerhaltensenkrechdazu.VerschiedenanalytischeAnsatzezur Be-
handlungdiesesProblemsverdenim folgendendaigestelit.

AbschlieRendbefaldt sich diesesKapitel noch mit der Fragevon Modulationsinstabiliaten
dreidimensionabestrter WellenleiterbsungenAuch hier ist analytischdasProblemnoch
nichtvollstandigverstandensodalinumerische&simulationerzur Klarungbeitragerkonnen.

2.1 Einleitung

Die Schibdingegleichung besondersatirlich ausderQuantenmechanikekanntbeschreibt
allgemeindie Ausbreitungvon WellenunterEinflu3 von Dispersion Wahrenddie elementare
Quantenmechanitlurcheinelineare Gleichungbeschriebemvird, nutzt manfur elektroma-
gnetischéMellen z. B. dasNewell-Whitehead-¥rfahren[26] um eine Enveloppengleichung
fur denlangsamvariierendernteil derWelle zu erhalten Hier findetmanbei Untersuchung
von Wellenefektenin unterschiedlicheMedienhaufig TermehdhererOrdnung soz. B. eine
kubischeNichtlinearitt, beispielsweiséegrindetdurchdenKerr-Effekt in dernichtlinearen
Optik.

Hier lautetdie sogenannt&ubischnichtlineareSchibdingegleichungdann

i0fE+A, E+S02E+|EI’E=0 . (2.1)

Der Koeffizient s bestimmthier die Art der Dispersion sowvohl isotrope(s > 0) alsauchani-
sotropeDispersion(s < 0) werdendurch obige Gleichungbeschriebenlm Verlaufedieser
Arbeit werdenwir unsprimar mit deminteressantereRall der Anisotropiebesclaftigen.

Im Bereichder PlasmaphysiKindet die Schivdingepgleichung(2.1) Anwendungin der Mo-
dellierungvon nichtlinearenWellenmit anisotropeDispersiond.h. Wellen,bei denenin der
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Dispersionsbeziehung= w(k) die zweitenAbleitungend?w/dk2, 02w/dk2 undd?ew/okZ un-
terschiedliche¥orzeicherhaben.

Aus dem nahezuunersclkpflichenVorrat an Wellenefektenin Plasmenrerfullen zahlreiche
Wellendie obigenEigenschaftergrwahntseienhier beispielsweiséower-Hybrid undlonen-
Zyklotron Wellen[25], savie Whistlersund indirekte Plasmavellenin magnetisierteriPlas-
men,bei denendie Wellenvektoroberfachein der Nahedeszentralenwellernvektorsnegativ

gekiimmtist [27].

Von besondergrolieminteressdst die nichtlineareSchibdingegleichungauchim Bereich
dernichtlinearenOptik. Hier entsprichtder SkalarE der Einhiillendeneinerelektromagneti-
schenWelle,die sichdurcheinnichtlinearesdispersvesMediumpropagiertin deroptischen
Beschreilnng beschreibdie Variablet in der obigenGleichungdie longitudinaleLangein
AusbreitungsrichtungerWelle, die GroRez entsprichtdafur einerretardierterZeitvariablen
t' =t—z/w («f = dw/dk). Der Term sO2E in obiger Gleichunghat also die Bedeutunggi-
ner ,zeitlicheri Dispersion,die durchdie Gruppengeschwindigtsdispersior{engl. group
velocity dispersion AbkiirzungGVD) iiber den Koefiizientens ~ 9%k/dw? |, [27] bestimt
wird.

Im Falleisotroperispersiond.h.s > 0, ist die DynamikdesFeldesE gutverstandef33, 4].

Unterder BedingungdalRder Hamiltoniannegatv ist, erfolgt ein dreidimensionaleKollaps,
d. h. manbeobachteeinePunktsingularitin endlicherZeit. Im Gegensatalazuist dasVer-

haltenim Falle anisotroperispersionnoch ungekhrt. Die ungekhrten Fragenlautenwie
folgt: Ist eine Singulari&itin endlicherZeit unterpassendenfangsbedingungemoglich?
Wie beeinflulRtdernegative Dispersionsterndie Selbstfokussierunmy dertrans\ersalerEbe-
neund,damitverbundenwasist dasEndstadiuneinessichin trans\ersaleifEbenekontrahie-
rendenWellenpaclets?Gibt esein generische¥erhaltenin der Dynamik?

Im folgenderwerdengrundlegendeheoretisch&rgebnissdeziglichderDynamikvonLdsun-
gendernichtlinearenSchibdingegleichungdamgestellt.

2.2 Lagrang edarstellung und Erhaltungsgr 63en

Die nichtlineareSchibdingegleichung(2.1) kannim RahmerdesLagrange-Brmalismusun-
tersuchtwerden.

ManfindeteineLagrangedichteL
[ 1
L=5(BE —EE)+|0E*+ 5B+ [E[* . (2.2)
Aus der ForderungdaRdasWirkungsfunktionalS

_ (" 3
S[E]:/to dt/Qd XL (E, E, OE) 2.3)
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extremalwird, erralt manmit Hilfe einfacheVariationsrechnungndverschwindenddRand-
bedingungemm Unendlicherdie EulerLagrange-Gleichungen

0L doL doL
GE dtom dvog; O @4)

0L doL doL
G dtog; dvoE; | O 23)

Setztmandie ang@ebend_agrangedichté2.2) in die Gleichung(2.5) ein, soerhalt mandie
nichtlineareSchibdingegleichungin der bekannterForm, benutztmandie Gleichung(2.4),
soerhalt mandie komplex konjugierteForm.

Aus den Symmetriender Lagrangedicht&kann man nun mit Hilfe desNoethefTheorems
leicht Erhaltungsgil3enfinden[28, 29].

In derLagrangescheNechanikbestehnhamlichein engerZusammenhangwischenstetigen
Symmetrierund Erhaltungsgil3en sodal3sich Erhaltungsgbl3eni. a. ohnelntegrationenaus
denSymmetriergewinnenlassen.

Man betrachteinfinitesimaleTransformationeron Zeit, Ort und Feldernder Form

t > f=t+Yeaq’ (2.6)
\Y
x = x=x+Yyeq”, (2.7)
\Y
u —» o=u+9y ey . (2.8)
Z v

Die Funktioneng, und y emebensich aus der gewahlten stetigenSymmetrie.Es wurde
die Ubliche Bezeichnungvon griechischerindizese {0...3} fur Zeit- und Raumloordina-
ten verwendetJateinischelndizesbezeichnemur die Raumloordinatene {1...3}. Ist das
Wirkungsintgral SE] invariantunterdieserTransformationsoist bekann{28, 29, daf3eine
Kontinuitatsgleichungler Form

Otlo+0-1=0 (2.9)

erfullt ist, wobeidervierdimensionalé/ektor |, definiertist als
I =0—L[ W@ —Y]+cc.— L (2.10)
H= B0, z V@ .C.— L@y, . :

Insbesondererhalt mandurchintegrationiiberdengesamtefiRaumdasgesuchtéerhaltungs-
gesetz

d 3
a/lool x=0 (2.11)

fur denFall, daRdie Stromel im Unendlichenverschwinden.
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Esgibt zahlreicheErhaltungsatzeder nichtlinearenSchibdingegleichung.Fur die folgende
analytischéBehandlungverdensichfolgendeErhaltungsga3enalsbesondersitzlich erwei-
sen,sodalRihre Herleitunghier nocheinmalvorgestelltwird.

Zunachstenthalt die Lagrangedichtaicht explizit die Zeitt, d.h. sieist translationsimariant
beziglich derZeit. Man betrachtetalsodie Transformation

t - t=t+e, (2.12)
X — X=X, (2.13)
E - E=E. (2.14)

In derobigenBezeichnundedeutetlies,dallg =1, = 0undy = 0.
Somitist
0L

lo=—E — L+c.c (2.15)
E

und [ lod®x, bessebekanntals der HamiltonianH

1
H :/d3x<|DLE|Z+S|EZ|2—§|E|4> (2.16)

eineErhaltungsgolie.

Weiterhinist offensichtlich,dal3die LagrangedichteL und damitdasWirkungsinteyral SE]
invariantbzgl. einerPhasendrehun — E€? ist. InfinitesimallautetdieseTransformation

t - t=t, (2.17)
X — X=X, (2.18)
E —» E=E+icE . (2.19)

Diesbedeutetun,dal@, = 0undy = iE.
Einsetzenn Gleichung(2.10) liefert

lo = —?E—LiE—i—c.c.:|E|2, (2.20)
t
i = i(EDE*—E*CE) . (2.21)

Es emibt sichalso,in der Spracheder Quantenmechanildie bekannteMassenkntinuitats-
gleichung,im speziellerist die gesamtgMassé [ |E|?d3x erhaltenin derSpracheder Optik
ist dieseGrol3edie ,Leistund, im folgendernwerdenbeideBegriffe gleichbedeutenderwen-
det.

DieseAussagenassersichleichtauf dend-dimensionalerirall verallgemeinernWir werden
im folgendenauchdie Erhaltungvon Masseund Hamiltonianin zwei Dimensionerbenutzen,
ohnedal3esnotig erscheintdie entsprechendlerleitungzu wiederholen.

10
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2.3 Selbstf okussierung in der zweidimensionalen nic htlinearen
Schréding ergleic hung

Als Ausgangspunkzur Behandlungdesdreidimensionaletfralls mit anisotropeiDispersion
seihier zunachstandie selbstfokussierenddfigenschafteron Losungerderzweidimensio-
nalennichtlinearerSchibdingegleichungerinnert.

NichtstatiorareLosungerder Gleichung(2.1) mit s= 0 kdnnenkollabieren,sodafl3die Am-
plitude |E| in endlicherZeit singukr wird.

Wir betrachtenAnfangsbedingungeE(7,t = 0) = Eq(F) ausdem Soboler RaumH?. Fur
solcheLdsungerE ist die L2-Norm ||E||2 = ||Eg||2 erhalten.Die LP-Norm ist definiertals
|f||p= [|f|Pdx, die L>-Norm ist alsogeradedie in Gleichung(2.20) definierteErhaltungs-
grol3eLeistungbzw. Masse.

Die LosungE existiert, solangedie H! Norm endlich bleibt, die H! Norm ist definiertals
|E||y2 = (||E|5+ ||OE||3)Y2. Somitwird eineSingularitit definiertdurchdie Existenzeiner
endlichenZeitty < o, sodal||E||q1 — o furt — to. Diesbedeutetdal3die Gradientennorm
||JE||2 unddamitauchmax|E(F,t)| im selbenLimit divergieren[17, 42].

Die ExistenzdiesersingurenDynamikfolgt ausdemVerschwindermessogenannteNirial-
integrals

I(t) = HrEHg:/xZ\E\Zde—m (2.22)

furt — tg. Der Zeitpunktt;, andeml (t = t3) verschwindetist im allgemeinerspateralsder
Zeitpunktder Singularitttg, aberendlich.

| (t) ist ein MaRfur dasQuadratder mittlerenBreite desWellenpalets,seineZeitentwicklung
wird durchdie Gleichungd?l (t) = 8H beschriebegH istderin (2.16) definierteHamiltonian).
Man siehtleicht, dal3ein gegebenesVellenpalet mit H < 0 urvermeidlichin eine Punktsin-
gularitatkollabiert.

Zusatzlichzeigtdie Ungleichung 37
[EIZ < ||0E][2]FE]]2 , (2.23)

dafnichttriviale Losungenn derGradientennorndivergierenwennt — tg, sodal3die Losung
nichtglobalin H! Uiberleberkann.

Eine notwendigeBedingungfirr die Singularititist | |[E||3 > Nc ~ 11.68. Hier ist die kritische
MasseN; die Norm der statiorarenLosungE(r,t) = @o(r)€* [43], wobei @ die positive,
radialsymmetrisch&rundzustandésungder Gleichung—qo -+ (1/r)0, 1o (o + @ ist.

In radialsymmetrischebeometrigkanneinkollabierende&eldmit folgendemAnsatzselbsahn-
lich modelliertwerden:

E(rt) = — @& 1) P4 (2.24)

1
R(0)

11



2 Nichtlineare Schrodingergleichung

wobei B eine Funktionder Zeit B(t) = —RR (der Punktbedeutewie iiblich Ableitung nach
derZeit) ist, & = r /R(t) die raumlicheradialeKoordinate reskaliertmit demRadiusdesWel-
lenpaletsR(t), undt einereskalierteZeit 1 = [ du/R%(u).

SetztmandenAnsatz(2.24) in die zweidimensionalaichtlineareSchiddingegleichung(2.1)
mit s= 0 ein, soerhalt manalstransformierteGleichung

0@+ Ac o+ | 920+ [e(T)E2 — 1]=0 (2.25)
mit Ag = (1/€)0x&0s und
1 . PR
sT:—ZRgR_ T (2.26)

Um nundie SkalierungR(t) zubestimmennimmtmanan,dalLosungerderGleichung(2.25
einenselbséhnlicherZustanderreichend. h. d:¢p— 0, wahrenddie Funktionere und3 gegen
statioriireWertego und g konvergieren,indemsiee ~ 32/4 mit |0:B| < B erfilllen.

Man unterteiltnundie Losungg in zwei Beitrage,denKern@. undden, SchwanZ :

o& D)=l D+aE1), (2.27)

wobei @, demzentralenTeil von ¢ entsprichtd.h. der Losungfir & < &;. In diesemBereich
kommt ¢, demselbsthnlichenZustandgy(§) (der statiorarenLdsungvon (2.25), wie oben
eingefihrt) sehrnahe mankannesalsostorungtheoretischls Taylor-Reihebeschreiben:

%

et (2.28)

@ (&,€) = @o(&) + (¢ —£0)

Im Gegensatdazuerstrecksich@ Uberdasverbleibendésebieté > &;, wo mandie kubische
Nichtlinearitt vernachéssigerkann. ¢ ist alsodie Losungder parabolischerzylinderglei-
chung[4, 14, 15, 24, 21], die wie folgt aussieht:

oV/EE2/2

m , |C(8)| ~ 871/46-“/4\/5 . (229)

@(&,€) =~ C(e)

Setztmannundie Gleichungen2.27), (2.28 und(2.29 in die Massenkntinuitatsgleichung
furo

| ol o e’ = ~2l9(, 0 %05 an(otE, 1) 230

ein, sofindetman,daf3die Funktione folgenderGleichunggeriigt:

dr8 ~ —2Ke B (2.31)

12
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mit einer positiven KonstanteK. DieseFunktiongehtzusammemit 3 asymptotisclgegen
Null. Esfolgt soeinelog-log Kontraktionsskala

2m(to—t)

Inin[X] (2.32)

R(t) = R(0) :

nachdermanf(t) = —RRundt(t) ~ In[1/(to—t)] benutzthat.Im Gegensatdlazufindetman
im isotropendreidimensionaleiall einenstarken, nicht nurlogarithmischenKollaps.

2.4 Selbstf okussierung in dreidimensionalen anisotr opisc hen Medien

Im folgendennehmenwir nundie z-Abhangigleit in Gleichung(2.1) wiederhinzu, d.h. wir
besclaftigenunsmit demFall anisotropeDispersions < 0.

FruhereArbeiten[34, 11, 23] zeigen,dal3die Evolution nun durch zwei Effekte beeinfluf3t
wird, einmal die bekanntezweidimensional&kompressionn der trans\ersalenEbeneund
andererseiteineDefokussierungn longitudinalerRichtung.Die KombinationdieserEffekte
bewirkt zurachsteineKompressionn trans\ersalerRichtung,dochschlief3lichwird derPuls
longitudinalauseinandgerisserund in zwei Pulsezerteilt. DiesesEreigniswird ,, Splitting’

genannt.

NumerischeSimulationervongauf3drmigenPulseralsAnfangsbedingungeigtendal3dieser
Effekt ab einerunterenSchranle fur die maximaletrans\ersaleMasseN, (0) auftritt, wobei
letzterewie folgt definiertwird:

N, (0) :/dxdy\E(x,y,z:O,t —0)2 (2.33)

Beispielsweisevurdein [11] ein Splitting-Eventab N, (0) ~ 1.3N; gefundenwobeiN; die
kritische Massefur einenKollapsin der zweidimensionalemichtlinearenSchibdingeplei-
chungist.

NeuereArbeiten[32, 8] zeigen,dalRbei MasserN, (0) ~ 1.4N;...1.5N. dasAufsplittenklar
zu beobachterist und die beidenentstandeneRulsemit unterkritischertransersalerMasse
schlief3lichdispengieren.

Man siehtandieserBeispielendalR3negative Dispersiortatsachlichdentrans\ersalerkollaps
verhinderrkann.

Lutheretal. [23] beschriebeunlie BegrenzunglesKollapsesn einerselbsihnlicherBehand-
lung des Term s92E als diffuse Storung, die die Ebenenmit hochstertrans\ersalerEnegie
(d. h. mit demkleinstenzeitlichenFokuspointg) dampfen.DieseAnalysegilt fur Wellen mit
MassemahederkritischenMasseund |s| < 1.

Im GegensatalazuuntersuchterZharova und Mitarbeiterin [45] denFall N, (0) > N; und
s= —1 undsagtenfolgendesSzenariovoraus:LokalisierteWellen werdenanfangsin longi-
tudinalerRichtunggedehntund zerfallen schliel3lichin mehrerePulse,die nachlangerZeit

13



2 Nichtlineare Schrodingergleichung

danndispegieren.DieseBehauptungvurde durchnumerischeSimulationenin achsensym-
metrischeiGeometriegestitzt.

2.4.1 Theorie von Fibic h und Papanicolaou

Um einenbessererZugangzu dem Problemzu erhalten,entwickelten Fibich und Papani-
calaou[13, 14] eineaufwendigeStorungstheoriedie im Fall kleiner anisotropemDispersion
(Is] < 1) undeinerleicht uberkritischertrans\ersalerMasseN; = N gilt.

Ihr Verfahrenbestehtdarin, denasymptotischeselbséhnlichenZustanddeszweidimensio-
nalenSystemsu storen.Dieserasymptotisch&ustandautetfir t — to:

Rt(t’z) 2

Es(r,t,2) = @&, Sz =1(t,2) + IRt2)' (2.34)

R(t,2)

N

mit§ =r/R(t,z) undt(t,z) = f(t, dt’/R?(t', 2). @ ist wiederder bekanntaadialsymmetrische
Grundzustandind R(z,t) bezeichnetlie SkalierungderradialenDistanz,ablangigvon z und
t. In Erweiterungdeszweidimensionalefallesist R jetzt nicht nur vont sonderrauchvon z
abrangig,um die ModifikationendurchdenTermsd2E miteinzubeziehen.

Diese Storungstheorigst nur giiltig fur ein selbstfokussierendé=eld mit R(z,t) — 0 in der
Nahe desKollapszeitpunktesy unterden Annahmen daR nicht nur s02E im Verhéltnis zu
denanderenTermenin Gleichung(2.1) klein bleibt, sondernauchdie Funktionenp und ¢
ausGleichung(2.26) viel kleiner als einsbleiben,wahrendsich die Form desFeldeskE dem
selbshhnlichenZustandgy anrahert.

UnterdiesenBedingungerindetmanals Gleichungfur €

v(e)  (fi)y 2fs
St‘l‘?—m—ﬁ (235)

wobeiv(g) ~ Ke ™2V ausGleichung(2.31) folgt, M = [ £2@8d?¢,

f1(zt) = 2sF Re / (02Es)e *S[1+E0eJgo(e) ) o (2.36)

und

f5(zt) = sR Im / (E2(02E5)) o2 . (2.37)

In den Grenztllen e 2V « |(f1)|/|f2| < 1 und f, ~ sNiT,z bestimmtdas dynamische
System

= —%RE'IQ] , &R —2SNTZ/M , Ty =1/R? (2.38)

die Entwicklungder AmplitudederWelle ~ 1/R abhangigvon z zu verschiedeneieiten.
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2 Nichtlineare Schrodingergleichung

Analysiertman daserhalteneSystem,so zeigt sich in R(z t) tatsachlich daserwarteteBild
einesSplittingsdesPulsesin zwei symmetrischentlangder z-Achselokalisierte Strukturen.
Um dies zu sehenstellt man sich dendreidimensionalerPuls zerlegt in zweidimensionale
Scheibervor. JededieserScheiberkontrahiertmit der SkalaR(t, z) = R(tp(z) —t). Dabeiist
to(z) die Kurve derKollapszeitpunkteals Funktionvon z. Der frihesteKollapswird erwartet
beim Minimum vonto(2), d.h. beiz = 2, sodaRTy = dto|;, = 0 und dzo|,, > 0, wobeidas
Minimum derKollapszeitaiirlich bei denScheibermit hochstertrans\ersaleiMasseliegt.

Die Strungvon € emibt sichdurchintegrationdesSystemsu
£ = g0+ y(—ToT+ T¢T) (2.39)

mit €0 = €(0,2) — yTZ/R?(0,2) undy = —2sN;/M. Sosiehtman,daRder Effekt deranisotro-
penDispersioreineVerkleinerungron € zu negatvenWertenandenScheibergrofiterMasse
bewirkt und somiteinenKollapsverhindert.Die Symmetriein z-Richtungverursachso die
Bildung von zwei PulsenaufjederSeiteder zAchse,im Falle einesAnfangspulsesjersym-
metrischumzy = 0 ist.

Der Anwendungsbereicter geradevorgestelltenMethodeist leider sehreingeschinkt. Die
grundlegendeAnnahme|f|, & < 1 zur Herleitungder Gleichungen(2.35 und (2.38) bricht
zusammensobaldder Term s32E nicht mehrnur einekleine Storungist und starke longitu-
dinaleGradientenn derNahedesKollapszeitpunktet) entstehemalit.Schonfur Wellen mit
einerMassevon nur 10% AbweichungiiberdemkritischenSchwellvert N ist die Vorhersage
der Gleichung(2.39 nicht mehreineDispersionder gesplitteterPeaks sondernstattdessen
wiederumein kollapsartiged/erhaltenmit divergierendemAmplituden.

Die Abbildung4.13zeigtim Vorgriff auf die Ergebnissalie numerischbestimmteEvolution

einesuberkritischenPulsesmit N, (0) &~ 1.1N.. Esist klar zu erkennendaf3die gesplitteten
Pulsezu spatenZeiten auseinanderlaufeand keineswe@s kollabieren,wie esdie Storungs-
theorievorhersagemirde.

Somitist die Theorievon Fibich und Papanicalaowufgrundinhrer Konstruktionnicht in der
Lage,dasspate Verhaltender gesplitteterPulsevorherzusage(fir Zeitent > tp). Nichtsde-
stotrotzwurdein [13, 14] agumentiert,dal3kein weiteresSplitting der entstandeneReaks
entsteherkdnne,dadie zweidimensional&okussierunginwichtigwerdenwirde.Die spater
prasentiertefErgebnissdelegenjedoch,dallauchnachderurspiinglichenKollapszeitg eine
weitereFokussierungind ein weitererZerfall der Pulsemaoglichist.

2.4.2 Ein alternativer Ansatz von Bergé, Rasmussen, Kuznetsov et al.
Ein andereieg, dasPranomerdesSplittingseinesPulseszu beschreibenyurdevon Berge,

RasmusserKuznetse undanderer 7, 8, 6] gewahlt. Aus derdreidimensionalenichtlinea-
renSchidingegleichung(2.1) lassersich Evolutionsgleichungefiir die mittlerenRadienin
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2 Nichtlineare Schrodingergleichung

trans\ersalemundlongitudinalerRichtungherleiten:

oflt) = ofl|zEl|5=8s"|0-E||5— 2s||E[17 (2.40)
o1L(t) = oF(IrE|5=8||I0.E|5—4lIE||Z , (2.41)

wiederummit || f||p = [|f|Pd?r dz. Ausgehendvon diesenAusdiiicken, wobei zur Verein-
fachungs = —1 gesetziwurde,kanngezeigtwerden,daf3fur beliebigeAnfangsbedingungen
I,(t) in endlicherZeit nicht verschwindetsonderrsogardurcheinepositive untereSchranle
begrenztwird. In Bezugauf die Grofiel | (t) wurdegezeigt,dallein trans\ersalerKollapsmit
|, — 0in einemRegime absolutelKompressiomicht stattfinderkann,d. h. falls I, < 0 und
|, <0in einerUmgetungumtg. DiesesVerhalterfolgt fur ein beliebige<Zeitintenall [To, t3],
in demdie Welle in allenRichtungerkollabiertausder Abschatzung[ 6]

E{) =gl +4H(1, —215) —4N2In(1 ) —2N?In(l) < E(To) < | (2.42)

sodafil (t) unterobigenAnnahmemichtverschwinderkannundsomitkeinesingureKon-
zentrationder Pulsintensiht, die zu einemKaollapsin dernichtlinearenSchibdingegleichung
fuhrenwirde,moglichist.

Zusatzlichwurdeder ProzesslesAufsplittensmit Hilfe einerquasi-selbsthnlichenAnalyse
untersuchtEs wurdenzwei raumlicheSkalenbenutzt,einelongitudinaleAusdehnundZ(t),
von derangenommemvurde,dal3sie zunimmt,sowie einetrans\ersaleSkalaR(t), diein der
NahedesFokuspunktgg kleinerwird. DerfolgendeselbséhnlicheAnsatzfur die zweiSkalen
enthaltendé.dsungwurdebenutzt:

VA RR.y 42,5
B 20 = o B LT ol +ifie-itle) . eay
T(t) = th(“u) £ = () ZETZU. (2.44)

Hier ist A ein konstanteintensi@itsaktorundA > 0 bezeichnetlenEigenwertderNLS, wel-
cherderlokalisiertenEigenfunktiong zugeordneist.

SetztmandenAnsatz(2.43 in die nichtlineareSchiddingegleichung(2.1) mit s= —1 ein,so
erhalt maneinetransformierteGleichungfir @, welchedie zeitablangigenFunktionen
er = [a&+0:(ar)] /4 = —R®R¢/4 und yez = —RPZZ /4 (2.45)

mit ar = —RR undy(t) = R¥(t) /Z4(t) enthalt. Fir t gegenty kannargumentierwerden,daf
im selbséhnlicherLimesd;@= 0 — 0 beideFunktionenn (2.45 gegenWertevermleichbaren
Betragese| tendierenwahrendt(t) gegent(tp) = « geht.

UnterBenutzunglesschnellembfallsvony(t) — 0 findetman,daRdie Eigenfunktiong, nach
entsprechenddRenormierunggderfolgendenquasi-zweidimensionale@leichunggeriigt:

0:0+ 050+ (1/€)0: 0+ (€% + T%) — Mo+ [9°=0 . (2.46)
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2 Nichtlineare Schrodingergleichung

Hier verschwinderdie reskaliertere-Ableitungenmit y(t). Die Variable( spieltdie Rolle ei-
nesLokalisierungspararpeteretafp, welchesd; @ — 0 geriigt, nur dannlokalisiertentlangder
{-Achseseinkann,wenn) = A — €22 > 0. Die mit Gleichung(2.46) vertundeneVlassenkn-
tinuitatsgleichungdie wie im zweidimensionalerall denMassenaustausch dertrans\er-
salenEbenezwischenKern und asymptotischeéuf3erei.dsungbeschreibtfuhrt schlief3lich
auf

Koie = —2exp(—Ti(A —e2%)/(2V%)) (2.47)

mit K > 0. Esergibt sich,daRag ~ 2\/€ positivim lokalisierendemBereich < {* = /A /e ist,
sodalRmaneineKontraktionsrat@ahederin (2.32) erhalt, abernegativ im delokalisierenden
Bereichl > C*, in demR(t) dispegiert. DieseSkalamuRalsoin derNahedesUbeigangs(*,
andem |E|? ein Maximum erreicht,minimal werden.Im Grenzgll { — {* filhrt Gleichung
(2.47) zuegr ~ =2t < Oflirt — o0, sodalRR(t) schlie3lichdispegiertundnichtverschwindet.
Somitist kein trans\ersalerKollapsmoglich. Stattdesseentstehersymmetrischzwei Peaks
umz= +Z(tg){*, wasdasAuftretendesAufsplittenserklart.

Fur Anfangsbedingungemit hohenEnegien (N, > N;) wurdegeschlossergalsichdieser
Prozesdortsetzenkdnne,indem obige Analysewiederumauf die enstandeneneuenPulse
unablangig vom Partnerpulsangevendetwird. Da dieserProzesssich nur fortsetzenkann,
bis die Massedie kritischeMasseunterschreitetwurdedie Gesamtzahilerentstehenderel-

len zum DoppeltendesVerhaltnissesN, (to) /N. abgeschtzt, wasauchmit experimentellen
Ergebnissern optischerVersucherzusammenpal3{e?, 17].

Wiein [41] betontwird, ist die Frage ob nunein Kollapsin endlicherZeit auftreterkann,nach
wie vor ungebst. Auch die Frage,ob nacheinemerstenSplitting weiterefolgen konnenist

nochoffen,daeskeinenumerische\rbeitengab,die dasAuftretenvon mehrachentSplitting

eindeutignachweisenln dieserArbeit werdendiesebeidenFragennumerischuntersucht,
und wir werdeninsbesondersehendaldein weiteresAufsplitten moglich ist, jedochnicht

symmetrischlsonderrandenaulRererSeitenderentstandeneRulse.

2.5 Modulationsinstabilit aten

Wie bereitsbeschriebenfindet man statiorére Losungereur nichtlinearenSchivdingeglei-
chungderFormE(r,t) = qo(r; A\)e™, wobeiqy Losungder Differentialgleichung

~Ap+A @+@E=0, A>0 (2.48)

ist.

Verandertmannun diesestatiorarenLdsungendurch Storung entlangder z-Achse,so kann
mandie sogenannteModulationsinstabiltenuntersuchenwir analysierertie Stabilitat ei-

nessolitonartigenZustandesei Storungdurch Termeder Form (a(T) + ib(T)) exp(ikz+ yt),

die durchdie Anwachsratey fur die reellenlokalisiertenFunktionera(r) undb(r) charakteri-
siertsind.
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2 Nichtlineare Schrodingergleichung

Im eindimensionalerkall (Di = 02) zeigtenZakhare und Rubenchik[44], daRim Limes
kleiner k die Anwachsratefirr die instabile sogenanntgeradeMode durchy? = 4sAk? ge-
gebenist. Dies fuhrt zu einemEinschriirverhaltenim Falle s > 0. Die Anwachsratdur die
ungeradeMode y* = —4sh\k?/3 filhrt zu einerVerbiggungim Falle s < 0, vergl. auchRefe-
renzen 20, 35]. Fur die hier untersuchtezweidimensionalesolitarenWellenzeigtsich,wie
gleichbeschriebemird, daf3beidelnstabilitatengleichzeitigauftreterkonnenwenns < O ist.

Im Falleachsensymmetrischebsungend. h. die Abhangigkeit vom azimutalenVinkel wird
ignoriert, lautetder Laplace-OperatoA | = 82 + (1/r)0,. Die Lésungqy kanndanngesbrt
werdenals

E(r,zt) = (@o(r;N) +€@i(r, z t)) exp(iAt) (2.49)

mit € < 1. Die Storung @; kann zerlegt werdenin zwei reelle Normalmodena, b, so dal3
@ (r,zt) = (a(r) +ib(r))ek* . Setztmanden Ansatz(2.49 in die nichtlineareSchibdin-
gegleichung(2.1) ein und linearisiertdie entstehendé&leichung,so erhélt man dasnicht
selbstadjungiert&igenwertproblem

(Li+wa=—yb,(Lo+Wb=ya (2.50)

mit Lo =A — 02 — g, Ly = A — 02 — 3¢% und p = ské. DiesesSpektralproblenkannanaly-
tisch gelostwerden indemmandie Storungenauf die maginal stabilenModenmit y=0im

Limes langerWellenlangenk — 0 bestimmt.In diesemGrenzall bilden die Eigenzusinde
von Gleichung(2.50 eineorthogonaleBasisvon vier lokalisiertenEigervektoren.Storungs-
theoriefuhrtdannzu [20, 35, 7]

V'~ 1602 <f;p§%> . (2.51)

Manerhalty? ~ A%2,/|s k2 mit einemExtremumbei|s|k? ~ A, fiir Eigenmodendiein fihren-
der Ordnungmit a ~ y0, (o, b ~ @ skalieren.qy und 0, ¢ sind geradeFunktionen,die ma-
ximal im Zentrumsind und fiir r — o verschwindenDies bedeutetdaRdie Aquipotential-
flachernvon @fur e # 0 in periodischéBunchesaufgesplittetverdenmit derPeriodiziitshnge
2m/k. Somitist ¢u modulationsinstabibe4iglich longitudinalenStrungenim Grenzéll lan-
gerWellenlangerk — 0O firr beideVorzeicherderDispersiors.

DieseErgebnissesind jedochnur gultig fur axialsymmetrisch&torungen jegliche Abhang-
igkeit vom Winkel ist vernachassigtworden. Betrachtetman die volle Geometrie(r, 0, 2),
so kannsich die Natur der Instabilitattenandern,da der azimutaleWinkel @ im trans\ersa-
len Laplace-Operatof; = 02+ (1/r)d + (1/r?)83 erscheintin diesemFall bestehemicht
axialsymmetrischétrungen,charakterisiertdurch eine Phaseder Form €™ mit |m| = 1,
ausungeraderNormalmoden aufgespannturch €9, und €™r . Diese Moden tragen
zur Instabilitat desWellenleitersbei, indem sie dasZentrumverschieberund ein spontanes
Einknickenin Medienmit negativer Dispersionermbglichen.
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2 Nichtlineare Schrodingergleichung

Die Anwachsratdm Grenzhll groBerWellenngenist danngegebendurch y? ~ —2sAk?
[20, 35]. Im Gegensatdazuist fur s > 0 derWellenleitergegeriiberdieserArt von Storungen
stabil. Aus diesenAbschatzungerkann man ableiten,dal3fur kleine k die Formierungvon
Bunchesdominierensollte, da v, 4 > Yanae fUr K — 0. Andererseitsollte der Wellenleiter
ehereinknicken fur grolieWellenzahlerk > 1. Diese Voraussagerhalt man,wennmana
priori die Abschatzungeng, ¢, ~ k andyZ, . ~ k? auf groReWellenzahlerextrapoliert.Um
diesenPunktzu klaren,muRmandie Entwicklungdieserinstabilitatenundihre gegenseitige
Wechselirkung numerischuntersuchenyasspaterauchdurchgetihrt wird.
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3 Numerische Verfahren

3 Numerisc he Verfahren

3.1 Einleitung

Ein wesentlichefTeil beiderBearbeitunglesThemadieserArbeit war die Entwicklung,das
TestenunddasAnwendengeeignetefortgeschrittenenumerischemMethoden.

In diesemAbschnittwerdenzurachstdie benutzterintegrationserfahrenvorgestellt.Fur die
Integration der dreidimensionalemichtlinearenSchibdingegleichung(2.1) auf dem Basis-
gitter wurde ein OperatorSplitting Verfahrengenutzt,welchesden Vorteil ausnutztdal3die
Losungerdeslinearenbzw. nichtlinearenTeilproblemsim Fourier bzw. Ortsraumexakt be-
kanntsind.

Fur dieIntegrationaufdenverfeinerterGitternwurdeeinfinite DifferenzerVerfahrenbenutzt,
welcheseine einfacheBehandlungvon Randbedingungearmidglicht und im Gegensatzur
schnellerFouriertransformatioir alle Gittergrof3eneffektiv arbeitet Die Invertierungdesin

diesemsemi-implizitenVerfahrenauftretender©peratorsgder naheder Einsliegt, erfolgt mit

Hilfe eineslterationserfahrensrom Gaul3-Seidelyp, deraberaufgrundderblockstrukturier
tenadaptvenGitterverfeinerungMehmittereigenschaftehat.

Die Zeitentwicklungder untersuchterProblemezeigt eine starke raumlichelnhomogeniat.
Wahrendauf einemGrof3teil desIntegrationsgebietedie Strukturensehrglatt sind, bilden
sich in anderenBereichenaufgrunddes kollapsahnlichenCharaktersder Schibdingerglei-
chungextrem starle Gradientenln einer solchenSituationist die Anwendungdes Verfah-
rensder blockstrukturierteradaptven Gitterverfeinerungsehrhilfreich, daesnur dort hohe
Auflosungbenutzt,wo dieseauchwirklich berdtigt wird. Aufgrund dieserRessourcerspa-
rendenEigenschaftenst es moglich, eine wesentlichgenauerdntegrationim Vergleich zu
konventionellelMethoderzu erreichen.

Eswird zurachstdergrundstzlicheAblauf einersolchenadapty verfeinerterintegrationbe-
schriebenum dannnachherucheinigeDetailsderUmsetzungn Computercodeu erlautern
und spezielleProbleme wie zum Beispiel die Parallelisierungfiir mehrereProzessorergzu
erortern.
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3.2 Verfahren auf dem Basisgitter

Die nichtlineareSchibdingegleichung(2.1) kannwie folgt geschrieberverden:
otE = (L+NL)E , (3.2)
wobei die Bezeichnunget. fiir denlinearenOperatorLE = i(A, + s92)E undNL fiir den

nichtlinearerOperatoNL E = i|E|?E gewahltwurden.

Betrachtetman denlinearenund nichtlinearenTeil der Gleichunggetrenntvoneinanderso
findet man, daf3 sich die lineare Gleichungtrivial im Fourierraumldsenlafdt, wahrenddie
nichtlineareGleichungim Ortsraumdirekt integrabelist. Deshalbwurde die Methodedes
OperatorSplittings[31, 3€] angavandt.

Die lineareTeilgleichungd:E — L E = 0 lautetim Fourierraum:
i E+ (—k? —sK)E=0, (3.2)

hierist E (k, ky,kz,t) dieim Ort Fourier TransformiertedesFeldesE(x,y, z,t) undk, = k2 +
k.
Die Losungist trivial:

E (ke, Ky, Koy t A1) = exp (i(=k2 —sk)At) E (ky, ky, kz, t) (3.3)
XL (D) E (ke Ky, kg, ) (3.4)

Fur die nichtlineareTeilgleichungdE — NL E = 0im Ortsraum

i0E+|E]PE=0 (3.5)

findetmandie Losung
E(xy,zt+At) = exp(i|E[°At) E(x,Y,zt) (3.6)
= X (ADE(xY,Z1) (3.7)

dad;|E|> = EQE* + EQ;E* = —iE |E|?E* 4 iE*|E|’E = 0 unterBenutzungvon (3.5).

Da die exaktenLosungender Teilproblemein unterschiedlicherRaumen(Orts- bzw. Fou-
rierraum)bekanntsind, lassersie sichleidernicht direkt zu einerLdsungdesurspiinglichen
Problemskombinieren Fur die numerischdntegrationerhélt manjedochdurchdie Methode
desOperatorSplittingsein VerfahrenzweiterOrdnungin der Zeit.

Das Verfahrenfur die Propagatiorder Losungum At sieht, ausgehendion der bekannten
LosungE(t), wie folgt aus:
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Mit Hilfe derFast-FourierTransformation(FFT) ertélt manE (t). Nun wird im Fourierraum
ein halberlinearerZeitschrittAt /2 ausgefihrt. DasErgebnisE, wird in denOrtsraumtrans-
formiert. Mit Hilfe einesvollen nichtlinearenTeilschrittserhalt manauskg, dasnachsteZwi-

schenegebniskE,.. Esfolgt ein zweiterlinearerHalbschrittwie oben,d.h.inkl. Fourier und
Rucktransformatiomund manerhalt somitschlie3lichdasgesuchteE (t + At).

Mit denobenfir dieverschiedenemeilschritteeingetihrtenOperatoreXy, X, = iIFFTX, FFT
lastsichdasVerfahrenwie folgt beschreiben:
E. = XL(At/2)E(t) ,
E** = XNL(At)E*7
E(t+At) = X (At/2)E,, .

Wahrendder numerischerintegration fuhrt man natirlich viele Zeitschritte hintereinander
durch.Am Beispielvon zwei Schritten

E(t 4 2At) = XL (At/2) XL (At) XL (At/2) X (At/2) Xn (At) X (At/2) E(t)
siehtman,dalmannoch X (At/2) X (At/2) = X (At) ausnutzerkann,d.h. manintegriert

letztendlichimmer abwechseln@inenSchrittim Orts-undim Fourierraum.

Der Nachweis dal3diesesVerfahrentatsachlich zweiter Ordnungin der Zeit ist, wird so er-
bracht(vgl. Referen4 36]):

Taylor-EntwicklungderGleichung(3.1) erzielt:

Eoae(t+A1) = E(t)+At E\t+%zé\t+0(m3) (3.8)
= 1+At(L+NLo)+A7t2 ((L +NLg)?4NLo) +O(At3) | E(t)
(3.9)
Hier benutztder OperatomL g die Losungzur Zeit t.
Fur die Zeitschritt-Operatorefindetmananalog:
E. = X.(At/2)E(t) (3.10)
= _1+%L+%t2L2+O(At3)} E(t) , (3.11)
Ew = X (At)E(t) (3.12)
= -1+AtNL*+A7t2(NL*2+N'L*)+O(At3)} = (3.13)

NL, benutzthier dasFeldE,.
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DasErgebnisdesOperatorSplitting Verfahrengst nachAusmultiplizierensomit:

XL (At/2) X (At) X (At/2) E(t) (3.14)

At At?

1+—L+ —L2+O(At3)]

2 8

[ At? :
1+AtNL, +—- (NL.2+NL,) + O(AtS)}

Die DifferenzderGleichungen(3.9) und(3.16) ist

DaE, = Eg+ £ Eq + O(At?) gilt:

NL.

NLg
NL,

r 2
1+%L+ %L2+O(At3)] E(t) (3.15)
: At? 9 o 3
1+ At (L+NL*)+7((L+NL*) +NL,) +O(At®) | E(t) .
) (3.16)
Ee><aI¢—EspIit = At(NLO—NL*)
At2 . :
+= [(NLo—NL,) + (L +NLg)?— (L +NL,)?|
+0(At%) . (3.17)
2 2 At - * ~ % 2
= |E.2=|Eo*+ 5 (EoEs + EE) + O(AtY) | (3.18)
= |Eol*, (3.19)
=0, (3.20)
d . .
= S [E1Zlo=EoE; + BE . (3.21)

NLO

Setztmandiesnunin (3.17) ein, sokirztsichderFehlerersterOrdnung(henorgerufendurch
BerechnunglerNichtlinearitt zur falschernZeit) gegendenFehlerzweiterOrdnung(henor-
gerufendurchAnnahmeeineskonstanterE wahrendder Integration)und manerhalt:

Eexak — Esplit = O(Ats) . (3.22)
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3.3 Verfahren auf den verfeinerten Gittern

Auf denverfeinertenGitternwurdenzur Berechnungler raumlichenAbleitungenfinite Dif-
ferenzerbenutzt Eine pseudo-spektralBehandlungvar aufgrunddererforderlicherFourier
transformationewon Gitternmit willk GrlichenGro3enzu ineffektiv.

Die zeitliche Diskretisierungder nichtlinearenSchiddingegleichungerfolgt in einemsemi-
impliziten Verfahrenzweiter Ordnungvom Crank-NicholsonTyp [31, 2], dasin ahnlicher
Formvon Pietschetal. benutztwurde[30]:
n+1 n n+1 n
Eijw — Eijk _ ixm_l/injk +Eijk (3.23)
At 2 ) '
Hierbeiist X" = A, +s02 + \E{}k|2, E dasin Zeit (n) und Ort (i jk) diskretisierteFeld. Da

E['*1/? nicht bekanntist, wird Xir}:l/z durchXl + 5 (& |E[*)}}, approximiert dasVerfahren

bleibt hierdurchzweiterOrdnung.

Esemibt sichfolgendesemi-impliziteGleichung:
IAt At 2
[1— - (Xirfk‘l‘ - (GE| )injk)] Bl =
iAt At
[1+7 (xi”jk+§(at|E|2)i”jk>] Efix - (3.24)

Um denOperatorauf der linken Seitezu invertieren,ist eine Helmholtz-artigeGleichungzu
|osen.Da der Operatorfur kleine Zeitschrittenaheder Eins liegt, benutzenwir die Gauss-
SeidelRelaxationsmethodait red/blackOrdering[31, 39] zur numerischem.6sung.
Detailliert siehtdie Iteration wie folgt aus: Zuerstwird mit Hilfe einesEulerSchrittsder
Startwertder Iteration,eine Naherungfur dasgesuchtdEir}fgl, vorgegeben Der Operatorauf
derlinken Seitevon (3.24) wird in Diagonal-undNichtdiagonalanteiterlegt, auf derrechten
Seitestehemur bekannteGro3en.Die Naherungoestehinun darin,denNichtdiagonalanteil
desOperatorsaufdieletzteberechnet®&laherunganzuwendenndsonachAuflosemachdem
Diagonalanteieineneue besserdaherungiur dasgesuchtd-eldzufinden.DiesesVerfahren
wird iterativ fortgesetztpis derrelatve Fehlerunterhalbeinervorgegebenerschwelleliegt.
Durch abwechselnd&enutzungvon Feldernmit geraden/ungerade@rtsindizes(red/black
ordering)korveriert diesesvVerfahrenum denFaktorzwei schneller

Bezeichnemandie |. Naherungur E{}tl mit E{}Il", sosiehtdasVerfahrenfolgendermal3en

aus:Der StartwertderIterationEir}f:l’0 ist

1,0
Elx " = Ef+At-XNEN . (3.25)
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Die Iterationberechneg{j; ' ** ausE[j ™' gema

IAt At 11+1
[1— > <Xirfk,diag+ E(at|E|2)injk>:| Eir}le =
[FAs 1] iAt At
7xirj]k,ndiagEir}—|k_ "+ [1‘*'7 (Xirfk-i‘ E(at|E|2)injk):| Efix - (3.26)

Wie obenerwahnt, funktioniert diesesVerfahrendanngut, wennder zu invertierendeOpe-
rator naheder Eins liegt. Um dies zu gewahrleistenwird die Konvergenzrateder Iteration
kontrolliert. Halbiert sich der relatve Fehlernicht mindestensinmal pro Iteration, so wird
derZeitschrittAt verkleinert,sodalistetseineschnelleKonvergenzgewahrleistetist.
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3.4 Adaptive Gitter verfeinerung

Haufigbenutztmanzur DiskretisierungeinerpartiellenDifferentialgleichungm Ort ein aqui-
distantesGitter, sodalRdie WerteandenStiitzstellenrdenWertendesFeldesandiesenStellen,
oderdemubereineZelle gemitteltenWertdesFeldesntsprecherkinesolcheDiskretisierung
hatdenVorteil, dadmanAbleitungenleicht durchschnelleFouriertransformatiotbzw. alter

natwv finite Differenzenfinden kann. Auch kompliziertereGeometrienwerdendurch Wahl

einesgeeigneterKoordinatensystemauf ein aquidistantesitter transformiert(z. B. durch
Benutzungvon Zylinderkoordinaten).

Verstindlicherweisanul3 die Diskretisierungso fein gewahlt werden,dal3der Gitterabstand
Ax kleiner als die typischenLangenvon feinen raumlichenStrukturenliegt, da diesesonst
nichtaufgebstwerdenkonnten DasProblemhierbeiist ganzklar, daf3beieineraquidistanten
Diskretisierungdie Auflosungin raumlichenBereicherohnefeine Strukturennun eigentlich
viel zu grof3ist, d. h. sie verbrauchtunndtigerweiseeine grolReMenge Rechnerressourcen,
namlich Speicherplatzind Rechenzeit.

Wenn man also Problemebehandeltpei denenin unterschiedlichemaumlichenBereichen
unterschiedliché angenskaleauftreten jnsbesonderbei Problememmit singur werdenen
Losungensoist esaul3erssinnvoll, die Methodeder adaptven Gitterverfeinerungzugrun-
dezulegen.Esist einfach,auchsich zu bevegendeStrukturenzu verfolgen,indemmandie
verfeinertenGitter aufgrundder bekannteriokalen Geschwindiglkitenmit der Strukturmit-
bewegt. Im Gegensatzum Verfahrenderfiniten ElementekannmanMethodendie fur aqui-
distanteGitter entwickelt wurden,so zumBeispielschnelleL oserfur die Poisson-Gleichung,
weiterhineffektiv nutzen. Auch ist einenicht nur raumliche sonderrauchzeitliche Adaption
ist moglich. Vorteil derfinite-Elemente-Methodest die einfachereHandhalbing von komple-
xenRandbedingungenyasfur dashier untersuchté’roblemabernicht von Bedeutungst.

Die grundsatzlicheldeediesesverfahrengst einfach:Man diskretisiertnur die Teile desinte-
grationsbereichelsochaufbsendwo die Strukturdiesed-eldesdiesauchverlangt.DasWort
adaptivdriuckt hier nochaus,dalR3die AuflosungdesVerfahrenssich automatischldynamisch
denErfordernisserdesProblemsanpal3tUnserAlgorithmusist ahnlichdemvon Bell, Ber-
ger et al. benutztenVerfahren[3]. Da dasVerfahrender adaptven Gitterverfeinerungvom
tatsichlich behandelterProblemweitgehendunablangig gehaltenwurde, konnte die Rah-
menimplementatioauchschonfiir andereProblemd 16, 18] genutztwerden.

Ein weitererVorteil desVerfahrensist, daf3sich nebender raumlichenDiskretisierungauch
die zeitliche Diskretisierung,d.h. die Gro3e einesZeitschrittsanpasseiast. Bei typischen
Problemenausder Fluiddynamikwird beispielveisedie Grofie desZeitschrittsdurch eine
Courant-Friedrichs-bey Bedingung(siehez. B. [37, 31]) der Form At /Ax < cong begrenzt.
Adaptive Gitterverfeinerungermoglichteshier, nur auf hochaufgedstenGittern,d.h.kleinem
Ax, auchmit einementsprechendleinenZeitschrittAt zu arbeiten,wahrendauf denweni-
ger aufgebstenGittern die Integrationschnellererfolgenkann. Auch komplexere Szenarien
sind moglich. So lassensich die Verfeinerungsdktorenfur raumlicheund zeitliche Verfei-
nerungunablangigvoneinandeund abrangigvon der momentanteuflosungwahlen,um
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zum Beispiel eine auf niedrigenSkalenquadratischeind auf feinen Skalenlinear sattigen-
de CFL-Bedingungoptimalbehandelrzu konnen wie siein derHall-Magnetohydrodynamik
auftritt.

3.4.1 Ablauf der numerisc hen Integration

Ausgehendion einerbestehendeHlierarchievon verfeinerterGittern,wird im folgendender
Integrationsalgorithmubeschrieben:

GegebernseieineSituationwie in Abbildung3.1

Tt P 2 Z—
-'-"I--.-
(i AR
b - il
il T

[ Il‘l T
I’ ‘iii III!III

il

Abbildung 3.1: Beispielshierarchie fur adaptive Gitterverfeinerung

UntenerkenntmandasBasisgittemit demgro3tenGitterabstandn einembestimmter{durch
dasProblembestimmten)Bereichwurde dies Auflosungals nicht ausreichenc&empfunden
und deshalbjede Zelle in mehrerekleinereunterteilt.In der Mitte der Abbildung siehtman
nur diesessogenanntd. Level (dasBasisgitterwird als 0. Level bezeichnet)Esist dadurch
ausgezeichnetlalRder Gitterabstandier nur 1/rs desGitterabstandeauf demnachstgobe-
renGitter betiagt. Der sogenannt®efinementVerfeinerungs-Jaktorrs ist eineganzeZahl,
die angibt,wie starkdie Auflosungvon einemGitter zum nachstfeinererrhdht wird, in der
Abbildungist rs = 2, wasi.a. auchwahrendder tatsachlichenSimulationender Fall war. An
einigen Stelle war auchdoppelteAuflosungnicht ausreichenddeshalbwurde noch einmal
verfeinert,obenin der Abbildungsiehtmanalsodas2. Level fur sichalleine.

In Abbildung 3.2 siehtmannundie entstandenértliche Diskretisierungnur in lokalisierten
Bereichenst die erwlinschtehoheAuflosungvorhandenwahrendaul3erhallaie Diskretisie-
rungrechtgrobist.

Man sprichtallgemeinvon einereffektivenAuflosung die der Auflosungder feinstenGitter,
umgerechneauf dasganzelntegrationsgebieéntspricht Hat manz. B. eineanfanglicheDis-
kretisierungvon 128® Gitterpunkterund eine Verfeinerungum drei Level, sonenntmandies
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eineeffektive Aufldsungvon 1024, da die Genauiglit mit der einervollen Simulationvon
ebenalls 1024 vemleichbarist, bloR daRdieseAuflosungnur dort zur Verfiigungsteht,wo
auchBedarfist.

Abbildung 3.2:

Ein Zeitschritt erfolgt nun folgendermaf3enAls Ausgangssituatiosind die diskretisierten
FelderaufallenLevelszur Zeitt bekannt.

Zunachsterfolgt nunein normalerZeitschrittauf demO. Level, die Randbedingedesvollen
Integrationsbereichesind durchdasProblembestimmt.Damit errélt manauf demO. Level
die Losungzur Zeitt + At.

Auf demnéachstfeinerethevel, hier alsoLevel 1, werdenkleinereZeitschritteAt /r; gemacht,
wobeir; derzeitlicheRefinementiktorist. Im Beispielr; = 2 erfolgtalsozurachstein Schritt
vonderZeitt zur Zeitt + At /2, unddannein zweiterSchrittvont + At /2 zut + At.

Auch fur die Integrationsschritteauf demfeinerenLevel brauchtman natirlich Randbedin-
gungen.Diese werdendurch raumlicheund zeitliche Interpolationausdem Feld auf dem

nachstgoberenGitter zu denZeitent undt + At gevonnen.Natiirlich stellt sich hier die Fra-

ge,ob mandurchdieselnterpolationnicht wiederdie hohereAuflosungzunichtemacht.Dies

ist abernicht der Fall, daja perWahl der Gitter dasFeld andenRandernso glatt ist, dal3die

AuflosungdesgroberenGitterszur Rep@sentatiorausreichtMan interpoliertalsonuranden

Stellen,andenenschondie grobeAuflosungausreichtDie hohereAuflosungwird tatsachlich

erstim InnereneinesLevelsberbtigt, dasichhier die entsprechentkinerenStrukturenbefin-

den,unddortfindetkeinelnterpolationstatt.

Ebensowichtig ist natirlich, dal3die Randbedingungefir die feinerenLevel, die manja auf
dengroberenLeveln mit Hilfe unvollstandiger(da nicht aufgebster)gemittelterinformati-
on gewinnt, im Rahmender durchdie AuflosungdesgrobenLevels gegebenerGenauigleit
exakt sind. Da hier Poisson-bzw. Helmholtzgleichungeigelostwerden,ist diesjedochkein
Problem,auchandereverfahrenwie z. B. Multigrid basiererauf dieserEigenschaftler Glei-
chungen.
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Nachdendasnachstfeinerd.evel, im Beispielhier dasl. Level, nunauchbis zur Zeit t + At

advanciertwurde(diesgilt ebenéllsfur alle nochfeinerenLevel, dajederintegrationsstepe-
kursw einelntegrationdesnachstfeinerehevelsaufruft), erfolgtdannnochdie Ruickprojekii-
on dergewonnenerhdheraufgebstenDatenauf dasgroberelLevel. (Diesgeschiehnailirlich

nurin denBereichendievom 1. Level erfalstwerden,n denandererBereichenist ja ohnehin
die AuflosungdesgroberenLevelsausreichend).

Dieserupdategenannteschritterfolgt, indemeinfachdie DatendesfeinerenLevelsgemittelt
ubereine Zelle desgroberenGittersgemitteltwerdenund die Werte desgroberenGittersan
denentsprechende8tellenersetzen.

3.4.2 Levels und Gitter

NachdemmundasPrinzipderIntegrationerklartist, muf3nocheineUmsetzungauf computer

gerechtéDatenstrukturererfolgen.Wahrendr die BeschreimngderMethodedie Levelsdie

grundlggendeStruktursind, mul3diesefiir denComputemweiterverfeinertwerden.DaLevels

ein Integrationsgebiebeschreibenin demdie Datenzwar auf aquidistanterGitterpunkten
gegebensind, dasGebietselbstabereine unregelmaliige,demProblemangepaldté&orm hat,

wird esauseinerAnzahlvonrechteckigerGitternaufgebaut.

Die GenerierungeinesneuerlLevelslauftwie folgt ab: Zunachswird anhanceinesKriteriums
entschiedenanwelchenGitterpunkterdesaktuellenLevels die lokale Auflosungnicht mehr
hinreichendst, sodalRandiesenStellenein UberdeckndedeineresGitter notwendigist.

DasKriterium kannund muf3demProblemangepaldverden.Eine Methodeist beispielswei-
seeineVariantederRichardson-Extrapolatiolie gesamteechteSeitederzuintegrierenden
Gleichungwird mit Hilfe der DiskretisierungdesaktuellenLevels berechnetNun wird der
selbeWert nocheinmal,unter Benutzungder halbenDiskretisierungoerechnetd.h. eswird
nur jeder zweite Gitterpunktbenutzt.Ist die Aufldsunggut, so sollten diesebeidenWerte
natirlich moglichstgleich sein, ist die Differenzgrol3erals ein bestimmterSchwelivert, so
markiertmandenGitterpunktalslokal unteraufgebst. Alternatv kannmandemProbleman-
gepalitKriterien verwendenso z. B. starlke GradientereinesFeldesals Anlald nehmengdie
entsprechendstellezu verfeinernum dieseGradientergut aufzubsen.

Ein NachteildieseMethodeist, dal3nichta-prioriklar ist, welchenWertmanals Schwelivert
im Kriterium wahlensoll. Da eskeinegeeignetemathematischeAbschatzungermibt, bleibt
als einzigeMethode,die Laufe mit verschiedeneischwelivertenzu wiederholen bis man
Kornvemgenzerhalt, d.h.eineweitereErhdhungder AuflosungandertdenVerlaufder Simulati-
onnichtmeht In derPraxisist esim allgemeinerrechtschnellmdglich, dieseKonvergenzzu
erreichendaunteraufgebsteSimulationerschnellzu erkennersind,sodal3nurwenigelL aufe
erforderlichsind.

Als ErgebnisdesMarkierungsschrittekat mannun eine Mengevon unteraufgebstenPunk-
ten,die mit einemneuerLevel mit hohererAuflosungiberdecktverdensollen.Die Methoden
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hierzustammerausderBildverarbeitungindsindin [ 16] genauebeschrieberOhnedal3auf
dieseZerschneidungsalgorithmaraher eingegangenwerdensoll, zeigt Abbildung 3.3 das
Ergebnisdiesesverfahrens:

Abbildung 3.3: Uberdeckung von unteraufgeldsten Gitterpunkten

Wie mansieht,bestehtim gezeigterBeispieldasneuelLevel ausdrei rechteckigerGittern.

Dabeiwerdenim allgemeinemauchnicht unteraufgabste Punktemitiiberdecktda die Zer-

schneidungn immerkleinereRechteck nachErreicherdesMaximumseinerKostenfunktion
abgebrochemvird. Kleine Gitter sind besseiinsofern,als daf3sie nur wenigePunkteunndtig

uberdeckn(die eigentlichnichtaufgebstwerdenmiissen)aberdafur haberviele kleine Git-

ter einenhohenVerwaltungs-und Kommunikationsauf@and,da ja globale Problemegelost
werden.Mit Hilfe einerrichtig gewahltenKostenfunktionkann stetseine nahezuoptimale
Uberdeckungerreichtwerden.

Dadie genutzterAlgorithmenals Voraussetzunpabendal3jedesTochtegitter iberalleinen
direktenVaterhat(alsonichtbeispielsweisaur einen, GroR\atef , derzweilLevel groberist),

istnachderUberdeckungnit neuerGitternnocheinweitererDurchlaufnotig, dersicherstellt,
dafResdieseBedingungerfullt wird.

E .
*********** e e
AN\ .

Abbildung 3.4: Einbettung eines Gitters in die Vatergitter
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Die Abbildung3.4 zeigt,wie durchZerschneiderinesTochtegittersdie entsprechendi€on-
sistenzerzeugwird.

EswerdenzusatzlichweitereOptimierungerverwendetSowird daszeitaufwendigeSuchen
nachunteraufgedstenPunkterundUberdeclennichtnachiedemZeitschritt,sondermurnach
einergegebenerAnzahlZeitschrittedurchgetihrt. Ein zusatlichePufferzoneum die unterauf-
gelostenPunktesomgt dafur, dal3auchsichverbreiterndeéstrukturerhinreichencaufgebstwer-

den,und die Berechnungler lokalen Geschwindigkitenermbglicht dasvorsogliche Uber

declendesBereichesin dassichdie Strukturin derZeit bis zumnachsterRegridding bewe-

genwird.

Weiterhinseiangemerktdal3die ErklarungdesVerfahrenshier aufgrundderKlarheitin zwei
Dimensionergegebenwird. In der Implementationst dasVerfahrenjedochfiir Problemen
ein, zweiunddrei Dimensionergeeignet.

3.4.3 Kommunikation

Wahrendder numerischerintegration missennatirlich Datenzwischendenverschiedenen
Gitternkommuniziertwerden,um sicherzustellendal3manletztendlicheineglobaleLdsung
erhalt. Zu unterscheidersind grundstzlich zwei Probleme:Kommunikationzwischenden
(rechteckigenitterneinesLevelsund Kommunikatiorewischendenverschiedenehevels.

Beide Problemewerdendadurchstarkvereinfacht,dal3die Gitter zusatzlich zu dengultigen
Datenim InnerennocheinenRandbereiclvon ghostcellsbekommenIn diesemRandbereich
werdengultige Datenvon Nachbagitternbzw., falls nicht vorhandeninterpolierteDatendes
darunterligendenvatersgespeichertSo miissenDifferenzemerfahrenam Randkeine Son-
derfalle beachtensondernbenutzendie gleiche Diskretisierungwie im Inneren.Um auch
groRereStencilsbenutzerzu konnenund einegute Korvergenzder Schwarz-Iterationzu er-
reichenwurdeim allgemeinerjedesGitter um 4 Punktein jedeRichtungvergrol3ert.

Terme,derenDiskretisierunglokal ist, wie z. B. die rechteSeiteder Gleichung(3.24) sind
somit direkt bestimmbarZusatzlich sind jedochnochimmer globale Problemezu |6sen,in
derFluiddynamikbzw. Plasmaphysika. Poissonbzw. Helmholtz-Gleichungerhierim Falle
dernichtlinearerSchibdingegleichungdie InvertierungdesOperatoraufderlinkenSeitevon
Gleichung(3.24). Eswurdeschonbeschriebenyie dieselnvertierungfir ein Feld mit Hilfe
eineslterationserfahrengealisiertwurde,vergleicheGleichung(3.26).

DiesesVerfahrenlaRtsichnunauf alle rechteckigerGitter innerhalbeinesLevelsanwenden,
dochhabenwir nur Randbedingungefur denRanddesiiberdeckterGebietegvom Vater).
Eswerdenjedochnatirlich auchRandbedingungefiir die Beriihrungsstellerer einzelnen
Gitteruntereinandeberitigt. DamandenWertfur letztereRandbedingungeerstweifd,nach-
demdasProblemgelostwurde,bietetsichauchhier ein Iterationserfahrenan,die sogenann-
te additve Schwarz-Iteration[19]. Zunachststartetmanmit einemVersuchfir die richtigen
Randbedingungean den Beriihrungsstellenbeispielsweisalurch Interpolationvon Daten
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vom Vater Nun st manin jedemGitter dasProblemund benutztdie erhaltene_osungals

Randbedingungir die Nachbarkstchenm nachsterterationsschrittAuf dieseWeiseerhalt

manschliel3lichdie LosungdesProblemsauf demganzenGebiet,die nur durchdie Randbe-
dingungerauf demRanddesGebietshestimmitist.

Fur die Schwarz-Iterationist nocheine Optimierungmoglich, die auchimplementiertwurde:
Sind einige Gitter schonkorvemiert, so brauchtfur diesekein Austausctder Randwerteund
weiteresL osendesProblemsmehrdurchgeiihrt werden,so dal3hier in denweiterenlterati-
onsschritterRechenzeigespariverdenkann.

Wie im geradeBeschriebeneschonangedeuteist, brauchtman fir die Losungdes Pro-
blemsauf einemLevel natirlich Randwertevom nachstgoberenLevel. Daauf demgroberen
Level die Datennur in einerschlechtereuflosungvorliegen,miisserdie Randwerteaum-
lich interpoliertwerden.Diesist jedochkein Problem,daja definitionsgeral3am Randedes
verfeinertenGebietsdie Auflosungdes Vaterlevels noch ausreichendst, so dal3die Daten
hinreichendylatt sind,um einelnterpolationzu rechtfertigen.

Weiterhin mul3 bedachtwerden,dal auf dem Vaterlesel ja mit einemgrol3erenZeitschritt
gerechnetwird, sodal3nichtfir alle diskretenZeitpunktedesTochterleelsdie genaueraten
bekannsind.Dochauchhierlal3tsichgenauwie obenargumentierenglie zeitliche Auflosung
aufdemVaterlesel ist demProblemamRandangepal3tsodalRhier einezeitlichelnterpolation
zur Gewinnungvon Randdaterzu denberbtigtenZeitenauf demTochterlerel moglichist.

Schlie3lichist nochzu beachtengal3nicht nur der Transfervon Datenin Richtungvom Vater
zudenRandbedingungefiir Tochterlevel wichtig ist, sonderrdaf3natirlich auchein Transfer
in umgelehrterRichtungstattfindermuf3,damitauchderVatervon denmit hohererAuflosung
gewonnenDaten profitieren kann. Dies geschiehtm updateSchritt, der das Vaterlevel an
denuberdeckterstellenmit gemitteltenWertendesTochterlevels aktualisiert,nachdendie
IntegrationdesTochterlevelsdie gleicheZeit wie dasVaterlevel erreichthat.

3.4.4 Umsetzung in C++

Wie ausderobigenBeschreibingersichtlich,berbtigt maninnerhalbeinesGittersnebendem
tatsachlichenDatenfeldzahlreicheweitereGrol3enwie die PositiondesGittersinnerhalbdes
Integrationsbereichegjie VerfeinerungsstufeZeitschritt und Gitterabstandgine Liste von
Nachbaf und Vategittern und vieles meht Durch objektorientierteProgrammierunginter
C++waresmoglich, solcheDateninnerhalbeinesGitter—Objekteszu speicherrundFeatures,
die z. B. eineeinfacheVerwaltungvon Listenaller Art ermdglichen,zu nutzen.

Der Codewurdesostrukturiert,daf3ein generischefeil die allgemeinerVoraussetzungeiiir
adaptve Gitterverfeinerungschaft, wahrenddie tatsachlichemumerischeerfahrendie zur
BehandlungeinerspeziellerGleichunggebrauchtverdenunablangigausg&echseltverden
konnen.

Die BenutzungeinermodernenpbjektorientierterSprachewnie C++ [40, 1], die auchVerer
bungunterstitzt, erleichtertdasErstelleneinessolchenProgrammsnorm.
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3 Numerische Verfahren

Im folgenderwerdeneinigeAlgorithmenund Datenstrukturegenauebeschrieben:

Hauptpr ogramm

DasHauptprogramnsieht,wie bei objektorientefProgrammierundpaufig, sehreinfachaus.
Nicht dagestelltist die Funktionaliittzum RestartereinesbereitsvorhanderiLaufes.

int main()

{

| dl i st<Level > | evel s;

init(levels);
out put HDF( | evel s);

Idlist_iter<Level> levels_iter(levels);

for (;;) {
levels iter.set first();
integrate(levels_ iter,|evels);
}
}

Die grundleggendeDatenstrukturist eine Liste von Instanzernder KlasseLevel, jede Instanz
verwaltetdie DateneinerbestimmterVerfeinerungsebenkevel s ist deklariertalseine(in-
trusive, doppeltgelinkte,deshalb,Id“ ) Liste von InstanzerderKlasselevel.

DieseDatenstruktumwird mit einervorgegebenerAnfangsbedingunitialisiert (i ni t ), da-
nachwerdendie Datenzur Kontrollein Dateienausggeben(out put HDF).

Weiterhinwird ein Iteratorzur Liste | evel s deklariert,mit desserHilfe mandie einzelnen
Elementeansprechekann.

Der Iteratorwird auf dasersteElementder Liste gesetztdasBasislevel, und auf diesemwird
nun ein Zeitschrittausgeiihrt. (Intern, innerhalbvon i nt egr at e werdendabeiauchdie
Zeitschrittealler verfeinertenLevel ausgefihrt). DieserVorgang,die eigentlichenumerische
Integration,wird nunendloswiederholt.

Zeitsc hritt

DerZeitschrittaufeinemLevel erfolgtin derobenbereitsangesprochendRoutinel nt egr at e:
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void integrate(ldlist _iter<Level > & ev, Idlist<Level> &l evels)

{

/'l Ausgabe der Fel der nach einer gew ssen Anzahl Zeitschritte
/1 (hier weggel assen)

/1 Ausgabe von Kenngroessen (Energie, Maximum ...) nach einer
/'l gewi ssen Anzahl Zeitschritte (hier weggel assen)

/'l Kontrolle der CFL-Bedi ngung: Bei Ueberschreiten eines Schwellwerts
/1 Hal bi erung des Zeitschritts auf allen Leveln (hier weggel assen)

for (int n = 0; n < RKSTEPS; n++) {

cout << "RKSTEP = " << n+1 << endl;
| ev->si ngl estep(n);
| ev- >bett er _om boundary(); /1 be careful
| ev->schwarz_iteration(); /1 with order
}
if (lev.next() != NULL) {
| ev++;
| ev->cal c_default _boundary();
while (behind(lev())) integrate(lev,I|evels);
| ev->updat e();
| ev--;
}

| ev->check it (Ilevels);

}

Nachadministratven Aufgaben(im Codenur durchKommentareangedeutetgrfolgt die ei-

gentlichelntegration.Da hier Runge-Kutta-\erfahren3. und 4. Ordnungverwendetwurden,
erfolgt ein Zeitschrittin mehrererStufen.Zunachstwird jeweilsin si ngl est ep die rech-
te Seiteder Gleichung(3.26) berechnetln bet t er .omboundar y() werdendannanden
Randernvonbenachbarte@itterngenauerdVertevondenNachbagitterneingesetz{stattder
interpoliertenWertevom Vater) und schliel3lichin schwar z_i t er ati on() derOperator
ausGleichung(3.26) invertiert. Somit sind nun die GroRenfir den nachstenRunge-Kitta-

Teilschrittbekanntund nachEndeder Schleifeist ein kompletterZeitschrittauf diesemLevel

ausgeiihrt.

Der zweite Teil der Funktioni nt egr at e sogt nundafur, danundie Integrationauf dem
nachstfeinerenLevel erfolgt (undrekursv dannaufdemuberrachsterusw).

Gibt eseinfeinered_evel, sowird derlteratorl ev aufdiesedeinereLevel gesetz{l ev++).
Auf diesemLevel werdennundie Randbedingungedefaultmaiiigersteinmalvom Vaterin-
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terpoliert(cal c_def aul t _boundar y() ). Solangedas Tochterlerel noch nicht auf dem
aktuellenStandist, d.h. solangedie Datendort zu einerfriiherenZeit gelbren,wird rekursv
i nt egr at e aufgerufenwelcheseinenZeitschrittaustihrtund sodafur sogt, daRamEnde
derwhile-SchleifeTochterund VVaterDatenzur gleichenZeit haben.

AbschlieRendkonnennun, ebenda die Datenzur gleichenZeit existieren,die tiberdeckten
BereichedesVaterlerels mit dengemitteltengenaueremVertendesTochterlevels aktualisiert
werdenwasin updat e auchgeschieht.

Zum EndeeinesZeitschrittswird nunin check_i t uberpiift, ob die Auflosungauchnoch
uberallhinreichendst. Ist diesnichtderFall, sowird die UberdeckunglemaktuellenBedarf
angepasst.

Schwarz-Iteration

Die Methodeschwar z _i t er at i on |0st,wie derNameschonsagt,die Operatofinversion
mit Hilfe der Schwarz-Iteration.

voi d Level ::schwarz_iteration()
{

REAL error;

REAL rg;

REAL dx = knots->grid->dx[0];

range(1,rg);
REAL grid_error=eps_iop*rg;

I dlist_iter<PDE Knot> k_i(knots);
for (; k_.i; k_i++) k_i->grid->schwarz_done = fal se;

do {
i nvert _op();
error = 0.;
better psi _boundary(grid_error, &rror);
cout << "invert_op: error =" << error/rg <<
<< " level =" << level << endl;
} while (level > 0 &% error > grid_error);

}

range = " << rg

Zunachstwird ausder vorgegebenerabsolutenSchwelleeps _i op fur das Abbrechender
Iterationein normalisierteMertgr i d_er r or berechnet.
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Vor Beginn der eigentlichenlterationwird nochfur alle Gitter innerhalbdiesesLevels das
Flagschwar z_done auffalschgesetztd.h.alle Gitter nehmeranderIterationteil.

Nun wird zurachstinnerhalbvon i nvert _op() aufjedemGitter der Operatorinvertiert.
Danachwerdendie Randemit bessereertenausdemIinnereneinesNachbarnsovorhan-
den,aktualisiert.ist die Konvergenzfir ein Gitter schonerreicht,d. h. die Differenzzwischen
eigenenWertenund denendesNachbagitterskleinerals gri d_er r or , sowird innerhalb
vonbet t er _psi _boundary dasFlagschwar z_done gesetztsodalddie Iterationdieses
Gitter zukiinftig nicht mehrberticksichtigt.

DerVorgangwird solangewiederholt,bis Korvergenzerreichtist.

3.4.5 Parallelisierung

Der Codewurde auf PCserstellt,die unterdem Betriebssystenhinux laufen.Die tatsachli-
chengrof3enProduktionshufewurdendannjedochauf einer SGI Origin 2000 gemachtauf
der6 Prozessorefilr unseréArbeitsgruppezur VerfuigungstandenAls Parallelisierungvurde
einecoarsegrainedVariantegevahlt: Auf denverfeinerten_eveln, auf dender Grof3teilder
Rechenzeiverbrauchtwird, missereinegrofReAnzahl (> 10) von rechteckigerGitternin-
tegriert werden.Dieseeinzelnenntegrationenwurdenmit Hilfe von POSIX Threadsauf die
einzelnenProzessorenerteilt und dort durchgeiihrt. Da jedochimmer wiederein globales
Problem,die InvertierungeinesOperatoramit Hilfe der Schwarz-Iteration,zu losenwar, ist
natirlich auchimmerwiederKommunikatiorzwischendenGitternnotwendig. Aufgrundder
ccNUMA (cachecoherennon-uniformmemoryaccessArchitekturder SGI Origin 2000ist
diesjedochkeine Problem,da auchauf Daten,die bei einemanderenProzessoliegen,von
allenProzessorejederzeitzugayriffen werdenkann.Auf demBasisleel, auf demesnur ein
Gitter gibt, so dal3eine solcheArt der Parallisierungnicht arbeitenkann,wurde stattdessen
einefinegrainedParallisierungdereinzelnerSchleifenverwendet.

Die ebendamgestellteMethodefunktioniert fir eine kleine Anzahl Prozessorenyie die 6,
die zur Verfugungstandensehrgut. Eswurdemit 6 Prozessorerin Speed-Upvon ca.5im
Vermleichzur Benutzunghur einesProzessorsrreicht.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

4 Splitting von Gauf3sc hen Pulsen

4.1 Einleitung

Im folgendenwird die Evolution von Wellenpaleten,beschrieberurchdie dreidimensionale
nichtlineareSchibdingegleichung(2.1) mit anisotropeDispersionuntersucht.

Als Anfangsbedingungird einachensymmetrisch&aul3schelPulsbenutz{ Symmetrieach-
seist die z-Richtung),

2
E(X,y,z,tZO)ZEoeXp< Xz%y %) : (4.1)

Ro undZy gebendie mittlere Ausdehnungn radialerbzw. axialerRichtungan.Aus Ep undRg
emgibt sichauchdie maximaletrans\ersaleMasseN, (0) = [ |E(x,Y,0,0)|? d?x = TR3EZ.

Die anfanglichetrans\ersaleMasseliegt bei allen Simulationeniiber der kritischenMasse
fur den zweidimensionalerKollaps N; ~ 11.68. Es werdenWerte zwischen2.3 und 4 fr
die anfanglicheWellenamplitudeEy und verschiedendéspekterhaltnisseRy/Zy desPulses
betrachtetywvasWertenvon 1.4N; bis 4.75N; fir N, entspricht.

Wie erwartet, beobachtetnan fur eine hinreichendgrof3e Anfangsenegie ein Splitting des

PulsesnachanfanglicherKontraktion.Fur hohereEnegien wurde jedochnicht, wie friher

vermutet,ein weiteressymmetrischegufsplitten der beidenentstandeneRulsebeobachtet,
stattdessefosensichkleine ZellenandenAul3enseiterah

Eswurdeuntersuchtwie die Grenzmassegbderein AufsplittendesPulsesheobachtetvird,
vom Dispersionskefiizientens abrangt. Eine Veranderungvon s ist dabeiaguvalentzu ei-
ner Reskalierungler Anfangsbedingun@ z-Richtung,so dal3hiermit gleichzeitigdie Frage
beantvortetwurde,wie eineElongationin longitudinalerRichtungdie Dynamik beeinfluft.

Um zu klaren,welcherMechanismugin zweitessymmetrischeéufsplittenauchbei hinrei-
chendgrol3eranfanglichertrans\ersalerMasseverhindert,wurdenzwei weiterenumerische
Experimentedurchgeiihrt.

Zum einenwurde eine Anfangsbedingungon zwei GaulR3scheulsenentlangder longitu-
dinalenAchseuntersuchtum denEinflul3 von Amplitude und Abstandauf die gegenseitige
Wechselirkung zu beobachten.

AuRRerdemwurdedie ReaktioneineseinzelnerPulsesaufeineBeeinflussunglerPhaseginen
sogenannteghirp, getestet.
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4.2 Evolution von Wellenpaketen mit Uberkritisc her transver saler Masse

In der Abbildung 4.1 ist die Evolution einesGaulRscheWellenpaletesdagestellt.Es wird
derBetragder Feldamplitudeaufder Symmetrieachsge (x = 0,y = 0,z t)| zu verschiedenen
Zeitent gezeigt.

Zunachstbetrachterwir denFall relativ niedrigerAmplitude Eg = 2.4, die Ausdehnungles
Pulseswvurdezu Ry = 1 und Zy = 2 gewabhlt. Dies entsprichteinermaximalentrans\ersalen
Massevon N, (0) = 18.1 ~ 1.5N.. Die Grof3eder Simulationsboxvurdeim folgendenmmer
sogewahlt, daRdasFeld an denRandernpraktischverschwindethier zu [—6;6] x [—6;6] x
[—9;9].

o - N W DA~o
L S e

o - N Wb~ W
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Abbildung 4.1: Gaul3scher Puls, Eg = 2.4, Ry = 1, Zo = 2. Gezeigt ist der Ausschnitt z€ [—3;3],
der Integrationsbereich umfal3te [—9;9]

Im linkenPlotsiehtmanvornedie Zeitt = 0 undkannsomitdasAufsteilendesPulsesverfol-

gen.Wie mansieht,wird die Form zunachstetwasschmalemundhoher Auf derrechtenSeite
siehtmandenselberPlot um 180 Grad gedreht hier ist alsodie Zeitentwicklungnachdem
maximalenAnwachserbesserzu erkennen.Es wird deutlich,daRder Puls sich wiederver-

breitertund nun zwei auseinanderlaufenddaximahat. Wir befindenunsalsooffensichtlich
geradeamGrenzall, abdemein Aufsplittender Strukturstattfindet.

Erhoht mandie anfanglichetrans\ersaleMasse soist dasSplitting nun klar erkennbar Ab-
bildung 4.2 zeigt die Evolution einesPulsesmit ebenélls Ry = 1 und Zy = 2, abereinem
hoherenWert fur Eg, namlich 2.9. Die trans\ersaleMasseist nundeutlichUberkritschmit ei-
nemWertvon N, (0) = 26.4 ~ 2.3N;. Wiederumist links die Dynamikvor demSplitting gut
zu erkennen rechtsder ZeitraumnachherAuf der Zeitachsest nur derinteressant®ereich
0.29< t < 0.35ausgevahlt.

Die Aufteilung deranfanglichenVerteilungin zwei Strukturengdie sichmit fortlaufendeiZeit
voneinandemwegbeavegen,ist klar zu sehenMit Blick auf die Wertevon |E| zeigtsich hier
ein deutlichstarker kollabierended/erhaltenwahrendder erstenPhaseder Zeitentwicklung.
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Abbildung 4.2: Gaul3scher Puls, Eg =29, Rp=1, Zg= 2.

Der BetragdesFeldesnimmt Wertebis ca.60 an,alsomehralsdas20fachedesAnfangswer
tes.Fur dennur schwachuiberkritischereuerstbetrachteteriall werdennur Werte bis ca. 5
angenommenrglsogerademal dasDoppelteim Vemleichzur Anfangserteilung.

Natirlich stellt ein starkkontrahierende¥erhaltenauchhdhereAnsprichean die Numerik.

Wahrendim erstenFall Eg = 2.4 nur 128 x 128 x 192 Gitterpunktefir die Integrationder
Gleichungerforderlichwaren,muf3tefiir denFall Eg = 2.9 eine Verfeinerungbis zu 7 Le-

velngenutztwerdenwaseinereffektiven Auflosungvon 8192x 8192x 12288Gitterpunkten
entspricht.

FurdasuntersuchtéspekterhaltnisRy/Zp = % zeigtsichalsoklar, daf3eineinzelnesplitting-
Ereignisfur hinreichendhoheanfanglichetrans\ersaleMasseentstehtDer Schwelivert fur
diese<Ereignisliegt mit ca.N, (0) &~ 1.4...1.5N; (alsoEg = 2.3. .. 2.4) hoheralsdiekritische
Massedeszweidimensionaleiollapsed\.

Natirlich stelltsichdie Frage jnwieweit dasAspektwerhaltnisderAnfangsbedingundie Evo-
lution desPulsesbeeinflul3t.Untersuchtmanin z-Richtungnoch mehrgestreckté/Nellenpa-
kete, beispielsweise&Zy = 4, also Ry/Zg = %1, so findet man einengeringereSchwellevon
ca.N,(0) ~ 1.3...1.4N; (Eo = 2.3...2.4). Im Gegensatzdazuliegt bei einemzusammen-
gestauchterAnfangspulseine stark ernbhte Schwellefur das Auftreten einesSplittings. In
Abbildung4.3istderFall Ry = 2, Zg = 1 gezeigtalsoRy/Zy = 2. Fur solchepfannkuchenar
tige Strukturerliegt die Grenzebeica.N, (0) = 4.3...4.75N; (Ep = 2.0...2.1) undsomitbei
einemVielfachenderkritischenMassefiir denzweidimensionaleiollaps.

SolcheflachenAnfangsbedingungewurdenauchschonin [9] untersuchtDie Erklarungfir
die hohenSchweliverte liegt in einerlongitudinalenStreckung die die trans\ersaleMasse
deutlichverkleinert.

Zu BeginnderEvolutioneinessolcherpfannkuchenartigeRulseswird dieserzurachsteinmal
starkin z-Richtunggestrecktdaja starlke z-Gradienterbereitsvorhandersind, und erreicht
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Abbildung 4.3: Gaul3scher Puls, Eg =24, Rp=2, Zyg= 1.

dannebenéllsein Aspektwerhaltniskleinerals1. DurchdieseStreckungvird die Gesamtmas-
seaufeinenwesentlichgro3ererBereichin longitudinalerRichtungverteilt, sodalRaufgrund

derErhaltungderGesamtmassdie trans\ersaleMassedeutlichabnimmt.Wir seheralso,daf3

sichWellenpaletemit N, (0) > N vor derstarkenKontraktionunddemSplittingin elongierte

Strukturenumwandelnkdnnen derenweitereEvolution aufgrundderdannstarkverringerten

trans\ersalerMassedenanfangsbesprocheneRallenahnlichist.

Betrachtetman die Abbildungen4.2 und 4.3, so sieht man qualitati ein gleichartigesver

haltenfur beide gezeigtenAspekterhaltnissevon % bzw. 2: Die Pulsewachsenzurachst
starkan und dehnensich danachwieder aus,indemsie sich in zwei Pulsesymmetrischzu

z= 0umbilden.Trotz desanfanglichkollapsartigernVerhaltensindertsichdie Situationnach-
hervollstandig,die beidenentstandeneB8pitzenentfernersichvoneinandeunddispepieren
schlieR3lichwobeisekundire StrukturerandenaulRererSeitender Pulseentstehen.

Abbildung 4.4 zeigt noch einmal Ausschnitteausder ZeitentwicklungdesFallesEg = 2.9,
Ro/Zo = % der bereitsin Abbildung 4.2 vorgestelltwurde. Man siehteinen Schnittin der
x-z-Ebenezu dreiverschiedene@eiten.Dargestelltist farblich kodiertder Absolutbetragles
Feldes|E|, wobei blau einemverschwindenderfreld entsprichtund rot das Maximum be-
schreibt.

Gezeigtist eine Ausschnittsergroflerungausdemvollen Integrationsgebietln jederRaum-
richtungist nur ein Achtel der vollen Ausdehnunglagestellt,da der urspiinglichePulsbis
zur Zeitt = 0.302bereitssehrstarkkollabiertist.

Der linke Plot zeigtebendiesenstarkfokussierterPuls.Zu erkennenist auch,dal3die trans-
versaleSelbstfokussierunglie ja umsostarker ist, je grof3erdie Massein dertrans\ersalen
Ebeneist, zu einerElongationdesPulsesgefuhrt hat, der urspiinglich ein Aspektwerhaltnis
von1: 2 hatte.Qualitatv ist die Form jedochder Gauf3schetrsprungsforrmnochsehrnahe.
Diesandertsichnunsehrschnell,dasmittlere Bild zeigtkurzeZeit spaterschonklar denge-
splittetenPuls,wobeihier die Form derEinzelpulsenochgrobsymmetrisctbzgl. derz-Achse
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Abbildung 4.4: Gaul3scher Puls, Eg = 2.9, Ry = 1, Zy = 2. Schnitt durch die x-z-Ebene fir t =
0.302 t =0.330und t = 0.345

ist.

Diese Symmetriebleibt in der weiterenZeitevolution nicht bestehenDer rechtePlot zeigt,
wie sich die beidenSpitzenweiter voneinandeentferntund nun eine starkunsymmetrische
Form angenommerhaben.An den aul3ererEndenbildet sich eine starke Front und davor
sekundére Strukturenyon denenwir verifizierenkonnten,daf3sie wirklich durchdie nichtli-
neareSchidingepgleichungproduziertwurdenund nicht nur ein numerischeg\rtefakt sind.
An deninnerenSeitenbleibt die Strukturhingegenrechtglatt.

Abbildung4.5zeigtdetaillierteBilder der Zeitevolution nachdemerstenSplitting, Grundlage
ist wiederumdie Simulationmit Eg = 2.9 und Ry/Zo = % Von obennachuntenwerdender
AbsolutbetragdesFeldes|E| und die PhasedesFeldesargE entlangder Symmetrieachse,
sawie die trans\ersaleMasseN ;| entlangder z-Achsegezeigt.Der Zeitpunktist links 0.335,
in der Mitte 0.340 und rechts0.345. Man sieht, wie sich innerhalbdieserkurzenZeit die
beidenPulseschnellvoneinandeentfernenZu Beginn ist die Strukturnochsehrglatt, doch
dannbildet sichandenaulRererSeitenschnelleine starke Front. Diesersteile Gradientfihrt
danndazu,daf3sich vor dieserFront neue,sekundére Strukturenbilden, die einenTeil der
Masseaufnehmen.
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Abbildung 4.5: Absolutbetrag des Feldes |E|, Phase des Feldes agE und transversale Masse
N, entlang der z-Achse, zu den Zeiten 0.335, 0.340, 0.345 (v.l.n.r).
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Wir beobachtendal3die Phasean den Stellen,an denendie trans\ersaleMassenoch tiber

kritisch ist, ungefihr parabolischanwachst.Eine negative Krimmungin der Phasefuhrt zu

einerlokalenVerbreiterungdZ; > 0), einepositve Krimmunghingegenzu einerlokalenFo-

kussierungZ; < 0), was mit dem selbséhnlichenModell (2.43 UbereinstimmtAulerhalb
desmittlerenBereichesum z = 0 kontrahiererdie beidenentstandeneReaksund entfernen
sich voneinanderlm mittleren Bereichist die Krummungder Phasezurachstwie erwartet
negatwv, d.h.verbreiterndwachstspaterallerdingswiederan.Zu dieserZeit (t = 0.345)ist die

trans\ersaleMassenur nochca. 1.5N; grof3,wasoffensichtlichnicht fir die Anregungeines
weiterenSplittingsausreicht.

Wichtiger sind nundie beidenPeaksderentransersaleMassenochdeutlichhdherist. Statt
einesweiterenSplittingsin zwei symmetrischd?ulseldsensich hier ander AuR3enseitelei-
nere Strukturenah Obwohl die beidenPeaksprinzipiell als Ganzesiberlebenpilden sich
dennochwie in Ref.[7] erwartet,zusatzlicheZellen.

Der HauptunterschiedwischendemvorhegesagterMulti-Splitting-Szenaridan dergenann-
ten Arbeit und den hier durchge@ihrtennumerischerSimulationenliegt darin, dal3im Falle

von gesplitteterPeaksderentrans\ersaleMassegrof3genugfir weiteresAufsplittenist, ein

solcherPeaknicht symmetrischin kleinere StrukturengeringererAmplitude zerfallt. Statt-
desserbildensichsekundireZellenandenentfernterEnden gleichzeitigbeginnt die gesam-
te Welle zu dispegieren.Die Nummerder Zellen verhalt sich ungetihr wie dasVerhaltnis

N, (Zo,t0) /N um denFokuspunktandemdie GroRe

N (@0t0) = [ [EC6y.20,10)| ¢ 42)

fur einenPulsanderPositionz = zy ausgavertetwerdenkann.Die AbschatzungausRef.[7]
kannsomitbesttigt werden.

In derunterenReiheder Abbildung 4.5 siehtman,welchetrans\ersaleMassedie einzelnen
Schnitteentlangder z-Achse haben.JedeScheibemit einer Masseoberhalbder kritischen
Massefokussiertweiterhin, wahrendgleichzeitigdie Welle als ganzesdispegiert. Um die-
se selbstfokussierendBynamik zu zeigen,ist in Abbildung 4.6 die Variationder Phasein
trans\ersalemundlongitudinalerRichtungzu sehen.

In dertrans\ersalerRichtungfallt die Phaseparabolischab, wasmit der Selbstfokussierung
in dertrans\ersalerEbenein Ubereinstimmungteht.Esist wichtig herauszustellergaRdie
sekundrenZellennicht einfachdurchlineareStrahlungentstehensie bildensichnuranden
aul3ererKantender Peaks Sie wurdenauchin Systemerentdecktdie durcheineMischung
von defokussierendenlultiphoton-Quellerund normalerGruppengeschwindightsdispersi-
onbeschriebemwerden[5]. Mit Hilfe numerischeBimulationerwurdebeobachteijalRsolche
Strukturennurin Gegenwart von normalerGruppengeschwindigitsdispersiomuftretenjm
andererfall nicht- die anfanglicheMassdag dortbeica.deml10facherderkritischenMasse.

Es wurde kein trans\ersalerKollaps beobachtetder zu einer Singularitt in endlicherZeit
fuhrenwirde,wie esim ZweidimensionalederFall ist. Stattdessewird die Welle schliel3lich
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.6: Transversale (horizontal dargestellt) und longitudinale (vertikal) Variationen
der Phase in der Nahe eines Peaks zur Zeit t + 0.340 Die Farben von blau
bis rot entsprechen einer Phase von 0 bis 21t
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

breitunddispepiert. DiesesVerhalterwurdegeraddir denFall Eg = 2.9,Ry=1undZy =2
detailliert dagestellt.Fir die andereranfanglichbeschriebeneRarametefEg = 2.4, Ry = 2
undZy = 1 zeigtsichqualitatv genaudasselbdild.

Zum AbschluR3diesesTeils sollen hier noch Ergebnissefir Simulationenzu eineranderen
Anfangsbedingungorgestelltwerden.

Zharova et al. beschriebein [45] die numerischeSimulationder nichtlinearenSchiddinger

gleichungmit anisotropemispersionmit folgendenAnfangsbedingungerGaul3schePuls
mit Eg = 4, Ry = 1 undZy = 4. Dieserentsprichieineranfanglichermaximalertrans\ersalen
Massevon N, (0) = 50.3 = 4.3N,, alsoca.demdoppeltender trans\ersalenMasseder oben
im Detail beschriebene8imulation.

Wie zu erwarten,beginnt die Zeitentwicklungmit einemenormstarken kollapsartigenver-

halten,der Pulskontrahiertzu einersonvohl in trans\ersalerals auchlongitudinalerRichtung
extremdinnenStrukturundsplittetdannin zwei Pulse Abbildung4.7 zeigteinenZoomvon

|E| wahrendder schnellenPhaseder Entwicklung,die innerhalbeinessehrkleinen Zeitfen-
stersgeschiehtDieserSchnittvon |E| in derx-z-Ebeneist um den Faktor 64 pro Raumrich-
tunggezoomtdie vergleichbarerBilder in Abbilung 4.4 wurdendagegennur um denFaktor
8 gezoomtesfindetalsoeinewesentlichstarkereKontraktionstatt.

In Abbildung 4.8 ist der BetragdesFeldes|E| auf der Symmetrieachseu dendrei auchin
Abbildung 4.7 benutzterZeitendagestellt.|E| hat sichum einenFaktor 300 gegerilberder
Anfangsbedingungerstrkt, dochschliel3lichzeigtsichauchhier dasgenerisché/erhalten:
Die Welle selbstfokussiesehrstark,dochdannsplittetsiesichin zweiPeaksauf. Dasweitere
Verhaltenkonntehier leider nicht mehrverfolgt werden,dennnachdengezeigterZeitenwar
esauchmit derHilfe deradaptvenGitterverfeinerungnicht mehrmoglich, eineausreichende
numerischeuflosungzu gewahrleisten.

Interessanist noch die Entstehungvon extrem starlen Gradientenvon |E| in z-Richtung.
Wahrenddie zuerstvorgestellterSimulationerdie ExistenzeinesKollapseamit hoherWahr
scheinlichleit verneinenmuf3dieshier nocheinmaltberdachiverden.Es scheintnicht aus-
geschlossergalReinesinguareDynamikin Form einesSchoclesentlangderlongitudinalen
Richtungmoglich seinkonnte,einedivergierendeAmplitude wie im zweidimensionalekall
ist jedochauchhier nicht zu beobachtenEine absoluteGewissheitist aufgrundnumerische
Simulationerleidernie zu erreichensodalidieseFragestellungveiterhinoffen bleibenmulf3.
Die von Zharovaetal. durchgeifihrtenSimulationerhatteneinedeutlichgeringereAuflosung
als hier erreichtwurde,von dahermissenwir davon ausgehengalRdieseSimulationendie
aucheinMehrfachsplittingzeigten unteraufgebstwarenundessichumnumerischértefakte
handelte.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.7: Gaul3scher Puls, Eg = 4, Ry = 1, Zy = 4 (Anfangsbedingung von Zharova et al.).
Schnitt durch die x-z-Ebene firt = 0.150234 t = 0.150343und t = 0.150355

0.150234
0.150343 |
0.150355 —

1000

t
t
t

|E|

500

Abbildung 4.8: Absolutbetrag des Feldes |E| auf der z-Achse, dargestellt zu den Zeiten t =
0.150234 t = 0.150343und t = 0.150355
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

4.3 Grenzmassen fur Splitting-Ereignisse in Abhangigkeit vom
Disper sionsk oeffizienten s

EinewichtigeFrage[11, 1(] ist die nachder Abhangigleit desMassenschweNertes abdem
ein Aufsplitten einesPulsesstattfindetyvom Dispersionskefizientens. In der ReferenZ11]
wurdeerwartet,dal’|s| einenminimalenWert iberschreitemuf3,um einenKollapszuverhin-
dern.Gegeberseiein VerhaltnisderanfanglichenMassezurkritischenMassep = N (0) /Nc.
Im Fall p>> 1wird alsBedingundgiir dasVerbotdesKollapsesang@ebendali|s| oberhalbei-
nesWertesder Ordnung0.1p% 2 liegenmuss Leiderbliebenin diesefversffentlichungWerte
deranfanglichentrans\ersalerMassegrof3erals 1.6N; numerischunzuganglich.

AndererseitbetrieberCerulloetal. [10] eineMultiskalen-\ariationstheoriederenErgebnis-
sesie direkt mit denDatenin [11] verglichen. Sie beobachtetergalRdie Schwellefur einen
Kollapsin einemkurzenintervall fur | fastlinearmit |5 variierte.DasAuftreteneinesKol-
lapsedolgt hierausderTatsachegdalRderVariationsansatiir einenGauf3scheRulsprinzipi-
ell nichtin derLageist, ein Aufsplittenin derlongitudinalenRichtungzu beschreiberdadie
Testfunktionnur ein Maximum in z-Richtunghat, wahrendeine gesplitteterGauf3schePuls
nuneinmalzwei Maximahat.

TrotzdiesemDiskrepanZanndervon Cerulloetal. verfolgteAnsatznitzlichfur die Vorhersa-
geder Variationder Grenzmasséur dasSplitting sein,dennvor demSplitting-Ereignissteht
bekanntlichein selbstfokussierendagerhalten.

Um denEinfluR desDispersionskefiizientens auf denSplitting-Schwelvertzu untersuchen,
benutzerwir nocheinmaldenzweiskaligerselbséhnlichenAnsatz(2.43), beidemangenom-
menwird, daRg exaktselbsahnlichist, d.h.d;¢p= 0. DieseFunktionals (&, ) = @, (&) exp(-
¢?2) kannmodelliertwerden,wobeifir @, die Grundzustandésunggy geNahIt wird. Setzt
mandannGleichung(2.43 in die Virialausdiicke (2.40 und (2.42 ein, erralt mandirekt
dynamischesleichungendie die Entwicklungder SkalenR(t) undZ(t) beschreiben:

1o __«a ~pZ(9)
Zdt R(t) = R3(t) (1 \/éZ(I)) , (4.3)
1 ¢ spZ(0)
2020 = 1) V2RMZ2(1) (4.4)
mit
_ Jlw2d%
= o 084, (4.5)
P=NLO/Ne , N.(0) =A/Z(0) [ [qol?c . (4.6)

Wertet man Gleichung(4.3) fur die Anfangsbedingung@us,so ist leicht zu erkennen,dal}
ein Gaul3schePulsohneChirp selbstfokussierekann,wennseineanfanglichetrans\ersale

47



4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

MasseeinenWert von v/2N. iberschreitetNimmt manan, daRRein Splitting erfolgt, falls die
Welle anfanglichselbstfokussiertso liegt dieserSchwelivert in guter Ubereinstimmungnit
denWertenvon 1.3...1.5N,, die numerischir kugelformige Anfangsbedingungegefunden
wurden[11]. Auchfur elongiertéWellen(Zp > Ry) wurdenahnlicheErgebnissegefunderig].

Tatsachlichist ein solchesSplitting aber nailirlich ein dynamische<reignis, dald ausden
gageneinandewirkendenEinflusservon trans\ersalenmKollapsundlongitudinalerDefokus-
sierungentstehtUntersuchimanGleichung(4.3) genauersofindetman,dafdie Bedingung
fur ein selbstfokussierendé&erhaltendurch
Z(t)
N, (0) > \/QNCZ(O)
gegebenwird. Da Gleichung(4.4) nun gleichzeitigzeigt, daRZ(t) mit negativem s wachst,
ist klar, daRdamitauchdie Schwellenegie N, (0) fur dasSplitting in gewissemMaReerhdht
wird, wasauchdurchdie Beobachtungem [10] bes#tigtwird. Fur groReWertevon |s| setzt
einelongitudinaleVerbreiterungein und dertrans\ersaleKollapsist unterdiickt. Diesist der
Mechanismusderdie Schwellmasserhbht, fur kleine |s| geschiehtlasGegenteil.

(4.7)

UnserenumerischerntersuchungemesttigendieseErgebnisseln den Abbildungen4.9
bis 4.12wird die Evolution einesGaul3scheRulsedir verschieden&Verte desDispersions-
koeflizientens gezeigt.Es ist klar zu sehen,da3fur einenkleinen Wert von |s|, s= —0.5
(Abbildung 4.9) eine starke Kompressiormit abschlieRenderBplitting stattfindet.Wird |s|
nun erhdht, so zeigt sich in Abbildung 4.10 bei s= —1 ebenélls nochdasAufsplitten des
Pulsesdie vorherigeKontraktionfallt jedochdeutlichgeringeraus.Fur nochgroRereWerte
von |s|, s= —2 bzw. s= —4 (Abbildung4.11bzw 4.12) gewinnt derverbreiterndeeffekt in
longitudinalerRichtungdie UberhandundverhindertdasAuftreteneinesSplittings.

Esist naiirlich erwahnenswertdalR3diesesErgebnisauchdurch Reskalierungseebnissesr-
reichtwerdenkann.Mit Hilfe einereinfachenUmskalierungsiehtman,dal3fur einegegebene
Anfangsbedingundie Evolution der Welle dieselbebleibenwird, wennmandasPaar(s, Zp)
zu (-1, Zo/\/H) andert.Untersuchtman beispielsweiseeine kugelformige Anfangsbedin-
gung(Ro = Zp) bei|s| <« 1, soist diesformal aquivalentzu einemstarkelongiertenwellen-
paket mit Zo > Ry beis= —1, d.h.die Starke derlongitudinalenVerbreiterungst in beiden
Fallen gleich grol3.Die sehrlanggezogené&trukturist dannalso praktischzweidimensional
undmanerwartetalstrans\ersaleGrenzmasstir ein Splitting fastdie kritischeMassefur den
zweidimensionaleKollapsNc.

Dieswird in Abbildung4.13auchbesatigt. Hier wurdeeine nahezukugelformige Anfangs-
bedingungnit Ry/Zo = 1/+/2 beieinemsehrkleinenDispersionskefizientens = —0.01 un-
tersuchtEsstellt sichherausdalRaucheinenurleicht iberderzweidimensionalekritischen
Masseliegendeanfanglichetrans\ersaleMassevon N, (0) = 1.1N; klar zu einemSplitting
fuhrt. Die enstandenemwei Zellen dispegierendanachwie bekanntin longitudinalerRich-
tung.

In Abbildung4.13siehtessoaus,alswirdesichdasPaarZellen,dafl3bei demerstenSplitting
entstanderst, einfachausbreitenWie manerkennt,kollabierendiesebeidenZellennichtwie
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.9: Evolution eines Gaul3schen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s= —0.5
zu den Zeitent =0,0.3,0.5,0.505 Anfangsbedingungen waren Eqg = 2.5, Ry =1,
Zy =2, GroR3e der Simulationsbox [—6;6] x [—6;6] x [—18;18. Dargestellt ist ein
Schnitt in der x-z-Ebene (y=0), (x,2) € [-6;6] x [-9;9].

dasModell aus[14] vorhegesaghatte.Stattdessebleibensie tibereinelangeZeit ziemlich
stabil, bevor sie schliel3lichdispepgieren.Da sie ihre Form behalten stellt sich die Frageob
eineErhdhungderanfanglichenMassenichtdafur sogenkdnnte daf(die beidenenstandenen
Pulsewiederumsymmetrischaufsplitten.

Deshalbwurdedie gleicheAnfangsbedinguntjir einerhbhtesEg von 3 untersuchtDahierdie
Kontraktionzu starkwar, um mit demdreidimensionale@odehinreichendaufgebstwerden
zukdnnenwurdeeinezweidimensionalezylindersymmetrischeCodeentwickelt, in demder
TermA, durchd? + (1/r)o, ersetztwurde,r = 1/x2+y2. Mit Hilfe von adaptver Gitterver-

feinerungkonnteeine Auflosungvon 24576 erreichtwerden.DasErgebnisist in Abbildung
4.14dagestellt,wobeihier nur einerder zwei gesplitteterPulsegezeigtwird. Die Starke des
Feldes|E]| ist hier als Hohein vertikalerRichtungvisualisiert.Diese Simulationbeweist die
Existenzvon sequentiellerfolgenderSplitting-EreignissenZu Beginn (siehedie beidenlin-

ken Plotsin Abbildung 4.14) erkenntmandie Tendenzdeseinmal gesplittetenPulses sich
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.10: Evolution eines Gauf3schen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s= —1
zu den Zeitent = 0,0.3,0.5,0.7. Anfangsbedingungen waren Eqg = 2.5, Ry = 1,
Zy = 2, GroRe der Simulationsbox [—6;6] x [—6;6] x [-18;18. Dargestellt ist
ein Schnitt in der x-z-Ebene (y=0), (x,2) € [-6;6] x [-9;9].

in der Mitte einzuschiiren. Trotzdemsiehtman spaternicht ein symmetrischedufsplitten,
sonderresbildet sicheinestarle Frontander Aul3enseiteyon derauswiederholtkleine Zel-

len abgesplittetverden,qualitatv genaudasBild, waswir schonausdenfriihervorgestellten
Simulationenkennen. Obwohl die Amplitude |E| das30facheihresanfanglichenWerteser-

reicht, findenwir auchhier kein kollapsartiges/erhalten sonderrschlief3lichwiederumeine
Verbreiterungund Dispersionderenstandenegellen.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.11: Evolution eines Gaul3schen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s= -2
zu den Zeiten t = 0,0.3,0.5,0.7. Anfangsbedingungen waren Eg =2.5, Ry =1,
Zy = 2, GroRRe der Simulationsbox [—6;6] x [—6;6] x [-18;18. Dargestellt ist
ein Schnitt in der x-z-Ebene (y =0), (x,2) € [-6;6] x [-9;9].
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.12: Evolution eines Gaul3schen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s= —4
zu den Zeiten t = 0,0.3,0.5,0.7. Anfangsbedingungen waren Eg = 2.5, Ry =1,
Zy = 2, GrolRe der Simulationsbox [—6;6] x [—6;6] x [—18;18. Dargestellt ist
ein Schnitt in der x-z-Ebene (y =0), (x,2) € [-6;6] x [-9;9].
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.13: Evolution eines Gaul3schen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s =
—0.01 zu den Zeiten t = 0,0.5,1.0,1.5. Anfangsbedingungen waren Eg = 2.86,
Ro = 0.707, Zy = 2 (aus [14]), GroRe der Simulationsbox [—9;9] x [-9;9] x
[—9;9]. Dargestellt ist ein Schnitt in der x-z-Ebene (y = 0).
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.14: Evolution eines Gaul3schen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s =
—0.01 zu den Zeiten t = 0.4557 0.45830.4624,0.4647. Anfangsbedingungen
waren Eg = 3, Ry = 0.707, Zp = 2, Grof3e der Simulationsbox [—9;9] x [—9;9] x
[—9;9]. Dargestellt ist ein Schnitt in der x-z-Ebene (y = 0), der Betrag des
Feldes |E| ist durch Farbe und Erhéhung der Ebene visualisiert.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

4.4 Einfac h- und Mehrfac hsplittings

Aus den obenprasentierterErgebnisserkann man offensichtlichableiten,dalR dasfrihere
Bild von sequentiellfortgesetztersymmetrischerSplittings des Anfangspulse&eineswes
generisclauftritt, beiallenhieruntersuchtenfangsbedingungemar esnichtzubeobachten.
Stattdessebilden sich kleinskaligeZellen an denentfernterRandernder gesplitteterPulse,
die schlielichdispegieren.

Eswarevon daherinteressanherauszufindenyelcheMechanismermasAuftretenvon wei-
teren symmetrischerSplittings nach dem erstenAufsplitten verhindernkénnen.Aus die-
semGrundbeobachtenvir die Evolution, indemwir Phaseund Amplitude der anfanglichen
Losungentsprechendnpassen.

4.4.1 Doppel-Gaul3 Anfangsbedingung, Abhangigkeit von der Distanz
Zuerstbenutzermwir einedoppeltGaul3-brmigeAnfangsbedingung
E(x,Y,zt=0) = Eo(G; +G_) (4.8)

mit denbeidenGauf3scheBestandteilen

X2 +y? (ziAz)Z) ‘ 4.9)

G:I:(X7y7 Z) =exp <_ ZR(ZJ - Zzg

Ausgehendson diesemAnsatzist es moglich, fur eine geggebeneAnfangsamplituddsg die
Abhangigleit vom Abstandd = 2Az zu untersuchenGesuchtwird ein kritischer Wert d,
oberhalldessemlie beidenGauldsscheKomponenteninablangigvoneinandem jeweils zwei
Pulsesymmetrischaufsplitten,wahrendunterhalbdieserSchwelleein Splitting nicht mehr
auftritt.

Im folgendenwerdenErgebnissdir die Wahl der Anfangsamplitudeu Eg = 2.5 vorgestellt.
In Abbildung4.15siehtmandie Zeitentwicklungim Fall 3 = 8. Man siehtklar, dal3die Wech-
selirkung zwischendenbeidenPulsenvernachéssigbairst, beidePulsesplittenunablangig
voneinandeim zwei symmetrische&trukturen.

Befindensichdie Pulseanfanglichetwasnaherbeieinande(d = 7), sozeigt Abbildung4.16
einenqualitatv ahnlichenVerlauf,dassymmetrisché&plitting findetnahezwngesbrt statt.

Interessanist hierallerdingsnoch,die spatereZeitentwicklungzu beobachtenwie mansieht,
bewegensichdie die beideninnengelegenenPulseaufeinanderu undtreffen zu einerspaten
Zeit (t = 0.75) aufeinanderDaraufhinverschmelzersie zu wiederumeiner groRerenZelle.
Wahrenddietrans\ersaleMasseeineseinzelnerdervier Pulsenichtausreichtumeinweiteres
Splitting zu verursachelfzu erkennenan denauf3ererPulsendie zu spatenZeitendispepie-
ren),enthalt derneuentstanden®ulsin derMitte wiederumeinegrol3eretrans\ersaleMasse.
Zur Zeitt = 1.2 (links unten)hatsichdiesemittlere Pulsdeshalbselbstfokussiemind zu der
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Abbildung 4.15: zwei Gaul3sche Pulse, Eg = 2.5, Ry = 1, Zp = 2, Abstand der Mittelpunkte d =8,
t =0.0,0.4,0.62 0.875 VergroRerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.

letztendagestelltenZeit t = 1.4 (rechtsunten)erkenntman, dafl3der durch Verschmelzung
entstanden®ulsbeginnt, sichwiederin seinezwei Bestandteilezu zerlegen.Zu einersolch

spatenZeit siehtmanauchdie Folgender periodischerRandbedingungerenninzwischen
haberdie auRererPulsedie Wanderreichtund produziererdaherdie sichtbarerOszillationen
im Hintergrund.

VerringertmandenAbstandin der Anfangsbedingungeiter auf d = 6, sokannmanbegin-
nendin Abbildung4.17die InteraktionzwischerdenbeidenPulsererkennenDie gesplitteten
Pulsesind zur Mitte hin deutlichstarker ausgebildetls die weit voneinandeentferntenPro-
dukte.

Abbildung4.18 zeigt, dal’3fur denschonrechtnahenAbstandd = 5 starkelongierteFormen
der Pulseproduziertwerden.Dies bedeutetdaR die Situationdem zweidimensionaleriall

ahnlicherwird. Man erwartetalso eine starkere Selbstfokussierunglie wir danntatsachlich
auchbeobachtenEs ist zu beachtendalR die Bilder zu den Zeitent > 0.4 um den Faktor
16 stattwie vorher Faktor 4 vergrof3ertsind, so daldmandie stark kontrahiertenStrukturen
nocherkennenkann.Bis hin zur Zeitt = 0.41675siehtmaneine FortsetzungliesesEffekts,
weshalbin Abbildung 4.19 nur noch einerder beidenPulsein jetzt 64facherVergrolierung
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

gezeigtwird. Deutlichzu erkennenst die nunstarke Unsymmetrian longitudinalerRichtung,
die durchWechselirkung mit demnicht gezeigterPartnerpulszustandeggekommenist.

Zum AbschluRdieserSimulationsreihesei nocheineanfanglicheEntfernungvon & = 4 vor-
gestellt(Abbildung4.20). Bei dieserEntfernungkdonnendie beidenPulsenicht mehrgetrennt
werden esist nur einlanglicherPulsvorhandenAufgrundderelongierterStrukturwird auch
hier ein nahezuzweidimensionaleKollaps erwartet und auchin der Numerik beobachtet.
Zu erkennenist eine starle selbsahnlicheKontraktion,die nur aufgrundder zunehmenden
VergroRerung(von 4 Giber16 auf 64-fachpro Raumrichtung)Yamgestelltwerdenkann.Diese
Simulationwurde bis zu 10 Verfeinerungskeeln, also eine Erhdhungder Auflosungum den
Faktor 1024 fortgesetztdochbis zur Ersctopfungderunszur VerfigungstehendeiRechen-
kapaziatenkonntekein Aufsplitten beobachtetverden.Trotzdemist davon auszugehergal
die Dispersionin z-Richtungirgendwannan Bedeutunggewvinnt und denzweidimensionalen
Kollapsstoppt.

Zusammerdssendsind in Abbildung 4.21 noch einmaldie Falle & = 8,7,5,4 in Form von
PlotsdesBetragsdesFeldesauf der z-Achsezu verschiedeneZeitendamgestellt.Hier kann
man deutlichdie auftretendéNechsealirkung mit dem Nachbarpulaund die infolge dessen
unsymmetrisch&volution derbeidenPulsebeobachtenwennsichdie Pulsehinreichendcha-
hekommen.
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Abbildung 4.16: zwei Gaul3sche Pulse, Eg = 2.5, Ry = 1, Zp = 2, Abstand der Mittelpunkte
0=7,t=0.0,0.6,0.75,0.85,1.2, 1.4, VergroRerung um den Faktor 4 pro Raum-
richtung.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.17: zwei Gaul3sche Pulse, Eg = 2.5, Ry = 1, Zp = 2, Abstand der Mittelpunkte 6 =6,
t =0.0,0.520.57,0.60, VergroRerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.18: zwei Gaul3sche Pulse, Ep = 2.5, Ry = 1, Zy = 2, Abstand der Mittelpunkte d =15,
t =0.0,0.3,0.4,0.4143 0.41675, VergroRerung um den Faktor 4 pro Raumrich-
tung (obere Reihe) bzw. Faktor 16 (Mitte/unten).

Abbildung 4.19: Zoom des linken Pulses im letzten Plot der Abbildung 4.18.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.20: zwei Gaul3sche Pulse, Eg = 2.5, Ry = 1, Zy = 2, Abstand der Mittelpunkte d =4,
t = 0.0,0.24,0.248490.24855, VergroRerung um den Faktor 4 pro Raumrich-
tung (links oben), Faktor 16 (rechts oben), Faktor 64 (unten).
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen
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Abbildung 4.21: |E| zu verschiedenen Zeiten, anfangend mit zwei Gaufl3schen Pulsen im
anfanglichen Abstand & und Eg = 0. (a) 0 = 8, die beiden Pulse splitten un-
abhangig voneinander; (b) & = 7, die beiden inneren Pulse verschmelzen in
eine zentrale Zelle, die sich bei t = 1.4 wiederum aufteilt; (c) & =5, die bei-
den Komponenten selbstfokussieren in zwei getrennten Strukturen; (d) =4,
die beiden nicht trennbaren Pulse koaleszieren und zeigen eine kollapsartige
Dynamik.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

4.4.2 Doppel-Gaul3 Anfangsbedingung, Abhangigkeit von der Amplitude

Nachdemnundie Abhangigleit der zeitlichenEntwicklungvon zwei Gaul3scheulsenvon
der Entfernunguntereinandeuntersuchtwurde, stellt sich noch die Frage,inwieweit diese
Ergebnisseron der Anfangsamplitudeler Pulseabrangen.

Hierzuwurdenfir einenfestgelgten Abstandd = 5 Wertefir die Anfangsamplitudég im
Bereichvon 1.8 bis 2.5 simuliert.

DerFall Ep = 1.8 istin Abbildung4.22dagestellt.Bei dieserrelativ kleinenAnfangsenagie
findetnur einegeringeSelbstfokussierunder beidenPulsestatt. Die beidenStrukturenver-
schmelzerzu einemgrol3enPuls,derdannlangsandispegiert. Eswird keinerleiAufsplitten
beobachtet.

Wird die Anfangsmasserhoht (Ep = 2.1), Abbildung 4.23 sofindetauchhier anfangseine
Koaleszenzler beidenPulsestatt. DasResultdiesesverschmelzekontrahiertjedochweiter
undsplittetsichwiedersymmetrischin in zwei Strukturenauf.

Der Fall einernochhdoherenAnfangsamplitud€Eg = 2.5) ist bereitsausAbbildung 4.18be-
kannt. Hier ist die Selbstfokussierungchonanfangsso stark, dal3es nicht mehrzu einem
Verschmelzelkkommt,sonderrbeidePulseeinzelnkontrahieren.

Deutlichzu seherist dasVerschmelzeim Feld|E| entlangder Symmetrieachsm Abbildung
4.24, untererPlot (Ep = 1.8). Bei derhdherenEnegie Eg = 2.1 siehtmanim oberenPlot, wie
ausdemeinenverschmolzeneRulswiederzwei Peaksentstehen.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

--

Abbildung 4.22: zwei Gaul3sche Pulse, Eg = 1.8, Ry = 1, Zp = 2, Abstand der Mittelpunkte d =5,
t =0.0,0.5,0.9,1.5, VergrolRerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.23: zwei Gaul3sche Pulse, Eg = 2.1, Ry = 1, Zp = 2, Abstand der Mittelpunkte d =5,
t =0.0,0.78,0.915 0.97, VergroRerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

|E|

|E|

Abbildung 4.24: |E| aufgetragen gegen z zu verschiedenen Zeiten fur den Anfangsabstand
0=05: (a) Eg = 2.1, die beiden Gauf3schen Pulse verschmelzen und splitten
wieder, (b) Ep = 1.8, die beiden Gaul3schen Pulse verschmelzen und disper-
gieren dann.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

4.4.3 Einfluld eines Chirps

Wie in denanfanglichenSimulationenfestgestelltund bereitsausfihrlich beschriebenge-
schiehtnach dem erstenSplitting kein symmetrischesveiteresAufsplitten der entstande-
nenPulsemehr stattdessetdsensich Zellen an denentferntenSeitender Pulseah Ein Er-
klarungsansatdafur ist, wie geradeuntersuchund beshtigt, dal3die beidennicht allzu weit
voneinandeentfernterPulseeinegegenseitigaVechselirkung aufeinandeaudiben,die die
Symmetriebricht.

Eine weitere Idee bestehtdarin zu untersuchenwelchenEinflul3 die Phasewerteilung, die
durchdasersteSplitting produzierwurde,aufdie weitereZeitentwicklunghat.ZumVergleich
wurdeeineSimulationmit denParameterrig = 2.9, Ry = 1, Zp = 2 nachdemerstenSplitting
unterbrochemund die Phasenm ganzenntegrationsbereichviederauf Null gesetztDanach
wurde die numerischdntegrationfortgesetzt Man konntebeobachtengal3die Losungsich
wiederreoganisierte Eswurdesystematischviederdie ausAbbildung4.5 bekanntd.dsung
reproduziertesformiertensichwiederumdie kleinenZellenam Rand.Offensichtlichist also
dasAusbildenvon FrontenundAblosenvonZelleneinegenerisch&igenschaftieruntersuch-
tenhochenggetischerPulseundnichtdurcheinespeziellePhasewerteilungvorausbestimmit.

Andererseitsst bekanntdaf3die Einfuhrungeinessogenanntehirpsin der Phaseder An-
fangsbedingunduswirkungenauf die DynamikeinesGauf3scheulsesn dernichtlinearen
Schibdingegleichunghat. DarunterverstehimaneineAnfangsbedingunder Form
XX+y2 7
E(xY,zt=0) = Egexp(— ——5— — —5) exp(iCZ) . 4.10

Da ein Term der Form exp(iVz) einerlokalen Bewegung mit Geschwindkit V entspricht,
sogt ein Chirp fur einekomprimierend€C > 0) bzw. verbreiterndéVirkung (C < 0) in lon-
gitudinalerRichtungum denKoordinatenursprungdes ist von dahernicht weiter verwundes
lich, dalRwir einedeutlicheAbhangigleit derkritischenMassefur ein Splitting-Ereignisvom
anfanglichenChirp gefunderhaben.

Abbildung4.25zeigtdie Evolution einesGaul3scheAnfangspulsemit denParameterrieg =
2.3, Ry = 1undZy = 2. Vonlinks nachrechtsist die Zeitevolution zu erkennenyon obennach
untensinddie Falle mit Chirpparamete€ = 0,C = 0.2,C = 1.0 aufgetragen.

Im Referenzill C = 0 erkenntmanobenzurachstdal3die trans\ersaleMassenichtausreicht,
um ein Splitting-Ereigniszu provozieren.Der Pulskomprimiertleicht undbleibt dannrelativ
stabilbei einersolitonenartige.osung.

Fuhrt mannun den zusatzlichenkomprimierenderChirp C = 0.2 in die Anfangsbedingung
ein, so siehtmanin der mittleren Reiheim zweitenBild, dalB3wie erwarteteine Kompres-
sionin longitudinaler(im Bild vertikaler)Richtungstattfindet.Hierdurchwird aufgrundder
Gesamtmassenerhaltuagchdie trans\ersaleMasseim Bereichum z = 0 erhdht und somit
eine starkere Selbstfokussierungngergt. Diesestarkere Kontraktion,die sich im nachsten
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Bild zeigt, fuhrt dannschlief3lichauchzu einemSplitting-Ereignis wasden Einfluf3 auf die
kritischetrans\ersaleMassebeweist.

Verstarkt mandenChirp weiterzu C = 1.0, soversarkt sichauchder obenbeschrieben&f-
fekt. EinestarkereKompressionn longitudinalerRichtungfiihrt zu einerstarken Kontraktion
in trans\ersalerRichtungund wiederumzu einemAufsplitten desPulses Auch hier erfolgt
kein abschliel3enddfollaps,sondernstattdessetaldtsichin derVergroRerungn Abbildung
4.26wiederumdasAblosenvon Zellenander AuRenfrontder gesplitteterPulsefinden.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.25: Evolution eines Gauf3schen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s= —1
zu den Zeitent =0,0.3,0.5,0.7 (v.l.n.r.). Anfangsbedingungen waren Ep = 2.3,
Ro =1, Zp = 2, GroRBe der Simulationsbox [—6;6] x [—6;6] x [-18;18. Darge-
stellt ist ein Schnitt in der x-z-Ebene (y = 0), (x,2) € [-6;6] x [-9;9]. In den
drei Reihen ist die Anfangsbedingung mit einem komprimierenden Chirp von
0 (oben), 0.2 (mitte) und 1 (unten) versehen.
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4 Splitting von Gaul3schen Pulsen

Abbildung 4.26: VergroRerung des letzten Bildes (rechts unten) aus Abbildung 4.24 um den
Faktor 8 (pro Raumrichtung).
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5 Modulationsinstabilt aten von zylindrisc hen Wellenleitern

5.1 Einleitung

Die nichtlineareSchibdingegleichung(2.1) hatspezielleL dsungendie zylindrische Wellen-
leiterldsunggngenanniwerden Eshandeltsichum Losungerder Form

WXy, z,t) = (r) exp(ir’t) | (5.1)

d. h. die Welle bewegt sich trotz Dispersionund Nichtlinearitt mit urnveranderter~orm in
Propagationsrichtung.

VerandertmansolchelL dsungerieicht durchStorungin z-Richtung,sotretenModulationsin-
stabilitatenauf, die sichin zwei Musterndarstellen:

Einmalfindetmandie sogenannt®unch-Instabiliait, verursachturchein periodischeg\uf-
brecheneinessolitarenWellenleitersqgy durchgeradeStrungen. Andererseitentsteherso-
genannté&Snalesals Folge desEinknickensdurchungeradéModen.

Aus Abschnitt2.5 wissenwir, daf3die Grundzustandsfunktioqy geradein dertrans\ersalen
Variableist, wahrendFar(po ungeradast, so dalimanerwartet,dal3folgendeAnfangsbedin-
gung

E(xY,2t=0) = (1+ecogkz)(i+0x)) Go(xY) ; (5.2)

mit einerkleinenStorunge < 1, die solitareLdsungyy effektiv destabilisierenvird.
Umdienumerisch&ehandlunguvereinfichenwurdenalsAnfangsbedingungestrte Gaul3-

scheWellenleitergewahlt. Da die wahre Grundzustandéksunggy sehrnahean einer Gaul3-
schenFormist, hatdieserUnterschiedkeinengrof3enEinflufd auf die untersucht®ynamik.

Somithabenwir eine Gaul3sché.dsungmit kleinskaligenModulationenals Anfangsbedin-
gungstattGleichung(5.2) gewahlt:

E(x,y,zt=0) = (14 cogkz)(iep+ €s0x))Eini(X,y) , (5.3)

2 2
En(xy) = Eoep(—" ) (54)

Hierbeisindep < 1 undes < 1 die kleinen Parameterwelchedie Amplitudenvon Bunch-
und Snale-artigenStorungeneinzelnwahlbarbestimmenlin Gleichung(5.3) bestimmtk die
Wellenzahlder Instabilitat. Um vergleichbareErgebnisseu anderemrbeiten[44, 20, 35] zu
erhaltenwurdedieseZahlin derGroRenordnungon Einsgewahlt(k=1...5).

Nebenbebemerktlal3tsich hiermit nachweisendalRdervon unsentwickelte adaptve nume-
rischeCodesehrgut funktioniert. Wie mansieht,ist die Gleichunginstabil gegeriibereiner
Vielzahlvon Storungen Auch dasAufeinandertrefen von verfeinerterund groberenGittern
sawie verfeinerterGitternuntereinandestellt natirlich grundstzlichbeinicht hinreichender
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5 Modulationsinstabiltdten von zylindrischen Wellenleitern

Auflosungeinekleine Storungda, die sich so verstirken konnteund ungevollte numerische
Artefakte henorruft. Doch unsereUntersuchungemon zweidimensionalemotationssymme-
trischenPulsenmit einemdreidimensionalei€odezeigen,dalidie Strukturendie Rotations-

symmetrieexakt beibehaltendie Auflosungist alsotatsachlichhochgenug,um numerische
Problemezu vermeiden.
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5 Modulationsinstabiltdten von zylindrischen Wellenleitern

5.2 Bunc h-Instabilit at

Im ersterBeispiel, Abbildung5.1, siehtmaneinentypischerfall fur die BildungvonBunches
und derenzeitlicher Entwicklung. Als Anfangsbedingungvurde Eg = 1.95, Ry = 1, € =
0.1 und &5 = 0 benutzt.Die Bunch-Instabiliat bildet sich aus,manerhalt zwei Bunchesmit
entggengesetztebeschwindigkit, die schlielichmit inremperiodischéNachbaikollidieren
undverschmelzenDasdurchdie Verschmelzungntstanden&ebildezerfallt dannwiederin
mehriachgesplitteteStrukturenmit regelmaltigemAbstand.
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5 Modulationsinstabiltdten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.1: 3D Plots von Isoflachen bei 50% der Maximalamplitude fir einen gestorten
Gauflschen Wellenleiter mit Eg = 1.95, Ry = 1,6, = 0.1, €= 0. Zu sehen ist die
Formierung und weitere Evolution von Bunches zu verschiedenen Zeiten. Die
Farbe der Flache wird durch die Phase des Feldes bestimmt.
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5 Modulationsinstabiltdten von zylindrischen Wellenleitern

5.3 Snake-Instabilit at

In Abbildung 5.2 ist der andereFall daigestellt:die Snale-Instabliat. Ausgehendvon der
Anfangsbedingunqit Eg = 1.95, Ry = 1, &, = 0 und &5 = 0.1 wachstdie anfanglichkleine
Storung starkan. Die IsoflachendesWellenleiterswerdenwahrendder Evolution stark ver-

formt. Die eingeknickteStrukturbeginnt trans\ersalselbstzufokussiereund zerfallt dadurch
schlie3lichin mehrereTeilstiicke. SomitsiehtdasEndresultathnlichdemZerfall in Bunches
aus,obwohl derMechanismusiier, wie geradedaigestellt,ein ganzanderelist.
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5 Modulationsinstabiltaten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.2: 3D Plots von Isoflachen bei 50% der Maximalamplitude flur einen gestorten
GaufRschen Wellenleiter mit Eg = 1.95, Ry = 1,6, =0, €= 0.1. Zu sehen ist die
Ausbildung der Snake-Instablitat.
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5 Modulationsinstabiltdten von zylindrischen Wellenleitern

5.4 Konkurrenz der beiden Instabilit dten

Um die Starke derbeidenArtenvon Instabilitatzu vergleichenwurdenalsnachsteslie Evolu-
tion von Anfangsbedingungamtersuchtgdie sovohl Snale- alsauchBunch-artigeStorungen
enthieltend. h. Gleichung(5.3) mit g5 # 0 undes # 0.

Die Ergebnissesindin denfolgendenAbbildungen5.3— 5.6 dagestellt.Die ersteAbbildung
zeigtdie EvolutionalslongitudinalerSchnittfir die ParameteEg = 1.95,Ry=1,ep =€s=0.1
undk = 1. Fur die nachsteAbbildung,5.4, wurdedie Anfangsamplitudauf Eg = 2.05 erhdht.
Ein Fall hohererWellenzahlk = 5 ist in Abbildung 5.5 zu sehenEqp war hier wieder 1.95.
Schliel3lichwurde nocheinmal die Evolution bei sehrkleiner Storungsamplitude, = €5 =
0.001in Abbildung5.6 untersucht.

Aus diesenBildernist ersichtlich,dal3in denmeistenFallen die Bunch-Instabiliit gewinnt:
Obwohl der Wellenleiteranfanglichgebogerwird, bilden sich dannkleinskaligeBunchesn
der Struktur die Dynamikist vergleichbarmit der ausAbbildung 5.1 bekannterEvolution.
Die Bunchesuberlebenoder verschmelzemach dem anfanglichenEinknicken in ein zen-
tralesGebilde.Diese Struktur wird danndurch das Verbiegen noch etwas verschobenBei
hoheranfanglicherEnegie kanndie Bildung der kleinskaligenBunchesdurchdie bekannte
Splitting-Dynamikunterstitzt werden bei kleinererEnegie bzw. kleinererStrungist hinge-
gendie Bildung der Snale-Instablitit zu Beginn der Zeitentwicklungdeutlicherzu beobach-
ten.

Zusammerdssendkann festgestelltwerden,dal’ schonkleine Storungeneinesanfanglich
Gaul3schehVellenleiterskomplizierteProzessanragyen,die wesentlicheAbweichungenvon
dembekannterprimarenSplittingszenarieur Folge haben Damitist klar, daReinfacheana-
lytischeAnsatzewie z. B. in [13] nur einenbegrenzternGultigkeitsbereicthaberkdnnen.Die
nichtlineareSchibdingegleichungmit anisotropeDispersion(2.1) enthalt einereicheDyna-
mik, viel weitreichendegls nur ein einfachesSplitting. Stort mandie Anfangsbedingungen
leicht, soerhalt manbeispielsweis&ielfachgesplittetePulse zeitlicheundraumlicheVerfor
mungenundKoaleszenzékte.

77



5 Modulationsinstabiltaten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.3: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
GauR3scher Wellenleiter (Gleichung 5.3), Eg=1.95 Ry=1, e =es=0.1, k= 1.
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5 Modulationsinstabiltdten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.4: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
GauR3scher Wellenleiter (Gleichung 5.3), Eg=2.05 Ry=1, e =es=0.1, k= 1.
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5 Modulationsinstabiltaten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.5: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
GauR3scher Wellenleiter (Gleichung 5.3), Eg=1.95 Ry=1, e =¢es=0.1, k=5.
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0y
L

Abbildung 5.6: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
GauR3scher Wellenleiter (Gleichung 5.3), Eg=1.95 Ry=1, &, = £5=0.001, k=
1
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6 Zusammenfassung

In dervorliegendenmrbeit wurdedie Dynamikvon Losungerderdreidimensionalekubisch
nichtlinearerSchibdingegleichungmit anisotropeDispersion(2.1) untersucht.

Begonnenwurde mit einer Einfuhrungin diesesArbeitsgebietund einer Zusammerdssung
derbisherbekannteriheoretischeiergebnissaind dendarausabgeleitetererwartungen.

Die HauptegebnissadieserArbeit wurdenmit Hilfe von numerischerSimulationengewon-
nen.Eswurdeein numerischelCodeentwickelt, der kollapsartigePranomenanit Hilfe der
Methodeder blockstrukturierteradaptven Gitterverfeinerungsehrgut und effektiv auflosen
kann.Sowohl die verwendeterntegrationsschemaitals auchdie grundlegendeArbeitsweise
deradaptvenGitterverfeinerungvurdenvorgestellt.

Die Untersuchungron Gauf3scherPulsenals Anfangsbedingungeigte,dal3in Medien mit

anisotropeDispersiortatsichlichein AufsplittendesanfanglichenPulsesstattfindetunddafd
die hierdurcherzeugterPulsedannin weitere Strukturenmit kleinererAmplitude zerfallen,

solangahre Massenochuberkritischist. Fur mafiguberkritischeAnfangsmasseweichtdie-

sesVerhaltenvondemurspiinglichin [ 7, 8] erwartetenverhalterab,wo mit einemwiederhol-
tensymmetrischeufsplitten derentstandeneRulsegerechnetvurde.In denSimulationen
zeigtesichjedoch,dal3sich stattdessenachdemerstenSplitting andenentfernterEndender
Pulseein schockartige®rofil bildet und sich nur von dort aussekunére Strukturenablosen.
Wir habersomiteine,offensichtlichgenerischeDynamikgefundengdenasymmetrischeder-

fall derPulsein sekundér gesplitteteStrukturen derdenKollaps,welcherim zweidimensio-
nalenFall auftretenwirde,verhindertundfur die Dispersionder Pulsenegie verantvortlich

ist.

DiesesSzenariovurdefir einenweitenBereichvon Parameterrgefundenfur mehreréNer-

te desDispersionskefiizienten(—2 < s < —0.01), verschiedené\spekterhaltnisseRy/Zo

sawie unterschiedlichanfanglicheAmplituden(2 < Eg < 4).

Ein weiteresggenerischeg&rgebnisist, dal3ein KollapsunddamiteineSingularititin derZeit-
entwicklungauchin Losungemmit hoherEnegie in Gleichung(2.1) nie beobachtetvurde.
Die Kontraktionin dertrans\ersalenEbenewurdeimmer nachendlicherZeit gestopptOb-
wohl sichin longitudinalerRichtungzeitweiseaxtremstarle Gradienterbildeten fuhrtenauch
dieseschlie3lichimmer zu einerlongitudinalenVerbreiterungstatteinerlokalen Singularit.
Wir habenLosungemit hoherEnegie bis zu N, < 6N betrachtetaberesware natirlich
winschenswertieszu nochhdherenAmplitudenauszudehnenyasim Momentaberselbst
mit Hilfe derhochentwiclkeltennumerischemMethodenicht moglich war.

SchliefZlichwurdennochlinstabilitatenvon zylindrischengauRartigeWellenleiternunterhar
monischenStrungenin der dritten KoordinateuntersuchtMan findet Bundh- und Snale-
Instabilitaten.Fur Wellenleitermit hinreichendyro3erMassebestimmtdie Bunch-Instabili&t
die Dynamik nach der anfanglichenFokussierungObwohl die Biegung durch die Snale-
Instabilitat anfanglich gut zu erkennenist, bewirkt zu spaten Zeiten die Bunchinstabili&t,
unterstitzt durchdie Selbstfokussierungmmerein Zerfallenin einzelnezellen.
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