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5 Modulationsinstabilt äten von zylindrisc hen Wellenleitern 71

5.1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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1 Einführung

1 Einf ührung

In dervorliegendenArbeit sollenspezielleEigenschaftenderWellenausbreitung,beschrieben
durchdienichtlineareSchr̈odingergleichung,untersuchtwerden.

Währendheuteviele lineareProblemegut verstandensindundmit Standardverfahrengelöst
werdenkönnen,stellt mangleichzeitigfest,daßviele Fragestellungentats̈achlichnichtlinea-
re Problemebeeinhaltenund man die auftretendennichtlinearenTermenicht einfach ver-
nachl̈assigenkann.So ist heutedie Entwicklung von Lasernmit einer enormhohenPuls-
energie von 1020W

�
cm2 möglich. Diesermöglicht völlig neueBereichederPhysikzu erfor-

schen,wie hierdieWechselwirkungvonLicht undMaterie,wenndiedurchdasLicht erzeug-
tenKräftevergleichbarmit denatomarenBindungskr̈aftenwerden.In einemsolchenBereich
kanndie Ausbreitungvon Licht abernaẗurlich nicht mehrnur durcheinelineareGleichung
korrektbeschriebenwerden.

NeueArbeitsgebiete,die sichgerademit diesennichtlinearenGleichungenbescḧaftigen,sind
entstanden.Als Beispielsei hier die Solitonentheoriegenannt.Es wurdegefunden,daßdie
AnwesenheiteinesnichtlinearenTermsim Zusammenspielmit dembekanntenlinearenDi-
spersionstermunterbestimmtenVoraussetzungendieExistenzvonnichtlinear-stabilenStruk-
turenerlaubt,sogenanntenSolitonen.DerartigeEffektekönnenin einemweitenBereichvon
Problemenbeobachtetwerden,angefangenbei eindimensionalenFlachwasserwellenundder
Ausbreitungvon Lichtpulsenin Glasfasernbis hin zu kompliziertendreidimensionalenPlas-
masystemen.

Leider sind die analytischenMöglichkeitenzur BehandlungsolcherSystemebis heutebe-
grenzt.Nur einigeeinfacheProblemekönnenmit Hilfe hochentwickelterMethodenwie der
InversenStreutheorievollständig analytischgelöst werden,währendman sonsthäufig zu
NäherungenundStörungstheorienoderaberzueinernumerischenBehandlunggreifenmuß.

EinederinteressantengrundlegendenGleichungenist die nichtlineareSchr̈odingergleichung.
Untersuchtwird im folgendeneinekubischeNichtlineariẗat, wie mansie häufig ausphysi-
kalischenModellbildungenerḧalt. Beispielsweiseist die DielektrizitätskonstanteeinesMedi-
umsim allgemeinentats̈achlicheinTensor, derzudemnochvomangelegtenelektrischenFeld
abḧangt.Entwickelt mandenTensornachdieserAbhängigkeit, sofindetmanalserstennicht-
verschwindendenTermeineKorrekturderDielektrizitätskonstante(unddamitderBrechzahl)
proportionalzur Intensiẗat desFeldes �E � 2. DiesersogenannteKerr-Effekt führt damit zu ei-
ner kubischenNichtlineariẗat in der Schr̈odingergleichung,welchedie Wellenausbreitungin
einemsolchenKerr-Mediumbeschreibt.

In dieserArbeit wird dasModellsystemeinerdreidimensionalennichtlinearenSchr̈odinger-
gleichungmit anisotroperDispersionuntersucht.NachdieserEinleitungwerdenzun̈achstbe-
kannteanalytischeErgebnissezusammengefaßt. Interessantist im speziellendie Frage,ob
ein KollapseinesPulsesin endlicherZeit in diesemSystemmöglich ist. Es ist schonlange
bekannt,daßmanim zweidimensionalenFall, alsobeiVernachl̈assigungdeszus̈atzlichenani-
sotropenDispersionstermes,aufgrundderkubischenNichtlineariẗateinensolchenKollapsbe-
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1 Einführung

obachtenundauchanalytischnachweisenkann.Die volle Gleichungzeigt jedochstattdessen
nachanf̈anglicherKontraktionein Aufsplitten desAnfangspulsesin zwei, sich voneinander
wegbewegende,neuePulse.Es wurde vermutet,daßsich dieserProzeßwiederholenkann,
d.h.die zwei Pulsezerteilensichwiederumin dannvier Pulse.Diessolltesichfortsetzen,bis
die enstandenenPulsezuwenigIntensiẗat für ein weiteresSplittinghaben.

EineandereFrageist die nachderModulationsinstabiliẗat von dreidimensionalenWellenlei-
tern.Eswird alsountersucht,ob eineStörungin longitudinalerRichtungbeispielsweiseeine
Bunch- oderSnake-InstabilitätdernahezuzweidimensionalenStrukturzurFolgehat.

Der Schwerpunktbei der BearbeitungdesThemaslag in der numerischenBehandlungdes
Problems.Deshalbwird im nächstenKapitel zun̈achstdasbenutztenumerischeVerfahren
ausf̈uhrlichvorgestellt.AufgrunddesstarkkontrahierendenVerhaltensderuntersuchtenGlei-
chung,ist esmit herk̈ommlichenMethodenkaummöglich, einehinreichendeAuflösungfür
interessanteParameterbereichezuerhalten.DeshalbwurdedasVerfahrenderblockstrukturier-
tenadaptivenGitterverfeinerungeingesetzt,welchesnurdorteinehoheAuflösungeinsetzt,wo
diesevomProblemauchben̈otigtwird. DiesesressourcensparendeVerfahrenermöglichtsoei-
nedeutlichhöhereeffektiveAuflösungalskonventionelleMethoden,allerdingsum denPreis
einerwesentlichaufwendigerenEntwicklungundProgrammierungdesVerfahrensselbst.Es
werdensowohldiegrundlegendenIdeenadaptiverGitterverfeinerungvorgestellt,alsauchspe-
zielle Implementationsstrategienerörtert.Außerdemwerdennaẗurlich auchdie verwendeten
numerischenSchemataerklärt.

Die beidenfolgendenKapitelzeigendanndieerzieltennumerischenResultate.Zunächstwer-
denGaußschePulsealsAnfangsbedingunguntersuchtunddie grundlegendenKontraktions-
undSplittingeffekteerläutert.Dannwird die Abhängigkeit desAuftretensvon Splittingereig-
nissendesanf̈anglichenPulsesvom longitudinalenDispersionskoeffizientenbehandelt.Ein
Hauptaugenmerklag auf derBeobachtungvon sukzessivehintereinanderstattfindenenMehr-
fachsplittingseinesPulses.Währenddie Theorieein wiederholtessymmetrischesAufteilen
derPulsevorhersagte,wurdediesin derNumeriknicht beobachtet.Um dasentstandeneSze-
nariobesserzuverstehen,wurdenweiterenumerischeExperimentedurchgef̈uhrt,umdieEvo-
lution von zwei GaußschenPulsenin variierendemAbstandundmit variierenderAmplitude
zubestimmen.Auch derEinflußeinesChirpswurdeuntersucht.

WeiterhinwurdenochdasAuftretender Bunch-und Snake-Instabiliẗat bei gesẗortenzwei-
dimensionalenWellenleiternbeobachtet,und die relative Sẗarke dieserbeidenInstabilitäten
untersucht.

Abschließendwird nocheineZusammenfassungderErgebnisseundeinAusblickaufverblei-
bendeFragestellungengegeben.
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2 Nichtlineare Schrödingergleichung

2 Nichtlineare Schr öding ergleic hung

In diesemKapitel wird zun̈achstdie Schr̈odingergleichungvorgestellt.Sie beschreibtallge-
mein die Wellenausbreitungunter Berücksichtigungvon Dispersionseffekten. Anwendung
findet sie in Modellender Quantenmechanik,in der Beschreibung von elektromagnetischen
Wellen/ Optik undbeispielsweiseauchin derUntersuchungvon Wellenpḧanomenenin Plas-
men.

Es ist schonlangebekannt,daßLösungender nichtlinearenSchr̈odingergleichungunterbe-
stimmtenBedingungeneinkollapsartigesVerhaltenzeigen.BeikubischerNichtlineariẗaterḧalt
manim dreidimensionalenFall einengut verstandenensuperkritischenKollaps.Im zweidi-
mensionalenerḧalt mangeradedenFall eineskritischenKollapses,̈uberdenwenigerbekannt
ist. Die Theoriehierzuwird im folgendennocheinmalwiederholt.

Interessantist nundieFrage,wie esbeiderdreidimensionalenSchr̈odingergleichungmit ani-
sotroperDispersionaussieht,dennhiersinddieAntwortenkeineswegsklar. Esgibt eineKon-
kurrenzzwischenderzweidimensionalenSelbstfokussierungin der transversalenEbeneund
demdefokussierendenVerhaltensenkrechtdazu.VerschiedeneanalytischeAnsätzezur Be-
handlungdiesesProblemswerdenim folgendendargestellt.

Abschließendbefaßt sich diesesKapitel noch mit der Fragevon Modulationsinstabiliẗaten
dreidimensionalgesẗorter Wellenleiterl̈osungen.Auch hier ist analytischdasProblemnoch
nicht vollständigverstanden,sodaßnumerischeSimulationenzurKl ärungbeitragenkönnen.

2.1 Einleitung

Die Schr̈odingergleichung,besondersnaẗurlich ausderQuantenmechanikbekannt,beschreibt
allgemeindieAusbreitungvonWellenunterEinflußvonDispersion.Währenddieelementare
QuantenmechanikdurcheinelineareGleichungbeschriebenwird, nutzt manfür elektroma-
gnetischeWellenz. B. dasNewell-Whitehead-Verfahren[26] um eineEnveloppengleichung
für denlangsamvariierendenAnteil derWelle zuerhalten.Hier findetmanbei Untersuchung
vonWelleneffektenin unterschiedlichenMedienhäufigTermehöhererOrdnung,soz. B. eine
kubischeNichtlineariẗat,beispielsweisebegründetdurchdenKerr-Effekt in dernichtlinearen
Optik.

Hier lautetdie sogenanntekubischnichtlineareSchr̈odingergleichungdann

i∂tE � ∆ � E � s∂2
zE ���E � 2E � 0 � (2.1)

Der Koeffizient s bestimmthier die Art derDispersion,sowohl isotrope(s � 0) alsauchani-
sotropeDispersion(s � 0) werdendurchobige Gleichungbeschrieben.Im Verlaufedieser
Arbeit werdenwir unsprimärmit deminteressanterenFall derAnisotropiebescḧaftigen.

Im Bereichder Plasmaphysikfindet die Schr̈odingergleichung(2.1) Anwendungin der Mo-
dellierungvon nichtlinearenWellenmit anisotroperDispersion,d.h.Wellen,bei denenin der

7



2 Nichtlineare Schrödingergleichung

Dispersionsbeziehungω � ω 	�
k � diezweitenAbleitungen∂2ω
�
∂k2

x, ∂2ω
�
∂k2

y und∂2ω
�
∂kz

x un-
terschiedlichesVorzeichenhaben.

Aus demnahezuunerscḧopflichenVorrat an Welleneffekten in Plasmenerfüllen zahlreiche
WellendieobigenEigenschaften,erwähntseienhierbeispielsweiseLower-Hybrid undIonen-
Zyklotron Wellen [25], sowie Whistlersund indirektePlasmawellen in magnetisiertenPlas-
men,bei denendie Wellenvektoroberfl̈achein derNähedeszentralenWellenvektorsnegativ
gekr̈ummtist [22].

Von besondersgroßemInteresseist die nichtlineareSchr̈odingergleichungauchim Bereich
dernichtlinearenOptik. Hier entsprichtderSkalarE derEinhüllendeneinerelektromagneti-
schenWelle,diesichdurcheinnichtlineares,dispersivesMediumpropagiert.In deroptischen
Beschreibung beschreibtdie Variablet in der obigenGleichungdie longitudinaleLängein
AusbreitungsrichtungderWelle,die Größez entsprichtdafür einerretardiertenZeitvariablen
t �� t � z

�
ω  (ω �� ∂ω

�
∂k). Der Term s∂2

zE in obigerGleichunghat alsodie Bedeutungei-
ner

”
zeitlichen“ Dispersion,die durchdie Gruppengeschwindigkeitsdispersion(engl. group

velocity dispersion,AbkürzungGVD) überdenKoeffizientens � ∂2k
�
∂ω2 � ω0 [27] bestimt

wird.

Im Falle isotroperDispersion,d.h.s � 0, ist dieDynamikdesFeldesE gutverstanden[33, 4].
UnterderBedingung,daßderHamiltoniannegativ ist, erfolgt ein dreidimensionalerKollaps,
d. h. manbeobachteteinePunktsingulariẗat in endlicherZeit. Im Gegensatzdazuist dasVer-
haltenim Falle anisotroperDispersionnoch ungekl̈art. Die ungekl̈artenFragenlautenwie
folgt: Ist eineSingulariẗat in endlicherZeit unterpassendenAnfangsbedingungenmöglich?
Wie beeinflußtdernegativeDispersionstermdie Selbstfokussierungin dertransversalenEbe-
neund,damitverbunden,wasist dasEndstadiumeinessichin transversalerEbenekontrahie-
rendenWellenpackets?Gibt eseingenerischesVerhaltenin derDynamik?

Im folgendenwerdengrundlegendetheoretischeErgebnissebez̈uglichderDynamikvonLösun-
gendernichtlinearenSchr̈odingergleichungdargestellt.

2.2 Lagrang edarstellung und Erhaltungsgr ößen

Die nichtlineareSchr̈odingergleichung(2.1) kannim RahmendesLagrange-Formalismusun-
tersuchtwerden.

Man findeteineLagrangedichte�
��� i

2
	 EtE ��� EE �t �����∇ � E � 2 � s �Ez � 2 � 1

2
�E � 4 � (2.2)

AusderForderung,daßdasWirkungsfunktionalS

S�E ����� t1

t0
dt �

Ω
d3x��	 E � Et � ∇E � (2.3)
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2 Nichtlineare Schrödingergleichung

extremalwird, erḧalt manmit Hilfe einfacherVariationsrechnungundverschwindenderRand-
bedingungenim UnendlichendieEuler-Lagrange-Gleichungen

∂�
∂E

� d
dt

∂�
∂Et

� d
d 
x ∂�

∂E�x � 0 � (2.4)

∂�
∂E � � d

dt
∂�
∂E �t � d

d 
x ∂�
∂E ��x � 0 � (2.5)

Setztmandie angegebeneLagrangedichte(2.2) in die Gleichung(2.5) ein, soerḧalt mandie
nichtlineareSchr̈odingergleichungin der bekanntenForm, benutztmandie Gleichung(2.4),
soerḧalt mandiekomplex konjugierteForm.

Aus den Symmetriender Lagrangedichtekann man nun mit Hilfe desNoether-Theorems
leichtErhaltungsgr̈oßenfinden[28, 29].

In derLagrangeschenMechanikbestehtnämlichein engerZusammenhangzwischenstetigen
SymmetrienundErhaltungsgr̈oßen,sodaßsichErhaltungsgr̈oßeni. a.ohneIntegrationenaus
denSymmetriengewinnenlassen.

Man betrachtetinfinitesimaleTransformationenvonZeit, Ort undFeldernderForm

t  t̄ � t � ∑
ν

ενφ ! ν "0 � (2.6)

xi  x̄i � xi � ∑
ν

ενφ ! ν "i � (2.7)

u  ū � u � ∑
ν

ενψ ! ν " � (2.8)

Die Funktionenφµ und ψ ergebensich aus der gewähltenstetigenSymmetrie.Es wurde
die üblicheBezeichnungvon griechischenIndizes #%$ 0 �&�'� 3 ( für Zeit- und Raumkoordina-
ten verwendet,lateinischeIndizesbezeichnennur die Raumkoordinaten#)$ 1 �&�&� 3 ( . Ist das
WirkungsintegralS�E � invariantunterdieserTransformation,soist bekannt[28, 29], daßeine
KontinuitätsgleichungderForm

∂t I0 � ∇ * I � 0 (2.9)

erfüllt ist, wobeidervierdimensionaleVektor Iµ definiertist als

Iµ � ∂�
∂uµ

�∑
ν

uνφν � ψ �+� c � c �,�-� φµ � (2.10)

Insbesondereerḧalt mandurchIntegrationüberdengesamtenRaumdasgesuchteErhaltungs-
gesetz

d
dt
� I0d3x � 0 (2.11)

für denFall, daßdie StrömeI j im Unendlichenverschwinden.
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2 Nichtlineare Schrödingergleichung

Esgibt zahlreicheErhaltungss̈atzedernichtlinearenSchr̈odingergleichung.Für die folgende
analytischeBehandlungwerdensichfolgendeErhaltungsgr̈oßenalsbesondersnützlicherwei-
sen,sodaßihre Herleitunghier nocheinmalvorgestelltwird.

Zunächstentḧalt die Lagrangedichtenicht explizit die Zeit t, d.h.sie ist translationsinvariant
bez̈uglichderZeit. Manbetrachtetalsodie Transformation

t  t̄ � t � ε � (2.12)

x  x̄ � x � (2.13)

E  Ē � E � (2.14)

In derobigenBezeichnungbedeutetdies,daßφ0 � 1, φi � 0 undψ � 0.

Somitist

I0 � ∂�
Et

Et �-�)� c � c � (2.15)

und . I0d3x, besserbekanntalsderHamiltonianH

H ��� d3x /0�∇ � E � 2 � s �Ez � 2 � 1
2
�E � 4 1 (2.16)

eineErhaltungsgr̈oße.

Weiterhinist offensichtlich,daßdie Lagrangedichte� unddamitdasWirkungsintegral S�E �
invariantbzgl.einerPhasendrehungE  Eeiϕ ist. InfinitesimallautetdieseTransformation

t  t̄ � t � (2.17)

x  x̄ � x � (2.18)

E  Ē � E � iεE � (2.19)

Diesbedeutetnun,daßφµ � 0 undψ � iE.

Einsetzenin Gleichung(2.10) liefert

I0 � � ∂�
Et

iE � c � c �2�3�E � 2 � (2.20)

Ii � i 	 E∇E �4� E � ∇E �5� (2.21)

Es ergibt sich also,in der Spracheder Quantenmechanik,die bekannteMassenkontinuitäts-
gleichung,im speziellenist diegesamte

”
Masse“ .6�E � 2d3x erhalten.In derSprachederOptik

ist dieseGrößedie
”
Leistung“ , im folgendenwerdenbeideBegriffe gleichbedeutendverwen-

det.

DieseAussagenlassensichleichtaufdend-dimensionalenFall verallgemeinern.Wir werden
im folgendenauchdieErhaltungvonMasseundHamiltonianin zweiDimensionenbenutzen,
ohnedaßesnötig erscheint,dieentsprechendeHerleitungzuwiederholen.
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2 Nichtlineare Schrödingergleichung

2.3 Selbstf okussierung in der zweidimensionalen nic htlinearen
Schr öding ergleic hung

Als Ausgangspunktzur BehandlungdesdreidimensionalenFalls mit anisotroperDispersion
seihierzun̈achstandieselbstfokussierendenEigenschaftenvonLösungenderzweidimensio-
nalennichtlinearenSchr̈odingergleichungerinnert.

Nichtstation̈areLösungenderGleichung(2.1) mit s � 0 könnenkollabieren,sodaßdie Am-
plitude �E � in endlicherZeit singul̈arwird.

Wir betrachtenAnfangsbedingungenE 	 
r � t � 0�7� E0 	 
r � ausdem Sobolev RaumH1. Für
solcheLösungenE ist die L2-Norm �8�E �8� 2 �9���E0 �8� 2 erhalten.Die Lp-Norm ist definiertals�8� f ��� pp � . � f � pdx, die L2-Norm ist alsogeradedie in Gleichung(2.20) definierteErhaltungs-
größeLeistungbzw. Masse.

Die LösungE existiert, solangedie H1 Norm endlichbleibt, die H1 Norm ist definiertals�8�E ��� H1 �:	;���E ��� 22 �<�8�∇E �8� 22 � 1= 2. Somitwird eineSingulariẗatdefiniertdurchdieExistenzeiner
endlichenZeit t0 � ∞, sodaß �8�E �8�H1  ∞ für t  t0. Diesbedeutet,daßdie Gradientennorm�8�∇E �8� 2 unddamitauchmax �E 	 
r � t �2� im selbenLimit divergieren[17, 42].

Die Existenzdiesersingul̈arenDynamikfolgt ausdemVerschwindendessogenanntenVirial-
integrals

I 	 t ���>��� 
rE ��� 22 � � x2 �E � 2d2x  0 (2.22)

für t  t �0. Der Zeitpunktt �0, andemI 	 t � t �0 � verschwindet,ist im allgemeinensp̈ateralsder
ZeitpunktderSingulariẗat t0, aberendlich.

I 	 t � ist ein Maßfür dasQuadratdermittlerenBreitedesWellenpakets,seineZeitentwicklung
wird durchdieGleichung∂2

t I 	 t �?� 8H beschrieben(H ist derin (2.16) definierteHamiltonian).
Man siehtleicht, daßein gegebenesWellenpaket mit H � 0 unvermeidlichin einePunktsin-
gulariẗat kollabiert.

Zus̈atzlichzeigtdieUngleichung[33]�8�E �8� 22 @ ���∇E ��� 2 �8� 
rE ��� 2 � (2.23)

daßnichttrivialeLösungenin derGradientennormdivergieren,wennt  t �0, sodaßdieLösung
nichtglobalin H1 überlebenkann.

EinenotwendigeBedingungfür die Singulariẗat ist ���E �8� 22 � Nc A 11� 68.Hier ist die kritische
MasseNc die Norm der station̈arenLösungE 	 r � t �B� φ0 	 r � eit [43], wobei φ0 die positive,
radialsymmetrischeGrundzustandslösungderGleichung� φ0 �C	 1� r � ∂r r∂rφ0 � φ3

0 ist.

In radialsymmetrischerGeometriekanneinkollabierendesFeldmit folgendemAnsatzselbsẗahn-
lich modelliertwerden:

E 	 r � t ��� 1
R	 t � φ 	 ξ � τ � eiτ D iβξ2 = 4 � (2.24)

11



2 Nichtlineare Schrödingergleichung

wobei β eineFunktionder Zeit β 	 t �0�3� RṘ (der Punktbedeutetwie üblich Ableitungnach
derZeit) ist, ξ � r

�
R	 t � die räumlicheradialeKoordinate,reskaliertmit demRadiusdesWel-

lenpaketsR	 t � , undτ einereskalierteZeit τ ��. t
0 du

�
R2 	 u� .

SetztmandenAnsatz(2.24) in diezweidimensionalenichtlineareSchr̈odingergleichung(2.1)
mit s � 0 ein,soerḧalt manalstransformierteGleichung

i∂τφ � ∆ξφ ��� φ � 2φ �C� ε 	 τ � ξ2 � 1� φ � 0 (2.25)

mit ∆ξ �E	 1� ξ � ∂xξ∂ξ und

ετ �F� 1
4

R3R̈ � β2 � βτ
4

� (2.26)

Um nundieSkalierungR	 t � zubestimmen,nimmtmanan,daßLösungenderGleichung(2.25)
einenselbsẗahnlichenZustanderreichen,d.h.∂τφ  0,währenddieFunktionenε undβ gegen
station̈areWerteε0 undβ0 konvergieren,indemsieε A β2 � 4 mit � ∂τβ �HG β2 erfüllen.

Man unterteiltnundieLösungφ in zweiBeiträge,denKernφc undden
”
Schwanz“ φt :

φ 	 ξ � τ �I� φc 	 ξ � τ ��� φt 	 ξ � τ ��� (2.27)

wobeiφc demzentralenTeil von φ entspricht,d.h.derLösungfür ξ � ξt . In diesemBereich
kommt φc demselbsẗahnlichenZustandφ0 	 ξ � (der station̈arenLösungvon (2.25), wie oben
eingef̈uhrt) sehrnahe,mankannesalsostörungtheoretischalsTaylor-Reihebeschreiben:

φc 	 ξ � ε �I� φ0 	 ξ ���J	 ε � ε0 � ∂φ
∂ε
� ε0 �K�&�&� (2.28)

Im Gegensatzdazuerstrecktsichφt überdasverbleibendeGebietξ � ξt , wo mandiekubische
Nichtlineariẗat vernachl̈assigenkann.φt ist alsodie Lösungder parabolischenZylinderglei-
chung[4, 14, 15, 24, 21], die wie folgt aussieht:

φt 	 ξ � ε � A C 	 ε � ei L εξ2 = 2
ξ1M i = 2L ε

�N�C 	 ε �2�H� ε D 1= 4eπ = 4L ε � (2.29)

Setztmannundie Gleichungen(2.27), (2.28) und(2.29) in die Massenkontinuitätsgleichung
für φ � ε

0
∂τ � φ 	 ξ  � τ �2� 2ξ  dξ  �:� 2 � φ 	 ξ � τ �2� 2ξ∂ξ arg 	 φ 	 ξ � τ �&� (2.30)

ein,sofindetman,daßdie Funktionε folgenderGleichunggen̈ugt:

∂τε A � 2Ke
D π

2O ε � (2.31)

12



2 Nichtlineare Schrödingergleichung

mit einerpositivenKonstanteK. DieseFunktiongehtzusammenmit β asymptotischgegen
Null. Esfolgt soeinelog-log Kontraktionsskala

R	 t �I� R	 0� 2π 	 t0 � t �
ln ln � 1

t0 D t � � (2.32)

nachdemmanβ 	 t �P��� RṘundτ 	 t � A ln � 1� 	 t0 � t �Q� benutzthat.Im Gegensatzdazufindetman
im isotropendreidimensionalenFall einenstarken,nicht nur logarithmischen,Kollaps.

2.4 Selbstf okussierung in dreidimensionalen anisotr opisc hen Medien

Im folgendennehmenwir nundie z-Abhängigkeit in Gleichung(2.1) wiederhinzu,d.h.wir
bescḧaftigenunsmit demFall anisotroperDispersions � 0.

FrühereArbeiten [34, 11, 23] zeigen,daßdie Evolution nun durchzwei Effekte beeinflußt
wird, einmal die bekanntezweidimensionaleKompressionin der transversalenEbeneund
andererseitseineDefokussierungin longitudinalerRichtung.Die KombinationdieserEffekte
bewirkt zun̈achsteineKompressionin transversalerRichtung,dochschließlichwird derPuls
longitudinalauseinandergerissenund in zwei Pulsezerteilt.DiesesEreigniswird

”
Splitting“

genannt.

NumerischeSimulationenvongaußf̈ormigenPulsenalsAnfangsbedingungzeigten,daßdieser
Effekt abeinerunterenSchranke für die maximaletransversaleMasseN�B	 0� auftritt, wobei
letzterewie folgt definiertwird:

N�7	 0�R� � dxdy �E 	 x � y� z � 0 � t � 0�2� 2 (2.33)

Beispielsweisewurdein [11] ein Splitting-Eventab N� 	 0� A 1 � 3Nc gefunden,wobei Nc die
kritischeMassefür einenKollaps in der zweidimensionalennichtlinearenSchr̈odingerglei-
chungist.

NeuereArbeiten[32, 8] zeigen,daßbei MassenN� 	 0� A 1 � 4Nc �&�&� 1 � 5Nc dasAufsplittenklar
zu beobachtenist unddie beidenentstandenenPulsemit unterkritischertransversalerMasse
schließlichdispergieren.

MansiehtandiesenBeispielen,daßnegativeDispersiontats̈achlichdentransversalenKollaps
verhindernkann.

Lutheretal. [23] beschriebendieBegrenzungdesKollapsesin einerselbsẗahnlichenBehand-
lung desTerm s∂2

zE als diffuseStörung,die die Ebenenmit höchstertransversalerEnergie
(d. h. mit demkleinstenzeitlichenFokuspointt0) dämpfen.DieseAnalysegilt für Wellenmit
MassennahederkritischenMasseund � s �HG 1.

Im GegensatzdazuuntersuchtenZharova und Mitarbeiterin [45] denFall N�B	 0�TS Nc und
s �3� 1 undsagtenfolgendesSzenariovoraus:LokalisierteWellenwerdenanfangsin longi-
tudinalerRichtunggedehntund zerfallen schließlichin mehrerePulse,die nachlangerZeit

13



2 Nichtlineare Schrödingergleichung

danndispergieren.DieseBehauptungwurdedurchnumerischeSimulationenin achsensym-
metrischerGeometriegesẗutzt.

2.4.1 Theorie von Fibic h und Papanicolaou

Um einenbesserenZugangzu dem Problemzu erhalten,entwickelten Fibich und Papani-
calaou[13, 14] eineaufwendigeStörungstheorie,die im Fall kleiner anisotroperDispersion
( � s �;G 1) undeinerleicht überkritischentransversalenMasseN��U Nc gilt.

Ihr Verfahrenbestehtdarin,denasymptotischenselbsẗahnlichenZustanddeszweidimensio-
nalenSystemszustören.DieserasymptotischeZustandlautetfür t  t0:

Es 	 r � t � z��� 1
R	 t � z� φ0 	 ξ � eiS! r V z" � S	 r � z�4� τ 	 t � z�?� Rt 	 t � z�

4R	 t � z� r2 (2.34)

mit ξ � r
�
R	 t � z� undτ 	 t � z�I��. t

0 dt  � R2 	 t W� z� . φ0 ist wiederderbekannteradialsymmetrische
GrundzustandundR	 z� t � bezeichnetdie SkalierungderradialenDistanz,abḧangigvon z und
t. In ErweiterungdeszweidimensionalenFallesist R jetzt nicht nur von t sondernauchvon z
abḧangig,umdie ModifikationendurchdenTerms∂2

zE miteinzubeziehen.

DieseStörungstheorieist nur gültig für ein selbstfokussierendesFeld mit R	 z� t �X 0 in der
NähedesKollapszeitpunktest0 unterdenAnnahmen,daßnicht nur s∂2

zE im Verḧaltnis zu
denanderenTermenin Gleichung(2.1) klein bleibt, sondernauchdie Funktionenβ und ε
ausGleichung(2.26) viel kleineralseinsbleiben,währendsichdie Form desFeldesE dem
selbsẗahnlichenZustandφ0 ann̈ahert.

UnterdiesenBedingungenfindetmanalsGleichungfür ε

εt � ν 	 ε �
R2 � 	 f1 � t

2M
� 2 fs

M
(2.35)

wobeiν 	 ε �Y� KeD π = 2L ε ausGleichung(2.31) folgt, M ��. ξ2φ2
0d2ξ,

f1 	 z� t �Z� 2sR3 Re�\[ 	 ∂2
zEs � eD iS � 1 � ξ∇ξ � φ0 	 ξ �'] d2ξ (2.36)

und
f2 	 z� t �4� sR2 Im �9^ E �s 	 ∂2

zEs�'_ d2ξ � (2.37)

In den Grenzf̈allen eD π = 2L ε G �`	 f1 � t � � � f2 �aG 1 und f2 � sNcτzz bestimmtdasdynamische
System

ε �F� 1
4

R3R̈�b� εt A � 2sNcτzz
�
M � τt � 1

�
R2 (2.38)

die EntwicklungderAmplitudederWelle � 1
�
Rabḧangigvonz zuverschiedenenZeiten.
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2 Nichtlineare Schrödingergleichung

AnalysiertmandaserhalteneSystem,so zeigt sich in R	 z� t � tats̈achlichdaserwarteteBild
einesSplittingsdesPulsesin zwei symmetrischentlangder z-AchselokalisierteStrukturen.
Um dieszu sehen,stellt mansich dendreidimensionalenPulszerlegt in zweidimensionale
Scheibenvor. JededieserScheibenkontrahiertmit derSkalaR	 t � z�R� R	 t0 	 z�Z� t � . Dabeiist
t0 	 z� die KurvederKollapszeitpunkte,alsFunktionvon z. Der frühesteKollapswird erwartet
beimMinimum von t0 	 z� , d.h.bei z � z0, sodaßṪ0 � dzt0 � z0 � 0 und d̈zzt0 � z0 � 0, wobeidas
Minimum derKollapszeitnaẗurlich bei denScheibenmit höchstertransversalerMasseliegt.

Die Störungvon ε ergibt sichdurchIntegrationdesSystemszu

ε � ε0 � γ 	c� T̈0τ � Ṫ2
0 τt � (2.39)

mit ε0 � ε 	 0 � z�P� γṪ2
0

�
R2 	 0 � z� undγ �:� 2sNc

�
M. Sosiehtman,daßderEffekt deranisotro-

penDispersioneineVerkleinerungvonε zunegativenWertenandenScheibengrößterMasse
bewirkt und somit einenKollapsverhindert.Die Symmetriein z-Richtungverursachtso die
Bildung vonzwei Pulsenauf jederSeitederz-Achse,im Falle einesAnfangspulses,dersym-
metrischumz0 � 0 ist.

Der AnwendungsbereichdergeradevorgestelltenMethodeist leidersehreingeschr̈ankt.Die
grundlegendeAnnahme � β �d� ε G 1 zur Herleitungder Gleichungen(2.35) und (2.38) bricht
zusammen,sobaldderTerms∂2

zE nicht mehrnur einekleineStörungist undstarke longitu-
dinaleGradientenin derNähedesKollapszeitpunktest0 entstehenläßt.Schonfür Wellenmit
einerMassevonnur10%AbweichungüberdemkritischenSchwellwertNc ist dieVorhersage
der Gleichung(2.38) nicht mehreineDispersionder gesplittetenPeaks,sondernstattdessen
wiederumein kollapsartigesVerhaltenmit divergierendenAmplituden.

Die Abbildung4.13zeigt im Vorgriff auf die Ergebnissedie numerischbestimmteEvolution
einesüberkritischenPulsesmit N�7	 0� A 1 � 1Nc. Es ist klar zu erkennendaßdie gesplitteten
Pulsezu sp̈atenZeitenauseinanderlaufenund keineswegs kollabieren,wie esdie Störungs-
theorievorhersagenwürde.

Somit ist die Theorievon Fibich und Papanicalaouaufgrundihrer Konstruktionnicht in der
Lage,dassp̈ateVerhaltendergesplittetenPulsevorherzusagen(für Zeitent � t0). Nichtsde-
stotrotzwurdein [13, 14] argumentiert,daßkein weiteresSplitting der entstandenenPeaks
entstehenkönne,dadie zweidimensionaleFokussierungunwichtigwerdenwürde.Die sp̈ater
präsentiertenErgebnissebelegenjedoch,daßauchnachderurspr̈unglichenKollapszeitt0 eine
weitereFokussierungundeinweitererZerfall derPulsemöglich ist.

2.4.2 Ein alternativer Ansatz von Bergé, Rasmussen, Kuznetso v et al.

Ein andererWeg, dasPḧanomendesSplittingseinesPulseszubeschreiben,wurdevonBergé,
Rasmussen,Kuznetsov undanderen[7, 8, 6] gewählt.Aus derdreidimensionalennichtlinea-
renSchr̈odingergleichung(2.1) lassensichEvolutionsgleichungenfür die mittlerenRadienin
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2 Nichtlineare Schrödingergleichung

transversalerundlongitudinalerRichtungherleiten:

∂2
t Iz 	 t �e� ∂2

t ��� zE �8� 22 � 8s2 �8� ∂zE �8� 22 � 2s �8�E �8� 44 � (2.40)

∂2
t I � 	 t �e� ∂2

t ��� rE ��� 22 � 8 �8�∇ � E ��� 22 � 4 �8�E ��� 44 � (2.41)

wiederummit �8� f ��� pp � . � f � pd2r dz. Ausgehendvon diesenAusdr̈ucken, wobei zur Verein-
fachungs �f� 1 gesetztwurde,kanngezeigtwerden,daßfür beliebigeAnfangsbedingungen
Iz 	 t � in endlicherZeit nicht verschwindet,sondernsogardurcheinepositiveuntereSchranke
begrenztwird. In Bezugauf die GrößeI �B	 t � wurdegezeigt,daßein transversalerKollapsmit
I �  0 in einemRegimeabsoluterKompressionnicht stattfindenkann,d. h. falls İz � 0 und
İ �g� 0 in einerUmgebungumt �0. DiesesVerhaltenfolgt für einbeliebigesZeitintervall � T0 � t �0 � ,
in demdie Welle in allenRichtungenkollabiertausderAbscḧatzung[6]h 	 t �I� İzİ �i� 4H 	 I �6� 2Iz�j� 4N2 ln 	 I �0�P� 2N2 ln 	 Iz � @ h 	 T0 �T� ∞ � (2.42)

sodaßI �7	 t � unterobigenAnnahmennichtverschwindenkannundsomitkeinesingul̈areKon-
zentrationderPulsintensiẗat,die zu einemKollapsin dernichtlinearenSchr̈odingergleichung
führenwürde,möglich ist.

Zus̈atzlichwurdederProzessdesAufsplittensmit Hilfe einerquasi-selbsẗahnlichenAnalyse
untersucht.Es wurdenzwei räumlicheSkalenbenutzt,einelongitudinaleAusdehnungZ 	 t � ,
von derangenommenwurde,daßsiezunimmt,sowie einetransversaleSkalaR	 t � , die in der
NähedesFokuspunktst0 kleinerwird. DerfolgendeselbsẗahnlicheAnsatzfür diezweiSkalen
enthaltendeLösungwurdebenutzt:

E 	 
r � z� t �4� k A

R	 t �ml Z 	 t � φ̃ 	 ξ � ζ � τ 	 t �&� exp n iλτ 	 t ��� i
RtR
4

ξ2 � i
ZtZ
4

ζ2 o � (2.43)

τ 	 t ��� � t

0

du
R2 	 u� � ξ � r

R	 t � � ζ � z
Z 	 t � � (2.44)

Hier ist A ein konstanterIntensiẗatsfaktorundλ � 0 bezeichnetdenEigenwertderNLS, wel-
cherderlokalisiertenEigenfunktionφ̃ zugeordnetist.

SetztmandenAnsatz(2.43) in dienichtlineareSchr̈odingergleichung(2.1) mit s �:� 1 ein,so
erḧalt maneinetransformierteGleichungfür φ̃, welchedie zeitabḧangigenFunktionen

εR �f� a2
R � ∂τ 	 aR�Q� � 4 �F� R3Rtt

�
4 und γεZ �F� R2ZZtt

�
4 (2.45)

mit aR �:� RRt undγ 	 t �I� R2 	 t � � Z2 	 t � entḧalt. Für t gegent0 kannargumentiertwerden,daß
im selbsẗahnlichenLimes∂τφ̃ � 0  0 beideFunktionenin (2.45) gegenWertevergleichbaren
Betrages� ε � tendieren,währendτ 	 t � gegenτ 	 t0 �R� ∞ geht.

UnterBenutzungdesschnellenAbfallsvonγ 	 t �p 0 findetman,daßdieEigenfunktionφ̃, nach
entsprechenderRenormierung,derfolgendenquasi-zweidimensionalenGleichunggen̈ugt:

i∂τφ̃ � ∂2
ξφ̃ �C	 1� ξ � ∂ξφ̃ �C� ε 	 ξ2 � ζ2 �j� λ � φ̃ ��� φ̃ � 2φ̃ � 0 � (2.46)
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Hier verschwindendie reskaliertenz-Ableitungenmit γ 	 t � . Die Variableζ spieltdie Rolle ei-
nesLokalisierungsparameters,daφ̃, welches∂τφ̃  0 gen̈ugt,nurdannlokalisiertentlangder
ζ-Achseseinkann,wennλ̃ � λ � εζ2 � 0. Die mit Gleichung(2.46) verbundeneMassenkon-
tinuitätsgleichung,die wie im zweidimensionalenFall denMassenaustauschin der transver-
salenEbenezwischenKernundasymptotischer̈außererLösungbeschreibt,führt schließlich
auf

K∂tε �:� 2exp 	c� π 	 λ � εζ2 � � 	 2 k ε �'� (2.47)

mit K � 0.Esergibt sich,daßaR � 2 k ε positiv im lokalisierendenBereichζ � ζ � � l λ
�
ε ist,

sodaßmaneineKontraktionsratenahederin (2.32) erḧalt, abernegativ im delokalisierenden
Bereichζ � ζ � , in demR	 t � dispergiert.DieseSkalamußalsoin derNähedesÜbergangsζ � ,
an dem �E � 2 ein Maximum erreicht,minimal werden.Im Grenzfall ζ  ζ � führt Gleichung
(2.47) zuεR �q� 2τ � 0 für τ  ∞, sodaßR(t) schließlichdispergiertundnichtverschwindet.
Somit ist kein transversalerKollapsmöglich. Stattdessenentstehensymmetrischzwei Peaks
umz ��r Z 	 t0 � ζ � , wasdasAuftretendesAufsplittenserklärt.

Für Anfangsbedingungenmit hohenEnergien(N� S Nc) wurdegeschlossen,daßsichdieser
Prozessfortsetzenkönne,indemobigeAnalysewiederumauf die enstandenenneuenPulse
unabḧangigvom Partnerpulsangewendetwird. Da dieserProzesssich nur fortsetzenkann,
bisdieMassediekritischeMasseunterschreitet,wurdedieGesamtzahlderentstehendenZel-
len zum DoppeltendesVerḧaltnissesN�B	 t0 � � Nc abgescḧatzt,wasauchmit experimentellen
Ergebnissenin optischenVersuchenzusammenpaßte[32, 12].

Wie in [41] betontwird, ist dieFrage,obnuneinKollapsin endlicherZeit auftretenkann,nach
wie vor ungel̈ost.Auch die Frage,ob nacheinemerstenSplitting weiterefolgen könnenist
nochoffen,daeskeinenumerischenArbeitengab,diedasAuftretenvonmehrfachemSplitting
eindeutignachweisen.In dieserArbeit werdendiesebeidenFragennumerischuntersucht,
und wir werdeninsbesonderesehen,daßein weiteresAufsplitten möglich ist, jedochnicht
symmetrischsondernandenäußerenSeitenderentstandenenPulse.

2.5 Modulationsinstabilit äten

Wie bereitsbeschrieben,findet manstation̈areLösungenzur nichtlinearenSchr̈odingerglei-
chungderFormE 	 r � t ��� φ0 	 r;λ � eiλt, wobeiφ0 LösungderDif ferentialgleichung� λφ0 � ∆ � φ0 � φ3

0 � 0 � λ � 0 (2.48)

ist.

Ver̈andertmannun diesestation̈arenLösungendurchStörungentlangder z-Achse,so kann
mandiesogenanntenModulationsinstabiliẗatenuntersuchen.Wir analysierendieStabilitätei-
nessolitonartigenZustandesbei StörungdurchTermeder Form 	 a 	 
r �p� ib 	 
r �'� exp 	 ikz � γt � ,
diedurchdieAnwachsrateγ für die reellenlokalisiertenFunktionena 	 
r � undb 	 
r � charakteri-
siertsind.
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Im eindimensionalenFall (∇2� � ∂2
x) zeigtenZakharov und Rubenchik[44], daßim Limes

kleiner k die Anwachsratefür die instabilesogenanntegeradeMode durch γ2 � 4sλk2 ge-
gebenist. Dies führt zu einemEinschn̈urverhaltenim Falle s � 0. Die Anwachsratefür die
ungeradeMode γ2 �3� 4sλk2 � 3 führt zu einerVerbiegungim Falle s � 0, vergl. auchRefe-
renzen[20, 35]. Für diehier untersuchtenzweidimensionalensolitärenWellenzeigtsich,wie
gleichbeschriebenwird, daßbeideInstabilitätengleichzeitigauftretenkönnen,wenns � 0 ist.

Im FalleachsensymmetrischerLösungen,d.h. dieAbhängigkeit vomazimutalenWinkel wird
ignoriert, lautetder Laplace-Operator∆ � � ∂2

r ��	 1� r � ∂r . Die Lösungφ0 kanndanngesẗort
werdenals

E 	 r � z� t ���f	 φ0 	 r;λ �?� εφ1 	 r � z� t �&� exp 	 iλt � (2.49)

mit ε G 1. Die Störung φ1 kann zerlegt werdenin zwei reelle Normalmodena � b, so daß
φ1 	 r � z� t �T�s	 a 	 r �p� ib 	 r �'� eikzD λt. SetztmandenAnsatz(2.49) in die nichtlineareSchr̈odin-
gergleichung(2.1) ein und linearisiertdie entstehendeGleichung,so erḧalt man dasnicht
selbstadjungierteEigenwertproblem	 L1 � µ� a �:� γb �H	 L0 � µ� b � γa (2.50)

mit L0 � λ � ∇2� � φ2
0, L1 � λ � ∇2� � 3φ2

0 undµ � sk2. DiesesSpektralproblemkannanaly-
tischgelöstwerden,indemmandie Störungenauf die marginal stabilenModenmit γ � 0 im
Limes langerWellenl̈angenk  0 bestimmt.In diesemGrenzfall bilden die Eigenzusẗande
von Gleichung(2.50) eineorthogonaleBasisvon vier lokalisiertenEigenvektoren.Störungs-
theorieführt dannzu [20, 35, 7]

γ4 A 16λ2µ t φ2
0 ut r2φ2
0 u � (2.51)

Manerḧalt γ2 � λ3= 2 l � s � k2 mit einemExtremumbei � s � k2 � λ, für Eigenmoden,diein führen-
der Ordnungmit a A γ∂λφ0, b A φ0 skalieren.φ0 und ∂λφ0 sind geradeFunktionen,die ma-
ximal im Zentrumsind und für r  ∞ verschwinden.Dies bedeutet,daßdie Äquipotential-
flächenvonφ für ε v� 0 in periodischeBunchesaufgesplittetwerden,mit derPeriodiziẗatsl̈ange
2π
�
k. Somit ist φ0 modulationsinstabilbez̈uglich longitudinalenStörungenim Grenzfall lan-

gerWellenl̈angenk  0 für beideVorzeichenderDispersions.

DieseErgebnissesind jedochnur gültig für axialsymmetrischeStörungen,jeglicheAbhäng-
igkeit vom Winkel ist vernachl̈assigtworden.Betrachtetman die volle Geometrie 	 r � θ � z� ,
so kannsich die Natur der Instabilitätenändern,da der azimutaleWinkel φ im transversa-
len Laplace-Operator∆ �w� ∂2

r �J	 1� r � ∂r �J	 1� r2 � ∂2
θ erscheint.In diesemFall bestehennicht

axialsymmetrischeStörungen,charakterisiertdurcheine Phaseder Form eimθ mit �m �x� 1,
ausungeradenNormalmoden,aufgespanntdurch eimθ∂rφ und eimφrφ. DieseModen tragen
zur Instabilität desWellenleitersbei, indemsie dasZentrumverschiebenund ein spontanes
Einknickenin Medienmit negativerDispersionermöglichen.
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2 Nichtlineare Schrödingergleichung

Die Anwachsrateim Grenzfall großerWellenl̈angenist danngegebendurch γ2 A � 2sλk2

[20, 35]. Im Gegensatzdazuist für s � 0 derWellenleitergegen̈uberdieserArt vonStörungen
stabil. Aus diesenAbscḧatzungenkannmanableiten,daßfür kleine k die Formierungvon
Bunchesdominierensollte,da γ2

bunch � γ2
snake für k  0. Andererseitssollte derWellenleiter

ehereinknicken für großeWellenzahlenk � 1. DieseVoraussageerḧalt man,wenn man a
priori die Abscḧatzungenγ2

bunch � k andγ2
snake � k2 auf großeWellenzahlenextrapoliert.Um

diesenPunktzu klären,mußmandie EntwicklungdieserInstabilitätenundihre gegenseitige
Wechselwirkungnumerischuntersuchen,wassp̈aterauchdurchgef̈uhrtwird.
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3 Numerische Verfahren

3 Numerisc he Verfahren

3.1 Einleitung

Ein wesentlicherTeil beiderBearbeitungdesThemasdieserArbeit wardieEntwicklung,das
TestenunddasAnwendengeeigneterfortgeschrittenernumerischenMethoden.

In diesemAbschnittwerdenzun̈achstdie benutztenIntegrationsverfahrenvorgestellt.Für die
Integrationder dreidimensionalennichtlinearenSchr̈odingergleichung(2.1) auf demBasis-
gitter wurdeein Operator-Splitting Verfahrengenutzt,welchesdenVorteil ausnutzt,daßdie
Lösungendeslinearenbzw. nichtlinearenTeilproblemsim Fourier- bzw. Ortsraumexakt be-
kanntsind.

Für dieIntegrationaufdenverfeinertenGitternwurdeeinfinite Dif ferenzenVerfahrenbenutzt,
welcheseineeinfacheBehandlungvon Randbedingungenermöglicht und im Gegensatzzur
schnellenFouriertransformationfür alleGittergrößeneffektiv arbeitet.Die Invertierungdesin
diesemsemi-implizitenVerfahrenauftretendenOperators,dernahederEinsliegt, erfolgt mit
Hilfe einesIterationsverfahrensvomGauß-SeidelTyp,deraberaufgrundderblockstrukturier-
tenadaptivenGitterverfeinerungMehrgittereigenschaftenhat.

Die Zeitentwicklungder untersuchtenProblemezeigt einestarke räumlicheInhomogeniẗat.
Währendauf einemGroßteil desIntegrationsgebietesdie Strukturensehrglatt sind, bilden
sich in anderenBereichenaufgrunddeskollaps̈ahnlichenCharaktersder Schr̈odingerglei-
chungextrem starke Gradienten.In einersolchenSituationist die AnwendungdesVerfah-
rensder blockstrukturiertenadaptivenGitterverfeinerungsehrhilfreich, da esnur dort hohe
Auflösungbenutzt,wo dieseauchwirklich ben̈otigt wird. Aufgrund dieserRessourcenspa-
rendenEigenschaftenist esmöglich, einewesentlichgenauereIntegration im Vergleich zu
konventionellenMethodenzuerreichen.

Eswird zun̈achstdergrunds̈atzlicheAblauf einersolchenadaptiv verfeinertenIntegrationbe-
schrieben,umdannnachheraucheinigeDetailsderUmsetzungin Computercodezuerläutern
und spezielleProbleme,wie zum Beispieldie Parallelisierungfür mehrereProzessoren,zu
erörtern.
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3 Numerische Verfahren

3.2 Verfahren auf dem Basisgitter

Die nichtlineareSchr̈odingergleichung(2.1) kannwie folgt geschriebenwerden:

∂tE �E	 L � NL � E � (3.1)

wobei die BezeichnungenL für denlinearenOperatorLE � i 	 ∆ � � s∂2
z � E und NL für den

nichtlinearenOperatorNLE � i �E � 2E gewähltwurden.

Betrachtetmanden linearenund nichtlinearenTeil der Gleichunggetrenntvoneinander, so
findet man,daßsich die lineareGleichungtrivial im Fourierraumlösenläßt,währenddie
nichtlineareGleichungim Ortsraumdirekt integrabel ist. Deshalbwurde die Methodedes
Operator-Splittings[31, 38] angewandt.

Die lineareTeilgleichung∂tE � L E � 0 lautetim Fourierraum:

i∂tẼ �C	c� k2� � sk2
z � Ẽ � 0 � (3.2)

hier ist Ẽ 	 kx � ky � kz � t � die im Ort Fourier-TransformiertedesFeldesE 	 x � y� z� t � undk� � k2
x �

k2
y.

Die Lösungist trivial:

Ẽ 	 kx � ky � kz � t � ∆t �y� exp ^ i 	c� k2� � sk2
z � ∆t _ Ẽ 	 kx � ky � kz � t � (3.3)� X̃L 	 ∆t � Ẽ 	 kx � ky � kz � t ��� (3.4)

Für die nichtlineareTeilgleichung∂tE � NL E � 0 im Ortsraum

i∂tE ���E � 2E � 0 (3.5)

findetmandie Lösung

E 	 x � y� z� t � ∆t �y� exp ^ i �E � 2∆t _ E 	 x � y� z� t � (3.6)� XNL 	 ∆t � E 	 x � y� z� t �z� (3.7)

da∂t �E � 2 � E∂tE � � E∂tE � �:� iE �E � 2E � � iE � �E � 2E � 0 unterBenutzungvon (3.5).

Da die exaktenLösungender Teilproblemein unterschiedlichenRäumen(Orts- bzw. Fou-
rierraum)bekanntsind,lassensiesichleidernicht direkt zu einerLösungdesurspr̈unglichen
Problemskombinieren.Für die numerischeIntegrationerḧalt manjedochdurchdie Methode
desOperator-Splittingsein VerfahrenzweiterOrdnungin derZeit.

Das Verfahrenfür die Propagationder Lösungum ∆t sieht,ausgehendvon der bekannten
LösungE 	 t � , wie folgt aus:

21



3 Numerische Verfahren

Mit Hilfe derFast-Fourier-Transformation(FFT) erḧalt manẼ 	 t � . Nun wird im Fourierraum
ein halberlinearerZeitschritt∆t

�
2 ausgef̈uhrt. DasErgebnisẼ� wird in denOrtsraumtrans-

formiert.Mit Hilfe einesvollen nichtlinearenTeilschrittserḧalt manausE� dasnächsteZwi-
schenergebnisE�Q� . Es folgt ein zweiterlinearerHalbschrittwie oben,d.h. inkl. Fourier- und
Rücktransformationundmanerḧalt somitschließlichdasgesuchteE 	 t � ∆t � .
Mit denobenfür dieverschiedenenTeilschritteeingef̈uhrtenOperatorenXNL, XL � iFFT X̃L FFT
lästsichdasVerfahrenwie folgt beschreiben:

E� � XL 	 ∆t
�
2� E 	 t �z�

E�Q� � XNL 	 ∆t � E� �
E 	 t � ∆t �y� XL 	 ∆t

�
2� E�c� �

Währendder numerischenIntegration führt man naẗurlich viele Zeitschrittehintereinander
durch.Am BeispielvonzweiSchritten

E 	 t � 2∆t �I� XL 	 ∆t
�
2� XNL 	 ∆t � XL 	 ∆t

�
2� XL 	 ∆t

�
2� XNL 	 ∆t � XL 	 ∆t

�
2� E 	 t �

siehtman,daßmannochXL 	 ∆t
�
2� XL 	 ∆t

�
2�T� XL 	 ∆t � ausnutzenkann,d.h. manintegriert

letztendlichimmerabwechselndeinenSchritt im Orts-undim Fourierraum.

Der Nachweis,daßdiesesVerfahrentats̈achlichzweiterOrdnungin der Zeit ist, wird so er-
bracht(vgl. Referenz[36]):

Taylor-EntwicklungderGleichung(3.1) erzielt:

Eexakt 	 t � ∆t �y� E 	 t �?� ∆t Ė � t � ∆t2

2
Ë � t � O 	 ∆t3 � (3.8)

� { 1 � ∆t 	 L � NL0 ��� ∆t2

2
^ 	 L � NL0 � 2 � ṄL0 _ � O 	 ∆t3 �}| E 	 t �

(3.9)

Hier benutztderOperatorNL0 dieLösungzurZeit t.

Für die Zeitschritt-Operatorenfindetmananalog:

E� � XL 	 ∆t
�
2� E 	 t � (3.10)� { 1 � ∆t

2
L � ∆t2

8
L2 � O 	 ∆t3 � | E 	 t �~� (3.11)

E�Q� � XNL 	 ∆t � E� 	 t � (3.12)� { 1 � ∆t NL � � ∆t2

2
^ NL � 2 � ˙NL � _ � O 	 ∆t3 � | E� � (3.13)

NL � benutzthierdasFeldE� .
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3 Numerische Verfahren

DasErgebnisdesOperator-SplittingVerfahrensist nachAusmultiplizierensomit:

Esplit 	 t � ∆t �e� XL 	 ∆t
�
2� XNL 	 ∆t � XL 	 ∆t

�
2� E 	 t � (3.14)� { 1 � ∆t

2
L � ∆t2

8
L2 � O 	 ∆t3 � |

{ 1 � ∆t NL � � ∆t2

2
^ NL � 2 � ˙NL � _R� O 	 ∆t3 � |

{ 1 � ∆t
2

L � ∆t2

8
L2 � O 	 ∆t3 � | E 	 t � (3.15)

� { 1 � ∆t 	 L � NL � ��� ∆t2

2
^ 	 L � NL � � 2 � ˙NL � _ � O 	 ∆t3 � | E 	 t �g�

(3.16)

Die DifferenzderGleichungen(3.9) und(3.16) ist

Eexakt � Esplit � ∆t 	 NL0 � NL � �� ∆t2

2 � 	 ˙NL0 � ˙NL � ���J	 L � NL0 � 2 �%	 L � NL � � 2 �� O 	 ∆t3 �5� (3.17)

DaE� � E0 � ∆t
2 Ė0 � O 	 ∆t2 � gilt:

NL � � �E� � 2 �>�E0 � 2 � ∆t
2
	 Ė0E �0 � Ė �0E �?� O 	 ∆t2 �~� (3.18)

NL0 � �E0 � 2 � (3.19)

ṄL � � 0 � (3.20)

ṄL0 � d
dt
�E � 2 � 0 � Ė0E �0 � Ė �0E � (3.21)

Setztmandiesnunin (3.17) ein,sokürztsichderFehlerersterOrdnung(hervorgerufendurch
BerechnungderNichtlineariẗat zur falschenZeit) gegendenFehlerzweiterOrdnung(hervor-
gerufendurchAnnahmeeineskonstantenE währendderIntegration)undmanerḧalt:

Eexakt � Esplit � O 	 ∆t3 �~� (3.22)
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3.3 Verfahren auf den verf einer ten Gittern

Auf denverfeinertenGitternwurdenzur BerechnungderräumlichenAbleitungenfinite Dif-
ferenzenbenutzt.Einepseudo-spektraleBehandlungwaraufgrunddererforderlichenFourier-
transformationenvonGitternmit willk ürlichenGrößenzu ineffektiv.

Die zeitlicheDiskretisierungder nichtlinearenSchr̈odingergleichungerfolgt in einemsemi-
impliziten Verfahrenzweiter Ordnungvom Crank-NicholsonTyp [31, 2], dasin ähnlicher
Formvon Pietschet al. benutztwurde[30]:

EnM 1
i jkl � En

i jk

∆t
� iXnM 1= 2EnM 1

i jk � En
i jk

2
� (3.23)

Hierbei ist Xn � ∆ � � s∂2
z �F�En

i jk � 2, E dasin Zeit (n) und Ort (i jk) diskretisierteFeld. Da

EnM 1= 2
i jk nicht bekanntist, wird XnM 1= 2

i jk durchXn
i jk � ∆t

2 	 ∂t �E � 2 � ni jk approximiert,dasVerfahren
bleibt hierdurchzweiterOrdnung.

Esergibt sichfolgendesemi-impliziteGleichung:

{ 1 � i∆t
2
/ Xn

i jk � ∆t
2
	 ∂t �E � 2 � ni jk

1 | EnM 1
i jk �

{ 1 � i∆t
2
/ Xn

i jk � ∆t
2
	 ∂t �E � 2 � ni jk

1 | En
i jk � (3.24)

Um denOperatorauf der linkenSeitezu invertieren,ist eineHelmholtz-artigeGleichungzu
lösen.Da der Operatorfür kleine Zeitschrittenaheder Eins liegt, benutzenwir die Gauss-
SeidelRelaxationsmethodemit red/blackOrdering[31, 39] zurnumerischenLösung.

Detailliert sieht die Iteration wie folgt aus:Zuerstwird mit Hilfe einesEuler-Schrittsder
Startwertder Iteration,eineNäherungfür dasgesuchteEnM 1

i jk , vorgegeben.Der Operatorauf
derlinkenSeitevon (3.24) wird in Diagonal-undNichtdiagonalanteilzerlegt, aufderrechten
Seitestehennur bekannteGrößen.Die Näherungbestehtnundarin,denNichtdiagonalanteil
desOperatorsaufdieletzteberechneteNäherunganzuwendenundsonachAuflösennachdem
Diagonalanteileineneue,bessereNäherungfür dasgesuchteFeldzufinden.DiesesVerfahren
wird iterativ fortgesetzt,bis der relative FehlerunterhalbeinervorgegebenenSchwelleliegt.
Durch abwechselndeBenutzungvon Feldernmit geraden/ungeradenOrtsindizes(red/black
ordering)konvergiertdiesesVerfahrenumdenFaktorzwei schneller.

Bezeichnetmandie l . Näherungfür EnM 1
i jk mit EnM 1 V l

i jk , sosiehtdasVerfahrenfolgendermaßen

aus:Der StartwertderIterationEnM 1 V 0
i jk ist

EnM 1 V 0
i jk � En

i jk � ∆t * Xn
i jkE

n
i jk � (3.25)
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Die IterationberechnetEnM 1 V l M 1
i jk ausEnM 1 V l

i jk gem̈aß

{ 1 � i∆t
2
/ Xn

i jk V diag � ∆t
2
	 ∂t �E � 2 � ni jk

1 | EnM 1 V l M 1
i jk �

i∆t
2

Xn
i jk V ndiagEnM 1 V l

i jk � { 1 � i∆t
2
/ Xn

i jk � ∆t
2
	 ∂t �E � 2 � ni jk

1 | En
i jk � (3.26)

Wie obenerwähnt, funktioniert diesesVerfahrendanngut, wennder zu invertierendeOpe-
rator naheder Eins liegt. Um dies zu gewährleisten,wird die Konvergenzrateder Iteration
kontrolliert. Halbiert sich der relative Fehlernicht mindestenseinmalpro Iteration,so wird
derZeitschritt∆t verkleinert,sodaßstetseineschnelleKonvergenzgewährleistetist.
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3.4 Adaptive Gitter verf einerung

HäufigbenutztmanzurDiskretisierungeinerpartiellenDifferentialgleichungim Ort ein äqui-
distantesGitter, sodaßdieWerteandenStützstellendenWertendesFeldesandiesenStellen,
oderdemübereineZellegemitteltenWertdesFeldesentsprechen.EinesolcheDiskretisierung
hatdenVorteil, daßmanAbleitungenleicht durchschnelleFouriertransformationbzw. alter-
nativ finite Dif ferenzenfinden kann.Auch kompliziertereGeometrienwerdendurch Wahl
einesgeeignetenKoordinatensystemsauf ein äquidistantesGitter transformiert(z. B. durch
BenutzungvonZylinderkoordinaten).

Versẗandlicherweisemußdie Diskretisierungso fein gewählt werden,daßder Gitterabstand
∆x kleiner als die typischenLängenvon feinenräumlichenStrukturenliegt, da diesesonst
nichtaufgel̈ostwerdenkönnten.DasProblemhierbeiist ganzklar, daßbeieineräquidistanten
Diskretisierungdie Auflösungin räumlichenBereichenohnefeineStrukturennuneigentlich
viel zu groß ist, d. h. sie verbrauchtunnötigerweiseeinegroßeMengeRechnerressourcen,
nämlichSpeicherplatzundRechenzeit.

Wenn man also Problemebehandelt,bei denenin unterschiedlichenräumlichenBereichen
unterschiedlicheLängenskalenauftreten,insbesonderebei Problemenmit singul̈ar werdenen
Lösungen,so ist es äußerstsinnvoll, die Methodeder adaptiven Gitterverfeinerungzugrun-
dezu legen.Es ist einfach,auchsichzu bewegendeStrukturenzu verfolgen,indemmandie
verfeinertenGitter aufgrundderbekanntenlokalenGeschwindigkeitenmit derStrukturmit-
bewegt. Im GegensatzzumVerfahrenderfiniten ElementekannmanMethoden,die für äqui-
distanteGitter entwickelt wurden,sozumBeispielschnelleLöserfür die Poisson-Gleichung,
weiterhineffektiv nutzen.Auch ist einenicht nur räumliche,sondernauchzeitlicheAdaption
ist möglich.Vorteil derfinite-Elemente-Methodeist die einfachereHandhabungvon komple-
xenRandbedingungen,wasfür dashier untersuchteProblemabernicht vonBedeutungist.

Die grunds̈atzlicheIdeediesesVerfahrensist einfach:MandiskretisiertnurdieTeiledesInte-
grationsbereicheshochaufl̈osend,wo die StrukturdiesesFeldesdiesauchverlangt.DasWort
adaptivdrückt hier nochaus,daßdie AuflösungdesVerfahrenssichautomatischdynamisch
denErfordernissendesProblemsanpaßt.UnserAlgorithmusist ähnlichdemvon Bell, Ber-
ger et al. benutztenVerfahren[3]. Da dasVerfahrender adaptiven Gitterverfeinerungvom
tats̈achlich behandeltenProblemweitgehendunabḧangig gehaltenwurde, konntedie Rah-
menimplementationauchschonfür andereProbleme[16, 18] genutztwerden.

Ein weitererVorteil desVerfahrensist, daßsich nebender räumlichenDiskretisierungauch
die zeitliche Diskretisierung,d.h. die GrößeeinesZeitschrittsanpassenläst.Bei typischen
Problemenausder Fluiddynamikwird beispielweisedie GrößedesZeitschrittsdurch eine
Courant-Friedrichs-Levy Bedingung(siehez. B. [37, 31]) derForm ∆t

�
∆x @ const begrenzt.

AdaptiveGitterverfeinerungermöglichteshier, nuraufhochaufgel̈ostenGittern,d.h.kleinem
∆x, auchmit einementsprechendkleinenZeitschritt∆t zu arbeiten,währendauf denweni-
ger aufgel̈ostenGittern die Integrationschnellererfolgenkann.Auch komplexereSzenarien
sind möglich. So lassensich die Verfeinerungsfaktorenfür räumlicheund zeitliche Verfei-
nerungunabḧangigvoneinanderundabḧangigvon der momentantenAuflösungwählen,um
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zum Beispieleineauf niedrigenSkalenquadratischeund auf feinenSkalenlinear sättigen-
deCFL-Bedingungoptimalbehandelnzukönnen,wie siein derHall-Magnetohydrodynamik
auftritt.

3.4.1 Ablauf der numerisc hen Integration

AusgehendvoneinerbestehendenHierarchievonverfeinertenGittern,wird im folgendender
Integrationsalgorithmusbeschrieben:

GegebenseieineSituationwie in Abbildung3.1.

Abbildung 3.1: Beispielshierarchie für adaptive Gitterverfeinerung

UntenerkenntmandasBasisgittermit demgrößtenGitterabstand.In einembestimmten(durch
dasProblembestimmten)Bereichwurde dies Auflösungals nicht ausreichendempfunden
und deshalbjedeZelle in mehrerekleinereunterteilt.In der Mitte der Abbildung siehtman
nur diesessogenannte1. Level (dasBasisgitterwird als0. Level bezeichnet).Es ist dadurch
ausgezeichnet,daßderGitterabstandhier nur 1� rs desGitterabstandesauf demnächstgr̈obe-
renGitter betr̈agt.Der sogenannteRefinement(Verfeinerungs-)Faktorrs ist eineganzeZahl,
die angibt,wie starkdie Auflösungvon einemGitter zumnächstfeinerenerḧoht wird, in der
Abbildung ist rs � 2, wasi.a. auchwährendder tats̈achlichenSimulationenderFall war. An
einigenStellewar auchdoppelteAuflösungnicht ausreichend,deshalbwurdenocheinmal
verfeinert,obenin derAbbildungsiehtmanalsodas2. Level für sichalleine.

In Abbildung3.2 siehtmannundie entstandenëortlicheDiskretisierung,nur in lokalisierten
Bereichenist die erwünschtehoheAuflösungvorhanden,währendaußerhalbdie Diskretisie-
rungrechtgrobist.

Man sprichtallgemeinvon einereffektivenAuflösung, die der Auflösungder feinstenGitter,
umgerechnetaufdasganzeIntegrationsgebietentspricht.Hat manz. B. eineanf̈anglicheDis-
kretisierungvon 1283 GitterpunktenundeineVerfeinerungum drei Level, sonenntmandies
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eineeffektive Auflösungvon 10243, dadie Genauigkeit mit dereinervollen Simulationvon
ebenfalls 10243 vergleichbarist, bloßdaßdieseAuflösungnur dort zur Verfügungsteht,wo
auchBedarfist.

Abbildung 3.2:

Ein Zeitschritt erfolgt nun folgendermaßen:Als Ausgangssituationsind die diskretisierten
FelderaufallenLevelszurZeit t bekannt.

Zunächsterfolgt nunein normalerZeitschrittauf dem0. Level, die Randbedingendesvollen
Integrationsbereichessind durchdasProblembestimmt.Damit erḧalt manauf dem0. Level
die LösungzurZeit t � ∆t.

Auf demnächstfeinerenLevel, hier alsoLevel 1, werdenkleinereZeitschritte∆t � rt gemacht,
wobeirt derzeitlicheRefinementfaktorist. Im Beispielrt � 2 erfolgtalsozun̈achsteinSchritt
vonderZeit t zurZeit t � ∆t � 2, unddanneinzweiterSchrittvon t � ∆t � 2 zu t � ∆t.

Auch für die Integrationsschritteauf demfeinerenLevel brauchtmannaẗurlich Randbedin-
gungen.Diesewerdendurch räumlicheund zeitliche Interpolationausdem Feld auf dem
nächstgr̈oberenGitter zu denZeitent undt � ∆t gewonnen.Natürlich stellt sichhier die Fra-
ge,obmandurchdieseInterpolationnichtwiederdiehöhereAuflösungzunichtemacht.Dies
ist abernicht derFall, da ja perWahl derGitter dasFeldandenRändernsoglatt ist, daßdie
AuflösungdesgröberenGitterszurRepr̈asentationausreicht.Man interpoliertalsonuranden
Stellen,andenenschondiegrobeAuflösungausreicht.Die höhereAuflösungwird tats̈achlich
erstim InnereneinesLevelsben̈otigt, dasichhierdieentsprechendfeinerenStrukturenbefin-
den,unddort findetkeineInterpolationstatt.

Ebensowichtig ist naẗurlich, daßdie Randbedingungenfür die feinerenLevel, die manja auf
dengröberenLeveln mit Hilfe unvollständiger(da nicht aufgel̈oster)gemittelterInformati-
on gewinnt, im Rahmender durchdie AuflösungdesgrobenLevelsgegebenenGenauigkeit
exakt sind.Da hier Poisson-bzw. Helmholtzgleichungengelöstwerden,ist diesjedochkein
Problem,auchandereVerfahrenwie z. B. Multigrid basierenaufdieserEigenschaftderGlei-
chungen.
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NachdemdasnächstfeinereLevel, im Beispielhier das1. Level, nunauchbis zur Zeit t � ∆t
advanciertwurde(diesgilt ebenfalls für allenochfeinerenLevel, dajederIntegrationsstepre-
kursiv eineIntegrationdesnächstfeinerenLevelsaufruft),erfolgtdannnochdieRückprojekti-
on dergewonnenenhöheraufgel̈ostenDatenauf dasgröbereLevel. (Diesgeschiehtnaẗurlich
nur in denBereichen,dievom1. Level erfaßtwerden,in denanderenBereichenist ja ohnehin
die AuflösungdesgröberenLevelsausreichend).

DieserupdategenannteSchritterfolgt, indemeinfachdieDatendesfeinerenLevelsgemittelt
übereineZelle desgröberenGittersgemitteltwerdenunddie WertedesgröberenGittersan
denentsprechendenStellenersetzen.

3.4.2 Levels und Gitter

NachdemnundasPrinzipderIntegrationerklärt ist, mußnocheineUmsetzungaufcomputer-
gerechteDatenstrukturenerfolgen.Währendfür dieBeschreibungderMethodedieLevelsdie
grundlegendeStruktursind,mußdiesefür denComputerweiterverfeinertwerden.DaLevels
ein Integrationsgebietbeschreiben,in dem die Datenzwar auf äquidistantenGitterpunkten
gegebensind,dasGebietselbstabereineunregelmäßige,demProblemangepaßteForm hat,
wird esauseinerAnzahlvon rechteckigenGitternaufgebaut.

Die GenerierungeinesneuenLevelsläuftwie folgt ab:Zunächstwird anhandeinesKriteriums
entschieden,anwelchenGitterpunktendesaktuellenLevelsdie lokaleAuflösungnicht mehr
hinreichendist, sodaßandiesenStellenein überdeckendesfeineresGitter notwendigist.

DasKriterium kannundmußdemProblemangepaßtwerden.EineMethodeist beispielswei-
seeineVariantederRichardson-Extrapolation.Die gesamterechteSeitederzu integrierenden
Gleichungwird mit Hilfe derDiskretisierungdesaktuellenLevelsberechnet.Nun wird der-
selbeWert nocheinmal,unterBenutzungder halbenDiskretisierungberechnet,d.h.eswird
nur jeder zweite Gitterpunktbenutzt.Ist die Auflösunggut, so sollten diesebeidenWerte
naẗurlich möglichstgleich sein,ist die Differenzgrößerals ein bestimmterSchwellwert, so
markiertmandenGitterpunktalslokal unteraufgel̈ost.Alternativ kannmandemProbleman-
gepaßteKriterien verwenden,soz. B. starke GradienteneinesFeldesalsAnlaßnehmen,die
entsprechendeStellezuverfeinern,um dieseGradientengutaufzul̈osen.

Ein NachteildieserMethodeist, daßnichta-prioriklar ist,welchenWertmanalsSchwellwert
im Kriterium wählensoll.DaeskeinegeeignetenmathematischenAbscḧatzungengibt, bleibt
als einzigeMethode,die Läufemit verschiedenenSchwellwertenzu wiederholen,bis man
Konvergenzerḧalt, d.h.eineweitereErhöhungderAuflösungändertdenVerlaufderSimulati-
onnichtmehr. In derPraxisist esim allgemeinenrechtschnellmöglich,dieseKonvergenzzu
erreichen,daunteraufgel̈osteSimulationenschnellzuerkennensind,sodaßnurwenigeLäufe
erforderlichsind.

Als ErgebnisdesMarkierungsschritteshatmannuneineMengevon unteraufgel̈ostenPunk-
ten,diemit einemneuenLevelmit höhererAuflösungüberdecktwerdensollen.Die Methoden
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hierzustammenausderBildverarbeitungundsindin [16] genauerbeschrieben.Ohnedaßauf
dieseZerschneidungsalgorithmennähereingegangenwerdensoll, zeigt Abbildung 3.3 das
ErgebnisdiesesVerfahrens:

.................................... ........................................ .. ........... ...

.................................... ........................................ .. ........... ...

.................................... ........................................ .. ........... ...

Abbildung 3.3: Überdeckung von unteraufgelösten Gitterpunkten

Wie mansieht,bestehtim gezeigtenBeispieldasneueLevel ausdrei rechteckigenGittern.
Dabeiwerdenim allgemeinenauchnicht unteraufgel̈ostePunktemitüberdeckt,da die Zer-
schneidungin immerkleinereRechteckenachErreichendesMaximumseinerKostenfunktion
abgebrochenwird. Kleine Gitter sindbesserinsofern,alsdaßsienur wenigePunkteunnötig
überdecken(dieeigentlichnichtaufgel̈ostwerdenmüssen),aberdafür habenvielekleineGit-
ter einenhohenVerwaltungs-und Kommunikationsaufwand,da ja globaleProblemegelöst
werden.Mit Hilfe einer richtig gewähltenKostenfunktionkann stetseine nahezuoptimale
Überdeckungerreichtwerden.

Da die genutztenAlgorithmenalsVoraussetzunghaben,daßjedesTochtergitter überalleinen
direktenVaterhat(alsonichtbeispielsweisenureinen

”
Großvater“ , derzweiLevel gröberist),

ist nachderÜberdeckungmit neuenGitternnocheinweitererDurchlaufnötig,dersicherstellt,
daßesdieseBedingungerfüllt wird.

Abbildung 3.4: Einbettung eines Gitters in die Vatergitter
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Die Abbildung3.4zeigt,wie durchZerschneideneinesTochtergittersdieentsprechendeKon-
sistenzerzeugtwird.

Eswerdenzus̈atzlichweitereOptimierungenverwendet.Sowird daszeitaufwendigeSuchen
nachunteraufgel̈ostenPunktenundÜberdeckennichtnachjedemZeitschritt,sondernnurnach
einergegebenenAnzahlZeitschrittedurchgef̈uhrt.Ein zus̈atlichePufferzoneumdieunterauf-
gelöstenPunktesorgt dafür, daßauchsichverbreiterndeStrukturenhinreichendaufgel̈ostwer-
den,und die Berechnungder lokalenGeschwindigkeitenermöglicht dasvorsorgliche Über-
deckendesBereiches,in dassichdie Strukturin derZeit bis zumnächstenRegriddingbewe-
genwird.

Weiterhinseiangemerkt,daßdieErklärungdesVerfahrenshieraufgrundderKlarheit in zwei
Dimensionengegebenwird. In der Implementationist dasVerfahrenjedochfür Problemein
ein,zweiunddrei Dimensionengeeignet.

3.4.3 Komm unikation

Währendder numerischenIntegrationmüssennaẗurlich Datenzwischendenverschiedenen
Gitternkommuniziertwerden,um sicherzustellen,daßmanletztendlicheineglobaleLösung
erḧalt. Zu unterscheidensind grunds̈atzlich zwei Probleme:Kommunikationzwischenden
(rechteckigen)GitterneinesLevelsundKommunikationzwischendenverschiedenenLevels.

BeideProblemewerdendadurchstarkvereinfacht,daßdie Gitter zus̈atzlichzu dengültigen
Datenim InnerennocheinenRandbereichvonghostcellsbekommen.In diesemRandbereich
werdengültige Datenvon Nachbargitternbzw., falls nicht vorhanden,interpolierteDatendes
darunterliegendenVatersgespeichert.So müssenDifferenzenverfahrenam RandkeineSon-
derf̈alle beachten,sondernbenutzendie gleicheDiskretisierungwie im Inneren.Um auch
größereStencilsbenutzenzu könnenundeineguteKonvergenzderSchwarz-Iterationzu er-
reichen,wurdeim allgemeinenjedesGitterum4 Punktein jedeRichtungvergrößert.

Terme,derenDiskretisierunglokal ist, wie z. B. die rechteSeiteder Gleichung(3.24) sind
somit direkt bestimmbar. Zus̈atzlich sind jedochnochimmer globaleProblemezu lösen,in
derFluiddynamikbzw. Plasmaphysiki.a.Poisson-bzw. Helmholtz-Gleichungen,hierim Falle
dernichtlinearenSchr̈odingergleichungdieInvertierungdesOperatorsaufderlinkenSeitevon
Gleichung(3.24). Eswurdeschonbeschrieben,wie dieseInvertierungfür ein Feldmit Hilfe
einesIterationsverfahrensrealisiertwurde,vergleicheGleichung(3.26).

DiesesVerfahrenläßtsichnunauf alle rechteckigenGitter innerhalbeinesLevelsanwenden,
dochhabenwir nur Randbedingungenfür denRanddesüberdecktenGebietes(vom Vater).
Es werdenjedochnaẗurlich auchRandbedingungenfür die Berührungsstellender einzelnen
Gitteruntereinanderben̈otigt.DamandenWertfür letztereRandbedingungenerstweiß,nach-
demdasProblemgelöstwurde,bietetsichauchhierein Iterationsverfahrenan,diesogenann-
te additive Schwarz-Iteration[19]. Zunächststartetmanmit einemVersuchfür die richtigen
Randbedingungenan den Berührungsstellen,beispielsweisedurch Interpolationvon Daten
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vom Vater. Nun löst manin jedemGitter dasProblemund benutztdie erhalteneLösungals
Randbedingungfür dieNachbark̈astchenim nächstenIterationsschritt.Auf dieseWeiseerḧalt
manschließlichdie LösungdesProblemsauf demganzenGebiet,die nur durchdie Randbe-
dingungenaufdemRanddesGebietsbestimmtist.

Für die Schwarz-Iterationist nocheineOptimierungmöglich,die auchimplementiertwurde:
SindeinigeGitter schonkonvergiert, sobrauchtfür diesekein AustauschderRandwerteund
weiteresLösendesProblemsmehrdurchgef̈uhrt werden,sodaßhier in denweiterenIterati-
onsschrittenRechenzeitgespartwerdenkann.

Wie im geradeBeschriebenenschonangedeutetist, brauchtman für die LösungdesPro-
blemsauf einemLevel naẗurlich Randwertevomnächstgr̈oberenLevel. Daauf demgröberen
Level die Datennur in einerschlechterenAuflösungvorliegen,müssendie Randwerteräum-
lich interpoliertwerden.Dies ist jedochkein Problem,daja definitionsgem̈aßamRandedes
verfeinertenGebietsdie AuflösungdesVaterlevels noch ausreichendist, so daßdie Daten
hinreichendglatt sind,umeineInterpolationzu rechtfertigen.

Weiterhin muß bedachtwerden,daßauf dem Vaterlevel ja mit einemgrößerenZeitschritt
gerechnetwird, sodaßnicht für allediskretenZeitpunktedesTochterlevelsdiegenauenDaten
bekanntsind.Dochauchhier läßtsichgenauwie obenargumentieren,diezeitlicheAuflösung
aufdemVaterlevel ist demProblemamRandangepaßt,sodaßhiereinezeitlicheInterpolation
zurGewinnungvon Randdatenzudenben̈otigtenZeitenaufdemTochterlevel möglich ist.

Schließlichist nochzubeachten,daßnichtnurderTransfervonDatenin RichtungvomVater
zudenRandbedingungenfür Tochterlevel wichtig ist, sonderndaßnaẗurlich aucheinTransfer
in umgekehrterRichtungstattfindenmuß,damitauchderVatervondenmit höhererAuflösung
gewonnenDatenprofitierenkann. Dies geschiehtim update-Schritt, der dasVaterlevel an
denüberdecktenStellenmit gemitteltenWertendesTochterlevels aktualisiert,nachdemdie
IntegrationdesTochterlevelsdiegleicheZeit wie dasVaterlevel erreichthat.

3.4.4 Umsetzung in C++

Wie ausderobigenBeschreibungersichtlich,ben̈otigt maninnerhalbeinesGittersnebendem
tats̈achlichenDatenfeldzahlreicheweitereGrößenwie die PositiondesGittersinnerhalbdes
Integrationsbereiches,die Verfeinerungsstufe,Zeitschritt und Gitterabstand,eine Liste von
Nachbar- und Vatergittern und vieles mehr. Durch objektorientierteProgrammierungunter
C++waresmöglich,solcheDateninnerhalbeinesGitter–ObjekteszuspeichernundFeatures,
die z. B. eineeinfacheVerwaltungvon ListenallerArt ermöglichen,zunutzen.

DerCodewurdesostrukturiert,daßeingenerischerTeil dieallgemeinenVoraussetzungenfür
adaptiveGitterverfeinerungschafft, währenddietats̈achlichennumerischenVerfahren,diezur
BehandlungeinerspeziellenGleichunggebrauchtwerden,unabḧangigausgewechseltwerden
können.

Die Benutzungeinermodernen,objektorientiertenSprachewie C++ [40, 1], die auchVerer-
bunguntersẗutzt,erleichtertdasErstelleneinessolchenProgrammsenorm.
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Im folgendenwerdeneinigeAlgorithmenundDatenstrukturengenauerbeschrieben:

Hauptpr ogramm

DasHauptprogrammsieht,wie bei objektorienterProgrammierunghäufig,sehreinfachaus.
Nicht dargestelltist dieFunktionaliẗatzumRestarteneinesbereitsvorhandenLaufes.

int main()
{

Idlist<Level> levels;

init(levels);
outputHDF(levels);

Idlist_iter<Level> levels_iter(levels);

for (;;) {
levels_iter.set_first();
integrate(levels_iter,levels);

}
}

Die grundlegendeDatenstrukturist eineListe von Instanzender KlasseLevel, jede Instanz
verwaltetdieDateneinerbestimmtenVerfeinerungsebene.levels ist deklariertalseine(in-
trusive,doppeltgelinkte,deshalb

”
Id“ ) Liste von InstanzenderKlasseLevel.

DieseDatenstrukturwird mit einervorgegebenenAnfangsbedingunginitialisiert (init), da-
nachwerdendie DatenzurKontrollein Dateienausgegeben(outputHDF).

Weiterhinwird ein Iteratorzur Listelevels deklariert,mit dessenHilfe mandie einzelnen
Elementeansprechenkann.

Der Iteratorwird aufdasersteElementderListegesetzt,dasBasislevel, undaufdiesemwird
nun ein Zeitschritt ausgef̈uhrt. (Intern, innerhalbvon integrate werdendabeiauchdie
Zeitschrittealler verfeinertenLevel ausgef̈uhrt). DieserVorgang,die eigentlichenumerische
Integration,wird nunendloswiederholt.

Zeitsc hritt

DerZeitschrittaufeinemLevelerfolgtin derobenbereitsangesprochenenRoutineintegrate:
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void integrate(Idlist_iter<Level> &lev, Idlist<Level> &levels)
{

// Ausgabe der Felder nach einer gewissen Anzahl Zeitschritte
// (hier weggelassen)

// Ausgabe von Kenngroessen (Energie, Maximum, ...) nach einer
// gewissen Anzahl Zeitschritte (hier weggelassen)

// Kontrolle der CFL-Bedingung: Bei Ueberschreiten eines Schwellwerts
// Halbierung des Zeitschritts auf allen Leveln (hier weggelassen)

for (int n = 0; n < RK_STEPS; n++) {
cout << "RKSTEP = " << n+1 << endl;
lev->singlestep(n);
lev->better_om_boundary(); // be carefull
lev->schwarz_iteration(); // with order

}

if (lev.next() != NULL) {
lev++;
lev->calc_default_boundary();
while (behind(lev())) integrate(lev,levels);
lev->update();
lev--;

}
lev->check_it(levels);

}

NachadministrativenAufgaben(im Codenur durchKommentareangedeutet)erfolgt die ei-
gentlicheIntegration.Da hier Runge-Kutta-Verfahren3. und4. Ordnungverwendetwurden,
erfolgt ein Zeitschrittin mehrerenStufen.Zunächstwird jeweils in singlestep die rech-
te SeitederGleichung(3.26) berechnet.In better om boundary() werdendannanden
RändernvonbenachbartenGitterngenauereWertevondenNachbargitterneingesetzt(stattder
interpoliertenWertevom Vater)und schließlichin schwarz iteration() der Operator
ausGleichung(3.26) invertiert. Somit sind nun die Größenfür dennächstenRunge-Kutta-
TeilschrittbekanntundnachEndederSchleifeist einkompletterZeitschrittaufdiesemLevel
ausgef̈uhrt.

Der zweiteTeil derFunktionintegrate sorgt nundafür, daßnundie Integrationauf dem
nächstfeinerenLevel erfolgt (undrekursiv dannaufdemübern̈achstenusw.).

Gibt esein feineresLevel, sowird derIteratorlev aufdiesesfeinereLevel gesetzt(lev++).
Auf diesemLevel werdennundie Randbedingungendefaultmäßigersteinmalvom Vaterin-
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terpoliert (calc default boundary()). SolangedasTochterlevel noch nicht auf dem
aktuellenStandist, d.h.solangedie Datendort zu einerfrüherenZeit geḧoren,wird rekursiv
integrate aufgerufen,welcheseinenZeitschrittausf̈uhrt undsodafür sorgt, daßamEnde
derwhile-SchleifeTochterundVaterDatenzurgleichenZeit haben.

Abschließendkönnennun, ebenda die Datenzur gleichenZeit existieren,die überdeckten
BereichedesVaterlevelsmit dengemitteltengenauerenWertendesTochterlevelsaktualisiert
werden,wasin update auchgeschieht.

Zum EndeeinesZeitschrittswird nun in check it überpr̈uft, ob die Auflösungauchnoch
überallhinreichendist. Ist diesnichtderFall, sowird die ÜberdeckungdemaktuellenBedarf
angepasst.

Schwarz-Iteration

Die Methodeschwarz iteration löst,wie derNameschonsagt,die Operator-Inversion
mit Hilfe derSchwarz-Iteration.

void Level::schwarz_iteration()
{

REAL error;
REAL rg;
REAL dx = knots->grid->dx[0];

range(1,rg);
REAL grid_error=eps_iop*rg;

Idlist_iter<PDE_Knot> k_i(knots);
for (; k_i; k_i++) k_i->grid->schwarz_done = false;

do {
invert_op();
error = 0.;
better_psi_boundary(grid_error,&error);
cout << "invert_op: error = " << error/rg << " range = " << rg

<< " level = " << level << endl;
} while (level > 0 && error > grid_error);

}

Zunächstwird ausder vorgegebenenabsolutenSchwelleeps iop für dasAbbrechender
IterationeinnormalisierterWertgrid error berechnet.
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Vor Beginn der eigentlichenIterationwird noch für alle Gitter innerhalbdiesesLevels das
Flagschwarz done auf falschgesetzt,d.h.alle GitternehmenanderIterationteil.

Nun wird zun̈achstinnerhalbvon invert op() auf jedemGitter der Operatorinvertiert.
Danachwerdendie Rändermit besserenWertenausdemInnereneinesNachbarn,sovorhan-
den,aktualisiert.Ist dieKonvergenzfür einGitterschonerreicht,d. h. dieDifferenzzwischen
eigenenWertenund denendesNachbargitterskleiner als grid error, so wird innerhalb
vonbetter psi boundary dasFlagschwarz done gesetzt,sodaßdie Iterationdieses
Gitter zukünftig nichtmehrber̈ucksichtigt.

DerVorgangwird solangewiederholt,bis Konvergenzerreichtist.

3.4.5 Parallelisierung

Der Codewurdeauf PCserstellt,die unterdemBetriebssystemLinux laufen.Die tats̈achli-
chengroßenProduktionsl̈aufewurdendannjedochauf einerSGI Origin 2000gemacht,auf
der6 Prozessorenfür unsereArbeitsgruppezurVerfügungstanden.Als Parallelisierungwurde
einecoarsegrainedVariantegewählt: Auf denverfeinertenLeveln, auf denderGroßteilder
Rechenzeitverbrauchtwird, müsseneinegroßeAnzahl ( � 10) von rechteckigenGittern in-
tegriert werden.DieseeinzelnenIntegrationenwurdenmit Hilfe von POSIXThreadsauf die
einzelnenProzessorenverteilt und dort durchgef̈uhrt. Da jedochimmer wiederein globales
Problem,die InvertierungeinesOperatorsmit Hilfe der Schwarz-Iteration,zu lösenwar, ist
naẗurlich auchimmerwiederKommunikationzwischendenGitternnotwendig.Aufgrundder
ccNUMA (cachecoherentnon-uniformmemoryaccess)ArchitekturderSGI Origin 2000ist
diesjedochkeineProblem,da auchauf Daten,die bei einemanderenProzessorliegen,von
allenProzessorenjederzeitzugegriffen werdenkann.Auf demBasislevel, auf demesnur ein
Gitter gibt, so daßeinesolcheArt der Parallisierungnicht arbeitenkann,wurdestattdessen
einefinegrainedParallisierungdereinzelnenSchleifenverwendet.

Die ebendargestellteMethodefunktioniert für eine kleine Anzahl Prozessoren,wie die 6,
die zur Verfügungstanden,sehrgut. Eswurdemit 6 Prozessorenein Speed-Upvon ca.5 im
VergleichzurBenutzungnureinesProzessorserreicht.
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4 Splitting von Gaußsc hen Pulsen

4.1 Einleitung

Im folgendenwird dieEvolutionvonWellenpaketen,beschriebendurchdiedreidimensionale
nichtlineareSchr̈odingergleichung(2.1) mit anisotroperDispersion,untersucht.

Als Anfangsbedingungwird einachensymmetrischerGaußscherPulsbenutzt(Symmetrieach-
seist die z-Richtung),

E � x � y� z� t � 0�I� E0exp ��� x2 � y2

2R2
0

� z2

2Z2
0 � � (4.1)

R0 undZ0 gebendiemittlereAusdehnungin radialerbzw. axialerRichtungan.AusE0 undR0

ergibt sichauchdie maximaletransversaleMasseN�7� 0�Y�����E � x � y� 0 � 0�2� 2 d2x � πR2
0E2

0.

Die anf̈anglichetransversaleMasseliegt bei allen Simulationenüber der kritischenMasse
für den zweidimensionalenKollaps Nc � 11� 68. Es werdenWerte zwischen2 � 3 und 4 für
die anf̈anglicheWellenamplitudeE0 und verschiedeneAspektverḧaltnisseR0 � Z0 desPulses
betrachtet,wasWertenvon1 � 4Nc bis 4 � 75Nc für N� entspricht.

Wie erwartet,beobachtetman für eine hinreichendgroßeAnfangsenergie ein Splitting des
Pulsesnachanf̈anglicherKontraktion.Für höhereEnergien wurde jedochnicht, wie früher
vermutet,ein weiteressymmetrischesAufsplittenderbeidenentstandenenPulsebeobachtet,
stattdessenlösensichkleineZellenandenAußenseitenab.

Eswurdeuntersucht,wie die Grenzmasse,abderein AufsplittendesPulsesbeobachtetwird,
vom Dispersionskoeffizientens abḧangt.Eine Ver̈anderungvon s ist dabeiäquivalentzu ei-
nerReskalierungderAnfangsbedingungin z-Richtung,sodaßhiermit gleichzeitigdie Frage
beantwortetwurde,wie eineElongationin longitudinalerRichtungdie Dynamikbeeinflußt.

Um zu klären,welcherMechanismusein zweitessymmetrischesAufsplittenauchbei hinrei-
chendgroßeranf̈anglichertransversalerMasseverhindert,wurdenzwei weiterenumerische
Experimentedurchgef̈uhrt.

Zum einenwurdeeineAnfangsbedingungvon zwei GaußschenPulsenentlangder longitu-
dinalenAchseuntersucht,um denEinfluß von Amplitude und Abstandauf die gegenseitige
Wechselwirkungzubeobachten.

AußerdemwurdedieReaktioneineseinzelnenPulsesaufeineBeeinflussungderPhase,einen
sogenanntenChirp, getestet.
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4.2 Evolution von Wellenpaketen mit überkritisc her transver saler Masse

In der Abbildung 4.1 ist die Evolution einesGaußschenWellenpaketesdargestellt.Es wird
derBetragderFeldamplitudeaufderSymmetrieachse�E � x � 0 � y � 0 � z� t �m� zuverschiedenen
Zeitent gezeigt.

Zunächstbetrachtenwir denFall relativ niedrigerAmplitude E0 � 2 � 4, die Ausdehnungdes
Pulseswurdezu R0 � 1 und Z0 � 2 gewählt. Diesentsprichteinermaximalentransversalen
MassevonN� � 0��� 18� 1 � 1 � 5Nc. Die GrößederSimulationsboxwurdeim folgendenimmer
sogewählt, daßdasFeldandenRändernpraktischverschwindet,hier zu ��� 6;6�p�w��� 6;6�p���� 9;9� .

Abbildung 4.1: Gaußscher Puls, E0 � 2 � 4, R0 � 1, Z0 � 2. Gezeigt ist der Ausschnitt z ���d� 3;3  ,
der Integrationsbereich umfaßte �d� 9;9 

Im linkenPlotsiehtmanvornedieZeit t � 0 undkannsomitdasAufsteilendesPulsesverfol-
gen.Wie mansieht,wird die Formzun̈achstetwasschmalerundhöher. Auf derrechtenSeite
siehtmandenselbenPlot um 180 Gradgedreht,hier ist alsodie Zeitentwicklungnachdem
maximalenAnwachsenbesserzu erkennen.Es wird deutlich,daßder Pulssich wiederver-
breitertundnunzwei auseinanderlaufendeMaximahat.Wir befindenunsalsooffensichtlich
geradeamGrenzfall, abdemeinAufsplittenderStrukturstattfindet.

Erhöht mandie anf̈anglichetransversaleMasse,so ist dasSplitting nunklar erkennbar. Ab-
bildung 4.2 zeigt die Evolution einesPulsesmit ebenfalls R0 � 1 und Z0 � 2, abereinem
höherenWert für E0, nämlich2 � 9. Die transversaleMasseist nundeutlichüberkritschmit ei-
nemWert von N� � 0�R� 26� 4 � 2 � 3Nc. Wiederumist links die Dynamikvor demSplitting gut
zu erkennen,rechtsderZeitraumnachher. Auf derZeitachseist nur der interessanteBereich
0 � 29 ¡ t ¡ 0 � 35ausgewählt.

Die Aufteilungderanf̈anglichenVerteilungin zweiStrukturen,diesichmit fortlaufenderZeit
voneinanderwegbewegen,ist klar zu sehen.Mit Blick auf die Wertevon �E � zeigt sich hier
ein deutlichsẗarker kollabierendesVerhaltenwährenddererstenPhaseder Zeitentwicklung.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.2: Gaußscher Puls, E0 � 2 � 9, R0 � 1, Z0 � 2.

DerBetragdesFeldesnimmtWertebisca.60 an,alsomehralsdas20fachedesAnfangswer-
tes.Für dennur schwachüberkritischenzuerstbetrachtetenFall werdennur Wertebis ca.5
angenommen,alsogerademal dasDoppelteim VergleichzurAnfangsverteilung.

Natürlich stellt ein starkkontrahierendesVerhaltenauchhöhereAnspr̈uchean die Numerik.
Währendim erstenFall E0 � 2 � 4 nur 128 � 128 � 192 Gitterpunktefür die Integrationder
Gleichungerforderlichwaren,mußtefür denFall E0 � 2 � 9 eineVerfeinerungbis zu 7 Le-
velngenutztwerden,waseinereffektivenAuflösungvon8192 � 8192 � 12288Gitterpunkten
entspricht.

FürdasuntersuchteAspektverḧaltnisR0 � Z0 � 1
2, zeigtsichalsoklar, daßeineinzelnesSplitting-

Ereignisfür hinreichendhoheanf̈anglichetransversaleMasseentsteht.Der Schwellwert für
diesesEreignisliegt mit ca.N� � 0� � 1 � 4 �&�&� 1 � 5Nc (alsoE0 � 2 � 3 �&�&� 2 � 4) höheralsdiekritische
MassedeszweidimensionalenKollapsesNc.

Natürlich stelltsichdieFrage,inwieweitdasAspektverḧaltnisderAnfangsbedingungdieEvo-
lution desPulsesbeeinflußt.Untersuchtmanin z-RichtungnochmehrgestreckteWellenpa-
kete,beispielsweiseZ0 � 4, also R0 � Z0 � 1

4, so findet man einengeringereSchwellevon
ca. N�B� 0� � 1 � 3 �&�'� 1 � 4Nc (E0 � 2 � 3 �&�&� 2 � 4). Im Gegensatzdazuliegt bei einemzusammen-
gestauchtenAnfangspulseine stark erḧohte Schwellefür dasAuftreteneinesSplittings. In
Abbildung4.3ist derFall R0 � 2, Z0 � 1 gezeigt,alsoR0 � Z0 � 2. Für solchepfannkuchenar-
tigeStrukturenliegt dieGrenzebeica.N�7� 0� � 4 � 3 �&�'� 4 � 75Nc (E0 � 2 � 0 �&�&� 2 � 1) undsomitbei
einemVielfachenderkritischenMassefür denzweidimensionalenKollaps.

SolcheflachenAnfangsbedingungenwurdenauchschonin [9] untersucht.Die Erklärungfür
die hohenSchwellwerte liegt in einer longitudinalenStreckung,die die transversaleMasse
deutlichverkleinert.

ZuBeginnderEvolutioneinessolchenpfannkuchenartigenPulseswird dieserzun̈achsteinmal
stark in z-Richtunggestreckt,da ja starke z-Gradientenbereitsvorhandensind,und erreicht
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.3: Gaußscher Puls, E0 � 2 � 4, R0 � 2, Z0 � 1.

dannebenfallseinAspektverḧaltniskleinerals1.DurchdieseStreckungwird dieGesamtmas-
seauf einenwesentlichgrößerenBereichin longitudinalerRichtungverteilt,sodaßaufgrund
derErhaltungderGesamtmassedietransversaleMassedeutlichabnimmt.Wir sehenalso,daß
sichWellenpaketemit N�¢� 0�p� Nc vorderstarkenKontraktionunddemSplittingin elongierte
Strukturenumwandelnkönnen,derenweitereEvolutionaufgrundderdannstarkverringerten
transversalenMassedenanfangsbesprochenenFällenähnlichist.

Betrachtetmandie Abbildungen4.2 und 4.3, so siehtmanqualitativ ein gleichartigesVer-
halten für beidegezeigtenAspektverḧaltnissevon 1

2 bzw. 2: Die Pulsewachsenzun̈achst
starkan und dehnensich danachwiederaus,indemsie sich in zwei Pulsesymmetrischzu
z � 0 umbilden.Trotzdesanf̈anglichkollapsartigenVerhaltens̈andertsichdieSituationnach-
hervollständig,die beidenentstandenenSpitzenentfernensichvoneinanderunddispergieren
schließlich,wobeisekund̈areStrukturenandenäußerenSeitenderPulseentstehen.

Abbildung 4.4 zeigt nocheinmalAusschnitteausder ZeitentwicklungdesFallesE0 � 2 � 9,
R0 � Z0 � 1

2, der bereitsin Abbildung 4.2 vorgestelltwurde.Man siehteinenSchnitt in der
x-z-Ebenezu drei verschiedenenZeiten.Dargestelltist farblichkodiertderAbsolutbetragdes
Feldes �E � , wobei blau einemverschwindendenFeld entsprichtund rot dasMaximum be-
schreibt.

Gezeigtist eineAusschnittsvergrößerungausdemvollen Integrationsgebiet.In jederRaum-
richtungist nur ein Achtel der vollen Ausdehnungdargestellt,da der urspr̈unglichePulsbis
zurZeit t � 0 � 302bereitssehrstarkkollabiertist.

Der linke Plot zeigtebendiesenstarkfokussiertenPuls.Zu erkennenist auch,daßdie trans-
versaleSelbstfokussierung,die ja umsosẗarker ist, je größerdie Massein der transversalen
Ebeneist, zu einerElongationdesPulsesgeführt hat,der urspr̈unglich ein Aspektverḧaltnis
von 1 : 2 hatte.Qualitativ ist die Form jedochderGaußschenUrsprungsformnochsehrnahe.
Diesändertsichnunsehrschnell,dasmittlereBild zeigtkurzeZeit sp̈aterschonklar denge-
splittetenPuls,wobeihierdieFormderEinzelpulsenochgrobsymmetrischbzgl.derz-Achse
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.4: Gaußscher Puls, E0 � 2 � 9, R0 � 1, Z0 � 2. Schnitt durch die x-z-Ebene für t �
0 � 302, t � 0 � 330und t � 0 � 345.

ist.

DieseSymmetriebleibt in der weiterenZeitevolution nicht bestehen.Der rechtePlot zeigt,
wie sichdie beidenSpitzenweiter voneinanderentferntundnuneinestarkunsymmetrische
Form angenommenhaben.An den äußerenEndenbildet sich eine starke Front und davor
sekund̈areStrukturen,von denenwir verifizierenkonnten,daßsiewirklich durchdie nichtli-
neareSchr̈odingergleichungproduziertwurdenundnicht nur ein numerischesArtefakt sind.
An deninnerenSeitenbleibt die Strukturhingegenrechtglatt.

Abbildung4.5zeigtdetaillierteBilder derZeitevolutionnachdemerstenSplitting,Grundlage
ist wiederumdie Simulationmit E0 � 2 � 9 undR0 � Z0 � 1

2. Von obennachuntenwerdender
AbsolutbetragdesFeldes �E � und die PhasedesFeldesargE entlangder Symmetrieachse,
sowie die transversaleMasseN� entlangderz-Achsegezeigt.Der Zeitpunktist links 0 � 335,
in der Mitte 0 � 340 und rechts0 � 345. Man sieht,wie sich innerhalbdieserkurzenZeit die
beidenPulseschnellvoneinanderentfernen.Zu Beginn ist die Strukturnochsehrglatt, doch
dannbildet sichandenäußerenSeitenschnelleinestarke Front.DiesersteileGradientführt
danndazu,daßsich vor dieserFront neue,sekund̈areStrukturenbilden, die einenTeil der
Masseaufnehmen.
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Abbildung 4.5: Absolutbetrag des Feldes ¦E ¦ , Phase des Feldes argE und transversale Masse
N§ entlang der z-Achse, zu den Zeiten 0 � 335, 0 � 340, 0 � 345 (v.l.n.r).
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Wir beobachten,daßdie Phasean denStellen,an denendie transversaleMassenochüber-
kritisch ist, ungef̈ahr parabolischanwächst.Eine negative Krümmungin der Phaseführt zu
einerlokalenVerbreiterung(Zt ¨ 0), einepositive Krümmunghingegenzu einerlokalenFo-
kussierung(Zt © 0), wasmit demselbsẗahnlichenModell (2.43) übereinstimmt.Außerhalb
desmittlerenBereichesum z � 0 kontrahierendie beidenentstandenenPeaksundentfernen
sich voneinander. Im mittlerenBereichist die Krümmungder Phasezun̈achstwie erwartet
negativ, d.h.verbreiternd,wächstsp̈aterallerdingswiederan.Zu dieserZeit (t � 0 � 345)ist die
transversaleMassenur nochca.1 � 5Nc groß,wasoffensichtlichnicht für die Anregungeines
weiterenSplittingsausreicht.

Wichtigersindnundie beidenPeaks,derentransversaleMassenochdeutlichhöherist. Statt
einesweiterenSplittingsin zwei symmetrischePulselösensichhier anderAußenseiteklei-
nereStrukturenab. Obwohl die beidenPeaksprinzipiell als Ganzesüberleben,bilden sich
dennoch,wie in Ref. [7] erwartet,zus̈atzlicheZellen.

Der HauptunterschiedzwischendemvorhergesagtenMulti-Splitting-Szenarioin dergenann-
ten Arbeit und denhier durchgef̈uhrtennumerischenSimulationenliegt darin, daßim Falle
von gesplittetenPeaks,derentransversaleMassegroßgenugfür weiteresAufsplitten ist, ein
solcherPeaknicht symmetrischin kleinereStrukturengeringererAmplitude zerf̈allt. Statt-
dessenbildensichsekund̈areZellenandenentferntenEnden,gleichzeitigbeginntdiegesam-
te Welle zu dispergieren.Die Nummerder Zellen verḧalt sich ungef̈ahr wie dasVerḧaltnis
N�B� z0 � t0 � � Nc umdenFokuspunkt,andemdie Größe

N� � z0 � t0 �R��ªs�E � x � y� z0 � t0 �m� d2x (4.2)

für einenPulsanderPositionz � z0 ausgewertetwerdenkann.Die AbscḧatzungausRef. [7]
kannsomitbesẗatigtwerden.

In der unterenReiheder Abbildung 4.5 siehtman,welchetransversaleMassedie einzelnen
Schnitteentlangder z-Achsehaben.JedeScheibemit einer Masseoberhalbder kritischen
Massefokussiertweiterhin,währendgleichzeitigdie Welle als ganzesdispergiert. Um die-
seselbstfokussierendeDynamik zu zeigen,ist in Abbildung 4.6 die Variationder Phasein
transversalerundlongitudinalerRichtungzusehen.

In der transversalenRichtungfällt die Phaseparabolischab,wasmit derSelbstfokussierung
in der transversalenEbenein Übereinstimmungsteht.Esist wichtig herauszustellen,daßdie
sekund̈arenZellennicht einfachdurchlineareStrahlungentstehen,siebildensichnur anden
äußerenKantenderPeaks.Siewurdenauchin Systemenentdeckt,die durcheineMischung
von defokussierendenMultiphoton-QuellenundnormalerGruppengeschwindigkeitsdispersi-
onbeschriebenwerden[5]. Mit Hilfe numerischerSimulationenwurdebeobachtet,daßsolche
Strukturennur in Gegenwart von normalerGruppengeschwindigkeitsdispersionauftreten,im
anderenFall nicht- dieanf̈anglicheMasselagdortbeica.dem10fachenderkritischenMasse.

Es wurdekein transversalerKollapsbeobachtet,der zu einer Singulariẗat in endlicherZeit
führenwürde,wie esim ZweidimensionalenderFall ist.Stattdessenwird dieWelleschließlich
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Abbildung 4.6: Transversale (horizontal dargestellt) und longitudinale (vertikal) Variationen
der Phase in der Nähe eines Peaks zur Zeit t « 0 � 340. Die Farben von blau
bis rot entsprechen einer Phase von 0 bis 2π.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

breitunddispergiert.DiesesVerhaltenwurdegeradefür denFall E0 � 2 � 9, R0 � 1 undZ0 � 2
detailliert dargestellt.Für die anderenanf̈anglichbeschriebenenParameterE0 � 2 � 4, R0 � 2
undZ0 � 1 zeigtsichqualitativ genaudasselbeBild.

Zum AbschlußdiesesTeils sollen hier noch Ergebnissefür Simulationenzu eineranderen
Anfangsbedingungvorgestelltwerden.

Zharova et al. beschriebenin [45] die numerischeSimulationdernichtlinearenSchr̈odinger-
gleichungmit anisotroperDispersionmit folgendenAnfangsbedingungen:GaußscherPuls
mit E0 � 4, R0 � 1 undZ0 � 4. Dieserentsprichteineranf̈anglichenmaximalentransversalen
Massevon N� � 0�Y� 50� 3 � 4 � 3Nc, alsoca.demdoppeltender transversalenMassederoben
im Detail beschriebenenSimulation.

Wie zu erwarten,beginnt die Zeitentwicklungmit einemenormstarken kollapsartigenVer-
halten,derPulskontrahiertzu einersowohl in transversaleralsauchlongitudinalerRichtung
extremdünnenStrukturundsplittetdannin zweiPulse.Abbildung4.7zeigteinenZoomvon�E � währendder schnellenPhaseder Entwicklung,die innerhalbeinessehrkleinenZeitfen-
stersgeschieht.DieserSchnittvon �E � in derx-z-Ebeneist um denFaktor64 pro Raumrich-
tunggezoomt,die vergleichbarenBilder in Abbilung 4.4wurdendagegennur um denFaktor
8 gezoomt,esfindetalsoeinewesentlichsẗarkereKontraktionstatt.

In Abbildung 4.8 ist der BetragdesFeldes �E � auf der Symmetrieachsezu dendrei auchin
Abbildung4.7 benutztenZeitendargestellt. �E � hatsichum einenFaktor300gegen̈uberder
Anfangsbedingungversẗarkt, dochschließlichzeigt sichauchhier dasgenerischeVerhalten:
Die Welleselbstfokussiertsehrstark,dochdannsplittetsiesichin zweiPeaksauf.Dasweitere
Verhaltenkonntehier leidernicht mehrverfolgt werden,dennnachdengezeigtenZeitenwar
esauchmit derHilfe deradaptivenGitterverfeinerungnichtmehrmöglich,eineausreichende
numerischeAuflösungzugewährleisten.

Interessantist noch die Entstehungvon extrem starken Gradientenvon �E � in z-Richtung.
Währenddie zuerstvorgestelltenSimulationendie ExistenzeinesKollapsesmit hoherWahr-
scheinlichkeit verneinen,mußdieshier nocheinmalüberdachtwerden.Esscheintnicht aus-
geschlossen,daßeinesingul̈areDynamik in Form einesSchockesentlangder longitudinalen
Richtungmöglich seinkönnte,einedivergierendeAmplitudewie im zweidimensionalenFall
ist jedochauchhier nicht zu beobachten.Eine absoluteGewissheitist aufgrundnumerische
Simulationenleiderniezuerreichen,sodaßdieseFragestellungweiterhinoffenbleibenmuß.
Die vonZharovaetal. durchgef̈uhrtenSimulationenhatteneinedeutlichgeringereAuflösung
als hier erreichtwurde,von dahermüssenwir davon ausgehen,daßdieseSimulationen,die
aucheinMehrfachsplittingzeigten,unteraufgel̈ostwarenundessichumnumerischeArtefakte
handelte.

45



4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.7: Gaußscher Puls, E0 � 4, R0 � 1, Z0 � 4 (Anfangsbedingung von Zharova et al.).
Schnitt durch die x-z-Ebene für t � 0 � 150234, t � 0 � 150343und t � 0 � 150355.
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Abbildung 4.8: Absolutbetrag des Feldes ¦E ¦ auf der z-Achse, dargestellt zu den Zeiten t �
0 � 150234, t � 0 � 150343und t � 0 � 150355.
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4.3 Grenzmassen für Splitting-Ereignisse in Abh ängigkeit vom
Disper sionsk oeffizienten s

EinewichtigeFrage[11, 10] ist dienachderAbhängigkeit desMassenschwellwertes,abdem
ein AufsplitteneinesPulsesstattfindet,vom Dispersionskoeffizientens. In derReferenz[11]
wurdeerwartet,daß � s � einenminimalenWert überschreitenmuß,umeinenKollapszuverhin-
dern.GegebenseieinVerḧaltnisderanf̈anglichenMassezurkritischenMassep  N� � 0� � Nc.
Im Fall p � 1 wird alsBedingungfür dasVerbotdesKollapsesangegeben,daß � s � oberhalbei-
nesWertesderOrdnung0 � 1p2® 3 liegenmuss.Leiderbliebenin dieserVeröffentlichungWerte
deranf̈anglichentransversalenMassegrößerals1 � 6Nc numerischunzug̈anglich.

AndererseitsbetriebenCerulloet al. [10] eineMultiskalen-Variationstheorie,derenErgebnis-
sesiedirekt mit denDatenin [11] verglichen.Siebeobachteten,daßdie Schwellefür einen
Kollapsin einemkurzenIntervall für � s � fastlinearmit � s � variierte.DasAuftreteneinesKol-
lapsesfolgt hierausderTatsache,daßderVariationsansatzfür einenGaußschenPulsprinzipi-
ell nicht in derLageist, einAufsplittenin derlongitudinalenRichtungzubeschreiben,dadie
Testfunktionnur ein Maximum in z-Richtunghat,währendeinegesplitteterGaußscherPuls
nuneinmalzweiMaximahat.

TrotzdieserDiskrepanzkanndervonCerulloetal. verfolgteAnsatznützlichfür dieVorhersa-
gederVariationderGrenzmassefür dasSplitting sein,dennvor demSplitting-Ereignissteht
bekanntlicheinselbstfokussierendesVerhalten.

Um denEinflußdesDispersionskoeffizientensaufdenSplitting-Schwellwertzuuntersuchen,
benutzenwir nocheinmaldenzweiskaligenselbsẗahnlichenAnsatz(2.43), beidemangenom-
menwird, daßφ̃ exaktselbsẗahnlichist, d.h.∂τφ̃ � 0. DieseFunktionalsφ̃ � ξ � ζ �4� φ � � ξ � exp � -
ζ22� kannmodelliertwerden,wobei für φ � die Grundzustandslösungφ0 gewählt wird. Setzt
mandannGleichung(2.43) in die Virialausdr̈ucke (2.40) und (2.42) ein, erḧalt mandirekt
dynamischeGleichungen,diedie EntwicklungderSkalenR� t � undZ � t � beschreiben:

1
4

d2
t R� t �y� α

R3 � t � � 1 � pZ � 0�¯
2Z � t � � � (4.3)

1
4

d2
t Z � t �y� s2

Z3 � t � � spZ � 0�¯
2R2 � t � Z2 � t � (4.4)

mit

α  � � φ0 � 2 d2ξ� ξ2 � φ0 � 2d2ξ � 0 � 845 � (4.5)

p � N� � 0� � Nc � N� � 0�y� A� Z � 0� ª � φ0 � 2d2ξ � (4.6)

Wertet man Gleichung(4.3) für die Anfangsbedingungaus,so ist leicht zu erkennen,daß
ein GaußscherPulsohneChirp selbstfokussierenkann,wennseineanf̈anglichetransversale
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MasseeinenWert von
¯

2Nc überschreitet.Nimmt manan,daßein Splitting erfolgt, falls die
Welle anf̈anglichselbstfokussiert,so liegt dieserSchwellwert in guterÜbereinstimmungmit
denWertenvon1 � 3 �&�&� 1 � 5Nc, die numerischfür kugelförmigeAnfangsbedingungengefunden
wurden[11]. Auchfür elongierteWellen(Z0 ¨ R0) wurdenähnlicheErgebnissegefunden[8].

Tats̈achlich ist ein solchesSplitting abernaẗurlich ein dynamischesEreignis,daßausden
gegeneinanderwirkendenEinflüssenvon transversalemKollapsundlongitudinalerDefokus-
sierungentsteht.UntersuchtmanGleichung(4.3) genauer, sofindetman,daßdie Bedingung
für ein selbstfokussierendesVerhaltendurch

N� � 0� ¨ ¯ 2Nc
Z � t �
Z � 0� (4.7)

gegebenwird. Da Gleichung(4.4) nun gleichzeitigzeigt, daßZ � t � mit negativems wächst,
ist klar, daßdamitauchdie Schwellenergie N� � 0� für dasSplitting in gewissemMaßeerḧoht
wird, wasauchdurchdie Beobachtungenin [10] besẗatigt wird. Für großeWertevon � s � setzt
einelongitudinaleVerbreiterungein unddertransversaleKollapsist unterdr̈uckt.Dies ist der
Mechanismus,derdie Schwellmasseerḧoht, für kleine � s � geschiehtdasGegenteil.

UnserenumerischenUntersuchungenbesẗatigendieseErgebnisse.In den Abbildungen4.9
bis 4.12wird die Evolution einesGaußschenPulsesfür verschiedeneWertedesDispersions-
koeffizientens gezeigt.Es ist klar zu sehen,daßfür einenkleinen Wert von � s � , s �N� 0 � 5(Abbildung 4.9) einestarke Kompressionmit abschließendemSplitting stattfindet.Wird � s �
nun erḧoht, so zeigt sich in Abbildung 4.10 bei s �°� 1 ebenfalls nochdasAufsplitten des
Pulses,die vorherigeKontraktionfällt jedochdeutlichgeringeraus.Für nochgrößereWerte
von � s � , s �f� 2 bzw. s �f� 4 (Abbildung4.11bzw. 4.12) gewinnt derverbreiterndeEffekt in
longitudinalerRichtungdie ÜberhandundverhindertdasAuftreteneinesSplittings.

Es ist naẗurlich erwähnenswert,daßdiesesErgebnisauchdurchReskalierungsergebnisseer-
reichtwerdenkann.Mit Hilfe einereinfachenUmskalierungsiehtman,daßfür einegegebene
Anfangsbedingungdie Evolution derWelle dieselbebleibenwird, wennmandasPaar(s, Z0)
zu ( � 1, Z0 �j± � s � ) ändert.UntersuchtmanbeispielsweiseeinekugelförmigeAnfangsbedin-
gung(R0 � Z0) bei � s �³² 1, so ist diesformal äquivalentzu einemstarkelongiertenWellen-
paket mit Z0 � R0 bei s �E� 1, d.h.die Sẗarke der longitudinalenVerbreiterungist in beiden
Fällen gleich groß.Die sehrlanggezogeneStrukturist dannalsopraktischzweidimensional
undmanerwartetalstransversaleGrenzmassefür einSplittingfastdiekritischeMassefür den
zweidimensionalenKollapsNc.

Dieswird in Abbildung4.13auchbesẗatigt. Hier wurdeeinenahezukugelförmigeAnfangs-
bedingungmit R0 � Z0 � 1� ¯ 2 beieinemsehrkleinenDispersionskoeffizientens �q� 0 � 01un-
tersucht.Esstellt sichheraus,daßaucheinenur leicht überderzweidimensionalenkritischen
Masseliegendeanf̈anglichetransversaleMassevon N� � 0�´� 1 � 1Nc klar zu einemSplitting
führt. Die enstandenenzwei Zellendispergierendanachwie bekanntin longitudinalerRich-
tung.

In Abbildung4.13siehtessoaus,alswürdesichdasPaarZellen,daßbeidemerstenSplitting
entstandenist, einfachausbreiten.Wie manerkennt,kollabierendiesebeidenZellennichtwie
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.9: Evolution eines Gaußschen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s � � 0 � 5
zu den Zeiten t � 0 µ 0 � 3 µ 0 � 5 µ 0 � 505. Anfangsbedingungen waren E0 � 2 � 5, R0 � 1,
Z0 � 2, Größe der Simulationsbox �d� 6;6 ·¶b�d� 6;6 ·¶¸�d� 18;18  . Dargestellt ist ein
Schnitt in der x-z-Ebene (y � 0), ¹ x µ zº �-�d� 6;6 a¶��d� 9;9  .

dasModell aus[14] vorhergesagthatte.StattdessenbleibensieübereinelangeZeit ziemlich
stabil,bevor sie schließlichdispergieren.Da sie ihre Form behalten,stellt sich die Frageob
eineErhöhungderanf̈anglichenMassenichtdafür sorgenkönnte,daßdiebeidenenstandenen
Pulsewiederumsymmetrischaufsplitten.

DeshalbwurdediegleicheAnfangsbedingungfür einerḧohtesE0 von3untersucht.Dahierdie
Kontraktionzu starkwar, um mit demdreidimensionalenCodehinreichendaufgel̈ostwerden
zukönnen,wurdeeinezweidimensionalerzylindersymmetrischerCodeentwickelt, in demder
Term∆ � durch∂2

r
� � 1� r � ∂r ersetztwurde,r � ± x2 � y2. Mit Hilfe von adaptiver Gitterver-

feinerungkonnteeineAuflösungvon 245762 erreichtwerden.DasErgebnisist in Abbildung
4.14dargestellt,wobeihier nur einerderzwei gesplittetenPulsegezeigtwird. Die Sẗarke des
Feldes �E � ist hier alsHöhein vertikalerRichtungvisualisiert.DieseSimulationbeweistdie
Existenzvon sequentiellerfolgendenSplitting-Ereignissen.Zu Beginn (siehedie beidenlin-
ken Plots in Abbildung 4.14) erkenntmandie TendenzdeseinmalgesplittetenPulses,sich
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.10: Evolution eines Gaußschen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s � � 1
zu den Zeiten t � 0 µ 0 � 3 µ 0 � 5 µ 0 � 7. Anfangsbedingungen waren E0 � 2 � 5, R0 � 1,
Z0 � 2, Größe der Simulationsbox �d� 6;6 ?¶-�d� 6;6 �¶-�d� 18;18  . Dargestellt ist
ein Schnitt in der x-z-Ebene (y � 0), ¹ x µ zº �-�d� 6;6 »¶6�d� 9;9  .

in derMitte einzuschn̈uren.Trotzdemsiehtmansp̈aternicht ein symmetrischesAufsplitten,
sondernesbildet sicheinestarkeFrontanderAußenseite,von derauswiederholtkleineZel-
len abgesplittetwerden,qualitativ genaudasBild, waswir schonausdenfrühervorgestellten
Simulationenkennen.Obwohl die Amplitude �E � das30facheihresanf̈anglichenWerteser-
reicht,findenwir auchhier kein kollapsartigesVerhalten,sondernschließlichwiederumeine
VerbreiterungundDispersionderenstandenenZellen.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.11: Evolution eines Gaußschen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s � � 2
zu den Zeiten t � 0 µ 0 � 3 µ 0 � 5 µ 0 � 7. Anfangsbedingungen waren E0 � 2 � 5, R0 � 1,
Z0 � 2, Größe der Simulationsbox �d� 6;6 ?¶-�d� 6;6 �¶-�d� 18;18  . Dargestellt ist
ein Schnitt in der x-z-Ebene (y � 0), ¹ x µ zº �-�d� 6;6 »¶6�d� 9;9  .
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.12: Evolution eines Gaußschen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s � � 4
zu den Zeiten t � 0 µ 0 � 3 µ 0 � 5 µ 0 � 7. Anfangsbedingungen waren E0 � 2 � 5, R0 � 1,
Z0 � 2, Größe der Simulationsbox �d� 6;6 ?¶-�d� 6;6 �¶-�d� 18;18  . Dargestellt ist
ein Schnitt in der x-z-Ebene (y � 0), ¹ x µ zº �-�d� 6;6 »¶6�d� 9;9  .
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.13: Evolution eines Gaußschen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s �� 0 � 01 zu den Zeiten t � 0 µ 0 � 5 µ 1 � 0 µ 1 � 5. Anfangsbedingungen waren E0 � 2 � 86,
R0 � 0 � 707, Z0 � 2 (aus [14]), Größe der Simulationsbox �d� 9;9 p¶g�d� 9;9 P¶�d� 9;9  . Dargestellt ist ein Schnitt in der x-z-Ebene (y � 0).
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.14: Evolution eines Gaußschen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s �� 0 � 01 zu den Zeiten t � 0 � 4557µ 0 � 4583µ 0 � 4624µ 0 � 4647. Anfangsbedingungen
waren E0 � 3, R0 � 0 � 707, Z0 � 2, Größe der Simulationsbox �d� 9;9 x¶6�d� 9;9 a¶�d� 9;9  . Dargestellt ist ein Schnitt in der x-z-Ebene (y � 0), der Betrag des
Feldes ¦E ¦ ist durch Farbe und Erhöhung der Ebene visualisiert.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

4.4 Einfac h- und Mehrfac hsplittings

Aus den obenpräsentiertenErgebnissenkann man offensichtlichableiten,daßdasfrühere
Bild von sequentiellfortgesetztensymmetrischenSplittings desAnfangspulseskeineswegs
generischauftritt,beiallenhieruntersuchtenAnfangsbedingungenwaresnichtzubeobachten.
StattdessenbildensichkleinskaligeZellenandenentferntenRänderndergesplittetenPulse,
die schließlichdispergieren.

Eswärevon daherinteressantherauszufinden,welcheMechanismendasAuftretenvon wei-
teren symmetrischenSplittings nach dem erstenAufsplitten verhindernkönnen.Aus die-
semGrundbeobachtenwir die Evolution, indemwir PhaseundAmplitudederanf̈anglichen
Lösungentsprechendanpassen.

4.4.1 Doppel-Gauß Anfangsbedingung, Abh ängigkeit von der Distanz

Zuerstbenutzenwir einedoppeltGauß-f̈ormigeAnfangsbedingung

E � x � y� z� t � 0�R� E0 � G¼ � G ½Y� (4.8)

mit denbeidenGaußschenBestandteilen

G¾B� x � y� z�I� exp � � x2 � y2

2R2
0

� � z ¿ ∆z� 2
2Z2

0 � � (4.9)

Ausgehendvon diesemAnsatzist esmöglich, für einegegebeneAnfangsamplitudeE0 die
Abhängigkeit vom Abstandδ � 2∆z zu untersuchen.Gesuchtwird ein kritischer Wert δc,
oberhalbdessendiebeidenGaußschenKomponentenunabḧangigvoneinanderin jeweilszwei
Pulsesymmetrischaufsplitten,währendunterhalbdieserSchwelleein Splitting nicht mehr
auftritt.

Im folgendenwerdenErgebnissefür die Wahl derAnfangsamplitudezu E0 � 2 � 5 vorgestellt.
In Abbildung4.15siehtmandieZeitentwicklungim Fall δ � 8. Mansiehtklar, daßdieWech-
selwirkungzwischendenbeidenPulsenvernachl̈assigbarist, beidePulsesplittenunabḧangig
voneinanderin zwei symmetrischeStrukturen.

Befindensichdie Pulseanf̈anglichetwasnäherbeieinander(δ � 7), sozeigtAbbildung4.16
einenqualitativ ähnlichenVerlauf,dassymmetrischeSplittingfindetnahezuungesẗort statt.

Interessantist hierallerdingsnoch,diesp̈atereZeitentwicklungzubeobachten.Wie mansieht,
bewegensichdiediebeideninnengelegenenPulseaufeinanderzuundtreffenzueinersp̈aten
Zeit (t � 0 � 75) aufeinander. Daraufhinverschmelzensie zu wiederumeinergrößerenZelle.
WährenddietransversaleMasseeineseinzelnendervier Pulsenichtausreicht,umeinweiteres
Splitting zu verursachen(zu erkennenandenäußerenPulsen,die zu sp̈atenZeitendispergie-
ren),entḧalt derneuentstandenePulsin derMitte wiederumeinegrößeretransversaleMasse.
Zur Zeit t � 1 � 2 (links unten)hatsichdiesermittlerePulsdeshalbselbstfokussiertundzuder
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.15: zwei Gaußsche Pulse, E0 � 2 � 5, R0 � 1, Z0 � 2, Abstand der Mittelpunkte δ � 8,
t � 0 � 0 µ 0 � 4 µ 0 � 62µ 0 � 875, Vergrößerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.

letztendargestelltenZeit t � 1 � 4 (rechtsunten)erkenntman,daßder durchVerschmelzung
entstandenePulsbeginnt, sichwiederin seinezwei Bestandteilezu zerlegen.Zu einersolch
sp̈atenZeit siehtmanauchdie FolgenderperiodischenRandbedingungen,denninzwischen
habendieäußerenPulsedieWanderreichtundproduzierendaherdiesichtbarenOszillationen
im Hintergrund.

VerringertmandenAbstandin derAnfangsbedingungweiterauf δ � 6, sokannmanbegin-
nendin Abbildung4.17dieInteraktionzwischendenbeidenPulsenerkennen.Die gesplitteten
Pulsesindzur Mitte hin deutlichsẗarker ausgebildetalsdie weit voneinanderentferntenPro-
dukte.

Abbildung4.18zeigt,daßfür denschonrechtnahenAbstandδ � 5 starkelongierteFormen
der Pulseproduziertwerden.Dies bedeutet,daßdie SituationdemzweidimensionalenFall
ähnlicherwird. Man erwartetalsoeinesẗarkereSelbstfokussierung,die wir danntats̈achlich
auchbeobachten.Es ist zu beachten,daßdie Bilder zu den Zeiten t À 0 � 4 um den Faktor
16 stattwie vorherFaktor 4 vergrößertsind, so daßmandie starkkontrahiertenStrukturen
nocherkennenkann.Bis hin zur Zeit t � 0 � 41675siehtmaneineFortsetzungdiesesEffekts,
weshalbin Abbildung 4.19 nur nocheinerder beidenPulsein jetzt 64facherVergrößerung
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

gezeigtwird. Deutlichzuerkennenist dienunstarkeUnsymmetriein longitudinalerRichtung,
die durchWechselwirkungmit demnichtgezeigtenPartnerpulszustandegekommenist.

Zum AbschlußdieserSimulationsreiheseinocheineanf̈anglicheEntfernungvon δ � 4 vor-
gestellt(Abbildung4.20). Bei dieserEntfernungkönnendiebeidenPulsenichtmehrgetrennt
werden,esist nurein länglicherPulsvorhanden.AufgrundderelongiertenStrukturwird auch
hier ein nahezuzweidimensionalerKollaps erwartet und auchin der Numerik beobachtet.
Zu erkennenist einestarke selbsẗahnlicheKontraktion,die nur aufgrundder zunehmenden
Vergrößerung(von 4 über16 auf 64-fachpro Raumrichtung)dargestelltwerdenkann.Diese
Simulationwurdebis zu 10 Verfeinerungsleveln, alsoeineErhöhungder Auflösungum den
Faktor10243 fortgesetzt,dochbiszurErscḧopfungderunszurVerfügungstehendenRechen-
kapaziẗatenkonntekein Aufsplittenbeobachtetwerden.Trotzdemist davon auszugehen,daß
die Dispersionin z-RichtungirgendwannanBedeutunggewinnt unddenzweidimensionalen
Kollapsstoppt.

Zusammenfassendsind in Abbildung 4.21 nocheinmaldie Fälle δ � 8 � 7 � 5 � 4 in Form von
PlotsdesBetragsdesFeldesauf derz-Achsezu verschiedenenZeitendargestellt.Hier kann
mandeutlichdie auftretendeWechselwirkung mit demNachbarpulsund die infolge dessen
unsymmetrischeEvolution derbeidenPulsebeobachten,wennsichdie Pulsehinreichendna-
hekommen.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.16: zwei Gaußsche Pulse, E0 � 2 � 5, R0 � 1, Z0 � 2, Abstand der Mittelpunkte
δ � 7, t � 0 � 0 µ 0 � 6 µ 0 � 75µ 0 � 85µ 1 � 2 µ 1 � 4, Vergrößerung um den Faktor 4 pro Raum-
richtung.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.17: zwei Gaußsche Pulse, E0 � 2 � 5, R0 � 1, Z0 � 2, Abstand der Mittelpunkte δ � 6,
t � 0 � 0 µ 0 � 52µ 0 � 57µ 0 � 60, Vergrößerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.18: zwei Gaußsche Pulse, E0 � 2 � 5, R0 � 1, Z0 � 2, Abstand der Mittelpunkte δ � 5,
t � 0 � 0 µ 0 � 3 µ 0 � 4 µ 0 � 4143µ 0 � 41675, Vergrößerung um den Faktor 4 pro Raumrich-
tung (obere Reihe) bzw. Faktor 16 (Mitte/unten).

Abbildung 4.19: Zoom des linken Pulses im letzten Plot der Abbildung 4.18.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.20: zwei Gaußsche Pulse, E0 � 2 � 5, R0 � 1, Z0 � 2, Abstand der Mittelpunkte δ � 4,
t � 0 � 0 µ 0 � 24µ 0 � 24849µ 0 � 24855, Vergrößerung um den Faktor 4 pro Raumrich-
tung (links oben), Faktor 16 (rechts oben), Faktor 64 (unten).
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

0

1

2

3

4
|E

|Á
(a) t = 0

t = 0.62
t = 0.875

0

2

4

6

|E
|Á

(b) t = 0
t = 0.6

t = 0.85
t = 1.4

0

10

20

30

40

|E
|Á

(c) t = 0
t = 0.3
t = 0.4

t = 0.4143

0

5

10

15

20

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

|E
|Á

z

(d) t = 0
t = 0.223

t = 0.24

Abbildung 4.21: ¦E ¦ zu verschiedenen Zeiten, anfangend mit zwei Gaußschen Pulsen im
anfänglichen Abstand δ und E0 � 0. (a) δ � 8, die beiden Pulse splitten un-
abhängig voneinander; (b) δ � 7, die beiden inneren Pulse verschmelzen in
eine zentrale Zelle, die sich bei t � 1 � 4 wiederum aufteilt; (c) δ � 5, die bei-
den Komponenten selbstfokussieren in zwei getrennten Strukturen; (d) δ � 4,
die beiden nicht trennbaren Pulse koaleszieren und zeigen eine kollapsartige
Dynamik.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

4.4.2 Doppel-Gauß Anfangsbedingung, Abh ängigkeit von der Amplitude

Nachdemnundie Abhängigkeit derzeitlichenEntwicklungvon zwei GaußschenPulsenvon
der Entfernunguntereinanderuntersuchtwurde,stellt sich nochdie Frage,inwieweit diese
Ergebnissevon derAnfangsamplitudederPulseabḧangen.

Hierzuwurdenfür einenfestgelegtenAbstandδ � 5 Wertefür die AnfangsamplitudeE0 im
Bereichvon1 � 8 bis2 � 5 simuliert.

Der Fall E0 � 1 � 8 ist in Abbildung4.22dargestellt.Bei dieserrelativ kleinenAnfangsenergie
findetnur einegeringeSelbstfokussierungderbeidenPulsestatt.Die beidenStrukturenver-
schmelzenzu einemgroßenPuls,derdannlangsamdispergiert.Eswird keinerleiAufsplitten
beobachtet.

Wird die Anfangsmasseerḧoht (E0 � 2 � 1), Abbildung4.23, sofindetauchhier anfangseine
KoaleszenzderbeidenPulsestatt.DasResultdiesesVerschmelzenkontrahiertjedochweiter
undsplittetsichwiedersymmetrischin in zweiStrukturenauf.

Der Fall einernochhöherenAnfangsamplitude(E0 � 2 � 5) ist bereitsausAbbildung4.18be-
kannt.Hier ist die Selbstfokussierungschonanfangsso stark,daßes nicht mehr zu einem
Verschmelzenkommt,sondernbeidePulseeinzelnkontrahieren.

Deutlichzusehenist dasVerschmelzenim Feld �E � entlangderSymmetrieachsein Abbildung
4.24, untererPlot (E0 � 1 � 8). Bei derhöherenEnergieE0 � 2 � 1 siehtmanim oberenPlot,wie
ausdemeinenverschmolzenenPulswiederzweiPeaksentstehen.
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Abbildung 4.22: zwei Gaußsche Pulse, E0 � 1 � 8, R0 � 1, Z0 � 2, Abstand der Mittelpunkte δ � 5,
t � 0 � 0 µ 0 � 5 µ 0 � 9 µ 1 � 5, Vergrößerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.23: zwei Gaußsche Pulse, E0 � 2 � 1, R0 � 1, Z0 � 2, Abstand der Mittelpunkte δ � 5,
t � 0 � 0 µ 0 � 78µ 0 � 915µ 0 � 97, Vergrößerung um den Faktor 4 pro Raumrichtung.
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Abbildung 4.24: ¦E ¦ aufgetragen gegen z zu verschiedenen Zeiten für den Anfangsabstand
δ � 5: (a) E0 � 2 � 1, die beiden Gaußschen Pulse verschmelzen und splitten
wieder, (b) E0 � 1 � 8, die beiden Gaußschen Pulse verschmelzen und disper-
gieren dann.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

4.4.3 Einfluß eines Chirps

Wie in den anf̈anglichenSimulationenfestgestelltund bereitsausf̈uhrlich beschrieben,ge-
schiehtnach dem erstenSplitting kein symmetrischesweiteresAufsplitten der entstande-
nenPulsemehr, stattdessenlösensichZellen an denentferntenSeitender Pulseab. Ein Er-
klärungsansatzdafür ist, wie geradeuntersuchtundbesẗatigt, daßdie beidennicht allzu weit
voneinanderentferntenPulseeinegegenseitigeWechselwirkungaufeinanderaus̈uben,diedie
Symmetriebricht.

Eine weitereIdee bestehtdarin zu untersuchen,welchenEinfluß die Phasenverteilung,die
durchdasersteSplittingproduziertwurde,aufdieweitereZeitentwicklunghat.ZumVergleich
wurdeeineSimulationmit denParameternE0 � 2 � 9, R0 � 1, Z0 � 2 nachdemerstenSplitting
unterbrochenunddie Phasenim ganzenIntegrationsbereichwiederauf Null gesetzt.Danach
wurdedie numerischeIntegrationfortgesetzt.Man konntebeobachten,daßdie Lösungsich
wiederreorganisierte.Eswurdesystematischwiederdie ausAbbildung4.5bekannteLösung
reproduziert,esformiertensichwiederumdie kleinenZellenamRand.Offensichtlichist also
dasAusbildenvonFrontenundAblösenvonZelleneinegenerischeEigenschaftderuntersuch-
tenhochenergetischenPulseundnichtdurcheinespeziellePhasenverteilungvorausbestimmt.

Andererseitsist bekannt,daßdie EinführungeinessogenanntenChirpsin derPhasederAn-
fangsbedingungAuswirkungenauf die DynamikeinesGaußschenPulsesin dernichtlinearen
Schr̈odingergleichunghat.DarunterverstehtmaneineAnfangsbedingungderForm

E � x � y� z� t � 0�I� E0exp �c� x2 � y2

2R2
0

� z2

2Z2
0

� exp � iCz2 � � (4.10)

Da ein Term der Form exp � iVz� einer lokalen Bewegung mit Geschwindkeit V entspricht,
sorgt ein Chirp für einekomprimierende(C ¨ 0) bzw. verbreiterndeWirkung (C © 0) in lon-
gitudinalerRichtungum denKoordinatenursprung.Es ist von dahernicht weiterverwunder-
lich, daßwir einedeutlicheAbhängigkeit derkritischenMassefür ein Splitting-Ereignisvom
anf̈anglichenChirpgefundenhaben.

Abbildung4.25zeigtdieEvolutioneinesGaußschenAnfangspulsesmit denParameternE0 �
2 � 3,R0 � 1 undZ0 � 2.Vonlinks nachrechtsist dieZeitevolutionzuerkennen,vonobennach
untensinddie Fälle mit ChirpparameterC � 0,C � 0 � 2,C � 1 � 0 aufgetragen.

Im Referenzfall C � 0 erkenntmanobenzun̈achst,daßdie transversaleMassenichtausreicht,
um ein Splitting-Ereigniszu provozieren.Der Pulskomprimiertleicht undbleibt dannrelativ
stabilbei einersolitonenartigenLösung.

Führt mannun denzus̈atzlichenkomprimierendenChirp C � 0 � 2 in die Anfangsbedingung
ein, so siehtman in der mittleren Reiheim zweitenBild, daßwie erwarteteine Kompres-
sion in longitudinaler(im Bild vertikaler)Richtungstattfindet.Hierdurchwird aufgrundder
Gesamtmassenerhaltungauchdie transversaleMasseim Bereichum z � 0 erḧoht undsomit
einesẗarkereSelbstfokussierungangeregt. DiesesẗarkereKontraktion,die sich im nächsten
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Bild zeigt, führt dannschließlichauchzu einemSplitting-Ereignis,wasdenEinfluß auf die
kritischetransversaleMassebeweist.

Versẗarkt mandenChirp weiterzuC � 1 � 0, soversẗarkt sichauchderobenbeschriebeneEf-
fekt. EinesẗarkereKompressionin longitudinalerRichtungführtzueinerstarkenKontraktion
in transversalerRichtungund wiederumzu einemAufsplitten desPulses.Auch hier erfolgt
kein abschließenderKollaps,sondernstattdessenläßtsich in derVergrößerungin Abbildung
4.26wiederumdasAblösenvon ZellenanderAußenfrontdergesplittetenPulsefinden.
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Abbildung 4.25: Evolution eines Gaußschen Pulses mit dem Dispersionskoeffizienten s � � 1
zu den Zeiten t � 0 µ 0 � 3 µ 0 � 5 µ 0 � 7 (v.l.n.r.). Anfangsbedingungen waren E0 � 2 � 3,
R0 � 1, Z0 � 2, Größe der Simulationsbox �d� 6;6 Â¶��d� 6;6 Â¶��d� 18;18  . Darge-
stellt ist ein Schnitt in der x-z-Ebene (y � 0), ¹ x µ zº �5�d� 6;6 �¶-�d� 9;9  . In den
drei Reihen ist die Anfangsbedingung mit einem komprimierenden Chirp von
0 (oben), 0 � 2 (mitte) und 1 (unten) versehen.
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4 Splitting von Gaußschen Pulsen

Abbildung 4.26: Vergrößerung des letzten Bildes (rechts unten) aus Abbildung 4.24 um den
Faktor 8 (pro Raumrichtung).
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5 Modulationsinstabilt äten von zylindrisc hen Wellenleitern

5.1 Einleitung

Die nichtlineareSchr̈odingergleichung(2.1) hatspezielleLösungen,die zylindrischeWellen-
leiterlösungengenanntwerden.EshandeltsichumLösungenderForm

ψ � x � y� z� t ��� φ � r � exp � iλ2t ��� (5.1)

d. h. die Welle bewegt sich trotz Dispersionund Nichtlineariẗat mit unver̈anderterForm in
Propagationsrichtung.

Ver̈andertmansolcheLösungenleichtdurchStörungin z-Richtung,sotretenModulationsin-
stabilitätenauf,die sichin zweiMusterndarstellen:

Einmalfindetmandie sogenannteBunch-Instabiliẗat, verursachtdurchein periodischesAuf-
brecheneinessolitärenWellenleitersφ0 durchgeradeStörungen.Andererseitsentstehenso-
genannteSnakesalsFolgedesEinknickensdurchungeradeModen.

Aus Abschnitt2.5wissenwir, daßdie Grundzustandsfunktionφ0 geradein der transversalen
Variableist, während Ãrr ∂rφ0 ungeradeist, so daßmanerwartet,daßfolgendeAnfangsbedin-
gung

E � x � y� z� t � 0�R�f� 1 � εcos� kz�+� i � ∂x �&� φ0 � x � y�~� (5.2)

mit einerkleinenStörungε ² 1, diesolitäreLösungφ0 effektiv destabilisierenwird.

UmdienumerischeBehandlungzuvereinfachen,wurdenalsAnfangsbedingunggesẗorteGauß-
scheWellenleitergewählt. Da die wahreGrundzustandslösungφ0 sehrnahean einerGauß-
schenForm ist, hatdieserUnterschiedkeinengroßenEinflußaufdie untersuchteDynamik.

Somit habenwir eineGaußscheLösungmit kleinskaligenModulationenals Anfangsbedin-
gungstattGleichung(5.2) gewählt:

E � x � y� z� t � 0�y� � 1 � cos� kz�+� iεb
� εs∂x �&� Eini � x � y�~� (5.3)

Eini � x � y�y E0exp �Q� x2 � y2

2R2
0

� � (5.4)

Hierbei sind εb ² 1 und εs ² 1 die kleinenParameter, welchedie Amplitudenvon Bunch-
undSnake-artigenStörungeneinzelnwählbarbestimmen.In Gleichung(5.3) bestimmtk die
WellenzahlderInstabilität.Um vergleichbareErgebnissezuanderenArbeiten[44, 20, 35] zu
erhalten,wurdedieseZahl in derGrößenordnungvonEinsgewählt (k � 1 �&�&� 5).

Nebenbeibemerktläßtsichhiermit nachweisen,daßdervon unsentwickelteadaptivenume-
rischeCodesehrgut funktioniert.Wie mansieht,ist die Gleichunginstabil gegen̈ubereiner
Vielzahlvon Störungen.Auch dasAufeinandertreffen von verfeinertenundgröberenGittern
sowie verfeinertenGitternuntereinanderstellt naẗurlich grunds̈atzlichbei nicht hinreichender
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5 Modulationsinstabiltäten von zylindrischen Wellenleitern

AuflösungeinekleineStörungda,die sichsoversẗarkenkönnteundungewollte numerische
Artefaktehervorruft. DochunsereUntersuchungenvon zweidimensionalenrotationssymme-
trischenPulsenmit einemdreidimensionalenCodezeigen,daßdie Strukturendie Rotations-
symmetrieexakt beibehalten,die Auflösungist alsotats̈achlichhochgenug,um numerische
Problemezuvermeiden.
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5.2 Bunc h-Instabilit ät

Im erstenBeispiel,Abbildung5.1, siehtmaneinentypischenFall für dieBildungvonBunches
und derenzeitlicher Entwicklung.Als Anfangsbedingungwurde E0 � 1 � 95, R0 � 1, εb �
0 � 1 und εs � 0 benutzt.Die Bunch-Instabiliẗat bildet sich aus,manerḧalt zwei Bunchesmit
entgegengesetzterGeschwindigkeit,dieschließlichmit ihremperiodischeNachbarkollidieren
undverschmelzen.Dasdurchdie VerschmelzungentstandeneGebildezerf̈allt dannwiederin
mehrfachgesplitteteStrukturenmit regelmäßigemAbstand.
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5 Modulationsinstabiltäten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.1: 3D Plots von Isoflächen bei 50% der Maximalamplitude für einen gestörten
Gaußschen Wellenleiter mit E0 � 1 � 95, R0 � 1,εb � 0 � 1, εs � 0. Zu sehen ist die
Formierung und weitere Evolution von Bunches zu verschiedenen Zeiten. Die
Farbe der Fläche wird durch die Phase des Feldes bestimmt.

74

figures/fig11/bunch3.82.ps
figures/fig11/bunch3.65.ps
figures/fig11/bunch3.26.ps
figures/fig11/bunch3.0.ps
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5.3 Snake-Instabilit ät

In Abbildung 5.2 ist der andereFall dargestellt:die Snake-Instabliẗat. Ausgehendvon der
Anfangsbedingungmit E0 � 1 � 95, R0 � 1, εb � 0 undεs � 0 � 1 wächstdie anf̈anglichkleine
Störungstarkan.Die IsoflächendesWellenleiterswerdenwährendder Evolution starkver-
formt. Die eingeknickteStrukturbeginnt transversalselbstzufokussierenundzerf̈allt dadurch
schließlichin mehrereTeilstücke.SomitsiehtdasEndresultaẗahnlichdemZerfall in Bunches
aus,obwohl derMechanismushier, wie geradedargestellt,ein ganzandererist.
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Abbildung 5.2: 3D Plots von Isoflächen bei 50% der Maximalamplitude für einen gestörten
Gaußschen Wellenleiter mit E0 � 1 � 95, R0 � 1,εb � 0, εs � 0 � 1. Zu sehen ist die
Ausbildung der Snake-Instablität.
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5.4 Konkurrenz der beiden Instabilit äten

Um dieSẗarkederbeidenArtenvonInstabilitätzuvergleichen,wurdenalsnächstesdieEvolu-
tion vonAnfangsbedingungenuntersucht,diesowohl Snake-alsauchBunch-artigeStörungen
enthielten,d. h. Gleichung(5.3) mit εb Ä� 0 undεs Ä� 0.

Die Ergebnissesindin denfolgendenAbbildungen5.3– 5.6dargestellt.Die ersteAbbildung
zeigtdieEvolutionalslongitudinalerSchnittfür dieParameterE0 � 1 � 95,R0 � 1,εb � εs � 0 � 1undk � 1. Für dienächsteAbbildung,5.4, wurdedieAnfangsamplitudeaufE0 � 2 � 05erḧoht.
Ein Fall höhererWellenzahlk � 5 ist in Abbildung 5.5 zu sehen,E0 war hier wieder1 � 95.
Schließlichwurdenocheinmaldie Evolution bei sehrkleiner Störungsamplitudeεb � εs �
0 � 001in Abbildung5.6untersucht.

Aus diesenBildern ist ersichtlich,daßin denmeistenFällendie Bunch-Instabiliẗat gewinnt:
Obwohl derWellenleiteranf̈anglichgebogenwird, bildensichdannkleinskaligeBunchesin
der Struktur, die Dynamik ist vergleichbarmit der ausAbbildung 5.1 bekanntenEvolution.
Die Bunchesüberlebenoder verschmelzennachdem anf̈anglichenEinknicken in ein zen-
tralesGebilde.DieseStruktur wird danndurchdasVerbiegennoch etwas verschoben.Bei
hoheranf̈anglicherEnergie kanndie Bildung der kleinskaligenBunchesdurchdie bekannte
Splitting-Dynamikuntersẗutztwerden,bei kleinererEnergie bzw. kleinererStörungist hinge-
gendie Bildung derSnake-Instabliẗat zu Beginn derZeitentwicklungdeutlicherzu beobach-
ten.

Zusammenfassendkann festgestelltwerden,daß schonkleine Störungeneinesanf̈anglich
GaußschenWellenleiterskomplizierteProzesseanregen,die wesentlicheAbweichungenvon
dembekanntenprimärenSplittingszenariozur Folgehaben.Damit ist klar, daßeinfacheana-
lytischeAnsätzewie z. B. in [13] nur einenbegrenztenGültigkeitsbereichhabenkönnen.Die
nichtlineareSchr̈odingergleichungmit anisotroperDispersion(2.1) entḧalt einereicheDyna-
mik, viel weitreichenderals nur ein einfachesSplitting. Stört mandie Anfangsbedingungen
leicht,soerḧalt manbeispielsweisevielfachgesplittetePulse,zeitlicheundräumlicheVerfor-
mungenundKoaleszenzeffekte.
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Abbildung 5.3: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
Gaußscher Wellenleiter (Gleichung 5.3), E0 � 1 � 95, R0 � 1, εb � εs � 0 � 1, k � 1.

78

figures/fig13/bunch_snakes3-1.78.ps
figures/fig13/bunch_snakes3-1.4.ps
figures/fig13/bunch_snakes3-0.98.ps
figures/fig13/bunch_snakes3-0.0.ps


5 Modulationsinstabiltäten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.4: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
Gaußscher Wellenleiter (Gleichung 5.3), E0 � 2 � 05, R0 � 1, εb � εs � 0 � 1, k � 1.
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5 Modulationsinstabiltäten von zylindrischen Wellenleitern

Abbildung 5.5: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
Gaußscher Wellenleiter (Gleichung 5.3), E0 � 1 � 95, R0 � 1, εb � εs � 0 � 1, k � 5.
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Abbildung 5.6: Longitudinale Schnitte zu verschiedenen Zeiten, Anfangsbedingung war eine
Gaußscher Wellenleiter (Gleichung 5.3), E0 � 1 � 95, R0 � 1, εb � εs � 0 � 001, k �
1.
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6 Zusammenfassung

In dervorliegendenArbeit wurdedie Dynamikvon Lösungenderdreidimensionalenkubisch
nichtlinearenSchr̈odingergleichungmit anisotroperDispersion(2.1) untersucht.

Begonnenwurdemit einerEinführungin diesesArbeitsgebietund einerZusammenfassung
derbisherbekanntentheoretischenErgebnisseunddendarausabgeleitetenErwartungen.

Die HauptergebnissedieserArbeit wurdenmit Hilfe von numerischenSimulationengewon-
nen.Eswurdeein numerischerCodeentwickelt, der kollapsartigePḧanomenemit Hilfe der
Methodeder blockstrukturiertenadaptivenGitterverfeinerungsehrgut und effektiv auflösen
kann.Sowohl die verwendetenIntegrationsschemataalsauchdie grundlegendeArbeitsweise
deradaptivenGitterverfeinerungwurdenvorgestellt.

Die Untersuchungvon GaußschenPulsenals Anfangsbedingungzeigte,daßin Medienmit
anisotroperDispersiontats̈achlicheinAufsplittendesanf̈anglichenPulsesstattfindet,unddaß
die hierdurcherzeugtenPulsedannin weitereStrukturenmit kleinererAmplitude zerfallen,
solangeihreMassenochüberkritischist. Für mäßigüberkritischeAnfangsmassenweichtdie-
sesVerhaltenvondemurspr̈unglichin [7, 8] erwartetenVerhaltenab,wo mit einemwiederhol-
tensymmetrischenAufsplittenderentstandenenPulsegerechnetwurde.In denSimulationen
zeigtesichjedoch,daßsichstattdessennachdemerstenSplittingandenentferntenEndender
Pulseein schockartigesProfil bildet undsichnur von dort aussekund̈areStrukturenablösen.
Wir habensomiteine,offensichtlichgenerische,Dynamikgefunden,denasymmetrischenZer-
fall derPulsein sekund̈ar gesplitteteStrukturen,derdenKollaps,welcherim zweidimensio-
nalenFall auftretenwürde,verhindertund für die DispersionderPulsenergie verantwortlich
ist.

DiesesSzenariowurdefür einenweitenBereichvon Parameterngefunden,für mehrereWer-
te desDispersionskoeffizienten( � 2 ¡ s ¡ � 0 � 01), verschiedeneAspektverḧaltnisseR0 � Z0

sowie unterschiedlicheanf̈anglicheAmplituden(2 © E0 © 4).

Ein weiteresgenerischesErgebnisist, daßeinKollapsunddamiteineSingulariẗat in derZeit-
entwicklungauchin Lösungenmit hoherEnergie in Gleichung(2.1) nie beobachtetwurde.
Die Kontraktionin der transversalenEbenewurdeimmer nachendlicherZeit gestoppt.Ob-
wohl sichin longitudinalerRichtungzeitweiseextremstarkeGradientenbildeten,führtenauch
dieseschließlichimmerzu einerlongitudinalenVerbreiterungstatteinerlokalenSingulariẗat.
Wir habenLösungenmit hoherEnergie bis zu N� © 6Nc betrachtet,abereswärenaẗurlich
wünschenswert,dieszu nochhöherenAmplitudenauszudehnen,wasim Momentaberselbst
mit Hilfe derhochentwickeltennumerischenMethodenicht möglichwar.

SchließlichwurdennochInstabilitätenvonzylindrischengaußartigenWellenleiternunterhar-
monischenStörungenin der dritten Koordinateuntersucht.Man findet Bunch- und Snake-
Instabilitäten.Für Wellenleitermit hinreichendgroßerMassebestimmtdieBunch-Instabiliẗat
die Dynamik nachder anf̈anglichenFokussierung.Obwohl die Biegung durch die Snake-
Instabilität anf̈anglich gut zu erkennenist, bewirkt zu sp̈atenZeiten die Bunchinstabiliẗat,
untersẗutztdurchdie Selbstfokussierung,immerein Zerfallenin einzelneZellen.
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