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Einleitung

Hopfalgebren und deren Wirkungen und Kowirkungen treten in vielen Be-
reichen der Mathematik in natiirlicher Weise auf. Exemplarisch méochte
ich hier die Theorie der Algebraischen Gruppen(schemata), Lie-Gruppen,
Quantengruppen, Invarianten-Theorie, Algebraischen Topologie, (nicht-kom-
mutativen) Galoistheorie etc. nennen. Obschon das Interesse insbesondere
an nicht-kommutativen Hopfalgebren seit Drind’felds Berkeley-Vortrag [29]
stark zugenommen hat, sind noch immer wesentliche Strukturfragen in der
Theorie der Hopfalgebren offen. Auch die von Irving Kaplansky in [34] auf-
geworfenen Vermutungen iiber Hopfalgebren sind zum Teil noch immer nicht
zufriedenstellend beantwortet (man vgl. [61] fiir eine schone Einfiihrung).

In der letzten Zeit hat das Interesse an Hopf- und Koalgebren iiber Ringen

und damit verbunden eine allgemeinere kategorielle Sichtweise stark zuge-
nommen (z.B. [12], [13], [26], [10], [74]).

Diese Arbeit untersucht die Modultheorie, die bei der Kowirkung einer Hopfal-
gebra H auf einer (H-Komodul-)Algebra A und dual dazu bei der Wirkung
von H auf einer (H-Modul-)Koalgebra C auftritt, wobei H eine Hopfalgebra
iiber einem kommutativen Grundring ist. Insbesondere interessieren wir uns
dabei fiir H-Galois- und H-Ko-Galois-Erweiterungen.

Verbunden ist mit solchen Erweiterungen einerseits ein geometrischer Aspekt
(siehe [33, chapter 5 | oder [49, Theorem 8.5.7 und Bemerkungen] fiir eine
Einfiihrung), andererseites hat die Theorie direkte Auswirkungen auf Struk-
turfragen von Hopfalgebren ([49, section 8.5]). Dabei ist insbesondere die
erste Vermutung von Kaplansky (vgl. [34]) iiber die Struktur einer Hopfal-
gebra {iber ihren Unterhopfalgebren zu nennen.

Anders als im Fall von H-Wirkungen auf Algebren, die Gruppenwirkungen
verallgemeinern, ist die Modultheorie, die bei den hier betrachteten (Ko-
)yWirkungen auftritt, noch nicht ausreichend untersucht und verstanden wor-
den. Das liegt zum Teil daran, dal die Modul-Kategorien, die in diesen
Zusammenhéngen auftreten, im allgemeinen keine vollen Modulkategorien
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(der Form R-Mod fiir einen geeigneten Ring R) sind, zum anderen an der
Tatsache, daf} die involvierten Funktoren sich nicht direkt als Hom-Funktoren
verstehen lassen.

In dieser Arbeit zeigen wir, dal ein modultheoretischer Ansatz dennoch
fruchtbar ist. Unter sehr schwachen Voraussetungen treten Modulkategorien
des Typs o[M] auf, die in [71] und in [72] eingehend untersucht wurden, wo-
bei o[M] fiir einen R-Modul M iiber einem Ring R die volle Unterkategorien
der M-suberzeugten R-Moduln bezeichnet.

Ist A eine H-Komodulalgebra, so ist die Kategorie M der (A-H)-Bimoduln
- das sind die Moduln, welche die H-Kowirkung auf A reflektieren - gerade
von diesem Typ, falls z.B. H projektiv iiber dem Grundring R ist. Und im
Falle einer iiber R nicht endlich erzeugten Hopfalgebra H ist diese Kategorie
keine volle Modulkategorie iiber einem geeigneten Ring (hier dem Smash-
Produkt A?# H*), sondern eine echte (volle) Unterkategorie, so dafl die Ei-
genschaften von A als (A-H)-Bimodul - hier meine ich vornehmlich Projekti-
vitdts- und Generator-Eigenschaften - von Natur aus ”lokale” Eigenschaften
sind. Genauer gesagt charakterisieren wir in der Kette von Modulkategorien

o[A] ColA® H| = MY C A®#H*Mod

solche Eigenschaften von A in 0[A ® H].

Betrachtet man im Gegensatz dazu eine H-Modul-Algebra A, so entspricht
die Kategorie der Bimoduln, welche die H-Wirkung auf A reflektieren, immer
schon der vollen Modulkategorie iiber dem Smash-Produkt A# H-Mod (man
vgl. [49, Chapter 4]).

Ausgangspunkt fiir die Betrachtung von H-Kowirkungen auf einer Algebra
iiber einem beliebigen Grundring war nicht zuletzt die geometrische Frage-
stellung. Die im folgenden ungeklirten Begriffe erklért [33].

Sei X ein affines R-Schema (R ein kommutativer Ring) und G ein affin alge-
braisches R-Gruppenschema, das auf X frei operiert, d.h. die kanonische Ab-
bildung can : X xG — X x X, can(z,g) = (z,z-g) (auf rationalen Punkten)
ist eine abgeschlossene Einbettung. Oberst hat in [51] ein darstellungstheo-
retisches Kriterium angegeben, wann der Quotient X/G ein affines Schema
ist. Stellt man sich auf den algebraischen Standpunkt, daff die Kategorie
der R-Schemata dual zu der Kategorie der kommutativen R-Algebren ist,
und ein affin algebraisches R-Gruppenschema unter dieser Zuordnung einer
affinen kommutativen Hopfalgebra entspricht, so kann man dieses ” geome-
trische” Affinitdts-Kriterium rein algebraisch studieren. Die obige Situation
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iibersetzt sich wie folgt:

Dem affinen R-Gruppenschema G entspricht eine affine Hopfalgebra H (iiber
dem kommutativen Grundring R) und dem affinen Schema X eine affine R-
Algebra A mit einer H-Koaktion p: A - A® H, so daf} A eine H-Komodul-
Algebra wird. In A liegt die Unteralgebra der unter der H-Koaktion invari-
anten Elemente B := {a € A | p(a) = a ® 1}. Diese entspricht dem affinen
Quotienten. Die kanonische Einbettung induziert unter dieser Zuordnung die
natiirliche Abbildung can: AQp A - AQH, a®b+— (a®1)p(b).

In den Bemerkungen nach Corollary 5.13 bemerkt J.C. Jantzen in [33], dafl
fiir ein R-Gruppenschema G mit einem Untergruppenschema H iiber einem
Grundkérper R der Quotient G/H genau dann affin ist, wenn die Induktion
ind% von H-Moduln zu G-Moduln exakt ist. Betrachtet man die Situation
allgemeiner iiber einem Grundring R fiir R-flache Gruppenschemata G und
H, so impliziert die Affinitit des Quotienten G/H nur noch die Exaktheit
des Induktionsfunktors. Nach geeigneter Ubersetzung (vgl. auch [58, In-
troduction]) ist das Studium von H-Komodulalgebren also geeignet, solche
Fragen zu analysieren. Die Frage, was iiber einem Grundring noch richtig
bleibt, war motivierend fiir die Betrachtungen im ersten Kapitel.

Wegweisend fiir diese Arbeit waren die Arbeiten von H.-J. Schneider (siehe
[58], [59]) und von Yokio Doi (siehe [25], [23], [27]). Grundlegende Vor-
arbeiten fiir die Theorie der Hopf- und Koalgebren iiber allgemeinen (und
speziellen) Grundringen, die wir in der Arbeit benutzen, wurden von Ro-
bert Wisbauer in [73] und [74] geleistet. Auch die Ergebnisse von Khaled
Al-Takhman iiber allgemeine Kotensorfunktoren aus [2] waren sehr hilfreich.

In den letzten Jahren hat die hier betrachtete Situation eine Reihe von Verall-
gemeinerungen erfahren. Y. Doi und M. Koppinen haben unabhéngig von-
einander simultane (und vertrégliche) Wirkungen und Kowirkungen einer
Hopfalgebra auf einer Algebra und einer Koalgebra studiert ([27] und [35]).
Die dort interessanten sog. Doi-Koppinen-Kategorien sind auch vom Typ
o[M]. Tomasz Brzeziriski hat diesen Ansatz in [8] und [9] verallgemeinert.
Er hat Doi-Koppinen-Kategorien unter das Konzept der ”entwining structu-
res” subsumiert und konnte mit diesem (wegen [57]) tatséchlich allgemeineren
Ansatz groe Teile der (Doi-Koppinen-)Theorie entwickeln. Noch allgemei-
ner lassen sich die hier untersuchten Kategorien als allgemeine Komodul-
Kategorien iiber Koringen verstehen. Das wird zur Zeit noch entwickelt,
doch sind schon wichtige Ergebnisse erzielt worden (man vgl. [10], [31] oder
[75]).



EINLEITUNG

Bei all diesen Ansétzen sind die jeweils betrachteten Modulkategorien (un-
ter sehr schwachen Voraussetzungen) vom Typ o[M] fiir einen geeigneten
Modul M. Dennoch werden beim Studium dieser verallgemeinerten Situa-
tionen hauptsichlich (allgemein) kategorielle und funktorielle Uberlegungen
angestellt.

Es zeigt sich, dafl in dem Fall, der hier untersucht wird, die auftretenden
Funktoren - nach geeigneter Ubersetzung - tatsichlich Funktoren sind, die
in der Modultheorie in natiirlicher Weise auftreten, ndmlich Hom-Funktoren.
Das versetzt uns in die Lage, die Theorie, die in [71] entwickelt wurde, an
vielen Stellen anwenden zu kénnen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: Im ersten Kapitel untersu-
chen wir H-Erweiterungen A“# C A fiir eine R-Hopfalgebra H iiber einem
(zunédchst) beliebigen kommutativen Grundring R. Wir zeigen in 1.1.10,
daf die assoziierte Modulkategorie M# der (A-H)-Bimoduln die Kategorie
o[A ® H] ist und identifizieren die Unteralgebra der koinvarianten Elemente
A®H C A mit dem Endomorphismenring Hom# (A4, A) in 1.1.14. Nachdem
wir die natiirliche Adjunktion zwischen den Kategorien M# und M 4eor in
1.1.15 erkldrt haben (als eine Instanz der natiirlichen Hom-Tensor-Relation),
konnen wir schon sehr friih die Ergebnisse im Fall einer {iber R endlich er-
zeugten, projektiven Hopfalgebra H erkliren. Das geschieht in Abschnitt
1.2.

Danach untersuchen wir interne Eigenschaften von A als (A-H)-Bimodul -
wobei wir im Hinblick auf die Adjunktion in erster Linie an Projektivitéts-
und Generatoreigenschaften interessiert sind. Wir definieren in 1.1.16 H-
Galois-Erweiterungen und erkldren die modultheoretische Bedeutung der De-
finition.

In Abschnitt 1.3 stellen wir die Ergebnisse aus der Arbeit [47] von C. Me-
nini und M. Zuccoli sowie aus unser gemeinsamen Arbeit [45] vor, die fiir
unsere Betrachtungen relevant sind. Wir charakterisieren in 1.3.3 treu-flache
H-Galois-Erweiterungen iiber beliebigen Grundringen als solche, bei denen
wir eine natiirliche (sprich durch den Hom’ (A, —)-Funktor induzierte) Aqui-
valenz zwischen den Kategorien M und M 4con vorliegen haben. In 1.3.4
geben wir ein Beispiel einer flachen, nicht treu-flachen H-Galois-Erweiterung.
Das beantwortet eine Frage von C. Menini nach der Existenz einer solchen
Erweiterung. Bis hierhin sind die Ergebnisse im wesentlichen bekannt und
dienen als Einfiihrung in den Problemkreis.

In Abschnitt 1.4 beweisen wir das Theorem I aus dem Artikel [58] von Schnei-
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der, welches in der direkten Folge das Theorem iiber affine Quotienten von
Oberst aus [51] auf den Fall nicht-kommutativer Hopfalgebren (mit bijektiver
Antipode) verallgemeiernt. Wir geben einen neuen Beweis und kénnen das
Resultat in verschiedene Richtungen erweitern.

Besonders interessant ist in diesem Zusammenhang die Kennzeichnung der
Generatoreigenschaft von A ® H in M¥ in 1.4.1 und die neue Kennzeich-
nung eines totalen Integrals in 1.4.7, die neue Aspekte in die Theorie der
H-Erweiterungen bringen. Die Beweise dieser Ergebnisse zeigen sehr schén,
wie die ” Trivialitdt” (die sich aus dem Fundamentalsatz fiir Hopfalgebren er-
gibt) der Kategorie der Hopfmoduln ausgenutzt werden kann, um Aussagen
iiber (A-H)-Bimoduln zu erzielen. Durch diese Resultate wird der Beweis
der Hauptresultate 1.4.9 und 1.4.11 sehr vereinfacht.

In Abschnitt 1.5 untersuchen wir Ko-Frobenius-Hopfalgebren. Hier sind wir
in erster Linie an der Kennzeichnung einer Ko-Frobenius-Hopfalgebra als
Generator in der Kategorie der Links- oder Rechts-H-Komoduln interes-
siert. Dieser Teil motiviert sich durch die Tatsache, dafl wir zuerst bei der
trivialen H-Komodulalgebra R untersuchen wollen, wann der Subgenerator
H ~ R®g H in M% ein Generator ist, da sich diese Tatsache als bedeut-
sam fiir die Theorie in Abschnitt 1.4 herausgestellt hat. Ausgehend von
der Kennzeichnung einer Ko-Frobenius-Hopfalgebra iiber einem Koérper aus
dem Theorem von Lin-Larson-Sweedler (1.5.1) benutzen wir lokal-global Ar-
gumente, um dieses Ergebnis in 1.5.12 auch fiir einen Grund-QF-Ring zu
erhalten. Auf dem Weg dorthin ist der Satz 1.5.10 bemerkenswert, der zeigt,
daB eine Hopfalgebra H, die Generator in der Kategorie M¥ der Rechts-H-
Komoduln ist, schon eine bijektive Antipode Sy besitzt, wenn nur H iiber
R projektiv und der Grundring R artinsch ist.

In Abschnitt 1.6 erkldren und verallgemeinern wir die Hauptergebnisse aus
dem Artikel [20] von Cohen, Raianu und Westreich. Unser Hauptresultat ist
hier 1.6.14. Bei Vorhandensein eines totalen Integrals t : H — A stellt es
fiir eine Unterhopfalgebra K C H einen Zusammenhang her zwischen der H-
Erweiterung A" C A und der assoziierten K-Erweiterung A2 ¢ AOyLK.
Falls K das Koradikal von H enthilt, so ist A°? C A genau dann eine
H-Galois-Erweiterung, wenn dies fiir A°# c AOzK gilt.

Im Fall K = R[G], wobei G die Gruppe der gruppenihnlichen Elemente ist,
war dies iiber einem Grundkérper R in [20] untersucht worden. Wihrend
in [20] ein Beweis iiber die Koradikal-Filtrierung der Hopfalgebra gefiihrt
wird, benutzen wir rein funktorielle und modultheoretische Uberlegungen.
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Die Ergebnisse aus [20] erhalten wir in 1.6.15 als Korollar aus Theorem
1.6.14. Auch die Theoreme 3.1 und 4.2 aus [53] kénnen wir erweitern.
Dort werden Semi-Invarianten einer H-Komodulalgebra A iiber einer endlich-
dimensionalen Hopfalgebra H studiert und fiir kohalbeinfaches H wird der
erste Teil unseres Theorems [20] erzielt. Neu an unseren Untersuchungen
ist Satz 1.6.4. Dort wird das Studium der K-Semi-Invarianten funktoriell in
die Adjunktion der (A-H)-Bimoduln aus 1.1.15 eingebunden. Zum Abschluf}
dieses Teils geben wir in 1.6.16 noch ein Gegenbeispiel zu Theorem 2.8 aus
[12].

Das zweite Kapitel behandelt den dualen Fall einer H-Wirkung auf einer
Koalgebra €, so dafl die Wirkung mit der Koalgebra-Struktur vertriglich
ist. Wir erkldren zuerst die Modulkategorie der (H-C)-Bimoduln, die in
diesem Zusammenhang die interessanten Eigenschaften reflektiert. In 2.1.6
definieren wir den Funktor — ® 5 R : M% — M und die Faktor-Koalgebra
C := C @y R der Koinvarianten von C und zitieren in 2.1.7 die natiirliche
Adjunktion zwischen den Kategorien M und MF, die durch den Funktor
der Koinvarianten induziert wird. Dies dient zur Einfiihrung.

Das Neue an unseren Untersuchungen ist, dal wir auch in dem dualen Fall
die Adjunktion zwischen den Kategorien M$ und MY iiber einen kleinen
Umweg (vgl. 2.2.2) als eine Adjunktion verstehen kénnen, die in der Mo-
dultheorie ausgiebig untersucht wird - die Adjunktion der kontravarianten
Hom-Funktoren (vgl. [71, 45.10]). Wir zeigen, da der Funktor Hom%(—, C)
als Komposition der Funktoren — ® z R und Homg(—, R) verstanden werden
kann. Dadurch - anders als in Kapitel 1 - erzielen wir die interessanten Er-
gebnisse nur in dem Fall, in dem der Funktor Homg(—, R) ”besonders gute”
Eigenschaften (sprich Treuheit und Exaktheit) besitzt, also der Grundring
ein QF-Ring ist.

Durch diese Sichtweise reduziert sich unsere Betrachtung in Abschnitt 2.2,
in dem wir einen neuen Beweis fiir das Theorem IT aus [58] geben, auf das
Studium von Injektivitits- und Kogenerator-Eigenschaften der Koalgebra C'
in der Kategorie M$ der (H-C)-Bimoduln, bzw. in der Kategorie M. In
2.2.12 definieren wir Ko-Galois-Erweiterungen C — C und erkliren, welche
modultheoretische Bedeutung diese Definition hat.

In Abschnitt 2.3 haben wir die Ergebnisse aus Abschnitt 1.6 dualisiert.
Bei einer Surjektion von Hopfalgebren 7 : H — L bringen wir dort eine
Ko-Erweiterung der Form C — C in Beziehung zu der assoziierten Ko-

10
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Erweiterung C ®y L — C. Bei Vorhandensein eines totalen Kointegrals
k: C — H (vgl. Definition 2.2.13) kénnen wir in dem Fall, daf eine Algebra-
surjektion L — H/Jac(H) existiert, zeigen, daf§ die Ko-Erweiterung C' — C
genau dann ko-galoisch ist, wenn dies fiir die Ko-Erweiterung C @5 L — C
gilt. Auch hier verwenden wir funktorielle Uberlegungen und modultheore-
tische Schluflweisen.

In Kapitel 3 schliellich betrachten wir die Probleme bei der Quotiententheo-
rie fiir Hopfalgebren aus unserer Sichtweise. Fiir eine Unterhopfalgebra K in
einer Hopfalgebra H gibt es im allgemeinen keine Hopfalgebra, die als Quo-
tient dieser Einbettung anzusehen wire. Es existieren Faktorobjekte von H,
die noch die Struktur einer Faktor-Koalgebra tragen, nimlich H := H ®x R
und H = R®k H.

In den Grundlagen erkldren wir die Konzepte der (einseitigen) Normalitét
einer Einbettung von Hopfalgebren und erklidren, warum sich die Untersu-
chungen aus den Kapiteln 1 und 2 eignen, um die Probleme auf dem Gebiet
der Quotiententheorie zu untersuchen. Wir kénnen die Ergebnisse aus [59]
anders verstehen und in speziellen Fillen einige neue Kennzeichnungen und
Hinweise geben.

Meinem Lehrer Prof. Dr. Robert Wisbauer méchte ich von ganzem Herzen
fiir die vielen Anregungen und die Gespréiche danken, die wir iiber die hier
vorgestellten Probleme gefiihrt haben. Wichtiger als diese aber waren fiir
mich seine stdndige Gespréchsbereitschaft und seine ruhige Art, Mathematik
zu vermitteln, aus der ich viel gelernt habe. Auch dafiir bedanke ich mich
ganz herzlich.

Mein Dank gilt auch Prof. Pepe Gomez Torrecillas, der mir in Granada im-
mer wieder interessante Anregungen gab. In diesem Zusammenhang danke
ich auch dem DAAD, der den wissenschaftlichen Austausch mit der Univer-
sitdt von Granada im Rahmen des Forschungsprojekts Acciones Integradas
gefordert hat.

Ich danke auch ganz herzlich Prof. Claudia Menini, die sich mit mir in Ferrara
und Bonn viele Gedanken iiber die Arbeiten von Prof. Y. Doi gemacht hat.
Dabei danke ich auch der Universitéit von Ferrara, die mir einen Aufenthalt
am dortigen mathematischen Institut ermdoglichte.
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PRELIMINARIEN

Preliminarien

In diesem Abschnitt tragen wir einige Notationen und Ergebnisse (ohne Be-
weis) zusammen, die in der ganzen Arbeit Verwendung finden.

R ist immer als ein kommutativer, assoziativer Ring mit Eins vorausgesetzt.
Alle Tensorprodukte, die keinen Index tragen, sind als Tensorprodukte iiber
R zu verstehen. Ebenso bedeutet ”linear” ohne weitere Spezifikation im
folgenden immer ” R-linear”.

Fiir eine assoziative R-Algebra Ar mit Eins bezeichnen wir die Kategorie
der unitéren Links- (resp. Rechts-) A-Moduln mit 4 M (resp. M ,). Fiir die
(Rechts-) A-Modulstrukturabbildung auf einem A-Modul M verwenden wir
die Bezeichnung py : M ® A — M. Das Zentrum von A bezeichen wir mit
Z(A), also

Z(A) :={a€ A|ab=ba fir alle b € A}.

Ist 4M ein unitérer Links-A-Modul, so bezeichnen wir mit o[4M] die vol-
le Unterkategorie von A-Mod, deren Objekte die von M suberzeugten A-
Moduln sind, also die A-Moduln U, die Untermodul eines M-erzeugten Mo-
duls sind. Fiir eine umfassende Darstellung der Theorie der Kategorien vom
Typ o[4M] verweisen wir auf [71] und [72].

Fiir eine koassoziative R-Koalgebra Cgr bezeichnen wir die Kategorie der
kounitiiren Rechts- (resp. Links-) C-Komoduln mit MY (resp. “M). Ist
N ein Recht-C-Komodul, so schreiben wir fiir die R-lineare Komodulstruk-
turabbildung py : N — N ® C. Fiir die grundlegenden Definitionen fiir
R-Koalgebren und R-Hopfalgebren iiber einem Grundring R und eine gute
Einfithrung in die Theorie verweisen wir auf [73, chapter 2], [74] und auf [15,
chapter 7].

Ist C'g eine R-Koalgebra mit Komultiplikation A, so benutzen wir die fol-
gende Variante der Sweedler-Notation [64] fiir die Wirkung der Komultipli-
kation auf ein Element ¢ € C, d.h. wir benutzen folgende Darstellung fiir
das Element A¢(c) € C® C:

Ac(e) =D ca) ® ¢y

Héaufig wollen wir die Voraussetzungen so vorgeben, dafl die Kategorie der
Rechts-C-Komoduln iiber einer R-Koalgebra C' mit der Kategorie der von
C suberzeugten Links-C*-Moduln identifiziert werden kann, daf also M¢ =

13
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o[c+C] gilt. Hinreichend dafiir ist, dal C' die sog. a-Bedingung erfiillt, d.h.
daf fiir alle R-Moduln M die R-lineare Abbildung

ay @ M ® C — Homg(Hompg(C, R), M), m®c+— [f+— f(c)m]

injektiv ist. Dies ist z.B. der Fall, wenn C iiber R projektiv ist (vgl. [74]
oder [30]).

Ist C eine Koalgebra iiber R und ist pp; : M — M ®C' ein Rechts-C-Komodul
und py : N — C ® N ein Links-C-Komodul, so ist das Kotensorprodukt
MOeN von M und N iiber C' erklart als Kern der R-linearen Abbildung

Y=py®id—idR@py : MRQIN - MRC R N,
also durch die exakte Folge von R-Moduln
0—MOcN—>M@N5>M@C®N.

Eine Analyse der elementaren Eigenschaften des Kotensorproduktes zweier
C-Komoduln fiir eine R-Koalgebra C iiber einem Grundring R findet sich
in [2, Kapitel 2|. Insbesondere werden wir fiir einen Rechts-C-Komodul N
hiufig den Kotensor-Funktor NOg— : “M — Mp betrachten. Wir nennen
einen Modul N € MY (treu-) koflach, wenn der Funktor NOg— (treu-)
exakt ist.

Ist py : N - N ® C ein Rechts-C-Komodul und n € N, so verwenden wir
fiir die Darstellung des Elementes py(n) € N ® C die Schreibweise py(n) =
2210 @ 1)-

Ist C eine R-Koalgebra und A eine R-Algebra, so konnen wir den R-Modul
Hompg(C, A) mit der Struktur einer assoziativen R-Algebra versehen. Dies
geschieht durch die Festlegung der Multiplikation

fxg(c):= Zf(c(l)) - g(cy) fir f,g € Homg(C, A),c e C.
Die Multiplikation * heifit das Konvolutionsprodukt auf Homg(C, A).

Sei H eine R-Hopf Algebra mit Multiplikation p g, Einheit 15, Komultiplika-
tion Ay, Koeinheit ey und Antipode Sy. Wenn keine Unklarheiten auftreten
kénnen, werden wir den Index weglassen.

Sind M, N Rechts-H-Komoduln iiber H, so konnen wir das Tensorprodukt
M ® N mit der trivialen von N induzierten Rechts- H-Komodulstruktur ver-
sehen, also

Pireny =idy ®py: M ®N - M Q N @ H.
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PRELIMINARIEN

Da H eine Hopfalgebra ist, existiert eine weitere, die sogenannte (ko-)diagonale
Komodulstruktur auf dem Tensorprodukt:

pﬁ/[@)N TMON—->M®NQH, m®nr—>Zm(0)®n(o)®n(1)n(1).

Wenn es uns angebracht erscheint und Mifiverstindnisse vermieden werden
sollen, werden wir das Tensorprodukt M ® N, wenn es mit dieser Komodul-
struktur versehen ist, mit M ®° N bezeichnen.

Analog werden wir, wenn wir es fiir nétig halten, das Tensorprodukt zweier
Rechts-H-Moduln U und V', wenn wir es mit der diagonalen H-Modulstruktur

Mgy (URV)QH UV, u®u®hr Y uhg) @ vhg
versehen, mit U ®,. V' bezeichnen.

Fiir eine Hopfalgebra H iiber einem Grundring R gilt das Fundamental-
Theorem fiir Hopfmoduln, welches besagt, dafi die Kategorien der (H, H)-
Bimoduln und der R-Moduln iiber den Funktor der Koinvarianten dquivalent
sind. Fiir eine Darstellung dieses Resultats vergleiche man [60, Theorem
2.1]. Ist H iiber R flach, so ist die Kategorie der Rechts- oder Links-H-
Komoduln eine Grothendieck-Kategorie (vgl. [73]). In diesem Fall ist auch
die Kategorie der Hopfmoduln eine Grothendieck-Kategorie und H ist ein
projektiver Generator fiir die Kategorie der Hopfmoduln.

Die Antipode S von H definiert einen kanonischen Funktor S : M —s M,
der einem Links-H-Komodul py : U — H ®z U den Rechts-H-Komodul U*
mit H-Komodulstruktur

pus = (id® S)oTopy : U — U’ ®@g H

zuordnet und die Morphismen unverdndert 148t. Ist die Antipode S bijektiv
mit inverser Abbildung S, so ist S eine kategorische Aquivalenz mit inversem
Funktor S : M — HAq,

py:V —=>V@rH +r— PSVZ(S@’M)OTOWV:Sv—’H®RSV‘

Seien C und D Kategorien und F : C — D ein (ko- oder kontravarian-
ter) Funktor, der rechts adjungiert ist zum Funktor G : D — C. Wir
nennen ein Objekt A € C (F,G)-statisch, wenn der natiirliche Morphismus
G(F(A)) — A ein Isomorphismus in C ist. Wir nennen ein Objekt B € D
(F,G)-adstatisch, falls der natiirliche Morphismus B — F(G(B)) ein Iso-
morphismus in D ist. Wenn klar ist, welches Paar adjungierter Funktoren
gemeint ist, sprechen wir einfach nur von statischen und adstatischen Objek-
ten.






Kapitel 1

(A-H)-Bimoduln

In diesem Kapitel studieren wir die H-Kowirkung einer R-Hopfalgebra H
auf einer H-Komodulalgebra A. In den Abschnitten 1.1, 1.2 und 1.3 wer-
den die modultheoretischen Grundlagen erkliart. Wir tragen Ergebnisse aus
verschiedenen Artikeln (neben anderen [73], [58], [25], [23], [47], [45], [36])
zusammen, um zuerst den Stand der Theorie darzustellen. Danach, im we-
sentlichen beginnend mit Abschnitt 1.4, kénnen wir darauf aufbauend neue
Ergebnisse vorstellen.

1.1 Grundlagen

H sei im folgenden eine koassoziative, kounitire R-Hopfalgebra mit Antipo-
de S. Sei A eine Rechts-H-Komodul Algebra, d.h. A ist eine R-Algebra mit
Multiplikation ps : A ®g A — A und Einheit 14 und A ist ein Rechts-H-
Komodul mit Strukturabbildung g4 : A - A®g H, so dafl p4 ein Algebren-
morphismus ist.

In dieser Situation ist die Kategorie der (A-H)-Bimoduln ein natiirliches
Objekt, und die Eigenschaften dieser Kategorie sind eng mit den Eigenschaf-
ten von A verkniipft. Kategorien vom Typ M¥ wurden und werden als
Verallgemeinerung von relativen Hopfmoduln (man vgl. [23]) ausgiebig stu-
diert. Heute wird das Studium solcher Kategorien unter dem allgemeineren
Konzept der Doi-Koppinen-Kategorien (siehe z.B. [11]) oder unter Komodul-
Kategorien von Koringen (z.B. [31]) betrieben. Trotzdem gehen bei diesen
Verallgemeinerungen wesentliche Eigenschaften verloren. Dies ist fiir uns
auch ein Grund, zuerst einmal die Modultheorie im ”einfachen” Fall der (A-
H)-Bimoduln zu verstehen.
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KAPITEL 1. (A-H)-BIMODULN

In diesem Abschnitt fithren wir die Kategorie der (A-H)-Bimoduln ein, zei-
gen, daf} sie als Modulkategorie vom Typ o[M] aufgefait werden kann, und
erkldren die natiirlichen Adjunktionen, die durch die Vergi-Funktoren indu-
ziert werden.

Ist N ein Rechts-A-Modul, so kénnen wir N ® g H als Rechts-A ® g H-Modul
auffassen durch (n® h)(a ® k) := na ® hk und als Rechts-A-Modul auffassen
durch, (n® h) -a:= (n® h)oa(a).

1.1.1 Definition. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H-Komo-
dulalgebra tber R.

(1) Ein R-Modul M heifit rechts (A-H)-Bimodul, wenn pp : M@grA — M
ein Rechts-A-Modul, opr : M — M ®g H ein Rechts-H-Komodul, und
zudem oy A-linear ist, d.h.

ov(ma) = o (m) - a (= omr(m)oa(a)) fiirme M, a € A.

Aquivalent dazu ist, daff par rechts H-kolinear ist, wobei M ®% A die
diagonale Komodul-Struktur tragt.

(2) Mit MY bezeichnen wir die Kategorie, deren Objekte die (A-H)-Bimoduln

sind und deren Morphismen zwischen (A-H)-Bimoduln M und N die
linearen Abbildungen sind, die sowohl A-linear, als auch H-kolinear

sind. Die Menge der Morphismen zwischen M und N bezeichnen wir
mit Hom% (M, N).

Bemerkungen:

(1) MY ist eine additive Kategorie mit Kernen und Kokernen und ist
abgeschlossen unter (unendlichen) direkten Summen. M% ist eine
Grothendieck-Kategorie, wenn H iiber R flach ist (vgl. [73]).

(2) Wir kénnen auch die Kategorie der (links-rechts-)(A-H )-Bimoduln 4 M#
betrachten (vgl. [58, section 3]). Besitzt die Hopfalgebra H eine bi-
jektive Antipode Sy mit inverser Abbildung Sy, so ist auch die duale
Algebra H? eine Hopfalgebra (mit der gleichen Koalgebra-Struktur

wie H und Antipode Sz) und es gilt ;4 M7 = M.

Natiirlich kénnen wir einen (A-H)-Bimodul als A-Rechtsmodul oder als H-
Rechtskomodul betrachten, d.h. wir kénnen jeweils eine Struktur vergessen.
Umgekehrt kann man jedem A-Rechtsmodul und jedem H-Rechts-Komodul
in natiirlicher Weise einen induzierten (A-H )-Bimodul zuordnen.

Die nichsten Sitze zeigen, dafl dies funktoriell erreicht werden kann.
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KAPITEL 1. (A-H)-BIMODULN

1.1.2 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra mit Hg flach und A eine Rechts-H -
Komodulalgebra.

(1) Fir jeden Rechts-A-Modul N ist N g H ein (A-H)-Bimodul mit den
Strukturabbildungen

onegrg : N®rH — (NQrH)®rH, n®c— n® Ac,
Ungpr : (NQrH)®rA—> NQ®rH, n®c®a— (n® c)oa(a).

Fiir jeden (A-H)-Bimodul M ist die Strukturabbildung op : M —
M ®g H ein (A-H)-Bimodulmorphisms.

(2) Ist a: Ny — Ny ein (Epi-)Morphismus in M 4, dann ist die induzierte
Abbildung
O{®ZdH : N1 ®RH—>N2 ®RH

ein (Epi-)Morphismus von (A-H)-Bimoduln.

(8) Fiir jeden Rechts-H-Komodul L wird L ®% A zu einem (A-H)-Bimodul
mit den Strukturabbildungen

presa @ (L@®RA)@rA— LA I®a®b—I®ab,

orge,a @ L®RA— (LG A)®rH, 1®ar ) o) ® o @ lnaq.

Fiir jeden (A-H)-Bimodul M ist die Strukturabbildung pa : M @% A —
M ein (A-H)-Bimodulmorphismus.

(4) Ist B: Ly — Ly ein (Epi-)Morphismus von H-Komoduln, so ist
B®idy: L1 @3 A — Ly @4 A
ein (Epi-)Morphismus von (A-H)-Bimoduln.
Beweis. Das ist leicht zu verifizieren. (vgl. [24, Example 1.1, 1.2]).
Als eine erste Anwendung erhalten wir:

1.1.3 Korollar. Ist der Rechts-H-Komodul G ein Generator in M, dann
ist G ®% A mit den Strukturen aus 1.1.2,(3) ein Generator in M4 .

Beweis. Sei M ein (A-H)-Bimodul. Dann existiert ein Epimorphismus
7 : G® — M in M¥. Daraus erhalten wir einen induzierten Epimorphismus
in M¥

GM@A— M A— M.
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1.1.4 Bemerkung:

Nach 1.1.2 sind sowohl A®.H, als auch H®¢A Objekte in M. Man rechnet
nach, dafl im Falle einer bijektiven Antipode S von H mit inverser Abbildung
S die beiden Objekte in M isomorph sind durch den (A-H)-Isomorphismus

O:H®A— A®.H, h®ai—>2a(0)®ha(1),
der invers ist zur Abbildung a ® h — > hS(agu)) ® a()-

1.1.5 Definition. Sei A eine Rechts-H-Komodulalgebra. Wir bezeichnen
den Funktor, der bei einem (A-H)-Bimodul die H-Komodulstruktur vergifit,
mit U" : MY — M. Den Funktor, der die A-Struktur vergifit, bezeichnen
wir mit Uy : ME — MH.

1.1.6 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra mit Hg flach und A eine Rechts-H -
Komodulalgebra. Dann gilt:
(1) Der Funktor U : MHT — M4 ist links adjungiert zum Funktor

—Q®@prH: : My — MQI. Das bedeutet, daf fir M € MQI und N € My,
die Abbildung

Hom” (M, N ®p H) — Hom4(M,N), f— (id®¢)o f,
ein (in M und N funktorieller) R-Isomorphismus mit inverser Abbil-
dung h — (h ®id) o p ist.

(2) Der Funktor Uy : M — M ist rechts adjungiert zum Funktor

—®% A: M — M. Das bedeutet, daf fir N € M und M € M%
die Abbildung

Hom¥ (N @, A, M) — Hom" (N, M), g+ [n = g(n ® 1),

ein (in M und N funktorieller) R-Isomomorphismus mit inverser Ab-
bildung f +— pn o (f @ ida) ist.

Beweis. (1) Das ist leicht nachzuweisen (vgl. [74, 3.12]) oder [48]).

(2) ist dual zu (1).

Bemerkung: Es ist interessant zu bemerken, dafl Eigenschaften, die iiber die
Hom-Funktoren gekennzeichnet werden kénnen, wie z.B. Projektivitéts- oder
Generatoreigenschaften, durch diese Adjunktionen eng verkniipft werden.
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Ist beispielsweise N ein projektives Objekt (resp. ein Generator) in M%7,
dann ist N ®° A ein projektives Objekt (resp. ein Generator) in M#%. Das
gibt einen alternativen Beweis fiir 1.1.3.

Wir wollen nun verstehen, warum die Kategorie M der (A-H)-Bimoduln
als eine Kategorie vom Typ o[M| aufgefalt werden kann. Dazu bendtigen
wir die folgende Uberlegung.

Jeder Modul M € MH ist als Rechts-H-Komodul ein Links-H*-Modul.
Wenn wir die Rechts- A-Struktur als Links-Wirkung von A° auffassen, haben
wir insgesamt eine Linkswirkung

(AP@rH)Qr M - M, (a® f)@m— (14Q flomu(m-a).

Man kann leicht nachrechnen, dal M bzgl. der normalen Ringstruktur auf
A® Qg H* mit dieser Wirkung im allgemeinen kein Modul iiber diesem Ring
wird. Jedoch kann eine neue Multiplikation auf A”? ® p H* definiert werden,
so daf8 diese Linkswirkung eine Modulstruktur auf M induziert (vgl. [47,
Definition 3.3]).

1.1.7 Definition. Sei A eine Rechts-H-Komodulalgebra. Wir definieren auf
dem R-Modul A @z H* eine Multiplikation durch:

fir a,b € A, v,x € H* und a < 7 := [h — vy(ha)].

Damit wird AQr H* eine R-Algebra mit Einheit 1 s#tey, die wir mit AP#HH*
bezeichnen. Sie heifft das (linke) Smash-Produkt von A und H. Fiir die
Elemente a ® f € AP#H* schreiben wir a#tf.

Durch nachrechnen sieht man:

1.1.8 Lemma. Sei A eine Rechts-H-Komodulalgebra und die Hopfalgebra
H projektiv in R-Mod.

(1) Jeder (A-H)-Bimodul ist ein Links-A°?#H*-Modul und die (A-H)-
Bimodulmorphismen sind genau die A®# H*-Modul-Morphismen.

(2) Die Abbildungen
AP —y APHH* o — attey und H* — ALH k — 1 44k

sind Algebra-Morphismen. Insbesondere ist jeder Links-AP# H*-Modul
ein Rechts-A-Modul und ein links H*-Modul.
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KAPITEL 1. (A-H)-BIMODULN

Beweis. Wir verweisen auf [21] oder [47].

Es gibt noch ein Smash-Produkt, das im allgemeinen grofer ist als AP#H*.
Beachtet man die Bedeutung der Integrale fiir die Strukturtheorie, so scheint
es natiirlicher zu sein. Die folgende Definition findet man in [24, section 4].
Auch aus der Sichtweise der (schwachen) Koringe ist dieses Smash-Produkt
das natiirlichere Objekt (vgl. [75]).

1.1.9 Definition. Sei A eine Rechts-H-Komodulalgebra. Wir definieren auf
dem R-Modul Hompg(H, A) eine Multiplikation durch:

Frg(h) = F9(hz) hwg(he) o),

fir f,g € Hom(H, A), h € H. Wir bezeichnen den R-Modul Hom(H, A)
mit dieser Multiplikation mit #(H, A) und nennen ihn das Doi-Koppinen-
Smashprodukt von A und H.

Bemerkung: Man beachte, da das Produkt % auf Hompg(H, A) im allge-
meinen verschieden ist vom iiblichen Konvolutionsprodukt auf Hompg(H, A).
Gleichheit gilt nur, wenn die Komodulstruktur auf A trivial ist (vgl. [24,
section 4]).

Der niichste Satz verallgemeinert [21, Lemma 2.10] von Grundkérper auf
Grundringe.

1.1.10 Satz. Sei H eine projektive R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H -
Komodulalgebra. Dann gilt:

Mil :O-[AOP#H*A®R H]:U[AOP#H*H(@%A],

also ist die Kategorie der (A-H)-Bimoduln die Unterkategorie der Links-
A®4H*-Moduln, die von A ®g H oder H ®% A suberzeugt werden.

Beweis. Nach 1.1.2 ist A®g H ein (A-H)-Bimodul, also ein A°?# H*-Modul.
Sei nun M € M und o : A®) — M ein Epimorphismus in M 4. Dann sind
die Abbildungen

a®id: (AQR HYW ~ AN @ H -+ M@ H and opy: M - M Qp H

Morphismen in M#. Das zeigt, da$ der Bimodul M von A®y H suberzeugt
wird.
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KAPITEL 1. (A-H)-BIMODULN

Um zu sehen, dafl auch H ®§, A ein Subgenerator fiir die (A-H)-Bimoduln
ist, iiberlegt man sich, da8 fiir jeden (A-H)-Bimodul M der Modul M ®z H
als Rechts-H-Komodul von H erzeugt wird, da er die rechts triviale Ko-
modulstruktur trigt. Nun induziert ein H-Komodulepimorphismus H®) —
M ®pg H nach 1.1.2 einen Bimodulepimorphismus

(He AW ~ HM @° A - (M ® H) ®% A.

Da gp : M — M ®@g H R-zerfallend ist, erhalten wir nach Tensorieren mit A
eine Einbettung M @4 A C (MQrH)®% A in M. Aber pup - M@%A — M
ist ein Epimorphismus in M#, woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung: Die natiirliche Abbildung

©: APH#H* — #(H,A), O(a#f)(h):= a((h)f)

ist ein Algebra-Morphismus. Ist H iiber R projektiv, so kann man A?#H*
als (dichte) Unteralgebra von #(H, A) auffassen. Dann stimmen die Kate-
gorien M# und o[y 1A ® H] iiberein (siche z.B. [73]). Das bedeutet, wir
konnen die (A-H)-Bimoduln auch als eine Unterkategorie von #(H, A)-Mod
auffassen. Dann werden (totale) Integrale ¢t : H — A (vgl. 1.4.5) spezielle
Elemente des Ringes, iiber dem die Bimoduln betrachtet werden.

Von besonderem Interesse sind natiirlich die Unterbimoduln von A selber.

1.1.11 Definition. Sei H dber R-flach. Ein (Rechts-)Ideal I C A heifst
H-kostabil, wenn ps(I) CI® H gilt, wenn I also ein H-Unterkomodul von
A ust.

Bemerkung:

(1) Die M¥-Untermoduln von A sind genau die Rechtsideale I C A, die
H-kostabil sind.

(2) A ist zyklischer (also insbesondere endlich erzeugter) A°# H*-Modul
durch den A°?# H*-Epimorphismus
m: APH#H* — A
aftf v+ af(ln).

Um die Struktur von A als A-H-Bimodul untersuchen zu konnen, ist die
folgende Begriffsbildung entscheidend.
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1.1.12 Definition. Fiir einen Modul M € MY definieren wir die Menge
der Koinvarianten von M durch

Me" =Ime M| py(m)=m®e 1y}

Speziell fiir die Koinvarianten von A benutzen wir die Bezeichnung
B:=A“"={a€ Al psla) =a® 1y}

Bemerkung: Der Endomorphismenring (End’ (4), -) von A als A-H-Bimodul
wirkt von rechts, da wir die Morphismen von rechts an die Elemente aus
A schreiben. Falls man die Morphismen von links an die Elemente aus A
schreibt, und fiir die Komposition die Schreibweise f o g(a) := f(g(a)) be-
nutzt, so wirkt (End’{(A),0) = (End¥ (A4),-)°? natiirlich von links auf A.

Der nichste Satz zeigt, dafl die Zuordnung der Koinvarianten zu einem Bi-
modul funktoriell ist und dafl sich dieser Funktor insbesondere mit dem
Hom/{ (A, —)-Funktor identifizieren 148t. Damit wird die Unteralgebra B
der koinvarianten Elemente von A gerade mit dem Endomorphismenring
(End% (A), o) identifiziert (also wirken die Elemente aus B von links als En-
domorphismen auf A).

1.1.13 Definition. Sei H eine R-Hopfalgebra. Ist A eine Rechts-H-Komo-
dulalgebra und B = A" die Unteralgebra der Koinvarianten, so nennt man
die Ringerweiterung B C A eine H-Erweiterung.

1.1.14 Satz. Sei H eine als R-Modul projektive R-Hopfalgebra und A eine
Rechts-H-Komodulalgebra mit B :== A®". Dann gilt:

(1) Fiir jedes M € MY induziert der Auswertungshomomorphismus einen
funktoriellen R-Isomorphismus

¢ar - Hom{ (A, M) — M*H, f i f(14)
mit inverser Abbildung wyr : m — [a— (¢ @ eg)m).
(2) Speziell erhilt man einen R-Algebrenisomorphismus

¢4 (Endf(A),0) ~ B.

(3) M st ein Rechts-B-Untermodul von M und ¢y ist ein rechts B-
Modulmorphismus.
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Beweis. [45, 2.1] oder [47, 3.15].

Bemerkung: Ein A?# H*-Untermodul U C A ist genau dann voll invari-
anter Untermodul, falls B-U = U gilt, da die Elemente aus B als Endomor-
phismen von A in M auf A von links wirken. Speziell ist jedes zweiseitige
Ideal in A voll invariant. Ist A kommutativ, so ist damit jeder A°P# H*-
Untermodul von A voll invariant.

Der nachfolgende Satz ist entscheidend fiir unsere Untersuchungen. Es ist
Satz 2.2 in [25].

1.1.15 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra mit Hg projektiv und A sei eine
H-Komodulalgebra mit B :== A" . Dann bilden die Funktoren

—QpA: Mp— MY und Homf(A,-): M - Mg

ein adjungiertes Funktor-Paar. Das bedeutet, daff fiir M € Mp und N €
M die Abbildung

Hom® (M ®p A, N) = Homp (M, N"), f s [m— f(m @5 14)],

ein (in M und N funktorieller) R-Isomorphismus mit inverser Abbildung
h— [m ®pg a— h(m) - a] ist.

Beweis. Das ist nun klar, da wir die Unteralgebra der Koinvarianten B C A
gerade als den Endomorphismenring von A als (A-H)-Bimodul identifiziert
haben. Also ist die Aussage eine Instanz der natiirlichen Adjunktion von
Hom- und Tensor-Funktor (vgl. [71, 45.8]).

An dieser Stelle konnen wir schon den Begriff der Galois-Erweiterung einfiihren.
Dazu die niichste Definition aus [49, 8.1.1] samt Bemerkungen.

1.1.16 Definition. Sei H eine R-Hopfalgebra und B C A eine H-Erweiterung.
Wir nennen die Erweiterung B C A H-galoisch oder eine H-Galois-Erweiterung,
wenn die natirliche Abbildung

B:A®pA—AQH, a®zbr Y abg) @by

ein Isomorphismus ist.
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Bemerkungen:

(1) Man rechnet leicht nach, da8 die Abbildung 3 ein Morphismus in M#
ist.

(2) Der Terminus ”Galois-Erweiterung” geht auf die Arbeiten von Chase
und Sweedler aus den spéten 60er Jahren zuriick (siehe [17]), in denen
sie die Galois-Theorie fiir Gruppenwirkungen auf kommutativen Rin-
gen auf Hopfalgebra-Kowirkungen verallgemeinert haben. Einen guten
Uberblick gibt [49, chapter §].

(3) Im Fall einer Korpererweiterung k C F = EY C E, wobei eine endli-
che Gruppe G auf E via Automorphismen operiert, ist F' C E genau
dann eine (kG)*-Galoiserweiterung in unserer Sprechweise, wenn es ei-
ne klassische Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G ist, also wenn
[E : F] = |G| gilt (vgl. [49, 8.1.2]).

Die Bedeutung der Definition wird verstindlicher, wenn man sich iiberlegt,
dafB sich 8 mit dem folgenden Auswertungshomomorphismus in M# identi-
fizieren 188t (vgl. dazu auch [45, 2.3]):

1.1.17 Lemma. Sei H eine R-Hopfalgebra mit Hr projektiv und B C A
eine H-Erweiterung. Dann ezistieren fir M € MY natiirliche (A-H)-
Morphismen

Uy Homi (A, M) ®@p A —- M, f®aw— fla) und
ﬁMCMCOH(X)BA—)M, m&p a— ma,

die durch das folgende kommutative Diagramm verbunden sind:

Homf{(A, M)®p A oM f®a = fla)
lonwid | + I
M coH ®p A ﬂg M f(].A) ®pa +— f(lA)a7

wobet ¢pr ® 1d nach 1.1.14 ein R-Isomorphismus ist.

Bemerkung: In unserer Sprechweise ist eine H-Galoiserweiterung also eine
H-Erweiterung, bei der das Objekt A ® H in M statisch ist beziiglich der
natiirlichen Adjunktion aus 1.1.15. Insbesondere ist die ” Galois-Abbildung”
B = Bagn bis auf Isomorphie gerade die Auswertung der (A-H)-Morphismen
von A nach A ® H. Dabei benétigen wir die Feststellung, daf fiir die Koin-
varianten von A ® H wegen 1.1.6,(1) gilt: (A ® H)*H ~ A.
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1.2 Der endliche Fall

Hopf-Galois-Erweiterungen wurden zuerst fiir endliche Hopfalgebren H (d.h.
iiber R endlich erzeugt und projektiv) und fiir kommutative R-Algebren A
untersucht (vgl. [36] und [69]). Auch wenn in der Definition einer Hopf-
Galois-Erweiterung, die Kreimer und Takeuchi geben, die kanonische Ab-
bildung 8 nur surjektiv zu sein braucht, iiberlegt man sich leicht, daf} bei
endlich erzeugt, projektivem H (3 automatisch bijektiv wird, falls es surjek-
tiv wird (bei endlich erzeugt projektivem H ist A ® H immer Generator in
MH und die Antipode von H ist bijektiv nach [54]. Nun verfolge man die
Argumentation aus 1.4.8).

Den wesentlichen Unterschied im Fall, dal H iiber R endlich erzeugt und
projektiv ist, zum allgemeinen Fall zeigt das néichste Lemma. Denn dann ist
die Kategorie der Bimoduln M¥ die volle Modulkategorie iiber dem Smash-
Produkt A4 H*. Wir zitieren [15, Proposition 8.1.2].

1.2.1 Lemma. Sei A eine H-Komodulalgebra und die Hopfalgebra H tiber
R endlich erzeugt und projektiv. Dann gilt A°’#H*-Mod = M%.

Fiir endlich erzeugt, projektives H beschreibt der néchste Satz nicht-kommu-
tative H-Galois-Erweiterungen A«# C A. Es ist Satz 1.1 in [69] verbunden
mit [36, 1.7, 1.8]. Man bemerke, dafi im endlichen Fall die Galois-Eigenschaft
genau einer Generator-Eigenschaft entspricht.

1.2.2 Satz. Sei H eine tber R endlich erzeugte, projektive Hopfalgebra und
A°H C A eine H-Erweiterung. Dann sind dquivalent:
(a) B:AQpen A= AR H, a®pcom b= abe) ® by ist surjektiv;

(b) A« C A ist eine H-Galois-Erweiterung, d.h. B ist ein Isomorphis-
mus;

(c) A st links (oder rechts) endlich erzeugt, projektiv iiber A" und es gibt
einen Algebrenisomorphismus AP# H* ~ End gecon (A);

(d) A ist ein Generator in AP#H*-Mod = M%.
Beweis. Das wird in [69, Satz 1.1] und [36, 1.7 und 1.8] bewiesen.

Ist man zudem noch an kommutativen Galois-Erweiterungen interessiert -
oder setzt zumindest voraus, dal der Ring der koinvarianten Elemente kom-
mutativ ist, so reicht die Galois-Eigenschaft von A°" C A schon aus, um die
Adjunktion aus 1.1.15 zu einer Aquivalenz zu machen.
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Wir halten dazu das folgende Resultat fest, welches im wesentlichen [36,
1.10] ist. Wir erkléren hier zusétzlich nur die modultheoretischen Charakte-
risierungen (Kennzeichnung (d) und (e)), um unsere spéteren Ergebnisse zu
motivieren. Ein dhnliches Ergebnis findet sich auch in [76, Theorem 2.1].

1.2.3 Satz. Sei H eine tber R endlich erzeugte, projektive Hopfalgebra und
A" A eine H-Erweiterung mit A" kommutativ. Dann sind dquivalent:

(a) A" C A ist eine (treu-flache) H-Galois-Erweiterung;
(b) A ist links (oder rechts) treu-flach iber A und 3 ist surjektiv;
(c) A®H st direkter Summand von A in M eon und (3 ist surjektiv;

(d) A ist ein Generator in MY ;

(e) A ist ein projektiver Generator in MH.

Beweis. Wir zeigen nur (d) = (e) und verweisen fiir die restlichen Kenn-
zeichnungen auf 1.2.2 und [36, 1.9 und 1.10].

Ist A" kommutativ und A ein Generator in M#, dann ist A econ endlich
erzeugt und projektiv, denn M% ist eine volle Modulkategorie (nach 1.2.1).
Nun ist wegen 14 € A jedoch A jcor ein treuer Modul in M 4eor und mit der
Kommutativitét folgt aus [71, 18.11], daBl A 4con €in Generator in M yeor ist.
Also ist A iiber dem Endomorphismenring End 4eon (A) endlich erzeugt und
projektiv. Aus dem Dichtigkeits-Satz (vgl. [71, 15.7]) folgt nun, dal A auch

in M projektiv ist.

Bemerkungen:

(1) Dieser Satz findet insbesondere Anwendung bei Galois-Erweiterungen,
deren Koinvarianten trivial (also isomorph zum Grundring) sind. Sol-
che Erweiterungen werden z.B. in [18] betrachtet.

(2) Beispiel 2.17 in [70] zeigt, dafl im nicht-kommutativen Fall H-Erwei-
terungen A°? C A einer endlich dimensionalen Hopfalgebra H iiber
einem Korper k existieren mit der Eigenschaft, dafi A iiber A« treu-
flach ist, jedoch A kein Generator in M¥ ist.

Soweit die "endliche Theorie” - wir sind im weiteren jedoch an H-Galois-
Erweiterungen A“# C A fiir Hopfalgebren H interessiert, die nicht notwen-
digerweise endlich erzeugt iber dem Grundring sein miissen.
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1.3 A als A-H-Bimodul

In diesem Abschnitt untersuchen wir Projektivitdts- und Generatoreigen-
schaften von A als (A-H)-Bimodul und diskutieren die Ergebnisse aus [47]
und aus [46]. Am Ende dieses Abschnitts geben wir in 1.3.4 ein Beispiel
einer flachen, nicht treu-flachen Hopf-Galois-Erweiterung. Von besonderem
Interesse sind fiir uns dabei H-Galois-Erweiterungen, da in diesem Fall A
ein Subgenerator fiir die Kategorie M% ist. Dies gilt allgemeiner schon fiir
solche H-Erweiterungen, bei denen die kanonische Abbildung 8 nur surjektiv
ist, wie das nichste Lemma zeigt.

1.3.1 Lemma. Sei A eine H-Komodul-Algebra und B = A®H wobei H
eine iber R projektive R-Hopfalgebra bezeichnet. Falls die kanonische Abbil-
dung

5:A®BA—>A®H, a®Bbl—>(a®1A)pA(b)

surjektiv ist, dann gilt o] aep i A] = MY

Beweis. Das ist klar, da die kanonische Abbildung S bis auf Isomorphie
gerade der Evaluation der Morphismen von A nach A ® H entspricht (vgl.
1.1.17). Also entspricht die Surjektivitiat von 5 der Tatsache, dal A ® H von
Ain MT erzeugt wird. Dann gilt aber o[ goppr< A] = 0 gorprr-AQ H) = MH

Wir geben in den néchsten beiden Sitzen im Fall eines Grundringes R und ei-
ner H-Erweiterung A" C A mit Hp projektiv eine Darstellung der Hauptre-
sultate aus [47] und aus unserer gemeinsamen Arbeit [46]. Im wesentli-
chen kann man die gleiche Argumentation beibehalten wie in [47]. In 1.3.2
werden flache H-Galois-Erweiterungen durch eine Generator-Eigenschaft ge-
kennzeichnet und in 1.3.3 werden treu-flache H-Galois-Erweiterungen A%? C
A als solche H-Erweiterungen gekennzeichnet, bei denen der Funktor (—)#
eine Aquivalenz beschreibt.

1.3.2 Satz. Sei A eine H-Komodulalgebra und Hg projektiv. Dann sind
dquivalent:

(a) A ist Generator in MH;
(b) der Funktor Hom% (A, —) : M¥ — Mod-A%¥ ist treu;

(c) die Abbildung By : M®" @ geon A — M, m ® a — ma ist fiir jeden
Modul M € MY ein Isomorphismus;
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(d) die Abbildung Uy, : Hom’ (A, M) ® geon A — M, f ® a > f(a) ist fiir
jeden Modul M € M ist ein Isomorphismus;

(e) die Abbildung B: A®geon A —> AQrH, a®b+— (a®1y)oa(b) ist ein
Isomorphismus, d.h. scon A ist H-Galois, und gcom A ist flach.
Beweis. (a) < (b) Das gilt allgemeiner in Grothendieck-Kategorien (vgl.
[71, 13.6]).
(a) < (d) wird in [47, Theorem 2.2 und 2.3] bewiesen.
(c) & (d
=

(d) & (e

Der niichste Satz charakterisiert A als einen Progenerator (d.h. einen endlich

ist klar mit 1.1.17.

)
) Das wird in [47, 3.22] gezeigt. Vergleiche auch [46, 2.4].

erzeugten, projektiven Generator) in der Kategorie M. Wir beschreiben da-
mit also die durch den Hom% (A4, —)-Funktor induzierte Aquivalenz zwischen
M und A«E_Mod. Er charakterisiert wegen (d)(iii) auch sog. “treu-flache
H-Galoiserweiterungen” A®H C A.

1.3.3 Satz. Sei A eine H-Komodulalgebra und Hg projektiv. Dann sind
dquivalent:

(a) A ist Progenerator in MY ;
(b) der Funktor Homf (A, =) : M — Mod-A%®H ist eine Aquivalenz;
(c) der Funktor (=) : MY — Mod-A" ist eine Aquivalenz;
(d) A ist treu-flacher A°H-Modul und es gilt
(i) Bar @ M°" @yeon A — M, m ® a — ma ist fir jeden Modul

M € MT ein Isomorphismus, oder

() Wpr - Hom" (A, M) @ geor A — M, f @ a +— f(a) ist fiir jeden
Modul M € M ein Isomorphismus, oder

(i) B: AQ®peon A > AQrH, a®0b — (a® lg)oa(b) ist ein
Isomorphismus, d.h. scon A ist H-Galois.

Beweis. (a) < (b) Wir bemerken zuerst, dafl A immer endlich erzeugt in
M ist. Also folgt dieser Teil aus der Charakterisierung von Progeneratoren
in Modul-Kategorien (vgl. [71, 46.2]).

(b) & (c) ist klar mit 1.1.17.
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(a), (b)) = (d)(3) ist klar. Die Treu-flachheit von A als Links-A“*-Modul
folgt aus der Tatsache, dafl der zu Homf (A, —) inverse Funktor gerade der
Tensorfunktor — ® 4eor A ist. Die Isomorphie von §,; haben wir schon in
1.3.2 gesehen.

(d)() & (d)(i4) ist wieder 1.1.17.
(d)(id) = (d)(4is) ist Klar.

(d)(7i1) < (b) ist eine Instanz des (sehr allgemeinen) Barr-Beck-Theorems [4]
oder des treu-flachen Abstiegs (vgl. [44]). Ein Beweis fiir den hier betrach-
teten Spezialfall findet sich zum Beispiel in [45, 2.6].

An dieser Stelle ist es angebracht, ein Beispiel anzufiihren. Es klirt eine
Frage von C. Menini nach der Existenz einer flachen, nicht treuflachen Hopf-
Galoiserweiterung A" C A einer Hopfalgebra H. Es ist in [3] das Beispiel
in den Bemerkungen nach 1.10 und in [70] das Beispiel 1.13.

1.3.4 Beispiel. Sei R := Z,, A :== R®% und G = {id, ¢} die zyklische
Untergruppe von Aut(A), die erzeugt wird von ¢ € Aut(R) mit

1 00 1 00
eoM):=1010|M] 010
111 111

fir M € A. Sei H := (R[G])* die zur Gruppenalgebra R|G]| duale Hopfal-
gebra. Dann induziert die Gruppenwirkung von G C Aut(A) auf A eine
Links-Wirkung des Gruppenringes R|G|. Da R|G| endlich-dimensional ist,
entspricht diese Wirkung einer Rechts-Kowirkung von H auf A. Mit diesen
Strukturen gilt:

(1) A ist ein Generator in 4M*™ also flach iiber A®H.
(2) A ist nicht projektiv in oM™, also nicht treu-flach iber A<,

Beweis. Man iiberlegt sich zuerst, dal A durch die G-Wirkung zu einer
(Links-) R[G]-Modulalgebra wird (vgl. [49, Example 4.1.6]) und daf§ dies
einer Rechts-(R[G])*-Kowirkung entspricht (vgl. [49, Bemerkung vor 4.1.3)).
Wie in [49, 4.1.6] kann man A#H* = A#R|G| mit dem Schiefgruppenring
A x G identifizieren. Da H endlich dimensional ist, gilt 4 M = A#H*-Mod
= A x G-Mod (nach [49, Example 8.5.2]). In [70, 1.13] wird gezeigt, daf} A
in A x G-Mod ein Generator, aber nicht projektiv ist. Wegen 1.3.3 kann A
damit nicht treu-flach iiber A% sein.
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Bemerkungen:

(1) Das Fehlen der Projektivititseigenschaft von A in diesem Beispiel be-
ruht wesentlich auf der Tatsache, dafl die Gruppenordnung in R nicht
invertierbar ist.

(2) In der Arbeit [7] wird ein Beispiel einer flachen, nicht treu-flachen H-
Galoiserweiterung angefiihrt.

1.4 Schneiders Theorem I neu verstanden

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dal die Antipode S der Hopfalgebra
H bijektiv ist mit Umkehrabbildung S.

In [58, Theorem I] verallgemeinert Schneider das Resultat von Oberst iiber
affine Quotienten [51] auf den nicht-kommutativen Fall. Der Beweis benutzt
Hopfalgebraische Techniken, wie sie auch schon von Doi in [25] benutzt wur-
den, um Oberst’ Resultat im kommutativen Fall (vgl. [25, Theorem 3.2]) zu
beweisen. Die Aussage selber ist jedoch eine Aussage iiber Aquivalenzen von
gewissen Modulkategorien des Typs o[M] fiir geeignete M, also von Natur
aus den Methoden der Modultheorie fiir solche Kategorien zugénglich. Wir
werden im folgenden die Theorie so weit entwickeln, dafl wir in der Lage sind,
Schneiders Ergebnis modultheoretisch darzustellen und in verallgemeinerter
Form zu beweisen. Von besonderer Bedeutung fiir das Verstédndnis des Re-
sultats ist die folgende Beobachtung. Sie charakterisiert das Objekt A @ H
als Generator in der Kategorie der (A-H)-Bimoduln durch eine Forderung
an den H-Komodul A. Der Beweis beruht wesentlich auf der Tatsache, dafl
die Kategorie der Hopfmoduln nach dem Fundamental-Theorem fiir Hopf-
moduln trivial ist. Daher kann man ein &hnliches Resultat fiir allgemeine
Doi-Koppinen-Kategorien (oder Koringe) nicht erwarten.

1.4.1 Satz. Sei H eine Hopfalgebra mit bijektiver Antipode S, Hg sei flach
und A sei eine Rechts-H-Komodulalgebra. Dann sind dquivalent:

(a) A®g H ist ein Generator in MY ;

(b) A®g H erzeugt das Objekt A in MY ;

(c) A ist H-erzeugt als rechts H-Komodul.

Beweis. (a) = (b) ist trivial.
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(b) = (c) Nach Voraussetzung erzeugt A ® H den Bimodul A in M¥.
Vergisst man die A-Struktur, so ist A auch in M von A ®p H erzeugt.
Da A ®g H als H-Komodul die rechts triviale Komodulstruktur trigt, wird
A®p H von H in M erzeugt. Kombiniert man diese Tatsachen, so erhélt
man, dafl A von H in M# erzeugt wird.

(c) = (a) Es sei ¢ : HN — A ein Epimorphismus in M und M € M1
mit der rechts A-Modulstruktur pup : M ®3 A — M. Da M ein rechts
H-Komodul ist, wird der Modul M ®% H mit den Strukturen aus 1.1.2 ein
Hopf-Modul, d.h. ein Objekt in M#. Nach dem Fundamental-Theorem
fiir Hopf-Moduln ist M ®% H in M von H erzeugt. Vergit man die H-
Modulstruktur, so erhilt man, da H diesen Modul in M erzeugt. Sei
¢ : H®Y — M ®% H ein Epimorphismus in M.

Dann erhalten wir in M* eine surjektive Abbildung

A
(HY — (M @5 H)D ~ M @5 HW.
Fiigt man daran die Surjektion
M @ H® 28 pr @e, A 24, 3p,

so erhalten wir, daf jeder (A-H)-Bimodul als H-Komodul von H erzeugt
wird.

Ist nun @ : HY) — M ein solcher Epimorphismus in M fiir ein M € M,
so erhalten wir mit 1.1.2(4) einen Epimorphismus

(H &% AW ~ H® g2 A4 %94 1p g, 4 224y 0p

in M#. Aus der Bijektivitiit der Antipode, die den (A-H)-Isomorphismus
H®% A~ AQg H ergibt (vgl. 1.1.4), folgt nun, dal A ®r H ein Generator

in M ist.
Bemerkung: Ist die Antipode von H nicht bijektiv, so zeigt der Beweis von
(¢) = (a), daBB immer noch gilt:

A ist H-erzeugt in M¥ = H ®° A ist Generator in M.

Der nichste Satz ist technischer Natur. Wir werden ihn benutzen, um den
Kotensor-Funktor A0y — mit dem Funktor der H-Koinvarianten in Verbin-
dung zu bringen. Er verallgemeinert das Lemma 3.1 aus [58].
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1.4.2 Satz. Sei H eine Hopfalgebra iber R mit bijektiver Antipode S und
seten U und V' Rechts-H -Komoduln.
Dann induziert die Identitit auf U @ V' einen R-linearen Isomorphismus

U0V — (U ®% V)X,
der in U und V' funktoriell ist.

Beweis. Der Modul U ®% V' ist, versehen mit der diagonalen Komodul-
struktur gugeyv, ein Rechts-H-Komodul. Betrachten wir nun das folgende
Diagramm von R-Moduln, in dem die horizontalen Pfeile gerade die definie-
renden Folgen fiir das Kotensorprodukt und die Koinvarianten sind:

_ = Ridy —idy ®0s 5
0 — UOx(’V) — Uex(CV) ST U Heg (5V)
Y J,idU®V J,idU®¢
0 — UeaV)°H — U4V et (U®% V) ®g H,

wobei ¢ : HRr (V) = VRrH,h@v = 3 v(0) ® hv(1) ein R-Isomorphismus
mit inverser Abbildung ™' : V@rH — HQr(°V),v®@h — > hS(vq)) Qv o)
istund t : UQ@rV 2 UQ®rV QrH, u®®v+—u®uv®ly die kanonische
Einbettung bezeichnet.

Dann kommutiert das rechte Rechteck mit den vertikalen R-Isomorphismen

1dygy and idy ® ¥, denn die Elemente werden wie folgt abgebildet:

UV Y U@ ®um ®v— Yy u®S(vi) v
l 1
URV ZU(O)®U(O)®U(1)U(1)—u®’U®1H

Wegen der Kern-Eigenschaft von (U ®g V)*H existiert ein R-linearer Iso-
morphismus 7 : UOg(°V) = (U ®g V)®#, der das Diagramm kommutativ

erganzt.

Das niéchste Resultat wird im Beweis von 1.4.11 benutzt, ist jedoch un-
abhiingig davon interessant. Es setzt Projektivitéit von A als Objekt in MT
in Bezug zu Koflachheit von A als Objekt in M¥. Der Satz ist eine Verfei-
nerung von Corollary 3.2 in [58].

1.4.3 Satz. Sei H eine Hopfalgebra iber R mit gkH projektiv. Die Antipode
S von H sei bijektiv. A sei eine Rechts-H-Komodulalgebra, die als R-Algebra
flach ist. Dann sind dquivalent:
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(a) A ist projektiv in MY ;

(b) der Funktor Hom"” (R, —) : M — R-Mod ist ezakt;
(¢) der Funktor (—OgR) : MY — R-Mod ist exakt;

(d) der Funktor (ROg—) oS : M%¥ — R-Mod ist erakt;
(e) SA ist koflach als Links-H-Komodul;

(f) A ist koflach als Rechts-H-Komodul;

(g) A ist koflach als Rechts-H -Komodul;

(h) A ist projektiv in 4 MH.

Beweis. Nach unseren Voriiberlegungen in 1.1.14(1) ist Exaktheit des Koin-
varianten-Funktors (—)# : M% — Mod-A®H gerade gleichbedeutend mit
der Exaktheit des Hom-Funktors Hom# (4, —) : M — Mod-A“”. Die
letzte Eigenschaft kennzeichnet gerade die Projektivitit von A in M.

(a) < (b) folgt aus dem Isomorphismus Hom% (A4, —) ~ Hom” (R, —) aus
1.1.6,(2) mit N := R.

(a) < (c) Nach 1.4.2 ist der Funktor (—Oy R) kanonisch isomorph zu dem
Funktor (—)¢X.

(c) & (d) ist klar, da die Antipode S bijektiv ist, und daher der Funktor S

eine Aquivalenz ist (man vgl. mit den Preliminarien).

(a) = (e) Aus dem kanonischen Isomorphismus in 1.4.2 kénnen wir fiir A und
einen H-Komodul M folgern, da8 MOy %4 ~ (M ®5 A)H gilt. Aber dieser
Isomorphismus ist in M funktoriell und nach Voraussetzung ist (— ®g A)<?
als Komposition der exakten Funktoren — ®p A (A ist R-flach) und (—)<#
exakt. Damit ist auch —Oy5A exakt, was bedeutet, daf§ 54 als Links-H-
Komodul koflach ist.

(e) = (a) Zuerst bemerkt man, daf§ die A-Multiplikation pp : M % A —
M fiir jedes M € MY eine H-kolineare Abbildung ist und in M* durch
vt M — M ®% A, m — m® 1y zerfillt. Wir miissen zeigen, dafi un-
ter der Voraussetzung, da 54 koflach ist, der links exakte Funktor (—)®#
Epimorphismen in M# erhilt.

Sei also f : M — N ein Epimorphismus in M. Wir betrachten das kom-
mutative Diagramm, in dem die vertikalen Pfeile Epimorphismen sind:
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Me'A 24 Ngea
\LNM ~LHN

M LN

Da (=) links exakt ist und g und py in M zerfallen, erhalten wir das
folgende Diagramm, in dem die vertikalen Pfeile immer noch epimorph sind:

i coH
(M ®c A)coH (f% (N ®c A)coH.
Lusg™ Luse™
coH
McoH f y NcoH

Daraus kénnen wir ablesen, dal f<°# surjektiv ist, falls (f ® id)°H surjektiv
ist. Aus dem funktoriellen Isomorphismus (— ®% A)©? ~ —;5A4 aus 1.4.2
erhalten wir (f ® id)®" = fO,5A.

Nach Voraussetzung ist 0454 exakt, erhéilt also Epimorphismen. Daraus
folgt die Behauptung.

(e) < (f) ist wieder klar, da S bijektiv ist.

(f) < (g) ist trivial, da H und H dieselbe Koalgebra-Struktur und A und
A% dieselbe Komodul-Struktur tragen.

(9) & (h) folgt aus (a) < (e) angewandt auf die Rechts- HP-Komodulalgebra
AP,
Bemerkung: Der Beweis von (a) < (e) folgt dem Beweis von Satz 5.8 in
Oberst [51].

Fiir nicht-R-flaches A erhalten wir mit derselben Beweisidee das folgende
Korollar.

1.4.4 Korollar. Sei H eine R-Hopfalgebra, projektiv iiber R, mit bijektiver
Antipode. A sei eine Rechts-H-Komodulalgebra. Dann sind dquivalent:

(a) A ist relativ projektiv in M, d.h. der Funktor Hom% (A, —) ist exakt
auf R-zerfallenden, exakten Folgen in MY ;

(b) A ist relativ koflach, d.h. der Funktor AOg— ist (links und rechts)
erakt auf R-zerfallenden, exakten Folgen in MY,

Beweis. Natiirlich ist der Funktor — ® g A immer relativ exakt (auch fiir
nicht R-flaches A) und der Funktor —; %A ist immer links exakt auf R-
zerfallenden Folgen. Also kénnen wir den Beweis von (a) < (e) im letzten
Resultat einfach mit R-zerfallenden Folgen fiihren.
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Das Konzept des (totalen) Integrals einer H-Komodulalgebra A hat sich bei
dem Studium von Strukturfragen als bedeutsam erwiesen (vgl. [25]). Es
verallgemeinert die Definition eines Integrals auf einer Hopfalgebra (vgl. [49,
Definition 2.4.4]).

1.4.5 Definition. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H - Komodul-
algebra. Eine (rechts) H-kolineare Abbildung t : H — A heifst ein Integral
fir A. Gilt ferner t(15) = 14, so nennen wir t ein totales Integral.

Die Bedeutung der Existenz eines totalen Integrals bei einer H-Erweiterung
A®H A zeigt die folgende Charakterisierung. Es ist Theorem 1.6 aus
[25]. Interessant ist dabei, da8 (f) ohne Forderungen an die Antipode von
H nicht gleichwertig ist. Dieser Seitenwechsel erklart sich bei der Beschrei-
bung von Aquivalenzen zwischen Doi-Koppinen-Kategorien durch allgemeine
Kotensor-Funktoren iiber Koringen.

Dabei nennen wir ein Objekt M € MY relativ injektiv in M, falls der
Funktor Hom” (—, M) exakt ist auf allen exakten Folgen

0—=-U—=V->W-=0
in M¥_ die als Folge in R-Mod zerfallen.

1.4.6 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H - Komodulalgebra
mat Strukturabbildung ps : A — A® H. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) es existiert ein totales Integral t : H — A;
(b) A ist relativ injektiv in M¥;
(¢) jeder Modul U € MY ist relativ injektiv in MY ;

(d) es existiert eine Abbildung ™ : AQH — A in 4 MM mit der Eigenschaft
Tops=rtidy.

Ist die Antipode Sy von H bijektiv, so ist zu (a) bis (d) auch dquivalent:
(e) jeder Modul in' V€ A MM ist relativ injektiv in MY ;
(f) die Strukturabbildung ps : A — A® H zerfillt in M.

Beweis. Das wird in [25, Theorem 1.6] bewiesen.
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Wir konnen dieser Kennzeichnung eines totalen Integrals von Doi mit Teil (b)
des nichsten Satzes 1.4.7 einen interssanten und neuen Aspekt hinzufiigen,
falls die Hopfalgebra eine bijektive Antipode besitzt. Diese Beobachtung ist
es auch, die den Beweis des Hauptergebnisses 1.4.9 wesentlich vereinfacht.
Ein Beweis fiir die Charakterisierung (b) ergibt sich implizit aus Theorem
2.5 der Arbeit [13] von Caenepeel, Militaru und Zhu. Die grundlegende
Vorarbeit fiir diese Beobachtung im Fall einer H-Erweiterung B C A wurde
von Doi jedoch schon in [26, Theorem 1] geleistet. Wir geben hier einen
direkten Beweis, der wie in 1.4.1 wieder die Trivialitdt der Kategorie der
Hopfmoduln ausnutzt.

1.4.7 Satz. Sei H eine Hopfalgebra iiber R mit bijektiver Antipode Sy und
rH sei projektiv. Weiter sei A eine Rechts-H-Komodulalgebra. Dann sind
dquivalent:

(a) A ist relativ injektiv in MY, d.h. es existiert ein totales Integral t :
H — A;

(b) A® H ist ein projektiver Generator in M% und A ist projektiv in M.

Beweis. (a) = (b) Falls A relativ injektiv ist, so zerfillt die R-zerfallende
Abbildung ps : A - A® H in M¥ und A ist ein H-direkter Summand
in A® H. Als solcher ist A natiirlich von A ® H in M erzeugt. Doch
A ® H tragt die triviale H-Komodulstruktur und ist damit H-erzeugt in
MH . Damit ist A® H ein Generator in M nach unserem Ergebnis 1.4.1.

Um die Projektivitdt von A ® H zu verstehen, benutzen wir zuerst die Ad-
junktion von — ®9% A mit dem Funktor 4 aus 1.1.6,(2), um das Problem auf
die Projektivitit von H bzgl. exakter Folgen M — L — 0 in M# zu reduzie-
ren. Dabei geht ein, dafl wir nach 1.1.4 einen Isomorphismus AQ H ~ H®°A
in M#¥ haben, da die Antipode von H bijektiv ist.

Sei also M & I — 0 eine exakte Folge in MY und f : H — L eine
Abbildung in M. Wenn wir mit — ®% H tensorieren, erhalten wir das
folgende Diagramm in der Kategorie der H-Hopfmoduln M (vergleiche
1.1.2):

H®H
Liwid
MerH " LecH — 0

Nach Vorraussetzung ist H in R-Mod ein projektiver Generator. Damit ist
H ® H nach dem Fundamental-Theorem fiir Hopf-Moduln ein projektiver
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Generator in M¥ wobei H ® H die rechts-trivialen Strukturen tréigt. Nach
dem Fundamentalsatz gilt jedoch, daf} die kanonische Abbildung

Buen :H®H - H®.H, a®br Y aby) ® by

ein Isomorphismus in der Kategorie der Hopfmoduln ist (R ~ H®® C H ist
nach dem Fundamentalsatz eine (treu-flache) H-Galois-Erweiterung). Und
mit dem Isomorphismus © : H ®° H — H ®, H aus 1.1.4 (die Antipode Sy
von H ist bijektiv) ist auch H ®° H ein projektiver Generator in M und es
existiert eine rechts-H-kolineare, rechts- H-lineare Abbildung o : H % H —
M ®% H mit der Eigenschaft (p ® id) o« = (f ® id). Bezeichnen wir mit
w:H—- H®4H, a+— a®ly die Einbettung in den ersten Tensoranden, so
gilt fiir die Komposition der Abbildungen ¢ := py 0 (id®t)oaoi; : H — M
und ¢ = ppo (id®t)o (f ®id)oiy : H — L gerade f(a) = 9(a) und
po((a) = f(a) fir a € H. Man iiberzeugt sich, daB8 { und % rechts-H-
kolineare Abbildungen sind. Damit ist Hom” (H, —) exakt auf exakten Folgen
in M# und folglich A ® H projektiv in M%. Als direkter Summand von
A® H in MY (vgl. 1.4.6) ist dann auch A projektiv in M%.

(b) = (a) Als Generator erzeugt A ® H natiirlich A, sagen wir durch ¢ :
(A H)¥ — A — 0. Da A projektiv ist, ist A direkter Summand in (A® H)*.
Aber A ® H ist immer ein relativ injektiver H-Komodul, da A relativ R-
injektiv ist (1.1.6, (1)). Diese Eigenschaft vererbt sich jedoch auf endliche
direkte Summen und direkte Summanden.

Als direkte Folge erhalten wir eine Verallgemeinerung der Theoreme [25,
Theorem 2.5] und [26, Theorem 3]. Wir kénnen die Voraussetzung t(H) C
Z(A) dort durch die Forderung der Bijektivitdt der Antipode Sy von H
ersetzen.

1.4.8 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode Sy, die als
R-Modul projektiv ist. A sei eine H-Komodulalgebra. FExistiert ein totales
Integral t - H — A und ist die kanonische Abbildung f: AQp A - AQ H
surjektiv, so ist B bijektiv und A" C A ist eine H-Galois-Erweiterung.

Beweis. Nach 1.4.7 ist A ® H ein Generator in M#  wenn ein totales
Integral existiert. Wir haben £ in 1.1.17 als Auswertung der Morphismen
Hom% (A, A ® H) ®con A — A ® H gekennzeichnet. Ist 3 surjektiv, so
erzeugt A den Generator A ® H und ist damit selbst ein Generator in M.
Dann ist 8 aber schon ein Isomorphismus.
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Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist das nachfolgende Theorem. Es ver-
bindet die Kennzeichnung der Aquivalenz in 1.3.3 mit den Kennzeichnungen
(1) und (5), welche (nach [49, 8.5.6]) den schwierigen und interessanten Teil
von Schneiders Theorem I aus [58] ausmachen. Es erklért den Defekt aus [33,
Corollary 5.13], warum iiber beliebigen Ringen die Exaktheit der Induktion
von G-Moduln zu X-Moduln nicht gleichbedeutend ist zur Affinitéit des Quo-
tienten X/G. Der Defekt ist gerade das Fehlen der Generator-Eigenschaft
von A® H in M. Eine Diskussion des Ergebnisses findet sich in [49, 8.5.6].
Mit Hilfe von 1.4.7 sind wir in der Lage, einen neuen und sehr kurzen Beweis
geben zu konnen.

1.4.9 Theorem.
Sei H eine Hopfalgebra tiber R mit bijektiver Antipode und rH sei projektiv.
Weiter sei A eine Rechts-H-Komodulalgebra. Betrachten wir die Aussagen:

(1) A ist relativ injektiv als rechts H-Komodul und die kanonische Abbil-
dung f: AQpeon A > AQpr H, a @b+ (a®14)04(b) ist surjektiv.

(2) A ist ein (endlich erzeugter) projektiver Generator in MY ;
(3) Hom% (A, =) : MH — Mod-A®" st eine Aquivalenz von Kategorien;
(4) Homf{ (A, =) : aMH" — A" _Mod ist eine Aquivalenz von Kategorien;
(5) Homf (A, =) : MH — Mod-A®H st exakt und die Abbildung

VUagpm : Homf (A, AQr H) @ geon A - A®g H st surjektiv.

Dann gilt:

(1) = (2) & (3) = () und (1) = (4).

Ist A als Rechts-H-Komodul von H erzeugt, so gilt auch:

(5) = (1) und (4) = (1) und die fiinf Aussagen sind dquivalent.

Beweis. (1) = (2) Ist A relativ injektiv, so ist A nach 1.4.7 projektiv in
MHT und A® H ist ein (projektiver) Generator in M. Die Surjektivitéit von
3 ist nach 1.1.17 gleichbedeutend damit, dal A ® H in Mf von A erzeugt
wird. Also erzeugt A einen Generator in M# und es gilt (2).

(2) & (3) Das gilt allgemeiner fiir abelsche Kategorien und findet sich zum
Beispiel in ([71, 46.2]).

(2) = (5) Da A projektiv in MY ist, ist der Funktor Hom# (A4, —) exakt.
Die Surjektivitdt von W sg g rihrt daher, dal A nach (2) ein Generator in
M ist.
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(1) = (4) Man kann aus der Bijektivitit der Antipode S leicht folgern,
daB auch die Abbildung 34” surjektiv ist. Damit folgt die Behauptung aus
(1) = (3) angewandt auf A% als Rechts-H-Komodul-Algebra.

Ferner gilt falls A H-erzeugt in M# ist:

(5) = (1) Da wir annehmen, dafl A als Rechts-H-Komodul von H erzeugt
wird, ist A ® H nach 1.4.1 ein Generator in M¥. Aber A ® H ist immer
ein relativ injektiver H-Komodul, da A relativ R-injektiv ist (1.1.6,(1) mit
N := Aund A := R). A ist endlich erzeugt in M und projektiv, also ein
direkter Summand in (A ® H)* in der Kategorie M fiir ein geeignetes k.
Vergifit man die A-Struktur, so ist A ein H-kolinearer Summand in (4 ®g
H)*. Relative Injektivitiit vererbt sich auf endliche direkte Summen und auf
direkte Summanden. Damit ist A relativ injektiv in M¥. Die Surjektivitiit
von [ folgt aus der Surjektivitdt von ¥ 4g . mit 1.1.17.

(1) & (4) folgt nun aus (1) < (3) angewandt auf A% als Rechts-H-
Komodul-Algebra.

Bemerkungen:

(1) Die Implikation (1) = (2) ist gerade Schneiders Theorem [58, 3.5]. Man
sieht leicht, daf unsere Techniken (nach aller Vorarbeit) einen sehr viel
kiirzeren Beweis fiir dieses Resultat liefern. Schneider zeigt bei seinem
Beweis, daf8 die Einheit Adjunktion M @z A — M fir M € M
ein Isomorphismus ist. Das ist nach der Annahme in (1) gerade die
Tatsache, daf§ A ein Generator in M¥ ist.

(2) Es ist eine interessante Frage, ob Koflachheit von A als Rechts-H-
Komodul schon bewirkt, da8 A von H in M erzeugt wird. Damit
kénnten wir bei (5) = (1) auf die zusétzliche Voraussetzung verzichten.

Nichtsdestotrotz erhalten wir die Aquivalenz von (1) bis (5) in vielen allge-
meinen Situationen. Das néchste Lemma stellt eine Auswahl an Bedingungen
dar, in denen A als Komodul von H erzeugt wird.

1.4.10 Lemma. Sei A eine Rechts-H-Komodul-Algebra und Hy projektiv.
Dann ist A als Rechts-H-Komodul von H erzeugt, falls eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

(1) A ist schwach H-injektiv in M ;
(2) A ist relativ injektiv in M ;
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(8) H ist endlich erzeugt (und projektiv) iber dem Ring R;
(4) R ist ein QF-Ring und H ist eine Ko-Frobenius-Hopfalgebra;

(5) H ist relativ kohalbeinfach iber R, z.B. H = R|G], der Gruppenring
einer (nicht notwendig endlichen) Gruppe G.

Beweis. (1) wird in ([71], 16.11) bewiesen.

(2) ist dquivalent zu der Tatsache, dafl A ein H-kolinearer direkter Summand
in AQg H ist. Und als trivialer H-Komodul ist A ®g H natiirlich H-erzeugt.

Unter den Voraussetzungen in (3) und (4) ist H ein Generator in der Kate-
gorie M nach [46, 3.9]. In beiden Fillen ist die Antipode von H bijektiv.

Im Fall (5) ist jede H-Komodulalgebra A relativ injektiv in M da ein
totales Integral ¢t : H — R existiert.

Als eine Folgerung aus dem Theorem, bzw. den damit verbundenen Uberle-
gungen, erhalten wir nun einen rein modultheoretischen Beweis von Schnei-
ders Theorem I in [58] iiber affine Quotienten im Fall, dafl der Grundring R
ein QF-Ring ist.

1.4.11 Theorem.

Sei rH eine Hopfalgebra diber einem QF-Ring R und rH projektiv. Die
Antipode von H sei bijektiv. Fir eine H-Komodul-Algebra A, die tiber R
flach ist, sind dquivalent:

(a) A ist ein projektiver Generator in M ;
(b) Hom% (A, —) : M — Mod-A*H ist eine kategorielle Aquivalenz;
(¢c) Hom¥ (A, —) : 4JMH — A«H_Mod ist eine kategorielle Aquivalenz;

(d) A ist injektiv in M und die Abbildung B : A® peon A - AQr H, a®
b (a®14)04(b) ist surjektiv.

Falls eine dieser Aussagen erfillt ist, ist A als Rechts-H-Komodul von H
erzeugt.

Beweis. (a) < (b) gilt allgemein fiir abelsche Kategorien. Ein Beweis findet
sich sich zum Beispiel in ([71, 46.2]).

(a) = (d) Da A projektiv in MY ist, ist der Funktor Hom% (A, —) exakt.
Dies ist jedoch nach 1.4.3 gleichbedeutend mit der Tatsache, dafl A koflach
in M¥ ist. Nach Voraussetzung ist A flach als R-Modul und R ein QF-Ring.
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Aus [73] folgt, daB8 A ein injektives Objekt in M# ist. Die Surjektivitit von
B ist eine Folge der Tatsache, dal A ® H von A erzeugt wird.

(d) = (a) Nach [73] ist Injektivitéit von A gleichbedeutend mit der Tatsache,
da3 A koflach ist als Rechts-H-Komodul. Nach 1.4.3 bedeutet dies gerade,
daB8 der Funktor Hom¥ (A4, —) exakt ist, d.h. A ist projektiv in M#. Aber
A ist H-erzeugt als H-Komodul, da A injektiv in M¥# ist ([71, 16.11]). Al-
so konnen wir unsere Charakterisierung 1.4.9 benutzen um den Beweis zu
vervollsténdigen.

(b) = (c) Da (b) #quivalent zu (d) ist, kénnen wir A als H-erzeugt in M
annehmen. Also bringt uns unser Resultat 1.4.9 die Behauptung.

(¢) = (b) Wenn wir die Aquivalenz von (b) und (d) auf A und H anwen-
den, erhalten wir, dal A als Rechts-H-Komodul von H erzeugt wird. Damit
gibt uns 1.4.9 die Behauptung.

1.5 H als Generator in M*¥

Bei den Untersuchungen in den vorangegangenen Abschnitten hat sich ge-
zeigt, dafl der Frage, ob A @ H ein Generator in der Kategorie der (A-H)-
Bimoduln ist, wesentliche Bedeutung zukommt. In 1.4.1 konnten wir eine
Charakterisierung dieser Eigenschaft geben. Um das Problem n&her zu be-
leuchten, untersuchen wir in diesem Abschnitt die Frage fiir den Spezialfall
der H-Komodulalgebra R, d.h. wir betrachten den Grundring selber als eine
(triviale) H-Komodulalgebra. Dann reduziert sich die Frage, ob A ® H ein
Generator in der Kategorie M¥ ist, auf die Frage, ob die Hopfalgebra H
selber die H-Komoduln erzeugt, da ja MZ = M und H ~ H® R in M2
gilt.

Es wird untersucht, wie sich die Eigenschaft, dafl eine Hopfalgebra H ein
Generator in der Kategorie der H-Komoduln ist, auf die Struktur von H
auswirkt. Insbesondere wird der Frage nachgegangen, welche Rolle Integrale
(im Sinne von Abe [1, 3.3.1]) dabei spielen. Die Eigenschaft, dal H Generator
in der Kategorie der Komoduln ist (wir sprechen kurz von der Generatorei-
genschaft), ist in dem Fall, da8 der Grundring R ein Korper ist, bekannt: sie
charakterisiert H gerade als Ko-Frobenius-Hopfalgebra.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts wird der Satz sein, in dem wir zeigen,
daB diese Aquivalenz schon fiir einen Grund-QF-Ring gilt. Ein wesentli-
cher Bestandteil des Beweises und unabhingig davon ein interessantes neues
Resultat ist die Tatsache, dafl die Antipode einer Hopfalgebra H, die Gene-
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rator in der Kategorie der H-Komoduln ist, schon bijektiv sein muf}; wenn
der Grundring nur artinsch ist. Zum Beweis entwickeln wir ein lokal-global
Argument in den Sétzen 1.5.5 bis 1.5.10.

Zuerst nun ein Satz, der das bekannte Theorem von Lin-Larson-Sweedler-
Sullivan (vgl. [22, Theorem 2]) aus der Theorie der Hopfalgebren in Verbin-
dung bringt mit der Eigenschaft, die wir in diesem Abschnitt untersuchen -
ndmlich, dafl H die Rechts- H-Komoduln erzeugt.

1.5.1 Theorem.
Sei H eine Hopfalgebra tiber dem Korper R. Dann sind dquivalent:

(a) H ist eine Rechts-Ko-Frobenius-Hopfalgebra;
(b) H ist ein projektiver Generator in der Kategorie M" ;
(c) es existiert eine rechts-H-kolineare Abbildung 0 #t: H — R;
(d) ((H*)r*)eH £ 0;
(e) H ist ein Generator in M*;
(f) die linksseitigen Aussagen von (a) - (e).
Ist eine der Aussagen erfillt, so ist die Antipode S von H bijektiv.

Beweis. Die Aquivalenz von (a), (b), (c), (d) und (f) ist in Teilen in ver-
schiedenen Arbeiten bewiesen worden. (vergleiche z. B. [46, 3.9]).

Die Tatsache (b) = (e) ist trivial und - da R € M¥ was (e) = (c) zeigt- ist
der Beweis fertig.
Falls eine der dquivalenten Bedingungen des Satzes fiir eine Hopfalgebra H

gilt, so ist bekannt, dafl die Antipode von H bijektiv sein muss. Das wurde
von Radford [55, Proposition 2] gezeigt und von Calinescu in [16] vereinfacht.

Der Satz macht schon deutlich, dafl die Existenz von kolinearen Abbildun-
gen zwischen H und R und die Tatsache, dafi H ein Generator in M ist,
eng miteinander verbunden sind. In der Tat konnen wir dazu die folgende
Charakterisierung festhalten:

1.5.2 Satz. Sei H eine Hopfalgebra, die flach iiber dem Grundring R ist.
Dann sind dquivalent:

(a) H ist ein Generator in M ;
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(b) es eristiert eine surjektive rechts-H-kolineare Abbildung t : H* — R.

Beweis. R ist ein zyklischer H*-Modul, denn wegen ¢y (r) = reg(ly) =
(r-en)(ly) = 1 wird R als H*-Modul schon von R -ey C H* erzeugt.
Da R insbesondere auch ein Objekt in M¥ ist, ist (a) = (b) trivial.

Wir zeigen (b) = (a). Sei M ein Rechts-H-Komodul. Mit der diagonalen
H-Komodulstruktur wird der Modul M ®% H ein Rechts-(H, H)-Bimodul
(vgl. 1.1.2 (3) mit A = H), sprich ein Rechts-H-Hopfmodul. Da H ein
(projektiver) Generator in der Kategorie der H-Hopfmoduln ist, ist M ®° H
als Hopfmodul von H erzeugt. Das heift, es existiert eine rechts-H-lineare
und rechts- H-kolineare Abbildung ¥ : HWY — (M ®% H)* ~ M ®% H*.
Komponieren wir ¥ mit der rechts- H-kolinearen Abbildung idy @t : M ®%
H* — M ®% R ~ M, so erhalten wir eine Surjektion ® : H®) — M in M.
Das bedeutet gerade, dafi M als Komodul von H erzeugt wird.

Wir studieren nun Hopfalgebren, die durch Skalarerweiterungen des Grund-
rings entstehen. Wir nennen die so aus einer Hopfalgebra H entstehenden
Hopfalgebren Skalar-Erweiterungen von H. Insbesondere zeigen wir, daf
sich die Generator-Eigenschaft von H auf jede Skalarerweiterung von H
iibertrigt.

Seien also R und S kommutative, assoziative Ringe mit Eins und ¢ : R — §
ein unitdrer Ringhomomorphismus. H sei eine Hopfalgebra iiber R, die nicht
notwendig projektiv iiber R zu sein braucht. Wir definieren ausgehend von
¢ eine S-Hopfalgebra Hg wie folgt.

1.5.3 Satz und Definition. Sei (H, py,nu, Au,€n, Su) eine Hopfalgebra
iber R und ¢ : R — S ein unitirer Ringhomomorphismus kommutativer
Ringe. Wir versehen den R-Modul Hs = H ®gr S mit der trivialen S-
Modulstruktur. Durch die folgende Festlequng trigt Hg die Struktur einer
S-Hopfalgebra:

pe : He®s Hs ~ H@p H®g S "™25° H @ S = Hg,

ms 1 S~ R®rS ™ Hep S = Hs,

Aps :Hi=H®Rpr 5" Y H@y H®p S ~ Hg ®5 Hg,

eyt Hs=H®rS "2 R@p S ~ S, und

Spe:Hs=H®pr S "% H®p S = Hg.

Hg heifit die Skalar-Erweiterung von H bzgl. S.

Beweis. Das ist leicht nachzurechnen (vgl. [73]).
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Eine wesentliches Merkmal der Generatoreigenschaft von H ist, daf} sie bei
Skalar-Erweiterungen erhalten bleibt. Das zeigt der néichste Satz.

1.5.4 Satz. Sei ¢ : R — S eine unitire Abbildung zwischen kommutativen
Ringen und H eine Hopfalgebra, die iiber R projektiv ist. Dann gilt:

(1) Hg ist eine S-Hopfalgebra, die iber S projektiv ist;

(2) Ist H ein Generator in M* so ist Hg ein Generator in M¥s.

Beweis. Die erste Aussage beruht auf 1.5.3 und der Tatsache, dal —®z S ein
rechts exakter Funktor ist, der insbesondere zerfallende Folgen respektiert.

Fiir (2) benutzen wir die Charakterisierung der Generator-Eigenschaft 1.5.2,
um eine surjektive Abbildung ¢t : H* — R in M# zu erhalten. Man kann
leicht bestétigen, dafi die induzierte Abbildung ¢ ® ids : Hf — S eine sur-
jektive, rechts Hg-kolineare Abbildung ist. Damit folgt der Beweis aus der
Kennzeichnung der Generatoreigenschaft in 1.5.2.

Als n#chstes wollen wir lokal-global Techniken benutzen. Wir kénnen in
unserem Grundring R nach jedem maximalen Ideal m lokalisieren und er-
halten so lokale Ringe R,,, die insbesondere als flache Skalarerweiterung
des Grundrings angesehen werden konnen, d.h. die kanonische Abbildung
Om : R — R, ist flach, oder R,, ist flach als R-Modul. Somit kénnen wir
die Ergebnisse des letzten Abschnitts benutzen, um die Skalarerweiterungen
H,, = Hg,, = H Qg R,, zu studieren.

Fiir den Fall, daf§ die Hopfalgebra H endlich erzeugt (und projektiv) iiber
dem Grundring R ist, wurden lokal-global Argumente bereits von Pareigis
in [54, section 4] benutzt, um zu untersuchen, wann eine Bialgebra eine
Frobenius-Algebra ist.

Leider tritt im unendlichen Fall der Defekt auf, dal wir den Isomorphismus
(Hp)* ~ H;, fiir ein maximales Ideal m C R nicht mehr etablieren kénnen.
Im endlich erzeugten Fall wird dadurch die lokale mit der globalen Komo-
dultheorie fiir H verbunden.

Wir sind jedoch in der gliicklichen Lage, mit den Ergebnissen des letzten
Abschnitts zeigen zu kénnen, daf} sich zumindest die Generatoreigenschaft
von H auf alle Lokalisierungen H,, iibertrigt. Das ist der Grund dafiir, daf}
wir nun zuerst den Spezialfall untersuchen, indem H eine Hopfalgebra iiber
einem lokalen Ring R ist.
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1.5.5 Satz. Sei H eine Hopfalgebra, flach iber dem lokalen Grundring R.
Ist H ein Generator in der Kategorie der Rechts-H-Komoduln M, dann
existiert ein surjektives Rechts-Integral, i.e. eine rechts-H-kolineare und sur-
jektive Abbildung t: H — R.

Beweis. Da R ein zyklischer H*-Modul ist und H ein Generator in M# ist,
existiert eine surjektive, rechts- H-kolineare Abbildung

©: H" — R.

Wir nehmen an, daf§ © durch die Komponentenabbildungen © = (¢1, ..., t,)
gegeben ist. Wenn keines der t; surjektiv ist, dann enthélt keiner der R-
Untermoduln I'm(t;) C R ein invertierbares Element in R. Da R nach Vor-
aussetzung lokal ist, bedeutet das, da8 fiir alle i < n gilt: Im(t;) C Jac(R).
Dann gilt aber auch Im(©) = ). Im(t;) C Jac(R), im Widerspruch zur
Surjektivitit von ©. Also existiert ein ¢ < n, so dafl Im(¢;) ein invertierbares
Element aus R enthilt. Damit ist t; : H — R ein surjektives Integral fiir H.

Das néchste Korrollar verallgemeinert die Aussage 1.5.5 auf semiperfekte
Ringe.

1.5.6 Satz. Sei R ein semiperfekter Ring und H eine R-Hopfalgebra, die
iber R flach ist. Ist H Generator in MY, so eristiert ein surjektives Rechts-
wntegral fir H.

Beweis. Da R semiperfekt ist, gibt es eine Zerlegung R = @@, R; von R
mit lokalen Ringen R; . Wir definieren fiir ¢ < n Skalarerweiterungen von H
durch H; := H®gR;. Dann ist H; eine Hopfalgebra iiber dem lokalen Ring R;
und es gilt in R-Mod: H = H®R = HQ(D]_, R;) ~ @D, H;. Mit Hilfe von
1.5.5 erhalten wir fiir 1 < ¢ < n surjektive rechts-H;-kolineare Abbildungen
t; - H; — R;. Man zeigt leicht, da8 durch ¢ := @, t; : @, Hi » D,_, Ri
eine rechts-H-kolineare, surjektive Abbildung definiert wird.

Im folgenden untersuchen wir, wie sich die Generatoreigenschaft von H auf
die Antipode auswirkt. Wir benutzen lokal-global Argumente, um zu zeigen,
daf iiber einem noetherschen Grundring die Antipode einer Hopfalgebra H,
die Generator in der Kategorie der H-Komoduln ist, schon injektiv sein mu#f.
Dabei benétigen wir, dafl der Grundring noethersch ist, um die Integrale von
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H mit den Elementen des koinvarianten Anteils von (H*)™ zu identifizieren
(vergleiche [46, 3.4]).

Falls der Grundring lokal perfekt ist, so kénnen wir zeigen, dafl die Genera-
toreigenschaft von H ausreicht, um die Surjektivitit der Antipode zu garan-
tieren. Fiigen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir die Bijektivitét
der Antipode fiir lokal perfekte, noethersche Ringe R, sofern H Generator
in M# ist. Fiir den Fall, da§ R ein Korper ist, ist dieses Ergebnis bekannt
(vergleiche 1.5.1). In [46] wird - mit anderen Methoden - die Bijektivitét der
Antipode von Ko-Frobenius-Hopfalgebren H iiber QF-Ringen gezeigt.

1.5.7 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra, flach tiber R, und R noethersch. Ist
H Generator in MY so ist die Antipode von H injektiv.

Beweis. Sei H ein Generator in M. Wir geben ein lokal-global Argument.
Nehmen wir an, wir hétten schon nach einem maximalen Ideal m C R loka-
lisiert, und H ist eine der lokalsierten Hopfalgebren H,, iiber dem Ring R,,
mit Antipode S (das bedeutet, wir lassen den Index weg). Nach 1.5.4 wissen
wir, da8 H ein Generator in M¥ ist. Nun impliziert 1.5.5 die Existenz eines
surjektiven Rechts-Integrals ¢t : H — R.

Wir bezeichnen den rationalen Teil von H* mit 7. Es ist bekannt, dafi T
ein rechts H-Hopfmodul ist (siehe z.B. [46, Lemma 3.3]). Man beachte, dafl
hier die Rechts-H-Struktur auf 7" durch die Antipode von H induziert ist.
Nach dem Fundamentalsatz von Hopfmoduln existiert daher ein Hopfmodul-
Isomorphismus

0:T" @p H ~T.

Wir kénnen nach [46, 3.4] T°? mit dem Modul der Rechts-Integrale von
H identifizieren (an dieser Stelle bendtigen wir, daf8 R noethersch ist) und
erhalten in unserem Fall t € T,

Da t surjektiv ist, ist der von ¢ erzeugte zyklische R-Modul frei, also R-t ~ R.
Denn aus t(h) = 1 (mit h € H geeignet) folgt, dal r # s in R schon r-t # s-t
impliziert, wie die Rechnung

(r-t)(h)y=r-tth)y=r-1lg=r#s=s-t(h)=(s-t)(h)
zeigt. Also haben wir eine exakte Folge von R-Moduln
0— R-t— TH.

Angenommen, die Antipode S von H ist nicht injektiv. Dann existiert ein
a € H mit S(a) = 0. Nach der Definition der H-Modulstruktur auf 7" gilt
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dann fiir jedes t @ h € T @ H
0=5(a)-0(t®h)=0tQh)-a=0(t® (h-a)),

da T°? @, H die rechts triviale H-Modulstruktur triigt.

Das bedeutet fiir den R-Endomorphismus R, : T — T, t~ t-a, daf} er die
Nullabbildung ist.

Betrachten wir das folgende Diagramm von R-Moduln:

H 5 RtQpH — TOHQpH = T
s } l VR
H 5 R-t@pH — TOHg@zH > T

Da die Rechtsmultiplikation mit ¢ in H Null ist, mufl schon a = 0 gelten.
Das bedeutet jedoch, dafl S injektiv ist.

Da wir fiir jede der lokalisierten Hopfalgebren argumentieren kénnen, dafl die
(lokalisierte) Antipode injektiv ist, mufl auch die Antipode der Hopfalgebra,
von der wir ausgegangen sind, injektiv sein.

Als néchstes beweisen wir, dafl die Antipode einer Hopfalgebra mit der Ge-
neratoreigenschaft surjektiv ist, falls der Grundring lokal perfekt ist. Dabei
bedeutet lokal perfekt fiir einen kommutativen Ring, dafl alle Lokalisierun-
gen R, nach den maximalen Idealen m C R perfekte Ringe sind. Eine
wesentliche Eigenschaft, die wir uns zunutze machen wollen, ist die, dafy das
Jacobson-Radikal mR,, einer jeden Lokalisierung R,, schon t-nilpotent ist.
Das ermoglicht uns, Nakayamas Lemma auf nicht endlich erzeugte Moduln
anzuwenden (vgl. [72, 43.5]).

1.5.8 Satz. Sei H eine Hopfalgebra, flach iiber dem lokal perfekten Ring R.
Ist H ein Generator in M, so ist die Antipode S von H surjektiv.

Beweis. Wir fiihren den Beweis wieder mit einem lokal-global Argument.
Sei m C R ein maximales Ideal in R und H,, = H ®g R,, die lokalisierte
Hopfalgebra iiber R,, mit Antipode S,, : H,, — H,,. Nach Voraussetzung
ist R, ein perfekter Ring, also ist sein Jacobson-Radikal mR,, t -nilpotent
(vgl. dazu [71, 43.4]). Wenn wir zu den Quotienten iibergehen, so erhalten
wir jeweils eine Abbildung S,, : H,,/mH,, — H,,/mH,,, wie das folgende
Diagramm verdeutlicht:
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H,, Smy H,,
l B 4
Hp ®r. R/mBRy =2 Hy, ®p. Ru/mB,
1= B 1=
H,,/mH,, S, H,,/mH,,

Da H nach Voraussetzung ein Generator in M¥ ist, wissen wir aus 1.5.2,
daB auch H/mH =~ H,,/mH,, ein Generator in M"/™H ist. Aber S,, ist die
Antipode der Hopfalgebra H,,/mH,, iiber dem Kérper R/mR und damit
nach 1.5.1 bijektiv.

Damit gilt fiir das Bild der Abbildung S,,: Im(S,,) + mH,, = H,,.

Weiter ist mR,, t-nilpotent und mH,, ~ H ®g, mR,,. Also folgt, dafi das
Radikal mH,, des R,,-Moduls H,, klein in H,, ist (zur Definition vgl. [71,
19.2]). Das bedeutet Im(S,,) = Hy, fiir jedes maximale Ideal m in R. Also
ist die Antipode S von H surjektiv.

Nun ist eine Anmerkung angebracht. Wir erhalten Bijektivitéit der Antipode
in einer Hopfalgebra mit der Generatoreigenschaft aus 1.5.7 und 1.5.8 fiir
Ringe, die noethersch und lokal perfekt sind. Solche Ringe sind jedoch schon
artinsch, wie das néchste Lemma zeigt.

1.5.9 Lemma. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind dquiva-
lent:

(a) R ist lokal perfekt and noethersch;
(b) R ist artinsch.

Beweis. (a) = (b) In [72, 18.15] werden kommutative, lokal perfekte Rin-
ge durch die Tatsache gekennzeichnet, daf R/Jac(R) regulidr und Jac(R)
t-nilpotent ist. Nach Voraussetzung ist R noethersch und damit bleiben al-
le Faktorringe von R noethersch. Das bedeutet jedoch, dal R/Jac(R) ein
reguldrer noetherscher Ring ist, also schon (artinsch) halbeinfach (nach z.B.
[71, 37.5]). Ein Ring mit ¢-nilpotentem Radikal, fiir den R/Jac(R) halb-
einfach ist, ist nach [71, 43.9] schon perfekt. Also ist R ein kommutativer,
noetherscher und perfekter Ring - und damit artinsch, denn R erfiillt die
absteigende Kettenbedingung fiir endlich erzeugte (Links-) Ideale (vgl. [71,
43.11]).

(b) = (a) ist trivial, da Lokalisierungen von artinschen Ringen artinsch blei-
ben - was insbesondere perfekt impliziert.
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Also erhalten wir das néchste Korollar. Es stellt eine Verallgemeinerung (auf
artinsche Grund-Ringe) fiir Ergebnisse iiber die Bijektivitéit der Antipode
einer Ko-Frobenius-Hopfalgebra H dar .

1.5.10 Korollar. Sei H eine Hopfalgebra tiber dem artinschen Grundring
R und rH flach. Ist H ein Generator in MY, so ist die Antipode von H
bijektiv.

Beweis. Das folgt aus 1.5.7 zusammen mit 1.5.8.

Als nichstes beschreiben wir Konsequenzen fiir die Komoduln iiber H, die
sich daraus ergeben, dafl H eine bijektive Antipode S besitzt. Die wesentliche
Beobachtung ist die folgende:

1.5.11 Satz. Sei H eine Hopfalgebra, flach iber R, mit bijektiver Antipode
S. Ist H ein Generator in MY, so ist H auch ein Generator in "M (und

vice versa).

Beweis. Wir betrachten die kategorische Aquivalenz S : M — MH mit
inversem Funktor S : M¥ — HAM_ die wir in den Preliminarien erklirt
haben. Durch diese Aquivalenz wissen wir, da H genau dann ein Generator
in M ist, wenn S(H) = SH ein Generator in “M ist.

Der kanonische Isomorphismus S : H — SH, a +— S(a) in "M, wobei H
die natiirliche Links- H-Struktur trégt, die durch A induziert wird, zeigt, dafl
dann auch H ein Generator in #M ist.

Nun sind wir in der Lage, unser Hauptresultat dieses Abschnitts zu beweisen.
Es charakterisiert H als Generator in der Kategorie der Rechts- H-Komoduln
iiber einem Grund-QF-Ring. Dabei bendtigen wir die Projektivitit von H
iiber R, um die Kategorie der Rechts- H-Komoduln mit der Kategorie o[y« H |
zu identifizieren.

1.5.12 Theorem.
Sei H eine Hopfalgebra, projektiv iber dem Grund-QF-Ring R. Wir setzen
T = (H*)™. Dann sind dquivalent:

(a) H ist ein Generator in M ;
(b) es existiert eine rechts-H -kolineare, surjektive Abbildungt: H — R;

(c) H ist eine links semiperfekte Hopfalgebra;
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(d) H ist rechts eine (Quasi)-Ko-Frobenius-Hopfalgebra;
(e) H ist ein projektiver Generator in M ;

(f) T®H ist ein freier R-Modul vom Rang Eins.

(g) die linksseitigen Aussagen von (a) - (f).

Ist eine der dquivalenten Bedingungen fiir eine Hopfalgebra H erfiillt, so ist
die Antipode von H bijektiv.

Beweis. Die Aquivalenz von (c), (d), (¢), (f) und (g) findet man z. B. in [46,
3.9].

(e)

e) = (a)
(b) = (a) erhalten wir aus 1.5.2.
(a) = (b) folgt aus 1.5.6.

(a) = (d) Sei H ein Generator in M. Dann ist die Antipode von H
bijektiv nach 1.5.10. Folglich ist H auch Generator in der Kategorie der
Links- H-Komoduln nach 1.5.11. Als Generator ist H insbesondere flach iiber
dem Endomorphismenring, das bedeutet, H ist flach {iber H* von links und
von rechts. Nun ist H jedoch injektiv in M und in M (an dieser Stelle
benstigen wir die QF-Eigenschaft von R), was H* zu einem links- und rechts-
selbstinjektiven Ring macht (vgl. [71, 17.14]). Dann folgt die Behauptung,
wenn man sich iiberlegt, dafl H rechts eine Quasi-Ko-Frobenius-Hopfalgebra
im Sinne von [46] ist, d.h. daBl H als Rechts-H*-Modul von H* koerzeugt
wird.

Da R ein QF-Ring ist, ist der Sockel von Hpy+ wesentlich. Nun ist H* selbst-
injektiv, also reicht es zu zeigen, daf} jeder einfache Untermodul von Hy+ in
ein Produkt der Form (H*)! einbettet.

(@) ist trivial.

Sei also U € ¥ M endlich erzeugter Unterkomodul von H. Dann existiert
nach [73] ein endlich erzeugter Rechts-H-Komodul V' mit der Eigenschaft
V ~ U* € M. Da H Generator in M# ist, existiert ein Epimorphismus
HY — V in MH". Also bettet U ~ V* in ein Produkt (H*)! ein.

Diese Beweisidee stammt aus dem Beweis von [32, Theorem 2.6]. Der Beweis
dort wird fiir Koalgebren iiber Korpern gefiihrt. Er bleibt jedoch iiber QF-

Ringen giiltig.
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1.6 K-Semi-Invarianten

In dem Artikel [20] betrachten Cohen, Raianu und Westreich H-Kowirkungen
auf einer H-Komodulalgebra A iiber einem Koérper k£ und reduzieren die Fra-
ge, ob A®°% C A eine Hopf-Galois-Erweiterung ist, im Fall einer punktierten
Hopfalgebra H mit einem totalen Integral ¢ : H — A auf die Frage, ob
der Ring der Semi-Invarianten Ag := AQyk[G] stark G-graduiert ist, wobei
G die Gruppe der gruppenidhnlichen Elemente in H bezeichnet. Sie verall-
gemeinern damit die Untersuchungen aus [53] und [11], in denen &hnliche
Ergebnisse fiir eine kohalbeinfache und endlich dimensionale Hopfalgebra H
erzielt werden.

Wir werden in diesem Abschnitt die in den Abschnitten 1.1. - 1.3 studierte
Situation so verallgemeinern, da§ die Untersuchungen aus [20] als Studium
von Aquivalenzen zwischen geeigneten Bimodulkategorien verstanden werden
kénnen.

In diesem Abschnitt bezeichnet R zuerst einen beliebigen kommutativen Ring
mit Eins. Spéter werden wir voraussetzen, dafl R ein Korper ist, um unser
Hauptergebnis 1.6.14 beweisen zu kénnen.

Sei H wieder eine iiber R flache R-Hopfalgebra und K eine Unter-Hopfalgebra
mit der Einbettung ¢ : K — H. Dann tragt K in natiirlicher Weise die Struk-
turen eines Rechts- und Links- H-Komoduls durch die Strukturabbildungen

P K25 KoK S He K
und .
o K25 KoK S Ko H.

Die Abbildung ¢ : K — H wird mit diesen Strukturen eine Rechts-, bzw.
Links- H-Komodulabbildung. Sei A wieder eine rechts H-Komodulalgebra.
Dann definieren wir die (verallgemeinerten) K-Semi-Invarianten von A bzgl.
der Unter-Hopfalgebra K in H wie folgt (vgl. [20, section 1]):

1.6.1 Definition. Fliir eine Unterhopfalgebra K C H und eine Rechts-H -
Komodulalgebra A nennen wir die Algebra Ay := AOyK die (Algebra der)
K-Semi-Invarianten von A, also
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Bemerkung:

(1) Im Fall K = R entsprechen die R-Semi-Invarianten von A gerade der
Unteralgebra A" der koinvarianten Elemente von A. In [52] wird fiir
Ay die Notation A(K) benutzt.

(2) Im Fall K = R|[G] fiir die Gruppe G = G(H) der gruppenéhnlichen
Elemente von H wird Agq) ein G-graduierter Ring. Fiir eine endlich-
dimensionale Hopfalgebra H iiber einem Kérper R sind die R[G]-Semi-
Invarianten als Semi-Invarianten in [11] studiert worden. Wir kénnen
auch die Ergebnisse aus [11] mit unserem Ansatz verallgemeinern.

Die Bedeutung der K-Semi-Invarianten liegt darin, daf} sie nicht nur eine
Unteralgebra in A sind, falls A iiber R flach ist, sondern sogar eine K-
Komodulalgebra, so dafl es Sinn macht, die Kategorie der Ax-K-Bimoduln
zu studieren. Es stellt sich heraus, dafl wir eine natiirliche adjungierte Si-
tuation zwischen den Kategorien M4 und MX  vorliegen haben, die die
Adjunktion aus Satz 1.1.15 verallgemeinert. Um dies zu zeigen, miissen wir
einige Voriiberlegungen anstellen.

1.6.2 Satz. Sei H eine tiber R flache R-Hopfalgebra mit einer Unter-Hopf-
algebra o : K — H und sei py : A — A® H eine Rechts-H-Komodulalgebra.
Wenn wir K mit der natiirlichen Links-H -Komodulstruktur pb : K — HQK
versehen, wird Ax := AOy K eine Unteralgebra von A ® K und sogar eine
Rechts-K -Komodulalgebra. Identifizieren wir A mit AOgH, so kdonnen wir,
falls A tiber R flach ist, Ak als Unteralgebra von A auffassen.

Beweis. Natiirlich ist A ® K eine R-Algebra mit komponentenweiser Mul-
tiplikation und Ag ist nach Definition ein R-Untermodul von A ® K. Wir
zeigen, dafl das Produkt von zwei Elementen aus Ax wieder in Ak liegt. Fiir
a®ke Ax = A0 K gilt pa(a) ® 1 = a ® ph(1). Seien nun also a ® k und
b®!lin Ay K. Dann gilt:

pa(ad) @ kl = pa(a)pa(b) ® ki
(pa(a) ® k)(pa(b) ® 1)
(a ® pi (k) (b ® plc (1))
= ab® pi(k)pi (1)
= ab® ph(kl).
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Das zeigt, dafl Ax eine Unter-R-Algebra von A ® K ist.

Wir definieren eine K-Komodulstruktur auf A® K durch die Einschrankung
der K-Komodulstruktur von A ® K auf Az K.

p: AORK — (AOyK)® K, a®k—a®Ag(k) =) a®ku) ® kg

Um zu zeigen, dafl diese Abbildung wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, daf3
Z a® k‘(l) ® k‘(g) in Ag @ K liegt. Da a® k € A ist, gilt Z a0) Q@ a1y ® k=
Y a®uky) ®kg in A® H® K. Wir rechnen nach:

[(pa®id) @ idl(a® Ak)) = Y ap ®a) ® kuy ® k)
= [[d®id® AK](Z a@) ® aqy @ k)
[id®id @ Ak]D a® L(k(1)) &® k(Q))
(Z a® L(k(l)) ® k(2)(1) ® k(2)(2))
> a® (k) ® kg ® k)
= [id ® (Pl ®id)](a ® A(k)).
Also ist Ax ein K-Unterkomodul von A ® K, und es geniigt zu zeigen, dafl
pa, eine Algebra-Abbildung ist. Das ist jedoch klar wegen:

pac(ab@Kkl) = ab® Ag(kl)
ab ® Ak (k)Ak(l)
(a® Ar(k))(b® Ak (1))
pag (@@ k)pa,(bR1).

Wenn wir die Einbettung ¢ : K — H als Abbildung von Links- H-Komoduln
auffassen, so konnen wir mit ACly— Kkotensorieren und erhalten eine Abbil-
dung Ayt : Alg K — AOgH ~ A. Das folgende kommutative Diagramm
zeigt, dafl diese Abbildung auch ein Algebra-Morphismus ist:

A= AOpK 28 ADyH ~ A
no ||
ARK ™% A®R ~ A
Wenn wir A als flach iiber R voraussetzen, ist das Kotensorprodukt links

exakt. Wir erhalten also eine Einbettung Algmt : Alg K — AOyzH ~ A
und konnen Ag als Unteralgebra von A auffassen.
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Als néchstes bemerken wir, da$§ der Funktor -0y K : MY — M rechts
adjungiert ist zum Funktor —®4, A : MfK — M. Diese Aussage gilt sehr
viel allgemeiner fiir Doi-Koppinen-Kategorien, falls die involvierten Hopfal-
gebren, Koalgebren und Algebren durch geeignete Morphismen verbunden
sind. Ein Beweis hierfiir findet sich in der Arbeit [12] von Raianu und Cae-
nepeel. Verallgemeinert wird in [8] gezeigt, dafl bei einem (geeigneten) Mor-
phismus zwischen zwei gegeben ”entwining structures” eine adjungierte Si-
tuation zwischen den zugehérigen Modulkategorien vorliegt. Fiir Koringe, die
durch einen geeignet zu definierenden Koring-Morphismus verbunden sind,
hat Torrecillas das entsprechende Resultat in der Arbeit [31] festgehalten.
Wir geben hier ohne Beweis nur die induzierten Strukturen fiir die Objekte
in den jeweiligen Kategorien an.

1.6.3 Lemma.
(1) SeiU ein Objekt in MY . Dann wird U @4, A ein Objekt in MY mit
den Strukturabbildungen

P:U®Ray A= (UBax A)® H, u®ay a— Y uo) ®ay a) ® uw)aq),

i (U®a, A)RA U Qu, A, u®a, a®b uQy, ab.

(2) Sei M ein Objekt in M. Dann wird MOy K ein Objekt in MY mit
den Strukturabbildungen

p: (MOgK)® (AOgK) - MOgK, (m®k)Q (a®!) — ma® kl.

Wir zitieren nun Theorem 1.1 und 1.3 aus [12], angewandt auf unseren Spe-
zialfall. Bemerkenswert und neu ist Teil (3) des Satzes. Wir zeigen dort,
daf} die Adjunktion, die wir in Satz 1.1.15 betrachtet haben, iiber die hier
untersuchte Adjunktion ”faktorisiert”. Dadurch wird ersichtlich, dafl die
funktoriellen Eigenschaften von A als H-Komodul - hier meine ich vornehm-
lich Projektivitdts- und Generatoreigenschaften - verbunden sind mit den
entsprechenden Eigenschaften von Ax als K-Komodul. Dies werden wir in
1.6.14 ausnutzen, um die Ergebnisse von Cohen aus [20] zu erkliren und zu
verallgemeinern.

1.6.4 Satz. Sei H eine Hopfalgebra, A eine Rechts-H -Komodulalgebra und
K eine Unterhopfalgebra in H mit der Finbettung « : K — H. Setzen wir
B := Ay, dann gilt:
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(1) Die Funktoren

bilden ein adjungiertes Funktorpaar.
Die Einheit der Adjunktion ist fiir U € MY gegeben durch

v:U— (UepAOgK, u— Y (4 ®5 1) ® ug)
und die Koeinheit ist fir M € M gegeben durch
pv: (MOgK)®@p A— M, m®Qk®Q®pa+— mae(k).
(2) Es gibt einen Isomorphismus
B®% = (A0 K)OgR ~ AQy(KOgR) ~ AOy R = AH.

(8) Die Adjunktionen faktorisieren wie folgt (das heif$it die oberen und die
unteren Pfeile ergeben jeweils ein kommutatives Diagramm):

Mg MAcoH

Beweis. Die Aussage (1) steht - wie gesagt - in allgemeinerer Form in [12,
Theorem 1.1, Theorem 1.3], wobei in der dort verwendeten Notation A:= K,
D:=K,B:=Bund A’:=H, D’ :=H, B’ := A gesetzt werden muf} und die dort
involvierten Morphismen o« : A — A', : B — B'und § : D — D' jeweils
die kanonischen Einbettungen a:=1: K - H, f:=00 (idy ®cg): B — A
und § :=¢: K — H sind.

(2) Die Isomorphie B®K ~ A¢H rijhrt daher, dafl man in diesem Fall die be-
teiligten Kotensorprodukte assoziieren darf. Das ist gerechtfertigt, da Kx R
rA-rein in K ® R ist (sogar R-direkter Summand) und R natiirlich R-flach
ist (vgl. [2, 11.3.4, (3)])-

(3) ist mit dem Argument aus (2) nun klar.

Als néchstes wollen wir den Funktor —[(Jgz K néher untersuchen. Er ist von
besonderem Interesse, weil es sich dabei im allgemeinen nicht - wie bei den
"normalen” Koinvarianten - um einen Hom-Funktor handelt. Eine wichtige
Eigenschaft ist natiirlich die Exaktheit. Die néchsten Lemmata und Sétze
dienen dazu, diese zu verstehen.
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1.6.5 Lemma. Sei H eine Hopfalgebra tiber R mit bijektiver Antipode S
und ¢ : K — H eine Finbettung von Hopfalgebren. A sei wieder eine Rechts-
H-Komodulalgebra und U sei ein Rechts-H-Komodul. Dann induziert die
Identitit auf UQ AQ K einen (in U funktoriellen) R-linearen Isomorphismus

Udp%(A®° K) — (U ®° A0y K.

Beweis. Betrachten wir das nachfolgende Diagramm von R-Moduln, wobei
die Zeilen gerade die definierenden Folgen fiir die jeweiligen Kotensorproduk-
te darstellen:

0 — UOp(A®°K) — URA®K 4% U HoAQK
did Jidowowid
0 — UAOgK — URA®K "1™ U9 AgHGK,

mit dem (A-H)-Isomorphismus © : H ° A — A ®, H aus 1.1.4. Die Ko-
modulstrukturabbildung py 4 ist die diagonale Komodulstruktur auf U ®°¢ A
und p4x bezeichnet die Links-H-Komodulstruktur auf A ®° K, die von der
rechts diagonalen Komodulstruktur durch den Funktor S (vgl. den Beweis zu
1.5.11) induziert wird. Dann kommutiert das rechte Rechteck mit den Abbil-
dungen idygagx und id ® © ®id, denn die Elemente werden folgendermaflen
abgebildet:

u®a®k — Fug@ua ®a®k -3 ud® S(awke) ® ag) ® k)
\J 1 )
U®a@k — Z“(O) ® ap) Quayaq) ®k —u® a®S(k(2)) ® k(-

Aus der Kern-Eigenschaft von (U ®° A)0OyK folgt die Existenz eines R-
linearen Isomorphismus v : Udg®(A ®° K) — (U ®° A)0z°K, der das
Diagramm kommutativ macht.

Nun kénnen wir die Exaktheit des Funktors —(z K auf der Kategorie M
durch Koflachheit des Moduls A ®° K in M* charakterisieren.

1.6.6 Satz. Sei H eine tiber R projektive R-Hopfalgebra mit bijektiver Anti-
pode S und K eine Unterhopfalgebra in K, die ebenfalls eine bijektive Anti-
pode hat. Weiter sei A eine R-flache Rechts-H-Komodulalgebra. Dann sind
dquivalent:

(a) Der Funktor —OyK : MY — R-Mod ist exakt;
(b) der Funktor —05°K : MH — R-Mod ist exakt;
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(¢) der Punktor —0y%(A ®° K) : M® — R-Mod ist ezakt;
(d) der Funktor (A ®° K)Og— : M — R-Mod ist exakt.

Beweis. Da K und 5K als links H-Komoduln isomorph sind (durch S), gilt
(@) < (b).

(c) & (d) ist klar, da S eine Aquivalenz zwischen M* und M ist.

(a) = (c¢) Aus dem kanonischen Isomorphismus fiir A und einen Rechts-H-
Komodul M aus 1.6.5 erhalten wir, da MOy5(A ®°¢ K) ~ (M ®°¢ A)O5°K
gilt. Aber dieser Isomorphismus ist funktoriell in M und nach Voraussetzung
ist die Komposition der Fuktoren (—®¢A) und —;°K exakt (A ist flach).
Dann ist auch —z5(A®°K) ein exakter Funktor, was gerade die Koflachheit
von (A ®° K) als Links- H-Komodul bedeutet.

(¢) = (d) Fiir jedes M € MH gzerfillt die A-Modul-Strukturabbildung py; :
M ®r A — M in M durch die H-kolineare Abbildung vy, : M — M ®g
A,m— m®1,. Wir miissen zeigen, dafl unter der Annahme, daf} S(A ®°K)
koflach ist, der Funktor —;5K Epimorphismen in M erhilt.
Sei also f : M — N ein Epimorphismus in M#%. Dann betrachten wir das
folgende Diagramm mit vertikalen Epimorphismen:
MoA 8 NeAa
J/MM ~LNN
M L N

Da —Ox5K links exakt ist, und da gy und py in M¥ zerfallen, haben wir
das folgende kommutierende Diagramm, in dem die vertikalen Abbildungen
immer noch Epimorphismen sind:

_ i S _
(Mo A0, Kk Y% (N @ )0, K.
\I/NMDHSK wL,UNDHSK

MOSK fOn K NOZK.

Wir wissen, daB f0;5K surjektiv ist, wenn (f ®4d)0y5K surjektiv ist. Aber
der funktorielle Isomorphismus (- ® A)Oy K ~ —Op5(A ®° K) aus 1.6.5
zeigt, daB (f ® id)0,°K = fOu5A ®° K) gilt.

Nach Voraussetzung ist —Jz5(4 ®° K) exakt, erhilt also Epimorphismen.
Daraus folgt die Behauptung.
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In 1.4.7 haben wir gesehen, daf} die Existenz eines totalen Integrals¢ : H — A
insbesondere den Funktor (—)®# der H-Koinvarianten exakt macht. Hier
halten wir nun fest, dal bei der Existenz eines totalen Integrals t : H — A
fiir jede Unterhopfalgebra K C H ein totales Integral tx : K — Ak existiert.
Damit werden die Funktoren der K-Koinvarianten (—)“* : M%, — M eox
fiir jede Unterhopfalgebra K C H exakt.

1.6.7 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H -Komodulalgebra.

Dann sind dquivalent:

(a) Es ezistiert ein totales Integral t : H — A;

(b) fiir jede Unter-Hopfalgebra K C H existiert ein totales Integral
ik : K — AK.

Beweis. (a) = (b) Seit: H — A ein totales Integral und K C H eine Unter-
Hopfalgebra. Wenn wir mit —[5 K kotensorieren, so erhalten wir eine K-
kolineare Abbildung tx =ty K : HOy K — Ay K. Wir identifizieren K
mit HOy K und haben somit eine Abbildung tx : K — Ay, die K-kolinear
ist und immer noch tx(1g) = tOp K(1g®1k) = t(1g) @1k = 14Q1x = 14,
erfiillt.

(b) = (a) ist klar.

Falls R ein Korper ist, so ist die Existenz eines totalen Integrals ¢t : H —
A sogar dquivalent zur Exaktheit des Funktors der Koinvarianten (—)®# :
M — M jeon. An dieser Stelle ist interessant, dafi die Existenz eines totalen
Integrals auch die Exaktheit des Funktors —Op K : MY — MZ fiir jede
Unter-Hopfalgebra K in H bewirkt. Wir halten dazu das folgende Lemma

fest:

1.6.8 Lemma. Sei R ein Kirper (oder ein halbeinfacher Ring), H eine
R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H-Komodulalgebra. FExistiert ein totales
Integral t : H — A, dann ist fir jede Unter-Hopfalgebra K C H der Funktor
—0OyK : MY — ME_ exakt.

Beweis. Wenn ein totales Integral ¢t : H — A existiert, so ist jeder (A-H)-
Bimodul als H-Komodul injektiv. Damit zerfillt jede exakte Folge in M
als Folge in M¥ nach 1.4.6. An dieser Stelle benétigen wir, daf§ in R-Mod
alle exakten Folgen zerfallen, also R halbeinfach ist. Aber auf H-kolinear
zerfallenden Folgen ist der Funktor —[g K exakt.
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Der ni#chste Satz zeigt, daBl der Subgenerator K ® B € MX dank unserer
Wahl statisch ist bzgl. der Adjunktion aus 1.6.4, daf§ also der durch die
Adjunktion bestimmte Morphismus K ® B — ((K ® B) @ A)0gK ein
Isomorphismus in M¥ ist. Das wird in den speziellen Situationen, die wir
untersuchen, deshalb wichtig, da K ® B dort ein Generator fiir die Kategorie
ME wird.

1.6.9 Lemma. Sei R ein Kirper (oder ein halbeinfacher Ring), H eine
R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H-Komodulalgebra. Fiir eine Unterhopfal-
gebra K C H setzen wir B := Ag. Dann gilt in MY (mitb=a®1l € B =
AOyK):

K®B ~ ((K@B)@BA)DHK ~ (K®A)DHK,
k®b — Zk‘ ®b0)®31A®k()b(1) — Zk(1)®a®k(2)l:k®a®l

Beweis. Daf} die linke Abbildung in M ist, ist klar, denn sie ist durch die
Einheit der Adjunktion gegeben (vgl. 1.6.4, (1)). Bei der rechten Abbildung
haben wir K@ B®p A mit K® A in M identifiziert. Dabei ist > b 0)®b)

Ea ®aq @I fir b =a®l € AOgK. Aber wir haben den Algebra—
Morphlsmus id®eg: AUgK - A® R~ A (vgl. 1.6.2). Das bedeutet, dafl
unter dieser Identifikation die Elemente folgendermaflen abgebildet werden:

D kay ® (a) ® ay) ®p 14 ® k)l = Y _ k1) ® ag)e(ag)) @ k.
Das erklért die rechte Abbildung.
Nun gilt fir a®! € AOy K jedoch Y a)®aq)e(l) = a®! und fir k®a®! €
(K@ A)OgK giltin K@ AQ H® K:
D Tk ®ag @ keam @1=Y k@a® 1 ®ly
Das bedeutet aber fiir £k € K und a ® | € Ay K die Gleichheit

Dk ®a® kel = Yk ®ag) ® kpyawe(l)

= (idg ® ZdA ® idg ®¢e)(> k(l) ® ap) @ k(Q)CL(l) ®1)
(idK Ridy ®idg ® 6)(Zk Ra® l(l) ® l(g))
kQ@a®l.

Also handelt es sich bei der Abbildung tatsichlich um die von der Identitét
induzierte Abbildung. Aus [2, I11.2.1] folgt, daf diese Abbildung ein Isomor-

phismus ist.
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Der néchste Satz verallgemeinert das Theorem 3.1 in [11, section 3]. Dort
wird H als endlich-dimensionale kohalbeinfache Hopfalgebra iiber einem Kor-
per R vorausgesetzt und K ist die Gruppenalgebra R[G], wobei G die Gruppe
der gruppendhnlichen Elemente in H bezeichnet. Mit diesen Voraussetzun-
gen besitzt K eine bijekitve Antipode und es existiert ein totales Integral
t: H — A. Bemerkenswert ist dabei, da} unser Beweis nicht elementweise
gefithrt wird, sondern funktorielle Uberlegungen benutzt. Er verallgemeinert
das Theorem 3.1 in [53] auf nicht endlichdimensionale Hopfalgebren. Er ver-
allgemeinert auch das Lemma 3.4 aus [58] im Fall eines Grundkorpers R von
der trivialen Einbettung der Hopfalgebren R C H auf die Einbettung einer
beliebigen Unterhopfalgebra K C H.

1.6.10 Satz. Sei R ein Korper, H eine R-Hopfalgebra und A eine Rechts-H -
Komodulalgebra. Fiir eine Unterhopfalgebra K C H mit bijektiver Antipode
Sk setzen wir B := Ag. FEuxistiert ein totales Integral t : H — A, so st fiir
U € ME der natiirliche Morphismus der Adjunktion

Nu : U— (U Xp A)DHK
ein Isomorphismus in M.

Beweis. Nach 1.6.7 existiert ein totales Integral tx : K — B. Damit
wird nach 1.4.7 B ® K zu einem (projektiven) Generator in der Kategorie
MZE. Da die Antipode von K als bijektiv vorausgesetzt ist, haben wir den
Isomorphismus © : B& K ~ K ®° B aus 1.1.4. Wegen 1.6.9ist G := K® B
damit ein statischer Generator in M%. Sei U aus M beliebig und die Folge

GWY - GM U0

exakt in MX. Da die Funktoren — ®p A und —z K mit direkten Sum-
men vertauschen und der Funktor —Oy K nach Voraussetzung exakt ist (vgl.
1.6.8), erhalten wir das folgende kommutative Diagramm

GW — G — U - 0
J,a \Lﬂ \L’Y
(G®p AOgK)N — (Geg AOgK)") — (U®gA)OyK — 0

in MY in dem die Morphismen « und 3 wegen 1.6.9 Isomorphismen sind.
Aus dem Kern-Kokern-Lemma folgt die Behauptung.

Aus der Existenz eines totalen Integrals ergibt sich auch der folgende Iso-
morphismus:
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1.6.11 Satz. Sei: R ein Korper, H eine R-Hopfalgebra, A eine Rechts-H -
Komodulalgebra und K C H eine Unter-Hopfalgebra. FExistiert ein totales
Integral t : H — A, dann ist fiir alle V. € M ycon der von der Identitdit
induzierte natirliche Morphismus

V ®BC°K (ADHK) — (V ®AcoH A)DHK
ein Isomorphismus in M yeon .

Beweis. Wir setzen B := Ay, so dal B®K = A®°H gilt. Sei V € Mpgeox
und die Folge
1) (B)D —» (BN 5V =0

exakt in Mpgeox. Durch Tensorieren mit — ®geox B erhalten wir bis auf
Isomorphie eine exakte Folge

2) BY = B® 5V ®gwx B—0

in MX. Durch Tensorieren von (1) mit — ®eon A erhalten wir bis auf
Isomorphie eine exakte Folge in M#

(3) AD 5 AWM LV @ 4eon A — 0,

die in M¥ zerfillt, da jeder Bimodul als H-Komodul injektiv ist. Also bleibt
(3) exakt, wenn wir mit —O g K kotensorieren. Wir erhalten eine exakte Folge

(4) (AMOxK —» (AMOgK = (V @ geonr A)OgK — 0

in M%, die mit der Folge (2) durch das folgende kommutative Diagramm
verbunden ist, da —[Jy K mit direkten Summen vertauscht:

B(P) V ®BcoK B

| -

(ADx K)D — (AOz K)WY) — (V ® geon A)Og K — 0

B®W 0

Dann ist a ein Isomorphismus und es gilt fiir alle V' € M 4econ der Isomor-
phismus in MX:

V ®BcoK (ADHK) ~ (V ®AcoH A)DHK
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Wir benétigen noch das folgende technische Lemma. Es zitiert bekannte
Ergebnisse aus der Theorie. Dabei bezeichnet fiir eine R-Koalgebra C' das
Koradikal Cy von C die Summe der einfachen Unterkoalgebren von C (vgl.

[49, 5.1.5]).

1.6.12 Lemma. Se: R ein Kérper, H eine R-Hopfalgebra und Hy das Ko-
radikal von H. Weiter sei U € M mit Strukturabbildung py : U — U ® H.

(1) Es gilt Soc(y~H) = Hy.
(2) Fiir jede Unterkoalgebra C C H gilt U C = p;* (U @ O).
(8) Es gilt UQyHy = Soc(y+U).

Beweis. (1) steht in [73] oder in [49, 5.1.8].
(2) findet sich in [53, Bemerkung nach Corollary 4.1].
(3) ist in [58, Bemerkung nach Proposition 1.1].

Die folgende Beobachtung hat uns den modultheoretischen Zugang zu dem
nachfolgenden Theorem ermoglicht.

1.6.13 Lemma. Sei R ein Korper und H eine R-Hopfalgebra. K C H sei
eine Unterhopfalgebra, die das Koradikal Hy von H enthdlt. Dann gilt fir
einen Modul U € MH :

Uy K =0 mpliziert U = 0.

Beweis. Sei Hy — K die Einbettung vom Koradikal Hy in K in Mg. Wenn
wir mit dem rechts H-Komodul U kotensorieren, so erhalten wir die exakte
Folge 0 — UlyHy — Uy K in Mg, da der Kotensorfunktor in diesem
Fall links exakt ist (R ist ein Korper). Nach Lemma 1.6.12 ist UOy Hy aber
gerade der Sockel von U als H-Komodul, und als solcher ungleich Null, falls
U nicht der Nullmodul ist, da die Kategorie M lokal artinsch ist (R ist als
Korper vorausgesetzt). Also kann Uy K = 0 nur gelten, wenn U = 0 gilt.

Wir haben nun alle notwendigen Mittel zusammengetragen, um die Haupt-
ergebnisse (Theorem 1.3 und Theorem 1.4) aus [20] neu zu verstehen und zu
verallgemeinern. Vor allem ist dabei interessant, dal wir hier véllig andere
Beweis-Methoden benutzen. Wahrend Cohen, Raianu und Westreich einen
Induktionsbeweis iiber die Koradikal-Filtrierung fiihren, beschranken wir uns
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auf rein funktorielle Uberlegungen. Der erste Teil des Resultates verallge-
meinert auflerdem das Theorem 4.2 aus [53] auf nicht endlich-dimensionale
Hopfalgebren. Es gilt das folgende

1.6.14 Theorem.

Sei R ein Kérper, H eine R-Hopfalgebra, K eine Unterhopfalgebra in H mit
bijektiver Antipode Sx und A eine H-Komodulalgebra. Wir nehmen an, daf
ein totales Integral t - H — A existiert und setzen B := Ag.

Mit den Abkiirzungen

Fy, :=-0OxR, G1:=— Qyeon A,
F2 = —DHK, G2 = — QB A,
F3 = —DKR, Gg = — ®BcoK B,

betrachten wir noch einmal das folgende Diagramm adjungierter Funktoren
aus 1.6.4:

—0OgR
Mg MACOH
—®AcoHA
—OxK -OrgR
—®BA _®BCOKB
K
M

Dann gilt:

(1) Beschreibt das Paar (Fy,G1) eine Aquivalenz von Kategorien, dann
auch die Paare (Fp,Gy) und (Fs, G3).

(2) Gilt Hy C K und ist (F3,Gs) eine Aquivalenz, so ist auch (Fy,G1)
(und damit auch (Fy,G)) eine Aquivalenz.

Beweis. (1) Sei —OyR : MY — M jeon eine Aquivalenz von Katego-
rien. Um die Aquivalenz —OgR : ME — Mpeox zu erhalten, reicht es
wegen 1.3.3 zu zeigen, dafi B ein Generator in der Kategorie M¥ der (B-
K)-Bimoduln ist, da nach 1.6.7 ein totales Integral tx : K — B existiert,
welches B projektiv in M% macht. Hier benutzen wir die Kennzeichnung
der Projektivitiit von B in MX aus 1.4.7.

Sei also U € ME. Dann ist U ®3 A € M und dieser Modul ist A-erzeugt,
da A nach Voraussetzung ein projektiver Generator in M# ist. Betrachten
wir eine kurze exakte Folge in M der Gestalt A®) - U®,4, A — 0. Dann
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zerfillt diese Folge in M - jeder Bimodul ist injektiv als H-Komodul nach
1.4.6 - und wir erhalten eine kurze exakte Folge BN — (U ®p A)OpK —
0 in ME, wenn wir mit —O0y K kotensorieren. Mit dem Isomorphismus
(U ®p A)OgK ~ U in MY aus 1.6.10 folgt, dal das Paar (F,,G5) eine
Aquivalenz beschreibt. Mit 1.6.11 folgt, daff auch das Paar (F3, G3) eine
Aquivalenz beschreibt, da fiir U € M yeon gilt: Fy(G1(U)) =~ G3(U).

(2) Nach Voraussetzung ist B ein projektiver Generator in M und es reicht
zu zeigen, dafl A ein Generator in M# ist, da ein totales Integral ¢t : H — A
existiert, welches A projektiv in M# macht.

Betrachten wir den durch die Adjunktion aus 1.6.4 gegebenen Isomorphismus
zwischen den Bifunktoren

Hom’ ((— ®p A), —) ~ Hom& (-, (-Oy K)).

Sei E € M ein einfacher Modul und Hom’{ (A4, E) = 0. Da A in M#
projektiv ist, reicht es zu zeigen, dal £ = 0 sein mufl (vgl. [71, 18.5]).
Benutzen wir die Isomorphie der Bifunktoren, so gilt

Hom/{((B ®p A), E) ~ Homj (B, (EOyzK)) = 0.

Da B ein (endlich erzeugter) projektiver Generator in M¥ ist, beschreibt der
Funktor Hom® (B, —) eine Aquivalenz. Also folgt aus Homk (B, (EOzK)) =
0 schon, da} EC0Jz K = 0 gilt. Nach Voraussetzung gilt Hy, C K. Dann ist
der Funktor —gz K nach 1.6.13 treu und es mufl schon £ = 0 gelten. Damit
ist A Generator in M¥.

Als Korollar erhalten wir die Ergebnisse (Theorem 1.3 und 1.4) aus [20]:

1.6.15 Korollar. Sei R ein Kdorper, H eine R-Hopfalgebra und A eine H -
Komodulalgebra, so daf$ ein totales Integral t : H — A existiert. G bezeichne
die Menge der gruppendhnlichen Elemente in H und Ag := Ag|q)-

(1) Ist A" C A eine H-Galoiserweiterung, so ist auch A" = Ag’R[G] C
Ag eine R|G]-Galoiserweiterung, d.h. Ag ist stark G-graduiert.

(2) Ist H punktiert, so ist A" C A genau dann eine H-Galoiserweiterung,
falls Ag stark G-graduiert ist.

Beweis. (1) ist Teil (1) aus Theorem 1.6.14, angewandt auf die Unterhopfal-
gebra R[G] C H.

(2) Ist H eine punktierte Hopfalgebra, so ist das Koradikal Hy = R[G] von
H eine Unterhopfalgebra mit bijektiver Antipode. Also kénnen wir Teil (2)
von Theorem 1.6.14 anwenden.
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Der Vollstédndigkeit halber wollen wir noch bemerken, dafi sich bei den in
diesem Zusammenhang angestellten Untersuchungen herausgestellt hat, dafl
das Hauptergebnis Theorem 2.8 aus [12] fehlerhaft ist. Dort wird die Aquiva-
lenz zwischen zwei beliebigen Doi-Koppinen-Kategorien charakterisiert, de-
ren Hopfalgebren, Koalgebren und Algebren durch geeignete Morphismen
verbunden sind. Der Fehler liegt darin, da} die Autoren die Exaktheit der
involvierten Funktoren auf einer Bimodul-Kategorie mit der Exaktheit der
Funktoren auf einer vollen (Ko-)Modulkategorie vermischen.

1.6.16 Gegenbeispiel zu [12, Theorem 2.8]. Sei H eine nicht kohalbein-
fache Hopfalgebra iiber dem Korper k, so gibt die natirliche Aquivalenz

—Ogk : Mg — Mﬁ,

die das Fundamentale Theorem fiir Hopf Moduln beschreibt, ein Gegenbeispiel
zu Theorem 2.8 in [12].

Beweis. Setzt man (in der in [12] verwendeten Notation) A =B =D :=k
und A’ = B' = D' := H, so impliziert die Aquivalenz —Ogzk : ME — Mk
nach Theorem 2.8, dafy der Funktor —[gk exakt wird. Damit ist £ jedoch als
H-Komodul koflach (oder injektiv), was bedeutet, dafi H eine kohalbeinfache
Hopfalgebra ist - im Widerspruch zur Wahl von H.

Eine richtige Darstellung des Sachverhalts in der etwas allgemeineren Va-
riante der ”entwining structures” findet sich bei T. Brzezinski in Theorem
3.10 in [8]. Dort werden Aquivalenzen von Modul-Kategorien fiir ”entwined
structures” iiber die (Treu-) Exaktheit der beteiligten Funktoren, verbunden
mit einer verallgemeinerten Galois-Bedingung, charakterisiert.
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Kapitel 2

Der duale Fall -
(H-C)-Bimoduln

In diesem Kapitel diskutieren wir den Fall einer H-Wirkung einer Hopfal-
gebra H auf einer Koalgebra C'. Die Theorie kann dual zu der Theorie im
vorangegangenen Kapitel entwickelt werden. Unser Hauptaugenmerk liegt
auf der Tatsache, daf8 auch im dualen Fall modultheoretische Uberlegungen
helfen, die Theorie besser zu verstehen und an vielen Stellen zu verallge-
meinern. Eine solche Sichtweise ist in der Literatur noch nicht systematisch

verfolgt worden. Fiir die Einfiihrung bedienen wir uns wieder verschiedener
Artikel, unter anderem [58], [48] und [23].

Da ein wesentlicher Aspekt die Treu-Exaktheit des Funktors Hom(—, R) ist,
erhalten wir die wesentlichen Ergebnisse in diesem Kapitel in dem Fall, daf3
der Grundring ein QF-Ring ist.

2.1 Grundlagen

Sei H wie bisher eine Hopfalgebra iiber dem Ring R und C eine Rechts-H-
Modul-Koalgebra iiber R. Wir bezeichnen die Komultiplikation von C' mit A
(oder mit Ag, falls nicht klar ist, welche Komultiplikation gemeint ist) und
die Koeinheit mit € (resp. mit e¢). Die H-Modulstruktur von C wird mit
e : C ® H — C bezeichnet. Kennzeichnend fiir eine H-Modul-Koalgebra
ist, da3 die Abbildung pc ein Morphismus von Koalgebren ist.

Auch in dieser Situation gibt es eine Kategorie, die eng mit dem Objekt C'
verbunden ist - die Kategorie der H-C-Bimoduln. Dazu die folgende Defini-
tion:
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2.1.1 Definition. Sei H eine R-Hopfalgebra und C eine Rechts-H-Modul-
koalgebra tber R.
(1) Ein R-Modul M heifst rechts (H-C)-Bimodul, wenn puy : MrH — M
ein Rechts-H-Modul, opr : M — M ®pg C' ein Rechts-C'-Komodul, und
zudem opr H-linear ist, d.h.

orr(mh) = opr(m) - b (= ope(m)Ag (b)) fiir m e M, h € H.

Aquivalent dazu ist, daf py rechts C-kolinear ist, wobei M ®% H mit
der diagonalen Komodul-Struktur versehen ist.

(2) Mit M$, bezeichnen wir die Kategorie, deren Objekte die (H-C')-Bimoduln
sind und deren Morphismen zwischen (H-C')-Bimoduln M und N die
linearen Abbildungen sind, die sowohl H-linear, als auch C-kolinear

sind. Die Menge der Morphismen zwischen M und N bezeichnen wir
mit Hom$ (M, N).

Bemerkungen:

(1) Man iiberlegt sich leicht, dal auch M, eine additive Kategorie mit Ko-
kernen ist und abgeschlossen ist unter (unendlichen) direkten Summen.
Falls C iiber R flach ist, so besitzt M auch Kerne.

(2) Wir kénnen auch die Kategorie “M g der (rechts-links)-(H-C)-Bimoduln
betrachten (vgl. [58, section 4]). Ist die Antipode Sy der Hopfalgebra
H bijektiv mit inverser Abbildung Sy, so ist die duale Koalgebra H?
eine Hopfalgebra mit Antipode Sy und es gilt “My = M%ern.

Natiirlich kénnen wir einen (H-C)-Bimodul als H-Rechtsmodul oder als C-
Rechtskomodul betrachten, d.h. wir konnen jeweils eine Struktur vergessen.
Umgekehrt kann man jedem C-Rechtsmodul und jedem H-Rechts-Komodul
in natiirlicher Weise einen induzierten (H-C)-Bimodul zuordnen. Dazu -
dual zu 1.1.2 - die néchsten Definitionen und Sétze.

2.1.2 Definition. Sei: C' eine Rechts-H-Modulkoalgebra. Wir bezeichnen
den Funktor, der bei einem (H-C)-Bimodul die C-Komodulstruktur vergifit,
mit UC : MG — Mpy. Den Funktor, der die H-Struktur vergifit, bezeichnen
wir mit Uy : M% — MC.
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2.1.3 Satz.

(1) Fir jeden Rechts-H-Modul N ist N @ C ein (H-C)-Bimodul mit den
Strukturabbildungen

onore @ N®rC = (N@rC)®rC, n®c—n® Ac,
pnepe @ (N®rC)®@rH - N®rC, n®@c®hr (n®c)Ax(h).

Fiir jeden (H-C')-Bimodul M ist die Strukturabbildung ppr : M@gH —
M ein (H-C)-Bimodulmorphisms.

(2) Ist a: Ny — Ny ein (Epi-)Morphismus in My, dann ist die induzierte
Abbildung
a®idc : N1 ®RC—>N2 ®RC

ein (Epi-)Morphismus von (H-C)-Bimoduln.

(8) Fiir jeden Rechts-C-Komodul L wird L®% H zu einem (H-C)-Bimodul
mit den Strukturabbildungen

preen @ (LOGH)®rH — L&Y H, |®@h®k—1®hk,
oresr : L®GH — (LG H)®rC, 1®h— Y lo) ® ho) ® layh).

Fiir jeden (H-C)-Bimodul M ist die Strukturabbildung op : M — M ®
C ein (H-C)-Bimodulmorphisms.

(4) Ist B : L1 — Ly ein (Epi-)Morphismus von C-Komoduln, so ist
B®idy: L1 ®% H — Ly ®% H
ein (Epi-)Morphismus von (H-C)-Bimoduln.
Beweis. Das ist - dual zu 1.1.2 - leicht zu verifizieren.

2.1.4 Satz. Sei C eine Rechts-H-Modulkoalgebra.

(1) Der Funktor UC : MG — My ist links adjungiert zum Funktor
—®rC : My — MS. Das bedeutet, daf fir M € MS, und N € My
H "
die Abbildung

Hom% (M, N ®r C) — Homy (M, N), f+— (id®¢) o f,

ein (in M und N funktorieller) R-Isomorphismus mit inverser Abbil-
dung h — (h ®id) o p ist.
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(2) Der Funktor Uy : M$ — MC ist rechts adjungiert zum Funktor

- ®% H : M® = M$. Das bedeutet, dap fir N € M und M € M
die Abbildung

Hom$ (N ®% H, M) — Hom“(N, M), g+ [n+ g(n® 1g)],

ein (in M und N funktorieller) R-Isomomorphismus mit inverser Ab-
bildung f — up o (f ® idy) ist.

Beweis. Vgl. [48, 2.15].

2.1.5 Bemerkungen:

(1) Es ist interessant zu bemerken, dafl Eigenschaften, die iiber die Hom-

Funktoren gekennzeichnet werden kénnen, wie Projektivitéts-/Injekti-
vitéts- oder Ko-/Generatoreigenschaften, durch diese Adjunktionen mit-
einander verkniipft werden.

e Ist beispielsweise P ein projektives Objekt (resp. ein Generator) in
M dann ist P®% H ein projektives Objekt (resp. ein Generator)
in M.

e Ist dual dazu ) ein injektives Objekt (resp. ein Kogenerator) in

My, so ist Q ® C ein injektives Objekt (resp. ein Kogenerator)
in M%.

Analog zu 1.1.7 kann man ein Smash-Produkt H?? ® C* definieren,
dessen Multiplikation durch:
(k®@c)(h®d) = hok® (hay — c)*d,

fir k,h € H, ¢,d € C* gegeben ist (man vgl. [47, Definition 3.3]).
Durch Nachrechnen sieht man, dafl jeder (H-C)-Bimodul ein Modul
iiber dieser Algebra wird.

Wie in 1.1.10 kann man zeigen, daf} die Kategorie der (H-C)-Bimoduln
eine Kategorie vom Typ o[M] ist. Genauer sind die (H-C')-Bimoduln
genau die von H ® C oder von C ®° H suberzeugten Bimoduln.

Es gilt die duale Aussage zu 1.1.4. Ist die Antipode S von H bijektiv,
so existiert ein Isomorphismus in M$:

Ce*H—H®C, c®hr Y hu)®chy),

mit inverser Abbildung h ® c — " ¢S(h2) ® hq).

72



KAPITEL 2. DER DUALE FALL - (H-C)-BIMODULN

Dual zu der Definition der koinvarianten Elemente bei einer H-Komodulal-
gebra definieren wir in dieser Situation eine ausgezeichnete Faktor-Koalgebra
C von C und zeigen, daf8 eine natiirliche adjungierte Situation zwischen der
Kategorie der (H-C)-Bimoduln und der Kategorie der Komoduln iiber dieser
Koalgebra C vorliegt.

2.1.6 Definition. Fiir einen Modul M € M definieren wir den Modul der
Koinvarianten von M durch

Die Koinvarianten C = C ®y R von C tragen zudem die Struktur einer
Koalgebra und wir erhalten einen Koalgebraepimorphismus

p:C—=C, c¢—c®pylg.

Beweis. [58, section 4]

2.1.7 Satz. Sei C eine Rechts-H-Modulkoalgebra, die flach iber R ist. Dann
bilden die Funktoren

—@g R: MG 5 MC und —0OgC: M - MS,

ein adjungiertes Funktor-Paar. Das bedeutet, daf fir U € MG und fiir
V € M die Abbildung

Hom$ (U, VOzC) — Hom® (U @ R, V), f— [u®y 1 — (idy @ e¢) f(u)r]

ein (in U und V funktorieller) R-Isomorphismus ist mit inverser Abbildung
g [urs g(u®p 1g).

Die Koeinheit und die Finheit der Adjunktion sind also durch die natiirlichen
Abbildungen

¢x: X — (X @ R)OgC, z— Y (20 @ 1) ® z()
fiir X € M$, und durch
Yy 1 (YOC) @ BR— Y, () _wi®c)@nr— Y yelc)r
fir Y € MC gegeben.
Beweis. Das steht in [58, section 4].

Bemerkung: In der gleichen Weise sieht man, dafl der Funktor Cgz— :
°M — My rechts adjungiert zum Funktor — ®y R : ‘My — C./\/l ist
(vgl. [58, section 4]).
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2.2 Schneiders Theorem 11

In diesem Abschnitt werden wir die Kennzeichnung der Aquivalenz in Theo-
rem II aus [58] mit dhnlichen Methoden beschreiben, wie wir dies in Kapitel
1 mit der Aquvalenz von Theorem I desselben Artikels gemacht haben. Da
in der dualen Situation jedoch in natiirlicher Weise Dualitéiten dort auftre-
ten, wo in Kapitel 1 Aquivalenzen ins Spiel kamen, miissen wir einen kleinen
Umweg in Kauf nehmen.

Die wesentliche Idee, die den modultheoretischen Zugang zu diesem Teil der
Theorie erschliefft, ist in den néichsten Sitzen zusammengefafit. Dabei ist zu
beachten, dafi R an einigen Stellen als QF-Ring vorausgesetzt ist. Mit (—)*
bezeichnen wir den Funktor Homg(—, R).

2.2.1 Satz. Sei C eine Rechts-H-Modulkoalgebra. Dann gilt:
(1) Es gibt fiir U € M einen natiirlichen R-Isomorphismus

HomG(U,0) ~ (U®y R)*, fr [u®nr— ec(f(u)r].

(2) Speziell fiir den Endomorphismenring von C € MY, ist dieser Isomor-
phismus ein Algebrenisomorphismus:

(Hom$ (C,C),0)” ~ ((C &y R)*, *) = (6*, *).

(8) Der Isomorphismus aus (1) ist auch ein Isomorphismus von Rechts-
C"-Moduln.

Beweis. (1) Wir benutzen die funktorielle Identitét
Hom$ (-, C) ~ Hompg(—, R)

aus 2.1.4. Fiir einen Modul U € My kénnen wir den Modul Homy (U, R)
als Kern von « in der R-exakten Folge

0 — Hompy (U, R) — Homg (U, R) = Homy(U ® H, R)

identifizieren, wobei a(f) := [f o py] — [(id ® ex) o (f ® id)] gilt. Diese
Folge ist in das nachstehende kommutative Diagramm eingebunden, wobei
vo : Homy(U,R) — (U @y R)* durch f — [u®g r — f(u)r] gegeben
ist. Die zweite Zeile ist die Anwendung des Hompg(—, R)-Funktors auf die
definierende Zeile fiir das Tensorprodukt als Kokern.
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0 — Homgy(U,R) — Homg(U,R) = Homgz(U® H,R)

Jw 1= 1=
0 - U®rR)* — U* a (U® H)*

Damit ist 7y ein Isomorphismus.

(2) Seien ¢,¢ € Hom%(C,C). Mit ¢ - ¢ bezeichnen wir das Produkt in
(Hom$, (C, C), 0)?, also gilt (¢ - ¢)(c) := ¢(é(c)) fiir ¢ € C. Fiir f,g € C ist
das Produkt gegeben durch die Konvolution

frglc®yr):= Zf(c(l) ®ur)g(ce) ®u 1g).
Mit dem von 7¢ aus (1) induzierten Isomorphismus
v : Hom$(C,0) = C°, (= [c®@pu T+ e(C(c))r]

rechnen wir nach:

7€) 7 () (c®u ) 227 (€)(eqy ®u 1)V (9)(c2) ®n Lr)
= Y e(llcqy))re(o(ee))
¢ ist C-kolinear = Y e({(c)q))e(o(C(c)(2)))r
= Y e(d(e(C(e)a)<(e)@))r
= e(o(¢(c))r
= Y- ¢)(c®nT)

(3) Der Modul Hompy (U, R) ist ein Rechts-C" -Modul via
Hompy (U,R) ® C* — Homp (U, R), f®(+—ecolobo(fQide)o py,

wobei 6 den kanonischen Isomorphismus R ® C' ~ C' bezeichnet.
Der Modul (U ®g R)* ist ein Rechts-C -Modul via

U@y R)*®C" = (U®u R)*, g®(+—gobo(id®C() o preyrs

wobei 6 hier den kanonischen Isomorphismus (U ®y R) g R ~ U ®y R
bezeichnet. Also gilt mit y aus (1):

YW Quenr) = e((f Ou)r

und ~ ist C" -linear.
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Der nachste Satz veranschaulicht den Sachverhalt noch einmal in einem Dia-
gramm.

2.2.2 Satz. Sei C' eine Rechts-H-Modulkoalgebra. Dann faktorisiert der
kontravariante Funktor Hom$(—, C) idiber die Funktoren — ®y R und (—)*
wie folgt:

Hom$ (—,C)

M, Mg

—QuR (=)

M@
Beweis. Nach 2.2.1 gilt Hom$(U,C) ~ (U ®y R)* fiir U € MY. Diese
Isomorphie gilt nach 2.2.1,(3) in Mg+ und ist natiirlich.

Da der Funktor Homg(—, R) bei einem QF-Ring R eine Dualitit auf den
endlich erzeugten R-Moduln bewirkt, legt der Satz 2.2.2 fiir einen Grund-
QF-Ring R nahe, daf} die funktoriellen Eigenschaften - wie Exaktheit oder
Treuheit - der Funktoren Hom$,(—, C) und —®y R eng miteinander verkniipft
sind. Dies ist in der Tat richtig (vgl. 2.2.15), und ein wesentlicher Aspekt
dabei ist die Tatsache, dafl die Eigenschaften wie Exaktheit oder Treuheit
der Funktoren Hom% (—,C) und — ®y R schon auf der Menge der endlich
erzeugten Objekte in M, bzw. MC bestimmt sind.

Um das einzusehen, benoétigen wir zuvor die folgenden Endlichkeitsaussagen.
Die erste ergibt sich als natiirliche Verallgemeinerung aus dem Endlichkeits-
satz fiir Komoduln iiber einer Koalgebra. Die zweite erklért sich im Zusam-
menhang mit quasi-endlichen Koalgebren, wie sie bei der Charakterisierung
von Aquivalenzen von Komodulkategorien auftreten (vgl. [66] und [2]).

Dabei ist ein endlich erzeugter (H-C)-Bimodul M ein Modul M € M, der
als Modul tiber dem Smash-Produkt H?#C"* endlich erzeugt ist.

2.2.3 Satz. Sei C eine R-flache Rechts-H-Modulkoalgebra und der Grund-
ring R noethersch. Dann gilt:

(1) Jeder endlich erzeugte (H-C')-Bimodul ist endlich erzeugt als H-Modul.

(2) Ist der (H-C)-Bimodul U endlich erzeugt in M$,, so ist die Menge der
Homomorphismen HomS (U, C) ein endlich erzeugter R-Modul.
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Beweis. (1) Es reicht natiirlich, nur zyklische Moduln zu betrachten. Sei
also U = (HP#C*) - u € M ein zyklischer (H-C)-Bimodul. Es gilt aber
(H?#C*)-u = (C* - u) - H. Nach dem Endlichkeitssatz fiir Komoduln iiber
noetherschen Ringen (vgl. [73]) ist C* - u endlich erzeugt iiber R. Also ist U
endlich erzeugt tiber H.

(2) Nach (1) ist U endlich erzeugt iiber H. Dann ist U @y R endlich erzeugt
iber R. Da R noethersch ist, ist (U @y R)* endlich erzeugter R-Modul. Mit
dem Isomorphismus aus 2.2.1 ist dann Hom% (U,C) ~ (U ®y R)* endlich

R-erzeugt.

Im folgenden benutzen wir die nachstehende Definition eines starken Koge-
nerators in einer Kategorie vom Typ o[M].

2.2.4 Definition. Sei M ein R-Modul. Fin Modul Q in o[M] heifit star-
ker Kogenerator in o[M]|, wenn fiir jeden Modul N aus o[M] eine geeignete
Indexmenge A existiert, so dafi N R-linear in eine direkte Summe Q™ ein-
gebettet werden kann. N heifit dann stark QQ-koerzeugt.

Eine Koalgebra iiber einem Korper (oder einem artinschen Ring) ist ein star-
ker Kogenerator in der Kategorie der Komoduln(vgl. [73]). Das néchste
Lemma zeigt, daB fiir eine Koalgebra iiber einem artinschen Ring jeder Ko-
generator in der Kategorie der Komoduln ein starker Kogenerator ist.

2.2.5 Lemma. Sei C eine Koalgebra, projektiv iber dem artinschen Ring
R. Ist Q ein Kogenerator in der Kategorie MY der Rechts-C-Komoduln, so
ist Q ein starker Kogenerator in MC.

Beweis. Da Cj, projektiv ist, konnen wir die Kategorien M® und o[¢c-C]
identifizieren. Ein Kogenerator ) in o[¢+C| enthélt bis auf Isomorphie einen
minimalen Kogenerator, etwa @, E\, wobei { E;}, ein minimales Reprisen-
tantensystem der einfachen Moduln in o[c-C] darstellt. Da die Kategorie
der C-Komoduln iiber einem artinschen Ring lokal noethersch ist, ist @, E,
(bis auf Isomorphie) injektiv, und damit direkter Summand in Q. Ist N ein
Objekt in M, so ist die injektive Hiille N von N in M gerade die direkte
Summe der injektiven Hiillen der einfachen Untermoduln von N, da M lo-
kal artinsch ist. Hier benotigen wir erneut, daf§ R artinsch Ring. Man kann
N also in eine direkte Summe von @), F einbetten. Dann kann N ¢ N
jedoch in eine direkte Summe von () eingebettet werden.
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Bemerkung: Die Aussage des Lemmas gilt allgemeiner fiir jede abelsche
Kategorie, die lokal von endlicher Linge ist.

Der nachfolgende Satz ist das duale Resultat zu 1.4.1. Er ist &hnlich zentral
fiir die hier entwickelte Theorie. Wieder gehen wir den Umweg iiber die
Kategorie der Hopfmoduln. Diesmal stellen wir zudem die QF-Forderung an
den Grundring R, damit H iiber die Aquivalenz aus dem Fundamentalsatz
ein starker injektiver Kogenerator in der Kategorie M der Hopfmoduln
wird.

2.2.6 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode Sy, Hg flach
und C' eine Rechts-H -Modulkoalgebra, die tiber dem QF-Ring R projekiv ist.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) C @g H ist ein starker Kogenerator in M$,;
(b) C ®g H koerzeugt C stark in MS,;
(c) C ist stark H-koerzeugt als rechts H-Modul.

Beweis. (a) = (b) ist trivial.

(b) = (¢) Da C als R-Modul projektiv ist, wird C von R stark in R-Mod
koerzeugt. Damit ist aber C' ® g H als rechts H-Modul stark H-koerzeugt
und die Aussage ist mit (b) klar.

(¢) = (a) Wir bemerken zuerst, dafl H in der Kategorie der H-H-Bimoduln
ein starker Kogenerator ist. Hier benutzen wir das Fundamental-Theorem
fiir Hopfmoduln und die Tatsache, dafl R ein QF-Ring und damit insbeson-
dere ein starker Kogenerator in My ist. Weiter ist zu bemerken, dafl C' als
projektiver R-Modul iiber einem QF-Ring auch ein injektiver R-Modul ist.
Sei M ein Modul in M$,. Der Modul M ®% H wird dann ein Objekt in M#
und ist als solches stark H-koerzeugt, sagen wir durch ¢ : M @ H — HD).
Ist ¢ : C — H® ein (R-zerfallender) Monomorphismus in M, so erhalten
wir durch Komposition den folgenden Monomorphismus in M y:

M 25 M@, C %% MeH® ~ (Mo H)® DS (g™,
Damit ist jeder (H-C)-Bimodul als H-Modul stark H-koerzeugt.
Ist nun M € M beliebig und 6 : M — H®Y eine Einbettung in My, dann
ist M @ C “ HY @ C ~ (H® C)® eine Einbettung (C ist projektiv
und damit flach) in M. Setzen wir noch die Komodulstrukturabbildung
om M — M ® C davor, folgt die Behauptung, da aufgrund der bijektiven

Antipode H ®, C ~ C @° H in M gilt.
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Bemerkung: Der Beweis zeigt, dafl ohne Bijektivitidt der Antipode unter
den gegebenen Voraussetzungen immer noch gilt:

C ist stark H-koerzeugt in My = H ® C' ist starker Kogenerator in M%

Der niichste Satz zeigt, daf§ wir uns fiir eine kategorielle Aquivalenz zwischen
MG und MO, die durch die Funktoren — ® R und —0&C beschrieben
wird, auf die endlich erzeugten Objekte zuriickziechen konnen. Doch zuerst
eine Definition.

2.2.7 Definition. Sei H eine tiber R projektive R-Hopfalgebra und C eine
R-flache Rechts-H-Modulkoalgebra. Wir bezeichnen mit £G die volle Unter-
kategorie der endlich erzeugten Objekte in M und mit EC die volle Unter-
kategorie der endlich erzeugten Objekte in MC.

2.2.8 Satz. Sei H eine tiber R projektive R-Hopfalgebra und C' eine Rechts-
H -Modulkoalgebra, die iiber R projekiv ist. Ist fiir alle U € £ die natiirliche
Abbildung

¢U U — (U@H R)DEC, Ul—)Z(U,(O) R 1R)®U(1),
und fir alle V € EC die natiirliche Abbildung
Yy (VOgC)@r R = V() 0 ®c) @ r— Y viele)r,

ein Isomorphismus, so beschreiben die Funktoren — ®pg R und —0sC eine
Aquivalenz zwischen M$ und MC.

Beweis. Die natiirlichen Abbildungen der Adjunktion stehen in 2.1.7. Die
Kernidee ist hier, daf} die beiden Funktoren —®# R und —[zC mit direkten
Limites vertauschen (vgl. [71, 24.11] und [2, I1.1.3]). Schreiben wir einen
Modul U = li_n>1 Uy aus M als direkten Limes seiner endlich erzeugten

Untermoduln, so gilt

(U ®y R)OgC = ((1131 Uy) @ R))OzC
~ (li_r>n(U,\ ®g R))OC
~ lim((U) ®p R)DaC)

—
lim(U,\) =U.
—

12

Fiir einen Modul V € M geht der Beweis analog.
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Die néichsten beiden Sitze erkliren die Beziehung zwischen den modultheore-
tischen Begriffen, die hier zur Kennzeichnung der Aquivalenz benutzt werden
sollen, und den Kennzeichnungen in Theorem II aus [58]. Der erste Satz er-
weitert Corollary 4.2 aus [58]. Sie sind dual zu den Sétzen 1.4.3 und 1.1.17
zu sehen. Bemerkenswert ist bei dem néchsten Satz die Tatsache, dafl die
Exaktheit des Funktors —®p R : M$ — MC "nur” iquivalent zur Flachheit
von C' als Rechts-H-Modul ist. Im Fall, da§ der Funktor eine Aquivalenz be-
schreibt, wird C' jedoch iiber H projektiv (wie wir in 2.2.15 sehen werden).
Als wir die Theorie der (A-H)-Bimoduln entwickelt haben, war (zumindest
iiber einem QF-Ring) die Exaktheit des Funktors —OgR : MH — M 4eon
schon #quivalent mit der Injektivitit von A in MH.

2.2.9 Satz. Sei H eine projektive R-Hopfalgebra mit bijektiver Antipode, R
ein QF-Ring. C sei eine R-projektive H-Modulkoalgebra und C sei R-flach.
Dann sind dquivalent:

(a) C ist flach als Rechts-H-Modul;
(b) der Funktor — ®y R : MS — MC ist exakt;
(c) C ist ein injektives Objekt in M.

Beweis. (a) < (b) steht bei Schneider [58] in Corollary 4.2.

(b) = (c) Sei
0—U—V —>W-—0

exakt in M$. Dann ist die Folge
0 —UQ®g R—VR—>W®gR—0

exakt in M, da —®y R nach (b) ein exakter Funktor ist. Wegen Hom$(—, C)
~ (— ®y R)* aus 2.2.1 und der Exaktheit von (—)* ist dann auch die Folge

0 — Hom%, (W, C) — Hom%(V, C) — Hom&(U,C) — 0

exakt in R-Mod (oder in Mg+.) Damit ist C injektiv in M.
(c) = (b) Ist umgekehrt C injektiv in M% und die Folge

0—U—V-—W-—70
exakt in M$, dann ist auch die Folge

0 — Hom$ (W, C) — Hom%(V, C) — Hom%(U,C) — 0
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exakt in Mgs+. Aus der Isomorphie in 2.2.1 folgt, daf} die Folge
0—U®gR) — (Vg R — Wy R) —0

exakt ist in Mg oder in R-Mod. Da R Kogenerator in R-Mod ist, entdeckt
der Funktor (—)* exakte Folgen. Also ist auch die Folge

exakt in R-Mod und der Funktor — ®py R ist exakt.

Der nichste Satz identifiziert die Injektivitdt der kanonischen Abbildung 7 :
C®H — COsC (Bedingnung (b) in [58, Theorem 4.5]) als eine Kogenerator-
Eigenschaft.

2.2.10 Satz. Sei H eine iber R projektive R-Hopfalgebra, R ein QF-Ring,
und C' eine H-Modulkoalgebra mit C'r projektiv. Dann sind dquivalent:

(a) die Abbildung~y : CQH — COC, c®h Y cay®cpyh, ist injektiv;
(b) C koerzeugt C @ H stark in M.

Beweis. (a) = (b) Die Einbettung COsC — C ®p C ist eine Abbildung in
MG, wenn man C®xC mit der rechts-trivialen C-Kostruktur und der rechts-
trivialen H-Modulstruktur versieht. Dieser Modul ist stark C-koerzeugt in
M, da C in R-Mod direkter Summand in R™ fiir eine geeignete Index-
menge A ist. Ist die kanonische Abbildung 7 injektiv, so folgt ().

(b) = (a) Sei C ® H stark C-koerzeugt in M$. Dann gilt fiir alle endlich
erzeugten Untermoduln U von C' ® H, daf die Auswertung

&y : U — Homg- (Hom$, (U, C), C)

ein Monomorphismus ist (vgl. [71, 45.10]).

Fiir endlich erzeugtes U gilt nach 2.2.1 die Isomorphie Hom% (U, C) ~ (U ®y
R)* in Mg~ und fiir endlich R-erzeugtes V € M die Isomorphie (V*)* ~ V
in MC. Aus der Eindeutigkeit der Adjunktion folgt fiir endlich erzeugtes
V € MC dann auch Homg (V*,C) ~ VOgC. Insgesamt gilt also bis auf
Isomorphie, dafl wir eine Einbettung

U — (U®y R)OgC
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in M$, haben. Da die Funktoren — ®y R und —OzC mit direkten Limites
vertauschen und der direkte Limes von Monomorphismen wieder monomorph
ist ([71, 24.4]), folgt insgesamt (bis auf natiirliche Isomorphismen):

lim(®y, )

C®H=1limU, — lim((Uy®y R)O:C)
— —

(C ® H) @y R)O5C
COC.

12

12

12

Bemerkenswert ist auch die Tatsache, dafl die kanonische Abbildung « schon
ein Isomorphismus ist, wenn C ein starker Kogenerator in der Kategorie M,
ist.

2.2.11 Satz. Sei H eine projektive R-Hopfalgebra, R ein QF-Ring, und C
eine H-Modulkoalgebra mit C'r projektiv. Ist C ein starker Kogenerator in
M, s0 ist die Abbildung

’y:C@H—)CDaC, C®hl—)ZC(1)®C(2)h,
ein Isomorphismus in M.

Beweis. Ist C starker Kogenerator in M$, so sind die endlich erzeugten
Moduln in MY, reflexiv nach [71, 47.6]. Wir konnen den Beweis zu 2.2.10
wiederholen, wobei wir nun von Isomorphismen U ~ (U®y R)UsC ausgehen.

In Analogie zu der Terminologie der Galois-Erweiterungen aus Kapitel 1,
werden H-Erweiterungen der Form C — C dann kogaloisch genannt, wenn
die kanonische Abbildung v : C ® H — COgC eine Bijektion ist. Wir halten
das in einer Definition fest.

2.2.12 Definition. Sei H eine R-Hopfalgebra, C' eine Rechts-H -Modulkoal-
gebra mit Cg flach. Dann heifit die H-Erweiterung C — C kogaloisch, wenn
die kanonische Abbildung

’y:C@H—)CDaC, C®hl—)ZC(1)®C(2)h,

ein Isomorphismus in M$, ist.
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Bemerkungen:

(1) Wenn wir die Kategorie der rechts-links (H-C)-Bimoduln “Mpy be-
trachten, so ist auch in diesem Fall eine natiirliche Abbildung

Y :C®H — COsC, c®h— Y cyh® cp),

assoziiert.

(2) Ist die Antipode Sy von H bijektiv, so ist die Abbildung
®:CQH-—C®H, c®h Y chu)® Sulhw),

bijektiv und es gilt v/ = yo ® (vgl. [58, 4.4]). Also ist 7' genau dann
injektiv (resp. surjektiv, bijektiv), wenn dies fiir v gilt.

Wir kénnen in diesem Zusammenhang auch das duale Resultat zu 1.4.8 fest-
halten. Der Satz erklirt, warum in Theorem 2.2.15 die Injektivitit der kano-
nischen Abbildung v: C ® H — COZC unter den gegebenen Voraussetzun-
gen schon die Bijektivitit von 7 erzwingt. Doch zuerst dualisieren wir den
Begriff des totalen Integrals aus 1.4.5.

2.2.13 Definition. Sei H eine R-Hopfalgebra und C eine Rechts-H -Modul-
koalgebra. Fine rechts-H -lineare Abbildung v : C — H nennen wir ein
Kointegral fiir C. Ist k augmentiert (d.h. es gilt eg o k = £¢), so nennen
wir Kk ein totales Kointegral.

2.2.14 Satz. Sei H eine projektive R-Hopfalgebra, R ein QF-Ring, und
C eine H-Modulkoalgebra mit Cg projektiv. Existiert ein totales Kointegral
k: C — H und ist die kanonische Abbildung v : C ® H — COsC' injektiv,
dann ist v schon bijektiv, d.h. die H-Erweiterung C — C ist kogaloisch.

Beweis. Nach [23, Theorem 4] oder [58, Remark 4.3] ist C' als H-Modul
relativ projektiv, falls ein totales Kointegral existiert. Dann zerfillt die Mo-
dulstrukturabbildung pyc : C ® H — C in My und C ist von H stark
koerzeugt in My, da C® H die rechts triviale H-Modulstruktur triagt. Nach
2.2.6 ist nun C' ® H ein starker Kogenerator in M. Mit 2.2.10 folgern wir
aus der Injektivitat von v, dal C den starken Kogenerator C' ® H stark in
M, koerzeugt, also selber ein starker Kogenerator in M ist. Nun folgt die
Bijektivitéit von v aus 2.2.11.
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Wir sind nun in der Lage, das Hauptergebnis dieses Abschnitts zu for-
mulieren und zu beweisen. Es kennzeichnet die Aquivalenz zwischen der
Kategorie der Rechts-C-Komoduln mit der Kategorie der (H-C)-Bimoduln
aus [58, Theorem II] durch interne modultheoretische Eigenschaften der H-
Modulkoalgebra C'. Dadurch ergibt sich eine vollig neue Sichtweise auf die-
sen Teil der Theorie. Es erweitert auch die Ergebnisse aus [38] fiir nicht
endlich dimensionale Hopf Algebren. Es beschreibt treu-koflache Kogalois-
Erweiterungen.

2.2.15 Theorem.

Sei H eine R-Hopfalgebra, projektiv iber dem QF-Ring R mit bijektiver An-
tipode Sy. C sei eine Rechts-H-Modulkoalgebra mit C projektiv und C sei
R-flach. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) der Funktor — @R : MG — ME ist eine Aquivalenz von Kategorien;
(b) C ist starker Kogenerator in MS und (starker) Kogenerator in MC;
(c) C ist projektiv als Rechts-H-Modul und die natirliche Abbildung

’)/:C(X)H—)CDgC, C®hl—)ZC(1)®C(2)h,
18t injektiv;
d) C ist injektiv und starker Kogenerator in M.
H

Beweis. (a) = (d) Beschreibt —®y R eine Aquivalenz, so ist C' € M nach
2.2.9 injektiv. Ist U € MG mit U =~ (U ® g R)OC, so existiert eine exakte
Folge in M¢ der Form

0—UoyR— O™,

da C ein starker Kogenerator in MC ist. Wenden wir den Funktor —0sC
an, so erhalten wir bis auf Isomorphie die exakte Folge in M

0— U — CW,

Damit ist C ein starker Kogenerator in M.

Einfacher iiberlegt man sich, daf bei einer Aquivalenz die Eigenschaften ”in-
jektiv”’ und ”starker Kogenerator” erhalten bleiben. Da R ein QF-Ring ist,
ist C' ein injektiver, starker Kogenerator in MC, der durch die Aquivalenz
auf den Modul C' € M§, abgebildet wird.
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(d) = (a) Wir bemerken zuerst, daf die Objekte C' in M$ und C in M®
jeweils (ad-)statische Objekte sind. Das bedeutet, daf die natiirlichen Ab-
bildungen der Adjunktion

pc:C — (C®y R)OzC und g: (CO0) @y R — C

Isomorphismen sind. Da C nach Voraussetzung ein starker Kogenerator in
M ist, existiert fiir jeden Modul X in M, eine exakte Folge

0— X —CW —c®

in M$, fiir geeignete Indexmengen A und Q. Weiter ist C injektiv in M,
wodurch der Funktor — ® gy R nach 2.2.9 (links) exakt wird. Da der Tensor-
funktor —O5C fiir R-flaches C' und R-flaches C' immer links exakt ist (vgl.
[2, 11.1.4]), erhalten wir mit den natiirlichen Abbildungen der Adjunktion
insgesamt das folgende kommutative Diagramm in M:

0 — X — c®) — c®

lox i d
0 — (X®umR)TLC — ((C®nR)TO)N — ((C®n R)Ts0) .

Damit ist ¢x : X = (X ®y R)OgC fiir alle X € M§ ein Isomorphismus.
Verwendet man die Tatsache, dafi C in M ein adstatischer (starker) Koge-
nerator ist, so sieht man fiir ¥ in M¢ analog an dem Diagramm

0 — (YOO)®r R — ((COsC)®x R™ — ((COsC) @i R)®
Jvy S S

0 — Y — ™ — ",

daB auch ¢y : (YOzC) ® g R — Y ein Isomorphismus fiir alle Y € MCE ist.

(b) = (c) Ist C starker Kogenerator in M$, so ist die kanonische Abbildung
v:C®H — COgC bijektiv nach 2.2.11. Ist C' Kogenerator in ME, so
ist C' direkter Summand in einer direkten Summe C™), da C injektiv und
C starker Kogenerator in M ist (vgl. 2.2.5). Die in M zerfallende Folge
0 — C — O wird iiber den Funktor —J-C bis auf Isomorphie auf die
(in M§ zerfallende) Folge 0 — C — (COzC)T) abgebildet. Mit dem
Isomorphismus 7 erhalten wir, dafl C' H-direkter Summand in der direkten
Summe (C ® H)™ ist. Damit ist C als Rechts-H-Modul projektiv.

(¢c) = (d) Als projektiver Rechts-H-Modul zerfillt die Modulstruktur-Ab-
bildung uc : C ® H — C in Mpg. Damit ist C stark H-koerzeugt in Mpg
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und mit 2.2.6 ist C ® H ein starker Kogenerator in M. Nun impliziert die
Injektivitit von v nach 2.2.10, dal C (starker) Kogenerator in M wird.
Die Injektivitit von C in MY folgt aus der Projektivitiit von C' in My mit
2.2.9.

(a) = (c) Hier miissen wir einen kleinen Umweg iiber die Kategorie der
rechts-links-(H-C)-Bimoduln in Kauf nehmen und die Tatsache ausnutzen,
daf} die Antipode Sy von H bijektiv ist. Die Abbildung ~ ist nach Voraus-
setzung ein Isomorphismus. Aus der Bijektivitdt von Sy folgt, dal auch die
Abbildung +" bijektiv ist (vgl. Bemerkung (2) vor dem Theorem 2.2.15). Da
der Funktor —(05C' bei einer Aquivalenz treu-exakt ist auf MC, ist C ein
injektiver Kogenerator in der Kategorie der Links-C-Komoduln M (vgl. [2,
1V.3.2]). Also existiert ein Schnitt in M der Form s : C —s C™. Die-
ser wird iiber den Funktor COgz— auf den in “M g zerfallenden Morphismus
COgs : C ~ CO;C — (COzC)™ abgebildet. Da +' rechts-H-linear ist,
ist C bis auf Isomorphie rechts-H-direkter Summand in C ® H.

(a), (¢), (d) = (b) Da Cy projektiv ist, ist C' in Mod-H stark H-koerzeugt.
Damit ist C ® H nach 2.2.6 ein starker Kogenerator in MY, der iiber die
Aquivalenz auf das Objekt (C ® H) ®y R ~ C € MC abgebildet wird.
Die Eigenschaft ” Kogenerator” bleibt bei der Aquivalenz jedoch erhalten.
Zusammen mit (d) ist C also ein (starker) Kogenerator in M$ und in MC

- und wegen 2.2.5 ist C' auch starker Kogenerator in M.

2.3 Duale Semi-Invarianten

Wie in Kapitel 1 kénnen wir auch im dualen Fall einer H-Wirkung auf einer
Koalgebra C verallgemeinerte Semi-Invarianten definieren. Wir sind sogar
in der Lage, mit unseren modultheoretischen Methoden ein zu [20, Theorem
1.3, 1.4] duales Resultat zu erhalten. Erinnert man sich daran, daf ein we-
sentliches Ergebnis fiir punktierte Hopfalgebren erzielt werden konnte (man
vgl. 1.6.15), so kénnen wir den dualen Begriff zu punktiert, der noch nicht
hinreichend gekldart und definiert ist, etwas mit Leben fiillen. Doch zuerst
miissen wir etwas Vorarbeit leisten.

Ist H eine R-Hopfalgebra und L eine Faktorhopfalgebra mit der surjektiven
Abbildung 7 : H — L, so kénnen wir L in natiirlicher Weise mit einer Rechts-
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und einer Links- H-Modulstruktur versehen durch

f L HYS Lo L M5 L

und

ph HR L™ 1oL 5 L

Die Abbildung 7 wird bei diesen Strukturen eine links, bzw. eine rechts H-
lineare Abbildung. Ist nun C' eine Rechts- H-Modulkoalgebra, so kénnen wir
dual zu 1.6.1 die (verallgemeinerten) L-Semi-Invarianten von C definieren.

2.3.1 Definition. Fir eine Faktor-Hopfalgebra m : H — L und eine Rechts-
H-Modulkoalgebra C nennen wir die Koalgebra C* := C @y L die (Koalgebra
der) L-Semi-Invarianten von C.

Bemerkung: Im Fall L = R entsprechen die R-Semi-Invarianten C¥ gerade
den Koinvarianten C aus 2.1.6.

Man iiberlegt sich nun wieder, dafl die L-Semi-Invarianten von C' nicht nur ei-
ne Faktor-Koalgebra von C darstellen, sondern eine L-Modulkoalgebra sind,
so daf es Sinn macht, die Kategorie der L-CL-Bimoduln MgL zu untersu-
chen.

Die wesentliche Feststellung ist wie in 1.6.4 in Kapitel 1 die Tatsache, daf} die
Adjunktion 2.1.4 in natiirlicher Weise iiber MP faktorisiert. Also bemerken
wir zuerst wieder, daB der Funktor — ® g L : MG — M¢” links adjungiert
ist zu dem Funktor —OgzC : MS" — M. Im niichsten Lemma geben
wir die induzierten Strukturen an.

2.3.2 Lemma. Se: 7w : H — L eine Surjektion von R-Hopfalgebren und
C eine Rechts-H-Modulkoalgebra, die dber R flach ist. Wir bezeichnen die
Faktorkoalgebra der L-Semi-Invarianten mit D == C*. Dann gilt:

(1) Ist U ein Objekt in MP, so ist UOyC ein Objekt in M$ mit den
Strukturabbildungen
p: U0 C — (UDCLC) RC, u®cr Zu@ ca1) @ c(2),
p:(UOeC)@ H— UOC, u®c® h— Zuw(h(l)) ® Ch(g).

(2) Ist V ein Objekt in M$, so wird V @y L ein Objekt in MP mit den
Strukturabbildungen
p:VeuL—(VeyL®(C®yL), v®li—>ZU(0) ® 1y @ va) @ L),
p:(Veg L)L -V gL, 1RI®m— v Im.
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Der néchste Satz zeigt nun, dafl die Adjunktion, die wir in 2.1.4 betrachtet
haben, iiber die nun untersuchte Adjunktion faktorisiert:

2.3.3 Satz. Seit w : H — L eine Hopfalgebrasurjektion, C eine R-flache
Rechts-H-Modulkoalgebra. Wir setzen wieder D := CT und bezeichnen die
kanonische Projektion von C' nach D mit p : C — D,c— ¢ Qg 1. Dann
qilt:

(1) Der Funktor — @y L : M$ — MP ist links adjungiert zum Funktor
~0pC : MP — MS. Die Einheit der Adjunktion ist fir U € MY
gegeben durch

77UU_>(U®H L)DDC, Ul—)ZU(Q) R 1L®’U,(1),
und die Koeinheit ist fir V€ MP gegeben durch
pv: (VOpC)®y L=V, v®c®pyl— vie(c).

(2) Es gibt einen Isomorphismus von Koalgebren
D=D®, R=C® L)@, R~C®yg(L®,R)~C®y R=C.

(8) Die Adjunktionen faktorisieren wie folgt (das bedeutet, daf8 jeweils die
oberen und die unteren Pfeile ein kommutatives Diagramm beschrei-
ben):

Beweis. Auch diese Aussage erhéilt man - wie die duale Aussage 1.6.4 - als
Ergebnis der Untersuchungen in [12, Theorem 1.1, 1.3]. Dabei setzen wir
diesmal A := H,B := H,D := C,A' :== L,B' := L, D' := D und fiir die
Morphismen a :=7, §:=m, § := p.
Unser néchstes Ziel ist es nun, das Theorem 1.6.14 zu dualisieren. Das ver-

langt noch etwas Vorarbeit. Wir erinnern zuerst an die Definition in 2.2.13
und halten das duale Ergebnis zu 1.6.7 fest.
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2.3.4 Satz. Sei H eine R-Hopfalgebra und C eine Rechis-H -Modulkoalgebra.
Dann sind dquivalent:

(a) C besitzt ein totales Kointegral k: C — H;

(b) jede Faktor-Hopfalgebra L von H besitzt ein totales Kointegral k" :
ct - L;

Beweis. (a) = (b) Ist K : C — H augmentiert und rechts-H-linear, so
erhalten wir eine rechts-L-lineare Abbildung «* == k @y L : C ®y L —
H ®p L, indem wir mit — ® g L tensorieren. Identifizieren wir H ® g L mit
L, so haben wir eine rechts-L-lineare Abbildung von C* nach L. Diese ist
wegen

epokl(c®l) = ep(m(k

1
M M M
Q o =
N~ —~
o ‘w3
N
S~
3]
=0 =Z=
~— o~

auch augmentiert.

(b) = (a) ist klar.

2.3.5 Satz. Sei R ein Korper, H eine R-Hopfalgebra und C eine Rechts-
H-Modulkoalgebra. FExistiert eine augmentierte, rechts-H -lineare Abbildung
k : C — H, so st fir jede Faktorhopfalgebra m : H — L der Funktor
—®p L: MG = MS" exakt.

Beweis. Wenn eine solche Abbildung existiert, so zerfillt jede exakte Folge
in M% als Folge in My (vgl. [23, Theorem 4]). Damit ist der Funktor
— ®p L exakt auf M fiir jeden H-Modul L.

Wir miissen noch zeigen, da§ das Objekt L @ D € MP adstatisch ist, daf
also die natiirliche Abbildung der Adjunktion ((L® D)OpC)®y L~ L® D
ein Isomorphismus in MP ist. Das ist deshalb von grofer Bedeutung, da
L ® D nicht nur ein Subgenerator fiir die Kategorie M? ist, sondern in den
gleich zu untersuchenden speziellen Situationen ein Kogenerator in M? wird.
Dazu das néchste Lemma.

2.3.6 Lemma. Sei R ein Korper, H eine R-Hopfalgebra und C eine Rechts-
H-Modulkoalgebra. Fiir eine Faktorhopfalgebra w : H — L bezeichnen wir

die L-Semi-Invarianten CT wieder mit D. Dann ist die natirliche Abbildung
(L® D)OpC) @y L ~ L ® D ein Isomorphismus in MP.
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Beweis. Das geht dual zu 1.6.9.

Wir erhalten auch die zu 1.6.10 und 1.6.11 dualen Resultate, die wir im
folgenden Satz zusammenfassen.

2.3.7 Satz. Sei R ein Korper, H eine R-Hopfalgebra und C eine Rechts-
H-Modulkoalgebra. Fir eine Faktorhopfalgebra m : H — L mit bijektiver
Antipode Sy, bezeichnen wir die L-Semi-Invarianten CY wieder mit D. Ewi-
stiert eine augmentierte, rechts-H-lineare Abbildung k : C — H, dann gilt:

(1) fiir Ve MP ist der Morphismus der Adjunktion
(VOpC)®@u L =V, v®c®l+— ve(c)l
ein Isomorphismus in MP.
(2) fiir W e MC ist der Morphismus
(WOsC) @y L — WO5(C @y R) ~ W
ein Isomorphismus in MC.

Beweis. (1) Nach 2.3.4 existiert eine augmentierte, rechts-L-lineare Abbil-
dung % : D — L. Damit wird D projektiver Rechts-L-Modul und mit 2.2.6
ist D® L ein starker Kogenerator in M¥. Aus der Bijektivitiit der Antipode
Sy, folgt, dal auch Q := L® D ~ D ® L ein starker Kogenerator in MP
wird. Die Funktoren — ® y L und —[pC' vertauschen mit direkten Summen
und der Funktor — ®py L ist nach 2.3.5 exakt. Also folgt die Behauptung,
wenn wir fiir V € MP auf eine exakte Folge der Form

0—V— QW — QM

den Funktor (—0pC)®y L anwenden und die Isomorphie aus 2.3.6 anwenden.

(2) Es gilt D=D®;, R=C®y R=C. Sei W € MC und die Folge
1 0—w-—D™ D"

exakt in MP? = MC. Durch Anwendung des (links-exakten) Funktors
—[5D erhalten wir aus (1) die exakte Folge

(2) 0— WOzD — DWW — DI
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in MP. Wenn wir (1) mit —OzC kotensorieren, so erhalten wir die in M
exakte Folge
(3) 0— WOgC — CW — ¢,

die nach Voraussetzung in My zerfillt. Also bleibt (3) exakt, wenn wir mit
— ®pg L tensorieren und wir erhalten die Folge

in MP. Aus dem kommutativen Diagramm

0 — WOgO)eulL — (CM)@uLl — (C")eul

l,a \L/B J/Y
0 — WOsD — DW) — DM

folgt die Behauptung, da — ®y L mit direkten Summen vertauscht, also g

Wir benétigen noch ein technisches Lemma, welches eine direkte Konsequenz

und ~ Isomorphismen sind.

aus dem Lemma von Nakayama ist.

2.3.8 Lemma. Sei R ein Korper, H eine R-Hopfalgebra und C eine Rechts-
H-Modulkoalgebra. Mit Jac(H) bezeichnen wir das Jacobson-Radikal der R-
Algebra H. Sei I C Jac(H) ein Hopfideal in H und L := H/I die zugehdrige
Faktorhopfalgebra. Dann gilt fiir einen endlich erzeugten Modul V € My:

Vg L=0 wmpliziert V =0.

Beweis. Nach [71, 12.11] gilt V @y L = V ®g H/I ~ V/VI. Nun folgt
aus dem Lemma von Nakayama (vgl. [71, 21.13]) aber gerade V' # VI fiir
I C Jac(H) und V € My endlich erzeugt. Also kann V ® g L = 0 nur fiir

V =0 gelten.

Wir haben nun alle nétigen Vorarbeiten geleistet, um das Theorem 1.6.14 zu
dualisieren. Wir formulieren dazu das folgende

2.3.9 Theorem.
Sei R ein Korper, H eine R-Hopfalgebra und C' eine Rechts-H -Modulkoalgebra.
Wir nehmen an, daf$ eine augmentierte, rechts-H -lineare Abbildung k : C —

H existiert. Fiir eine Faktorhopfalgebra L mit bijektiver Antipode S, setzen
wir wieder D := CL.
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Mit den Abkiirzungen

F1 = —Qp R, G1 = —D@C,
F2 = —Qp L, G2 = —DDC,
F3 =—0Qr R, Gg = —DﬁD,

betrachten wir noch einmal das folgende Diagramm adjungierter Funktoren
aus 2.3.3:

Dann gilt:

(1) Beschreibt das Paar (Fy,G:) eine Aquivalenz von Kategorien, dann
auch die Paare (F,G3y) und (Fs, G3).

(2) Ist L = H/I mit I C Jac(H) und ist (F3,G3) eine Aquivalenz, so ist
auch (Fy,Gy) (und damit auch (Fy, G)) eine Aquivalenz.

Beweis. (1) Beschreibt der Funktor — ®y R eine Aquivalenz zwischen M
und M, dann ist C als Rechts-H-Modul projektiv nach 2.2.15. Mit [23,
Corollary 1] existiert dann eine H-lineare, augmentierte Abbildung « : C' —
H und nach 2.3.4 existiert eine L-lineare Abbildung x* : D — L, die D
projektiv macht als Rechts-L-Modul. Mit 2.2.9 wird D ein injektives Objekt
in MP. Es reicht also zu zeigen, daf§ D ein starker Kogenerator in MP ist.
Sei also U ein Modul aus MP. Dann ist UOpC ein Modul in MY, und
als solcher stark von C koerzeugt. Betrachten wir die kurze exakte Folge
0 — UOpC — CW, dann zerfillt diese Folge in My, da alle Moduln in
M projektiv sind in My (vgl. [23, Theorem 4]). Wenn wir mit — @ L
tensorieren, erhalten wir die exakte Folge 0 — (UOpC)®yx L — D™ in MP.
Mit dem Isomorphismus U ~ (UOpC) @y L fiir U € MP aus 2.3.7 erhalten
wir (mit 2.2.9) die Kennzeichnung (d) aus unserem Theorem 2.2.15. Damit
beschreibt das Paar von Funktoren (F3, G3) eine Aquivalenz. Aus 2.3.7 folgt,
daB auch das Paar (F3, G3) eine Aquivalenz beschreibt, da fiir V € M gilt:
G3(V) ~ F(G1(V)).

(2) Nach Voraussetzung ist C' als H-Modul projektiv, und es geniigt zu
zeigen, dafl C ein starker Kogenerator in MY ist (Kennzeichnung (d) aus
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2.2.15). Wir zeigen zuerst, dafi C' ein Kogenerator in M, ist und iiberlegen
uns dann, da8 C' in dieser Situation auch schon ein starker Kogenerator ist.
Nach Voraussetzung ist C' (mit 2.2.9) injektiv in M. Nach [71, 14.6 und
16.5] ist C' ein Kogenerator in M, wenn fiir jeden einfachen Modul E € M§,
gilt: Hom%(E, C) # 0. Wir benutzen fiir den einfachen Modul E € M, die
Isomorphie

Hom$, (F, DOpC) ~ Hom? (E ®y L, D).

Nehmen wir an, da8 Hom% (E, C) = 0 gilt. Da D ein injektiver Kogenerator
in MP ist, gilt dann schon E ®y L = 0. Aber E ist endlich erzeugt in
Mg, damit nach 2.2.3 auch in Mpy. Also mufl mit unserer Voraussetzung
I C Jac(H) wegen 2.3.8 schon E = 0 gelten und C ist Kogenerator in M.
Wir erkléren nun noch, warum C ein starker Kogenerator in M, ist.

Sei dazu U ein beliebiger endlich erzeugter Modul in M$ und 0 — U 4 or
exakt in MY fiir eine geeignete Indexmenge A (dabei bezeichnet C* das
Produkt in der Kategorie M%). Dann zerfilllt die Folge als Folge von H-
Moduln und das Bild von U unter ¢ liegt schon in C* fiir ein geeignetes
k € IN, da U als H-Modul endlich (ko-)erzeugt ist. Mit [71, 47.6] ist U
ein reflexiver Modul, also U =~ (U ® R)OgC in M. Mit 2.2.11 folgt die
Bijektivitit von . Dann ist C ein starker, injektiver Kogenerator in M.
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Kapitel 3

Quotiententheorie fiir
Hopfalgebren

In den letzten Jahren wurde von vielen Mathematikern versucht, eine Quo-
tiententheorie fiir Hopfalgebren zu entwickeln. Man vgl. die einschligigen
Arbeiten [39], [41], [68], [59] oder [49, chapter 3] um einen Uberblick zu
bekommen.

Ein wegweisendes Ergebnis liegt mit dem Satz von Nichols-Zoeller vor [49,
section 3.1], der im Fall einer endlich-dimensionalen Hopfalgebra H iiber ei-
nem Korper k zeigt, dafl H iiber jeder Unterhopfalgebra frei ist. Auch im
kommutativen Fall sind mit dem Theorem von Takeuchi (vgl. [67, Theo-
rem 5]) die Fragen weitgehend geklirt. Es besagt, dafi eine kommutative
Hopfalgebra treu-flach oder stérker ein projektiver Generator iiber jeder Un-
terhopfalgebra ist. Eine vereinfachte Darstellung dieses Resultats findet sich
in [41].

Die allgemeine Theorie ist jedoch noch weit davon entfernt, abgeschlossen
und zufriedenstellend entwickelt zu sein. So hat Peter Schauenburg in [56]
ein Beispiel einer Hopfalgebra H konstruiert, die eine Unterhopfalgebra K
enthélt, iiber der H als Modul nicht treu-flach ist. Dabei beruht der De-
fekt wesentlich auf der Tatsache, dal die Unterhopfalgebra keine bijektive
Antipode besitzt.

Elementare offene Fragen sind beispielsweise die folgenden:

e [st eine Hopfalgebra treu-flach iiber einer endlichdimensionalen Unter-
hopfalgebra (vgl. Masuoka, [39, 1.15])?

e Ist eine Hopfalgebra treu-flach iiber jeder normalen Unterhopfalgebra
(vgl. Schneider, [59, Seite 3338])?
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Wir wollen in diesem Abschnitt die Resultate der vorherigen Kapitel verwen-
den, um die Probleme bei diesen Fragen aus unserer Sicht zu erkldren. Dabei
ergeben sich neue Beweise und Verallgemeinerungen fiir bekannte Resultate.

3.1 Grundlagen

Sei im folgenden R ein QF-Ring und K eine Unterhopfalgebra in der Hopfal-
gebra H und L eine Faktorhopfalgebra von H. Wir nehmen in diesem Ka-
pitel an, dafl K, H und L als R-Moduln projektiv sind. Die folgenden
Uberlegungen zeigen, dafl mit den Untersuchungen aus den vorangegangenen
Kapiteln Aussagen iiber die Struktur einer Hopfalgebra H als Modul iiber
ihren Unterhopfalgebren, bzw. als Komodul iiber ihren Faktorhopfalgebren
gemacht werden koénnen.

Man kann eine Hopfalgebra H bei einer Hopfalgebrasurjektion 7 : H — L
als rechts bzw. links L-Komodul auffassen mit den Strukturabbildungen

oy HESB HH™S Lo H

und
1dQT

o HES HeHYSH® L.
H wird durch diese Strukturen sogar eine Rechts-, bzw. Links-L-Komodul-
algebra, wie sie in Kapitel 1 untersucht wurden. In diesem Sinne kénnen
wir die Kategorie ME der H-L-Bimoduln als eine Kategorie der Form M%
verstehen und die Ergebnisse aus Kapitel 1 benutzen.

Umgekehrt wird H bei einer Einbettung von Hopfalgebren « : K — H durch
die K-Modulstrukturabbildungen

Ko HES HeH X4 H

und

vy HOK “S He H % 0

zu einer Rechts- bzw. Links-K-Modulkoalgebra. Also ist die Kategorie ML
der K-H-Bimoduln unter dieser Betrachtungsweise eine Kategorie der Form
M, wie wir sie in Kapitel 2 untersucht haben.

Ein Problem bei der Entwicklung der Quotiententheorie fiir Hopfalgebren ist
die Tatsache, dafl der "natiirliche Quotient” zu einer Einbettung ¢ : K — H
von Hopfalgebren im allgemeinen keine Hopfalgebra mehr zu sein braucht. Er
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tragt noch die Struktur einer (einseitigen) Faktor- H-Modulkoalgebra. We-
sentlich ist hier zu bemerken, dafl die Wahl der Seite entscheidend mit ein-
geht. Dual dazu ist das natiirliche Unterobjekt bei einer Surjektion von
Hopfalgebren 7 : H — L im allgemeinen nur eine (einseitige) Koidealunter-
algebra von H. Die Einleitung in [39, section 0] gibt dariiber Aufschluff. Dies
ist der Grund, warum die Struktur einer Hopfalgebra als Modul iiber ihren
Koidealunteralgebren so ausgiebig studiert wurde ([39], [41], [68], [40]).

Dabei ist eine rechts Koidealunteralgebra U in einer Hopfalgebra H eine
Unteralgebra U C H, die zusétzlich noch A|y : U — U ® H erfiillt, also ein
Rechts-Koideal in H ist (man vgl. [68]). In diesem Zusammenhang tritt auch
das Konzept (vgl. ebda) der Koideal-Linksideale auf. Ein Koideal-Linksideal
J C H ist ein Linksideal J in einer Hopfalgebra H, welches zusétzlich A(J) C
J® H+ H®J und ¢(J) = 0 erfiillt, also auch die Bedingungen an ein
Koideal in H erfiillt. Die andersseitigen Konzepte werden analog definiert.
Man bemerke, dal eine Unterhopfalgebra K C H auf beiden Seiten eine
Koidealunteralgebra ist. Ebenso ist ein Hopfideal J C H sowohl Koideal-
Linksideal, als auch Koideal-Rechtsideal in H.

Um zu garantieren, daf} bei einer Einbettung von Hopfalgebren der assoziier-
te Quotient wieder eine Hopfalgebra ist, und dazu dual bei einer Surjektion
von Hopfalgebren die assoziierte Unteralgebra die Struktur einer Hopfalgebra
trigt, hat Schneider in [59] die Konzepte der Normalitit, bzw. Konorma-
litdt eingefiihrt. Vor dem Hintergrund von Gruppenalgebren kann man diese
Konzepte gut verstehen (vgl. [18, 4.15]).

Auch wenn Kaplansky vermutete, daf§ - wie im Fall von Gruppenalgebren -
eine Hopfalgebra frei {iber ihren Unterhopfalgebren ist, so war schon damals
von Oberst und Schneider ein Gegenbeispiel konstruiert worden (man vgl.
[50, Proposition 10] oder [49, Example 3.5.2]). Trotzdem zeigt das Theorem
von Nichols-Zoeller, dafl zumindest im endlich dimensionalen Fall diese Ver-
mutung richtig ist. Die Frage der (Treu-)Flachheit einer Hopfalgebra iiber
ihren Unterhopfalgebren ist fiir weite Teile der Theorie jedoch ausreichend.
Vergleicht man mit Gruppenalgebren, so ist fiir Fragen der Treu-Flachheit
die Normalitét der Untergruppe nicht notwendig. Fiir Hopfalgebren ist diese
Frage noch nicht geklart.

In der Arbeit [68] schligt Takeuchi ein einseitiges Konzept von Normalitét
vor und kann zeigen, dafl der einseitige Quotient bei einer Einbettung von
Hopfalgebren immer einseitig normal ist.

Eine gute Zusammenfassung dieses Ansatzes stellt [49, 3.4] dar. Wir no-
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tieren hier die wesentlichen Definitionen, da der Sprachgebrauch nicht ganz
einheitlich ist. Die néchste Definition ist Definition 3.4.1 in [49] verbunden
mit Definition 1.2 aus [68].

3.1.1 Definition. Sei R ein kommutativer Ring, Hr eine Hopfalgebra, die
tber R projektiv ist.

(1) Die links adjungierte Aktion von H auf sich selbst ist gegeben durch
(adih) (k) := Y hykS(hz), k,he H.

(2) Die rechts adjungierte Aktion von H auf sich selbst ist gegeben durch
(ad k) (k) := Y S(hqy)khe), kheH.

(8) Eine rechts Koidealunteralgebra A C H heifit (rechts) normal, wenn

(ad, H)(A) C A.

(4) Eine links Koidealunteralgebra B C H heifit (links) normal, wenn
(ad;H)(B) C B gilt.

(5) Eine Unterhopfalgebra K C H heifit normal, wenn K jeweils als ein-
seitige Koidealunteralgebra links und rechts normal ist.

Im Fall einer Gruppenalgebra oder einer universellen Einhiillenden ergeben
diese Aktionen gerade die klassischen adjungierten Aktionen.

Dual dazu definieren wir Normalitdt bei einer Surjektion von Hopfalgebren.
Wir iibernehmen weitgehend Definition 1.2 aus [68] und Definition 3.4.5 aus
[49]. Daf} diese Konzepte wirklich dual zueinander sind, wird im Anschluf
an Definition 3.4.5 in [49] erklért.

3.1.2 Definition. Sei R ein kommutativer Ring, Hr eine Hopfalgebra, die
tiber R projektiv ist.

(1) Die links adjungierte Koaktion von H auf sich selbst ist gegeben durch
v:H—H®H, h— Y haS(hs)® he.

(2) Die rechts adjungierte Koaktion von H auf sich selbst ist gegeben durch
v H>H®H, h— Y hoy®S(ha)he).-

(8) Ein Koideal-Linksideal I C H heifit (links) normal, wenn v(I) C HQI.
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(4) FEin Koideal-Rechtsideal J C H heifit (rechts) normal, wenn v,(J) C
J®H gilt.

(5) Ein Hopfideal I C H heifit normal, wenn I links und rechts normal ist.

In [59] betrachtet Schneider normale Hopfunteralgebren bzw. normale Hopf-
ideale (vgl. Definition 1.1 in [59]). Dabei ist die wesentliche Feststellung,
daB} bei einer normalen Einbettung K C H von Hopfalgebren der einseitige
Quotient H := H ®x R (man vgl. 2.1.6) eine Faktorhopfalgebra ist und
insbesondere H ® x R = R ®x H gilt. Anders ausgedriickt bedeutet dies,
daf} das Koideal-Rechtsideal K™ H ein (normales) Hopfideal ist und K*H =
HK™ gilt (vgl. [59, Lemma 1.3]) mit K* := K N Kern(eg). Dual dazu
ist bei einem normalen Hopfideal I C H die Unteralgebra der (einseitigen)
Koinvarianten H"/! := HOy,rR eine normale Unterhopfalgebra in H und
es gilt HeoH/T = coH/I[] (siehe ebda).

Die entscheidenden Beobachtungen im Zusammenhang mit einseitiger Nor-
malitit sind die Sétze 1.3 und 1.4 in [68]. Wir zitieren hier nur die fiir
uns interessanten Folgerungen, die sich aus diesen Sdtzen zusammen mit [49,
Lemma 3.4.2] ergeben.

3.1.3 Satz. Sei R ein Ring und alle betrachteten Hopfalgebren seien als
R-Moduln projektiv.

(1) Seim: H — L eine Surjektion von Hopfalgebren. Dann ist die Links-
Koidealunteralgebra H®" = HOLR (links) normal, und die Rechts-
Koidealunteralgebra “°““H = RO, H (rechts) normal.

(2) Ist K C H eine Einbettung von Hopfalgebren, dann ist das Koideal-
Linksideal HK™ (links) normal und das Koideal-Rechtsideal K™ H ist
(rechts) normal.

(8) Ist B C H eine (rechts) normale Rechts-Koidealunteralgebra, so ist
das Koideal-Linksideal HB™ ein Hopfideal. Analog ist bei einer (links)
normalen Links-Koidealunteralgebra B C H das Koideal-Rechtsideal
BT H ein Hopfideal.

(4) Ist I C H ein (links) normales Koideal-Linksideal, so ist die Rechts-
Koidealunteralgebra B := ROy, H eine Unterhopfalgebra. Analog
ist bei einem (rechts) normalen Koideal-Rechtsideal die Links-Koideal-
unteralgebra B := HUOy/ R eine Unterhopfalgebra.

Beweis. Das wird in [49, 3.4.2] und in [68, 1.3 und 1.4] im Fall eines
Grundkorpers gezeigt. Die Beweise gelten auch iiber einem Grundring.

99



KAPITEL 3. QUOTIENTENTHEORIE FUR HOPFALGEBREN

Bemerkungen:

(1) Das wichtige an diesem Satz ist die Tatsache, daff bei einer Unterhopfal-
gebra K C H die Rechts-Koidealunteralgebra der Links-Koinvarianten
coH fy . — ROzH eine Unterhopfalgebra von H ist, wenn H := H/HK™*
gilt. Analog wird die Links-Koidealunteralgebra der Rechts-Koinva-
rianten H®H = H O#R eine Unterhopfalgebra, falls H := H/K*H
gilt.

(2) Dual gilt bei einer Surjektion von Hopfalgebren = : H — L, daf§
(HeLY*H und H(®“LH)* Hopfideale in H sind.

Wir benétigen noch ein technisches Lemma, welches in unserer Sichtweise
Generator-, bzw. Kogeneratoraussagen im Fall von Unter-, bzw. Faktor-
hopfalgebren macht. Es findet sich im Verlauf des Beweises zu Theorem 2.1
in [59].

3.1.4 Lemma. Sei H eine Hopfalgebra tiber dem Ring R und Hg projektiv.

(1) Sei K in H eine Unterhopfalgebra mit Kg projektiv und ¢ : K — H die
zugehdrige Einbettung. Bezeichnen wir mit H := H/HK+ = H ®k R
die assoziierte Faktorkoalgebra, so ist die kanonische Abbildung

v:K®H— HOgH, k®hw Y ka ®kgh
injektiv, d.h. H koerzeugt K ® H in der Kategorie M.

(2) Sei L eine Faktorhopfalgebra von H, L iber R projektivund n : H — L
die zugehdérige Projektion. Wir bezeichnen die Rechts-Koinvarianten
mit HY :== HOpR. Dann ist die natirliche Abbildung

B:HQ®uyor H—>H®L, a®br Zab(l) ® (b))
surjektiv, d.h. H erzeugt H ® L in der Kategorie M.
Beweis. (1) Die Abbildung
Buen :H®H - H®H, a®br Y au) ®apb,

komponiert mit der Einbettung ¢ ® id, ist injektiv, und das Bild dieser Ab-
bildung liegt in HO;H.

(2) Betrachten wir wieder den kanonischen Isomorphismus
Buon :HOH - H®H, a®b— Y aby) ® by

und komponieren diesen mit id @ 7 : H @ H — H ® D, so erhalten wir eine
surjektive Abbildung, die iiber H ®gcor H faktorisiert.
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3.2 Exakte Folgen von Quantengruppen

In diesem Abschnitt wollen wir die Haupt-Ergebnisse aus [59] in unserer
Sichtweise darstellen und beweisen. Doch zuerst bendétigen wir noch eine
(elementare) Aussage iiber den Zusammenhang zwischen den natiirlichen Ab-
bildungen bei H-(Ko-)Erweiterungen und (Ko-)Generator-Eigenschaften.

Wir formulieren im ersten Teil des néchsten Satzes eine Verallgemeinerung
von Theorem 1.7 aus [36]. Die Endlichkeits-Bedingung an H ist hier durch
eine Generator-Bedingung ersetzt worden. Nach unseren Uberlegungen aus

Abschnitt 1.5 gilt die Aussage also schon fiir Quasi-Ko-Frobenius-Hopfalgebren.

Der zweite Teil ist das duale Resultat Theorem 2.3 aus [59]. Wir geben hier
einen sehr kurzen neuen Beweis.

3.2.1 Satz. Sei R ein QF-Ring, H eine R-Hopfalgebra und Hg projektiv.
A sei eine H-Komodulalgebra und C sei eine H-Modulkoalgebra, die tiber R
projektiv ist. Dann gilt:

(1) Ist H ein Generator in M und die natiirliche Abbildung
B:A@uon A A®H, a®b> Y abg) ® by

surjektiv, dann ist 3 bijektiv, also A" C A eine H-Galois-Erweiterung
und A ist Generator in M*4.

(2) Ist H ein starker Kogenerator in My und die natirliche Abbildung

v:CQH—COC, c®dr Y cuy®cpyd

injektiv, dann ist v bijektiv und C — C eine H-Kogalois-Erweiterung.
C ist dann auch ein starker Kogenerator in M.

Beweis. Im Fall (1) ist die Antipode Sy von H bijektiv wegen 1.5.10. Aus
der Adjunktion in 1.1.6,(1), folgt, dal H® A ein Generator in M# ist. Wegen
1.1.4 ist dann auch A ® H ein Generator in M# der von A in M# erzeugt
wird, da (3 surjektiv ist. Dann ist auch A ein Generator in M und 3 ist
bijektiv.

Im Fall (2) ist H eine Frobenius-Algebra - insbesondere ein starker Kogene-
rator in My - und daher endlich erzeugt iiber R (vgl. [54]). Die Antipode
von H ist dann bijektiv (ebda) und wegen 2.1.4,(1), ist H ® C' ein starker
Kogenerator in M. Dann ist auch C ® H (vgl. 2.1.5, (4)) ein starker Ko-
generator in M%, der von C koerzeugt wird (man vgl. 2.2.10). Also ist C
ein starker Kogenerator in M und 7 ist bijektiv (wegen 2.2.11).

101



KAPITEL 3. QUOTIENTENTHEORIE FUR HOPFALGEBREN

Jetzt konnen wir die Haupt-Ergebnisse aus [59] darstellen. Wir geben Be-
weise aus unserer modul-theoretischen Sicht.

3.2.2 Satz. Sei R ein QF-Ring, « : K — H eine FEinbettung von R-
Hopfalgebren und Kr und Hpg projektiv. Weiter sei die Antipode Sk von
K bijektiv. Wir fassen H als Rechts-K-Modulkoalgebra auf und bezeichnen
mit H die Faktorkoalgebra H ® ¢ R der Rechts-Koinvarianten. Dann gilt:

(1) Ist K® H ein Kogenerator in der Kategorie M, so ist H koflach als
Rechts-H-Komodul.

(2) Ist K normal und K ® H ein Kogenerator in der Kategorie M, so
ist H treu-koflach als Rechts-H-Komodul.

(8) Ist K normal und Ky endlich erzeugt und projektiv, so ist H ein pro-
jektiwer Generator in Mg.

Beweis. (1) Ist K ® H ein Kogenerator in der Kategorie M so folgt aus
2.2.10 mit der Injektivitdt von v : K ® H — HUOzH aus 3.1.4, dafl H ein
Kogenerator in M ist. Dann ist H schwach injektiv in M~ und der Funk-
tor Homy+ (—, H) ist exakt. Auf der Menge der endlich erzeugten Objekte
in M gilt der funktorielle Isomorphismus Homz(—, H) ~ (—)*0OyxH, da
R ein QF-Ring ist. Damit ist H koflach in MZ.

(2) Ist K normal, so ist H nach 3.1.3 eine Hopfalgebra. Nach [23, Theorem
2] zerfillt die Projektion p : H — H in M# da H koflach in M¥ ist (nach
(1)). Also ist H treu-koflach als Rechts-H-Komodul.

(3) Nach [54] ist K eine Frobenius-Algebra und insbesondere starker Kogene-
rator in Mg. Wie in 3.2.1 folgt, dal H ein starker Kogenerator in M ist.
Mit (2) ist H demnach ein starker Kogenerator in M¥ und in M und wir
konnen das Theorem 2.2.15 anwenden. Daraus folgt, dal Hg projektiv ist.
Da K eine Frobenius-Algebra ist, zerfillt die Einbettung ¢ : K — H in Mg
und H erzeugt K in Mk, ist also auch ein Generator in dieser Kategorie.

Im Fall einer Hopf-Surjektion kénnen wir den dualen Satz formulieren. Da-
bei nennen wir die Faktor-Hopfalgebra L ~ H/I von H normal, wenn das
Hopfideal I normal ist im Sinne von 3.1.2.

3.2.3 Satz. Set R ein QF-Ring, m : H — L eine Surjektion von R-
Hopfalgebren und Hr und Lg projektiv. Wir nehmen an, daf§ die Antipode

102



KAPITEL 3. QUOTIENTENTHEORIE FUR HOPFALGEBREN

St von L bijektiv ist. Wir fassen H als Rechts-L-Komodulalgebra auf und
bezeichnen mit H®Y die Unteralgebra der Rechts-Koinvarianten HOL R von
H. Dann gilt:

(1) Ist H ® L ein Generator in der Kategorie M%, so ist H flach als
Rechts-HL-Modul.

2) Ist L normal und H® L ein Generator in der Kategorie Mk, so ist H
( B

treu-flach als Rechts-H®L-Modul, falls die Antipode von HY bijektiv
15t.

(8) Ist L normal und Lg endlich erzeugt und projektiv, so ist H treu-koflach
in ML,

Beweis. (1) Nach 3.1.4 erzeugt H den Modul H ® L in M%. Ist H® L ein
Generator in M% so ist damit auch H ein Generator in ME. Als solcher
ist H flach iiber dem Endomorphismenring Hom% (H, H), den wir in Kapitel
1 mit der Unteralgebra der Rechts-Koinvarianten H’ identifiziert haben.

(2) Nach (1) ist H flach iiber der Unterhopfalgebra HF (vgl. 3.1.3). Hat
diese eine bijektive Antipode, so folgt aus [68, Corollary 3.5], dafl H treu-flach
als Rechts-HL-Modul ist.

(3) Ist Lg eine endlich erzeugte und projektive Hopfalgebra iiber dem QF-
Ring R, so ist L eine Ko-Frobenius-Hopfalgebra und als solche ein Generator
in der Kategorie der L-Komoduln M%. Dann ist H®L iiber die Adjunktionen
1.1.6,(2), automatisch ein Generator in MEL. Die Kategorie MEL ist in dieser
Situation jedoch eine volle Modulkategorie isomorph zu H?#L*-Mod (vgl.
1.2.1), und als Generator in einer vollen Modulkategorie ist H endlich erzeugt
und projektiv iiber dem Endomorphismenring H*Z. Man beachte, dal H¢
wegen 3.1.3 eine Unterhopfalgebra in H ist. Die Einbettung H®Y — H
ist eine Abbildung in der Kategorie M% .. Da H projektiv als Rechts-
HeE-Modul ist, ist jedes Objekt in M, projektiv in M yeoz wegen [23,
Theorem 4, Corollary 1]. Also zerfillt die Einbettung in M geor und H ist
endlich erzeugter projektiver Generator in M yeor, insbesondere also treu-
flacher Rechts-H*f-Modul. Mit dem Argument in [65, 1.5] folgt, daf} H
treu-koflach in M? ist. Dabei betrachten wir fiir V' € M die Isomorphismen
H ®pgeor (HOLV) ~ (H Qpeor H) O,V ~ (H® L)OLV ~ H® (LOLV) ~

H®V.

Im ”nicht normalen” Fall kénnen wir allgemeiner die folgenden Resultate
festhalten. Dabei ist zu beachten, daff wir uns damit von dem Studium der
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Kategorien, wie wir sie in den Kapiteln 1 und 2 betrachtet haben, 16sen, und
uns nun allgemeinen Doi-Koppinen-Kategorien zuwenden (man vgl. hierzu
[12]). Wir wollen die Resultate trotzdem erwihnen, ohne die dazu notwendige
Theorie zu entwickeln, um einen Ausblick geben zu kénnen.

3.2.4 Satz. Sei R ein QF-Ring, + : K — H eine Einbettung von R-
Hopfalgebren und Kg und Hg projektiv. Ist die K-Modul-Koalgebra H =
R®k H R-projektiv und ein Generator in der Kategorie Mﬁ, und besitzt die
Unterhopfalgebra der Koinvarianten H cof gine bijektive Antipode, so ist H

treu-flach als H «oH _DModul.

Beweis. Die Beweisidee folgt 3.2.3. Ist H ein Generator in M so wird H®
H ein Generator in der Kategorie M (H) (siehe [12]). Wie in 3.1.4 wird dann
auch H ein Generator in M (H) und damit flach iiber der Unterhopfalgebra
HeoH  Hat diese eine bijektive Antipode, so folgt Treu-Flachheit von H iiber
HeH wieder aus [68, Corollary 3.5].

Und dual dazu erhalten wir den Satz:

3.2.5 Satz. Se: R ein QF-Ring, m : H — L eine Surjektion von R-
Hopfalgebren und Hp und Ly projektiv. Ist die Unteralgebra der (Links-

)Koinvarianten ““H ein Kogenerator in der Kategorie Meory, so ist H
treu-koflach iber H/H (“°FH)*.

Beweis. Wir folgen der Argumentation in 3.2.2. Ist “LH ein Kogenerator
in der Kategorie Mooy, so wird H ® “LH ein Kogenerator in der Kate-
gorie M, (H). Wie in 3.1.4 wird H ein Kogenerator in dieser Katego-
rie und damit koflach in MH/HC"H)* = Aber H/H(“VH)" ist eine Faktor-
Hopfalgebra von H nach 3.1.3. Wegen [23, Theorem 2| zerfillt die Projektion
in MH/HECTDT ynd H ist treu-koflach in MH/HE)T

Wir konnen fiir eine endlich dimensionale Unterhopfalgebra K einer Hopfal-
gebra H in Hinblick auf die Frage aus der Einleitung, ob eine Hopfalgebra
treu-flach iiber ihren endlich dimensionalen Unterhopfalgebren ist, den fol-
genden Satz formulieren. Der erste Teil ist interessant, da er eine Aussage
macht iiber die Zuordnung, die in [68] studiert wird. Einer Links-Koideal-
Unteralgebra U C H wird dort das Koideal-Rechtssideal Ut H zugeordnet
und einem Koideal-Rechtsideal J umgekehrt die Links-Koideal-Unteralgebra
HOpy, s R.
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3.2.6 Satz. Sei R Kdrper und K eine endlich-dimensionale Unterhopfal-
gebra der Hopfalgebra H. Mit m : H — H = R®x H bezeichnen wir die
Koalgebra-Projektion. Dann gilt:

(1) Es gilt K = HeF,

(2) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) H ist treu-flach iber K;
(b) H ist frei als rechts K-Modul;
(¢c) H ist Kogenerator in M ;

Beweis. (1) Wir wissen aus (den Bemerkungen zu) 3.1.3, daB H® eine
Unterhopfalgebra von H wird, die wir nun mit L bezeichnen. Man rechnet
leicht nach, dal K C L gilt, also koénnen wir die Einbettung der Hopfalgebren
K C L untersuchen. Man rechnet weiter nach, da8 die Koinvarianten L :=
L/LK* trivial sind, also L = R gilt. Dann haben wir eine Aquivalenz von
Kategorien — ®x R : ML — Mp, da K endlich dimensional ist. Die
Einbettung K C L ergibt einen Isomorphismus K ~ L in M%. Dann gilt
schon K = L = HH,

(2) Wegen [59, Theorem 2.4]) und [68, Corollary 3.5]) ist H genau dann treu-
flach iiber K, wenn H frei ist als Rechts-K-Modul. Wegen 3.1.4,(1) ist die
natiirliche Abbildung v : K @ H — HOzH immer injektiv. Ist H frei iiber
K, so folgt aus 2.2.15, dafl H ein Kogenerator in MH ist. Da K endlich
dimensional ist, ist K ® H ein starker Kogenerator in M. Also ist wegen
3.1.4 auch H ein starker Kogenerator in M. Ist H Kogenerator in M so
folgt aus 2.2.15, dafl H iiber K projektiv - und dann auch treu-flach ist.
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