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Einleitung

Der Begriff Hopf-Algebra geht auf eine Arbeit von H. Hopf iiber Mannigfaltigkeiten
[Hop41] zuriick und spielt eine grofie Rolle in weiten Bereichen der Mathematik, etwa in
der Algebraischen Topologie, der Theorie der Affinen Algebraischen Gruppen und Quanten-
gruppen und in der Mathematischen Physik. Wéahrend die grundlegenden Arbeiten (etwa
[Swe69], [Kap75], [Abe80]) Hopf-Algebren iiber Kérpern betrachtet haben, gewinnen Hopf-
Algebren iiber beliebigen (kommutativen) Ringen in letzter Zeit zunehmend an Interesse.
Die Motivation dafiir ist nicht das Interesse an Verallgemeinerung als Selbstzweck, sondern
ist durch die vielfiltigen Anwendungen (z.B. in der Kodierungstheorie) bedingt, die ein
besseres Verstédndnis fiir die modultheoretischen Aspekte der Theorie der Hopf-Algebren
iiber beliebigen Ringen erfordern.

Ziel dieser Arbeit ist es, Dualititssidtze aus der Theorie der Hopf-Algebren iiber Kérpern
auf beliebige Grundringe zu erweitern. Dazu zéhlen insbesondere die klassischen Dua-
litdtssitze zwischen den Gruppen und den (kommutativen) Hopf Algebren (siche Satz
IT) und Dualitétssétze fiir die sogenannten wverschrinkten Produkte (siehe Satz III). Die
erzielten Ergebnisse werden wir u.a. auf konkrete Beispiele aus der Theorie der Affinen
Algebraischen Gruppen, der Gruppen-Ringe und der Linear Rekursiven Folgen anwenden.
Insbesondere verfeinern und erweitern wir die in [AG-TW2000] und [AG-TL2001] erzielten
Ergebnisse.

R sei ein kommutativer Ring. Wir betrachten R immer als einen linear topologischen
Ring mit der diskreten Topologie. Jeder R-Koalgebra C' ist eine duale R-Algebra zugeord-
net, ndmlich C* := Hompg(C, R) mit dem sogenannten Konvolutionsprodukt. Auch wenn
R ein Korper ist, die Multiplikation einer R-Algebra A induziert im Allgemeinen keine
R-Koalgebra-Struktur auf A* := Hompg(A, R). Ist R ein Kérper, dann enthdlt A* jedoch
eine grifite R-Koalgebra, die sogenannte stetige duale R-Koalgebra

A ={fe A" I 11 A, sodass A/I e.e. als R-Modul, und f(I) =0 }.

Die Theorie der dualen Paare, wie (C*,C') und (A, A°), iiber Korpern ist gut entwickelt,
doch lassen sich die iiber Kérpern vorliegenden Dualitdtsbeziehungen (siehe Paragraph 2.2)
nicht ohne weiteres auf beliebige Grundringe iibertragen.

Ist C eine flache R-Koalgebra, dann ist die Kategorie der C-Rechtskomoduln eine
Grothendieck-Kategorie (siehe z.B. [Wis99]). In [G-T98] hat J. Gémez-Torrecillas die da-
genannten rationale Systeme studiert (im Korper-Fall wurden diese u.a. von D. Radford

1



2 EINLEITUNG

[Rad73] betarchtet). Fiir jedes rationale System (A, C) hat er Kategorie-Isomorphismen
MC ~ RatC(A/\/l) = U[AC] (1)

erzielt, wobei M die Kategorie der C-Rechtskomoduln, Rat® (4 M) die Kategorie der C-
rationalen A-Linksmoduln und o[4C] die Kategorie der C-suberzeugten A-Links-
moduln sind. Fiir den Spezialfall A = C* entsprechen seine Voraussetzungen die Projekti-
vitit von rC' und man gewinnt die -unabhéngig davon- von R. Wisbauer [Wis99] erzielten
Ergebnisse.

In Zusammenarbeit mit J. Gémez-Torrecillas und J. Lobillo [AG-TL2001] haben wir
die Voraussetzungen auf die rationalen Systeme abgeschwécht, die sogenannte a-Bedingung
eingefiihrt und fiir jedes rationale System (A, C') die Kategorie-Isomorphismen (1) erzielt.
Im Spezialfall A = C* entsprechen unsere Voraussetzungen die lokal Projektivitit von rC
im Sinne von B. Zimmermann-Huignes [Z-H76].

In der vorliegenden Arbeit erweist sich die a-Bedingung bei den Dualisierungen iiber
beliebigen Ringen als vorteilhaft:

Die Kategorie der messenden a-Paare. Betrachte ein Paar P = (V, W) aus R-
Moduln V, W mit einer R-bilinearen Form

a:VxW-—R, (vw)—<v,w>.
Ist fiir jeden R-Modul M die induzierte R-lineare Abbildung
ab; M @W — Hompg(V, M), m®@w +— [v— m < v,w >

injektiv, dann sagen wir P erfiillt die a-Bedingung (oder P ist ein a-Paar).

Wir sagen ein R-Modul W erfiillt die a-Bedingung, falls (W*, W) ein a-Paar ist. G.
Garfinkel hat diese Moduln in [Gar76] universell torsionsfrei genannt. In [Z-H76] hat B.
Zimmermann-Huignes diese durch die dagenannten lokal projektiven Moduln charakte-
risiert (siche Lemma 2.1.15).

Ein messendes Paar P = (A, C) besteht aus einer R-Algebra A und einer R-Koalgebra
C, so dass die induzierte R-lineare Abbildung kp : A — C* ein Algebra-Morphismus ist.
Sind (A, C), (B, D) messende Paare, so besteht ein Morphismus von messenden Paa-
ren (£,0) : (B,D) — (A, C) aus einem Algebra-Morphismus { : A — B und einem
Koalgebra-Morphismus 6 : D — C, so dass

< a,0(d) >=<&(a),d > firallea€ Aund d € D.

Mit P,, bezeichnen wir die Kategorie der messenden Paare mit den oben beschriebenen
Morphismen und mit der iiblichen Komposition von Paaren. Mit P; C P,, bezeichnen
wir die volle Unterkategorie der messenden a-Paare. Wir nennen eine R-Koalgebra C' eine
a-Koalgebra, falls (C*, C') ein a-Paar ist (gleichbedeutend, wenn gC' lokal projektiv ist).
Ist A eine R-Algebra (bzw. eine R-Bialgebra, eine R-Hopf-Algebra), so dass die Klasse der
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R-koendlichen A-Ideale ein Filter ist und (A, A°) die a-Bedingung erfiillt, so nennen wir
A eine a-Algebra (bzw. a-Bialgebra, a-Hopf-Algebra). =

Mit Hilfe von [Wis] zeigen wir, dass unsere Voraussetzungen in [AG-TL2001, Theorem
2.11] notwendig sind, und charakterisieren die messenden a-Paare:

Satz I. (Satz 2.2.16) Fir jedes messende Paar P = (A, C) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
(i) P erfillt die a-Bedingung, also ist P € P2;
(i) rC' ist lokal projektiv und kp(A) C C* ist dicht (bzgl. der endlichen Topologie);
(i1) es gilt
MC RatC(AM) = O'[AC] 9
RatC<C*M) = U[C*C]. ( )

R

Die Kategorie-Isomorphismen (2) zeigen, dass fiir (A,C) € PS die Kategorie der C-
Rechtskomoduln eine Grothendieck-Kategorie vom Typ o[M] ist, und wir kénnen die gut
entwickelte Theorie dieser Kategorien (siche [Wis88]) zur Betrachtung von Fragestellungen
in der Kategorie der C'-Rechtskomoduln heranziehen.

Als Anwendung von den Kategorie-Isomorphismen (2) fithren wir im Paragraphen 2.3
zu jeden Morphismus in der Kategorie P5, einen Induktionsfunktor ein:

Induktionsfunktoren. Seien P = (A,C),Q = (B,D) € P2 und (&,0) : (B,D) —

(A, C) ein Morphismusin in P%. Dann bekommen wir einen Induktionsfunktor
Ind3(—) == Sp(o[pD], Homa_ (B, -)) : ¢[4C] — o[D]. (3)

Auflerdem induziert der Koalgebra-Morphismus 6 : D — C einen kovarianten Funktor,
den Koinduktionsfunktor

—0¢D : MY — MP

(siehe 2.3.23). Bezeichne A° die Einhiillende-Algebra von A, so bekommen wir Funktor-
Isomorphismen

Ind%(—) ~ —O¢D ~ Homyue_ (A, — @5 D) (4)

(vgl. Proposition 2.3.12 und Satz 2.3.27). m

Die Kategorie P,, umfafit als Unterkategorien sowohl die Kategorie der Hopf-Paare
Priop, die M. Takeuchi in [Tak77] beim Studium der formalen Gruppen-Schemata eingefiihrt
hat, als auch die von S. Majid betrachtete Kategorie der Bialgebra-Paare Pg;, [Maj90].
Beide Kategorien haben sich beim Studium der affinen algebraischen Gruppen bzw. Quan-
tengruppen sowohl iiber Korpern, als auch fiir spezielle Konstruktionen iiber beliebigen
Grundringen als niitzlich erwiesen (siehe auch [FRT89], [Tak92], [vDae93]). Im Paragra-
phen 2.5 fiihren wir die vollen Unterkategorie der a-Bialgebra-Paare Pg; C Pp;, und
die Unterkategorie der a-Hopf-Paare Pp,,,» C Propy €in und betrachten Dualitétssitze in
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diesen Kategorien. Dabei spielt die folgende Aussage eine groie Rolle, die als Verallgemei-

nerung von der entsprechenden Aussage von C. Chen und W. Nichols [CN90, Lemma 3]
anzusehen ist:

Lemma. ([AG-TW2000], [AG-TL2001}) Sei R noethersch. Eine R-Algebra A ist genau
dann eine a-Algebra, wenn A° C R4 rein ist (im Sinne von Cohn). Ist A eine a-Algebra
(bzw. a-Bialgebra, a-Hopf-Algebra), dann ist A° eine R-Koalgebra (bzw. R-Bialgebra,
R-Hopf-Algebra). Ist R auflerdem erblich, dann ist jede R-Algebra eine a-Algebra. m

Im Paragraphen 2.5 betrachten wir die Induktionsfunktoren in der Kategorie der Pf, ;.
Die wichtigsten Beispiele von solchen Funktoren sind die Induktionsfunktoren in der Theo-
rie der Affinen Algebraischen Gruppen bzw. der Quantengruppen, die bei der Betrach-
tung von den sogenannten induzierten Darstellungen auftauchen (siche [CPS77], [Don80],
[Sch90], [PWI1], [APWO1]).

Mit Hilfe der Aussagen in [Jan87, Chapter 2| bekommen wir im Paragraphen 2.6 die
folgende Version des klassischen Dulaititssatzes zwischen den Gruppen und den kommu-
tativen Hopf-Algebren (siche [Mon93, 9.3] fiir den Korper-Fall):

Satz II. Klassischer Dualitdtssatz (Satz 2.0.12, Satz 2.6.18). Bezeichnet CHopfp
die Kategorie der kommutativen R-Hopf-Algebren und Gr die Kategorie der Gruppen.
Fiir jede Gruppe G sei RG der Gruppen-Ring von G.

(1) Ist R noethersch und erblich, so gibt es eine Dualitit zwischen Gr und CHopf
mattels der rechts adjungierten kontravarianten Funktoren

® : Gr — CHopf, G — (RG)° und ¥ : CHopfp,— Gr , H — Algp(H, R).

(2) Sei G ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G) und bezeichne mit
M die Kategorie der G-Linksmoduln. Ist R(G) lokal projektiv in rM, dann haben wir
Kategorie-Aquivalenzen

oM ~ MEE) ~ Ratf D () M) = olgie)- R(G)]. (5)

Bezeichne hy(G) die Hyperalgebra von G, dann ist & := (hy(G), R(G)) € P2 genau dann,
wenn rR(G) lokal projektiv und G zusammenhdngend sind.

Die im zweiten Kapitel entwickelten Techniken benutzen wir im dritten Kapitel zunéchst
bei der Betrachtung einer natiirlichen Fragestellung beim Studium von Dualitédten, ndmlich
die (Ko)Reflexivitit von Ko(Moduln) und Ko(Algebren). Ist P = (A, () ein messendes
Paar, so induziert P auf A zwei Topologien, die sogenannte linear schwache Topolo-
gie A[T,5(C)] (siehe [K6t66]) und die C-adische Topologie 7 (A) (siche [AW97], [Ber94]).
Wir bemerken, dass die zwei Topologien iibereinstimmen und beniitzen die Kenntnisse
tiber diese Topologien beim Studium der Kategorie der C-Komoduln (im Anhang sind die
Eigenschaften der linear schwachen Topologie dber beliebigen Ringen bereitgestellt). Im Pa-
ragraphen 3.3 geben wir sowohl algebraische als auch topologische Charakterisierungen fiir
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die (ko)reflexiven (Ko)Algebren und (Ko)Moduln. Dabei verallgemeinern wir u.a. Resultate
aus [Taf72], [Taf77], [Rad73] und [Wit79] vom Korper-Fall auf beliebige Grundringe.

Im Paragraphen 3.4 erweitern wir die endlichen Versionen der Dualitétssitze fiir die
dualen Doi-Koppinen-Hopf-Moduln und die cleft H-Erweiterungen auf eine nicht endliche
Situation (siehe Propositionen 3.4.9, 3.4.14).

Im Paragraphen 3.5 beschiftigen wir uns mit Dualitatssidtzen fiir die verschrankten
Produkte, die unabhéngig von R. Blattner, M. Cohen, S. Montgomery [BCM86] und Y. Doi,
M. Takeuchi [DT86] eingefithrt wurden. Die sogenannten Dualititssdtze fiir verschrinkte
Produkte haben ihre Wurzeln u.a. in der Theorie der Gruppen-Ringe, etwa dem Cohen-

Montgomery-Dualitétssatz [CM84].

In [BM85] haben R. Blattner und S. Montgomery den Cohen-Montgomery-Dualitéits-
satz auf einen nicht endlichen Dualitétssatz fiir die Wirkungen von Hopf-Algebren auf
Algebren iiber Korpern erweitert und dabei eine endliche Version, die Van den Bergh
[vdB84] erzielte, verallgemeinert. Dieser, so genannte Blattner-Montgomery-Dualititssatz,
wurde in [CN90] von C. Chen und W. Nichols auf Dedekind-Ringe iibertragen und in
[AG-TL2001, Theorem 3.2] auf beliebige noethersche Ringe erweitert. Die folgende Aus-
sage erweitert Dualitétssidtze von C. Chen fiir das verschrankte Produkt A#,H iiber
Grundkorper [Che93, Corollary 4] und iiber Dedekind-Ringe [Che93, Corollary 5] auf be-
liebige noethersche Ringe unter sehr schwachen Bedingungen:

Satz II1. (Satz 3.5.14) Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipo-
de, U C H* eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und A#,H ein H-verschrinktes Produkt
mit invertierbarem Kozykel. Nehme auflerdem an, dass U die RL-Bedingung (3.20) bzgl.
H und zwei weitere Bedingungen (3.21, 8.22) erfiillt. Ist U C R (A ®@g H)-rein (z.B.
falls H eine a-Hopf-Algebra und U C H° eine R-Unterbialgebra sind), dann gibt es einen
R-Algebra-Isomorphismus

(A#,H)#U ~ A®gr (H#U).

Als Korollar von Satz III (mit o trivial) erweitern wir die von C. Chen [Che93] ver-
besserte Version des Blattner-Montgomery-Dualitédtssatzes auf beliebige noethersche Ringe
und verfeinern damit [AG-TL2001, Theorem 3.2[:

Satz IV. (Folgerung 3.5.17) Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver
Antipode und U C H° eine R-Unterbialgebra. Sei A eine H-Linksmodul-Algebra, so dass
A U-lokal-endlich ist (im Sinne von Blattner-Montgomery [BM85]). Erfillt U die RL-
Bedingung (3.20) bzgl. H, so haben wir einen Algebra-Isomorphismus

(A#H)#U ~ A#(H @r U).

In letzter Zeit gewinnen die linear rekursiven Folgen iiber Ringen und Moduln bei Be-
trachtungen in der Kodierungstheorie mehr an Interesse (siche [HN99], [KKMMN99]). Im
letzten Kapitel benutzen wir unsere Ergebnisse iiber die dualen Koalgebren und die dualen
Komoduln um Resultate von E. Taft et. al. ([PT80], [LT90], [Tafo5]) bzw. L. Griinenfelder
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et. al. ([GO93|, [GKI7]) iiber die linear rekursiven Folgen vom Korper-Fall auf beliebige
noethersche (bzw. artinsche) Ringe zu verallgemeinern. Wir verallgemeinern auch Aussa-
gen von A. Mikhalev et. al. etwa [KKMN95, 14.15]:

Satz V. Bezeichne mit L<*> (bzw. D<F> R<¥>) den R|xy, ..., xx]-Modul der linear rekur-
siven (k)-Folgen, (bzw. der nicht-ausgearteten (k)-Folgen, der reversiblen (k)-Folgen).

(1) Ist R noethersch, dann ist L<*> eine R-Bialgebra mit dem Hadamard Produkt und
eine R-Hopf-Algebra mit dem Hurwitz- Produkt.

(2) Sei R artinsch. Dann ist R<*> eine R-Hopf-Algebra und D<F> ist eine R-Bialgebra
mit dem Hadamard-Produkt. Auflerdem g¢ibt es einen R-Bialgebra-Isomorphismus

£<k> ~ D<k> D R<k>.

Es sei erwahnt, dass die in dieser Arbeit entwickelten Techniken und Mittel auch die
Betrachtung der Kategorie der Komoduln eines Korings (d.h. eine “Koalgebra” iiber einem
nicht notwendig kommutativen Ring) ermoglichen (siehe [Abu]). Unabhéngig davon sind
auch J. Gémez-Torrecillas und J. Lobillo zu dhnlichen Ergebnissen gekommen ( [G-TL]).

* % ok % ok k%

Herrn Prof. Dr. R. Wisbauer, unter dessen Anleitung diese Dissertation entstand, bin
ich zu grofitem Dank verpflichtet. Ich danke ihm nicht nur fiir die wertvollen Anregungen
bei der Anfertigung dieser Arbeit, sondern auch fiir seine stete Forderung und Betreuung.

Sehr zu schétzen wei ich den Deutschen Akademischen Austauschdienst (DAAD) fiir
die grofziigige finanzielle Unterstiitzung, durch die das Forschungsprojekt erst moglich
wurde.

Herzlich danken mochte ich auch:

Herrn Prof. Dr. O. Kerner fiir die Ubernahme des Koreferates,

dem Mathematischen Institut der Heinrich-Heine Universitdt
(Diisseldorf) fiir die freundliche Arbeitsatmosphére,

Herrn Prof. Dr. J. Gémez-Torrecillas und Herrn Dr. J. Lobillo von
Universidad de Granada fiir fruchtbare Diskussionen und wertvolle
Anregungen,

dem Programm Acciones Integradas, durch das die Zusammenarbeit
mit den spanischen Kollegen geférdert wurde,

Herrn Ch. Lomp, der sich Zeit genommen hat, eine vorlaufige Version
dieser Arbeit durchzulesen und zu korrigieren,

verschiedenen Mathematikern, die mir durch Zusenden von Arbeiten
und Preprints geholfen haben.

Natiirlich geht mein besonderer Dank an meine Mutter und meine Geschwister, Umay-
ya, Abla, Basel, Maisa’ und Mu’taz, fiir ihre stéindige Unterstiitzung. Meiner Frau Lubna
bin ich {iberaus fiir ihr Versténdnis und die stdndige Ermutigung dankbar. Meine lieben
Kinder Younes und Shatha: Ich hoffe wir werden in Zukunft mehr Zeit gemeinsam verbrin-
gen.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir die benttigten Begriffe und Aussagen aus der Theorie
der Hopf-Algebra bereit. Ohne besonderen Hinweis werden wir die in [Swe69], [Abe80] und
[Mon93] entwickelten Begriffe und Notationen verwenden. Die nicht-definierten Begriffe
aus der Ring- bzw. Modultheorie findet man u.a. in [Wis88].

Wenn nicht anders vermerkt ist, bezeichne R einen assoziativen kommutativen Ring
mit 15 # 0r. Mit einem R-Modul M meinen wir einen unitiren R-Bimodul mit rm = mr
fiir alle r € R, m € M. Die Kategorie der R-Moduln wird mit gk M bezeichnet. Mit — ® —
bzw. Hom(—, —) meinen wir — ® p — bzw. Hompg(—, —). Fiir jeden R-Modul M bezeichne

T l
M®R @l M und R M ﬂé{ M die kanonischen Isomorphismen. Fiir My, ..., M, € gM und
w € S, bezeichne M; ® ... ® M, = M) ® ... ® Mg(,) den kanonischen Isomorphismus.
Insbesondere setzen wir 7 := T(19).

Wir betrachten R immer als einen linear topologischen Ring mit der diskreten Topo-
logie. Wenn nicht anders vermerkt ist, betrachten wir fiir jeden R-Modul W den dualen
R-Modul W* := Hompg(W, R) als einen linear topologischen R-Modul mit der endlichen
Topologie (siehe A.0.1). Fiir jeden R-Modul F und jede Menge A identifizieren das direkte
Produkt E* mit dem R-Modul aller Abblildungen von A nach E.

Einen R-Modul M nennen wir endlich , falls M endlich erzeugt und projektiv in g M
ist. Ist A eine R-Algebra und ist M ein A-Links - bzw. A-Rechtsmodul, dann nennen wir
einen A-Untermodul N C M R-koendlich , falls M/N e.e. in pM ist.

1.1 Hopf-Algebren

Der Begriff Hopf-Algebra geht auf eine Arbeit von H. Hopf [Hop41] zuriick und spielt
eine wichtige Rolle in verschiedenen Bereichen der Mathematik und der Mathematischen
Physik.

Die Kategorie der R-Algebren bezeichnen wir mit Alg,. Wenn nicht anders vermerkt
ist, dann besitzt eine R-Algebra jede R-Algebra A ein Einselement (eine Einheit n : R —
A). Fiir R-Algebren A, B bezeichne Algy(A, B) die Menge der Algebra-Morphismen von
A nach B.
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Dual zu R-Algebren sind R-Koalgebren. Die Definitionen werden so gegeben, dass diese
Dualitdt unmittelbar ersichtlich ist.

1.1.1. Eine koassoziative R-Koalgebra ist ein R-Modul C' mit einer R-linearen Abbildung
(Komultiplikation) A : C' — C ®p C, so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

A

C C®rC

Al lmm

C@RCWC@RC@RC

Existiert € € C*, so dass
V5o (ide ®@e) o A =ide =V 0 (e ®ide) o A,

dann nennt man £ Koeinheit von C. Wenn nicht anders vermerkt ist, nehmen wir an,
dass jede R-Koalgebra eine Koeinheit hat.

Notation. Sei (C,A) eine R-Koalgebra. Fiir ¢ € C' beniitzen wir Sweedler-Heinemann’s
> -Notation [Swe69]:

Al)=) a®eueCaCl.
Mit Hilfe der Koassoziativitat von C definieren wir A,, durch Induktion als
A=A, Ay = (A®id) oA, : C— C" cr— Y 61 ® .. ® cpp fiirn > 1.

1.1.2. Kategorie der R-Koalgebren. Fiir zwei R-Koalgebren (C,A¢s) und (D,Ap)
(mit Koeinheiten e¢,ep) heifit eine R-lineare Abbildung f : D — C ein Koalgebra-
Morphismus, falls

Acof=(f® f)oAp (und eco f =ep).

Die Menge der R-Koalgebra-Morphismen von D nach C' bezeichnen wir mit Cogg (D, C).
Mit Cogp. bezeichnen wir die Kategorie der koassoziativen R-Koalgebren mit Morphismen
den Koalgebra-Morphismen. Eine R-Koalgebra C heifit endlich, falls zC endlich erzeugt
und projektiv ist.

1.1.3. Definition. Seien M, N R-Moduln. Ein R-Untermodul K C M heifit N-rein, falls
die kanonische R-lineare Abbildung tx ® idy : K ® N — M ® N injektiv ist. Ist K C M
N-rein fiir jeden R-Modul N, dann heifit N ein reiner R-Untermodul (im Sinne von Cohn).

Wie man leicht sieht, ist schon die Definition von Unterstrukturen einer R-Koalgebra
(z.B. Unterkoalgebren) subtil. Dabei erweist sich ggf. das folgende Lemma als niitzlich:
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1.1.4. Lemma. ([Bou72, 1.2.7, Proposition 7]) Ist K C M ein reiner R-Untermodul (im
Sinne von Cohn), dann ist

(KeM)N(M®K)=K®K.

Notation. Sei M ein R-Moduln. Fiir jeden R-Untermodul M’ C M bezeichnet ¢y :
M' — M bzw. wpp : M — M/M’ die Einbettung bzw. die Projektion in g M.

Sind M, N R-Moduln, M’ MM und N' 5 N R-Untermoduln, so bezeichnen wir mit
Im(epp ®idy) bzw. Im(idy @ enyr) das kanonische Bild von ¢y @ idy : M@ N — M @ N
bzw. idy Qi M QN — M @ N.

1.1.5. Definition. Sei (C,A¢,e¢) eine R-Koalgebra. Einen R-Untermodul K C C nen-
nen wir:

eine R-Unterkoalgebra, falls K C C rein ist und A¢(K) C K ® K;

ein C-Koideal, falls J C Ke(e¢) und

Ac(K) C Im(1g ®ide) + Im(ide @ tk);

ein C-Rechts-Koideal (bzw. C-Links-Koideal, C-Bikoideal), falls K C C C-rein
ist und Ac(K> C K@RC (bZW Ac(K) C C®pg K, Ac(K) C (K KR C) N (C KR K))

1.1.6. Fiir jede R-Algebra (A, p) setze p := po 7. Dann ist A% := (A, u) eine R-
Algebra, die invers-isomorphe Algebra von A. Eine R-Algebra A ist genau dann kom-
mutativ, wenn A = A% ist. Ist (C, A, ¢) eine R-Koalgebra, dann setzen wir A“? := 70 A.
Offensichtlich ist C°? := (C, AP ¢) eine R-Koalgebra, die invers-isomorphe Koalge-
bra von C. Eine R-Koalgebra C' heifit kokommutativ, falls C' = C°P. Die Kategorie
der kommutativen R-Algebren (bzw. kokommutativen R-Koalgebren) bezeichnen wir mit
CAlgy (bzw. CCogp).

1.1.7. Sind A, B assoziative R-Algebren, dann ist A ®g B eine assoziative R-Algebra mit
der induzierten Multiplikation. Haben A, B Einheiten 14, np, dann ist 445 1= n,®np eine
Einheit fiir A ® B. Fiir jede R-Algebra A nennt man A° := A ®r A? die Einhiillende-
Algebra von A.

Analog, sind (C,A¢), (D, Ap) koassoziative R-Koalgebren, dann ist C' ®g D eine ko-
assoziative R-Koalgebra mit Komultiplikation

7(23)

—2CER0 (C @5 C) ®r (D @ D)~ (C @ D) ©r (C @8 D) .

AC@D . C ®R D
Haben C, D Koeinheiten ¢, ep, dann ist ecg,p := U o (¢ ® €p) Koeinheit fir C @g D.
Fiir jede R-Koalgebra C' nennt man C°¢ := C' ® C? die Einhiillende-Koalgebra von
C.

1.1.8. Die Konvolutionsalgebra. Fiir jede koassoziative R-Koalgebra (C, A¢) (mit Koein-
heit e¢) und jede assoziative R-Algebra (A, u,) (mit Einheit 7,) ist Hompg(C, A) eine
assoziative R-Algebra, die Konvolutionsalgebra, mit dem Konvolutionsprodukt

(fx9)(e) = (uao (f®g)oAc)(e) =) flar)glea) ¥ f.g € Homg(C, A), c€ C (1.1)
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(und der Einheit 74 o e¢). AuBlerdem gibt es einen Bifunktor
Hompg(—,—) : Cogr x Algr, — Algy, (C, A) — (Hompg(C, A),%).

Somit ist jeder R-Koalgebra die duale R-Algebra C* := (Hompg(C, R),*) zugeordnet.
Betrachten wir den Grundring R ~ R ® R als eine R-Koalgebra, so ist R ~ R* die duale
R-Algebra von R.

1.1.9. ([Par73, Satz 1.14]) Ist (A, uy,n4) eine endliche R-Algebra, dann wird A* eine
endliche R-Koalgebra durch

Ph:A— (AR A" ~ A" ® A"
Bezeichne € die Kategorie der endlichen R-Algebren, so gibt es einen Bifunktor
Hompg(—,—) : €g x Cogr — Cogp, (A,C)— Hompg(A,C) ~ A" ® C.
Fiir die nicht endliche Situation siehe Proposition 2.4.9.

1.1.10. Lemma. ([Miy75, Lemma 1], [Wis2000, 12.6, 12.7]) Die Kategorie Cogp hat
Koprodukte und ist kovollstindig, wober die direkten Summen und die direkten Limites von
rM induziert sind.

1.1.11. Bialgebren. Sei (H, i, n) eine R-Algebra mit einer R-Koalgebra-Struktur vermoge
(H,A,¢e). Sind A, ¢ Algebra-Morphismen (gleichbedeutend pu, n Koalgebra-Morphismen),
so nennt man (H, u,n, A, ¢) eine R-Bialgebra.

Einen reinen R-Untermodul U C H nennen wir eine R-Unterbialgebra, wenn er
zugleich eine R-Unteralgebra und eine R-Unterkoalgebra ist.

Fiir R-Bialgebren H und Y heifit eine R-lineare Abbildung f : H — Y, die zu-
gleich ein Algebra-Morphismus als auch ein Koalgebra-Morphismus ist, ein Bialgebra-
Morphismus. Die Menge der Bialgebra-Morphismen von H nach Y bezeichnen wir mit
Bigr(H,Y). Die Kategorie der R-Bialgebren mit Morphismen den Bialgebra-Morphismen
bezeichnen wir mit Bigp. Fiir zwei R-Bialgebren H und K ist H ®pr K eine R-Bialgebra
mit der {iblichen Multiplikation, der iiblichen Einheit und der Koalgebra-Struktur gegeben
in 1.1.7. Die Kategorie der kommutativen (bzw. kokommutativen) R-Bialgebren bezeichnen
wir mit CBigy (bzw. CCBigp).

1.1.12. Hopf-Algebren. Eine R-Hopf-Algebra ist eine R-Bialgebra (H, u,u, A, €) mit
einer R-linearen Abbildung (Antipode) Sy : H — H, so dass

> Su(hi)hy =e(h)ly =Y i Su(hy) fir alle h € H

(gleichbedeutend Sy ist invertierbar in (Endg(H ), *) mit Inversem idy ). Ist Sy invertierbar
in (Endg(H), o), dann bezeichnen wir das Inverse mit Sy. Ist H endlich, dann ist S bijektiv
([Par71]). Ist H kommutativ oder kokommutativ, dann ist S? = idg (sieche [Swe69, 4.0.1.]).
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Einen reinen R-Untermodul U C H nennen wir eine R-Hopf-Unteralgebra, falls er
eine R-Unterbialgebra ist und Sy (U) C U.

Sind H bzw. Y R-Hopf-Algebren mit Antipoden Sy bzw. Sy, dann gilt fiir jeden
Bialgebra-Morphismus f : H — Y : Sy o f = f o Sy, d.h. die Vertrédglichkeit der
Bialgebra-Morphismen mit der Antipode ist immer gewahrleistet ( [Swe69, 4.0.4.]) und
die R-Hopf-Algebren bilden somit eine wolle Unterkategorie Hopf, C Bigy. Die Mor-
phismen in Hopf; nennt man auch Hopf-Algebra-Morphismen . Mit CHopf, (bzw.
CCHopfj) bezeichnen wir die Kategorie der kommutativen (bzw. kokommutativen) R-
Hopf-Algebren.

Sind H eine R-Hopf-Algebra mit Antipode Sy und K eine R-Hopf-Algebra mit Anti-
pode Sk, dann ist H ®p K eine R-Hopf-Algebra mit Antipode Sygi := Sy ® Sk.

1.1.13. Definition. Sei H eine R-Bialgebra. Ein zweiseitiges Ideal, das auch ein H-
Koideal ist, nennt man ein Bi-Ideal. Ist H eine R-Hopf-Algebra mit Antipode Sy und ist
J C H ein Bi-Ideal mit Sy (J) C J, dann heifit J ein Hopf-Ideal.

1.1.14. Beispiel. ([Mon93, Example 1.5.6]) Sei R ein Korper von Charakteristik # 2.
Betrachte die 4-dimensionale R-Algebra

Hy:=<1,g,2,92| ¢* =1,2° = 0,29 = —gz > (1.2)
und setze
Alg) = g®y, Alz) = gz+z®1,
8(9) = 17 5(37) = 0,
Slg) = g(=g7"), S)= = —gz

Dann ist Hy eine nicht-kommutative nicht-kokommutative R-Hopf-Algebra und wird Sweed-
ler’sche Hopf-Algebra genannt.

Die folgende Aussage lait sich leicht nachweisen (vgl. [Swe69, 1.4.7, 4.3.1]):

1.1.15. Der Homomorphie-Satz

1. Seien D,C R-Koalgebren. Fiir jeden Koalgebra-Morphismus f: D — C' ist Ke(f)
ein D-Koideal. Fiir jedes D-Koideal K C Ke(f) bekommt D/K eine eindeutig
bestimmte R-Koalgebra-Struktur, so dass die kanonische Projektion 7x : D —
D/K ein Koalgebra-Morphismus ist. Auflerdem existiert ein eindeutig bestimmter

Koalgebra-Morphismus f : D/K — C, so dass f o7 = f.

2. Seien H,Y R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren). Fiir jeden Bialgebra-Morphismus f :
H — Y ist Ke(f) ein H-Bi-Ideal (H-Hopf-Ideal) und es existiert eine eindeu-
tig bestimmte R-Bialgebra-Struktur (R-Hopf-Algebra-Struktur) auf H/K, so dass

7 : H — H/K ein Bialgebra-Morphismus ist. Auflerdem existiert ein Bialgebra-
Morphismus f: H/K — Y, so dass fong = f.
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1.1.16. Als triviales Beispiel einer R-Hopf-Algebra ergibt sich der Grundring R mit der
trivialen Algebra-Struktur und

AR Z:ﬁRIR’ZR@)R, ERI:idR:I SR.

Ist C eine R-Koalgebra, dann ist e¢ € Cogr(C, R) und daher ist C* := Ke(e¢) C C nach
dem Homomorphie-Satz 1.1.15 ein C-Koideal und C/C* ist eine R-Koalgebra. Ist H eine
R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra), dann ist ey : H — R ein Bialgebra-Morphismus
(bzw. Hopf-Algebra-Morphismus) und folglich ist H := Ke(ey) ein Bi-Ideal (bzw. Hopf-
Ideal) und H/H" ~ R als R-Bialgebren (bzw. R-Hopf-Algebren).

1.2 Komoduln

Notation. Seien S, T zwei Ringe. Fiir jeden (S, T)-Bimodul sUr und alle L € M, N €
M bezeichne ¢’ den funktoriellen Isomorphismus:

¢': Homy_ (L, Homg_ (U, N)) — Homg_ (U @7 L, N), § — [u @l — §(1)(u)].

Fiir jeden (T, S)-Bimodul rUg und alle L € My, N € Mg bezeichne (" den funktoriellen
[somorphismus:

¢": Hom_r(L,Hom_g(U,N)) — Hom_g(L ®7 U,N) , 6 — [l ® u — 6(1)(u)].

Fiir die Betrachtungen in dieser Arbeit erweist sich auch die folgende Version der
Definition von A-Moduln einer R-Algebra A als vorteilhaft:

1.2.1. Moduln. Sei (A, u) eine R-Algebra (nicht notwendig mit Einheit). Unter einem
A-Linksmodul M verstehen wir einen R-Modul M mit einer R-linearen Abbildung

pup - M — Hompg(A, M), py(m)(a) = am fir allea € A,;m € M,

so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

M al Hompg (A, M)

ﬂMl l(u,M)

Hompg (A, M) ) Homp (A, Hompg(A, M)) —~ Homp(A® A, M)

Ist auferdem AM = M, dann heifit M unitar. Ist p,, injektiv, so nennen wir M A-
treu. Hat A Einheit dann ist jeder unitdre A-Linksmodul M A-treu und p,, : M —
Hompg(A, M) ist ein zerfallender R-Monomorphismus.

Seien (M, pyr), (N, py) A-Linksmoduln. Mit der obigen Bezeichnung nennen wir eine
R-lineare Abbildung f : M — N einen A-Modul-Morphismus (kurz A-linear), falls

pyof = (A f)opy.
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Den R-Modul der A-linearen Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit Hom_ (M, N).
Mit 4 M bezeichnen wir die Kategorie der unitidren A-Linksmoduln mit Morphismen den
A-linearen Abbildungen. Die Kategorie der A-treuen A-Linksmoduln mit Morphismen den
A-linearen Abbildungen bezeichnen wir mit 4 M.

Analog definieren wir die Kategorie der A-Rechtsmoduln. Fiir A-Rechtsmoduln M, N
bezeichne Hom_ 4 (M, N) den R-Modul der A-linearen Abbildungen von M nach N. Die
Kategorie der unitdren A-Rechtsmoduln bezeichnen wir mit M 4. Mit M A bezeichnen wir
die Kategorie der A-treuen A-Rechtsmoduln.

1.2.2. Bimoduln. Seien (A, puy), (B, ug) R-Algebren, M sowohl ein A-Linksmodul durch
pa; + M — Hompg(A, M) als auch ein B-Rechtsmodul durch p¥ : M — Homg(B, M)
und betrachte den induzierten B-Rechtsmodul Hompg (A, M) und den induzierten A-Linksm-

odul Homp(B, M). Mann nennt M einen (A, B)-Bimodul, falls p4, B-linear (gleichbe-
deutend p% A-linear) ist. Sind M, N (A, B)-Bimoduln, dann nennt man eine R-lineare
Abbildung f : M — N einen (A, B)-Bimodul-Morphismus (kurz (A, B)-bilinear),
falls f A-linear und B-linear ist. Den R-Modul der (A, B)-bilinearen Abbildungen von M
nach N bezeichnen wir mit Hom,_ _g(M, N). Einen (A, B)-Bimodul M nennen wir biu-
nitéar, falls 4 M und Mpg unitér sind. Mit 4 M g bezeichnen wir die Kategorie der biunitéren
(A, B)-Bimoduln mit Morphismen den (A, B)-bilinearen Abbildungen. Ein (A, B)-Bimodul
M ist (A, B)-treu, falls M A-treu und B-treu ist. Die Kategorie der (A, B)-treuen (A, B)-

Bimoduln mit Morphismen die (A, B)-bilinearen Abbildungen bezeichnen wir mit 4 M.
Dual zu Moduln iiber Algebren sind Komoduln iiber Koalgebren:

1.2.3. Komoduln. Sei (C,A) eine R-Koalgebra (nicht notwendig mit Koeinheit). Ein
C-Rechtskomodul ist ein R-Modul M mit einer R-linearen Abbildung

On - M — M®@rC, m— Zm<0> K Mcr>,
so dass
(on ®idc) 0 0y = (idyr @ A) 0 0y

Ist 0,, injektiv, dann nennen wir M kounitdr. Hat C' eine Koeinheit €, dann ist M nach
([CC94, Lemma 1.1.]) kounitér genau dann, wenn

Wy o (idy @ €) 0 0y = idy.

In diesem Falle ist g;, ein zerfallender R-Monomorphismus. Fiir C-Rechtskomoduln M, N
heifit eine R-lineare Abbildung f : M — N ein Komodul-Morphismus (kurz C-
kolinear), falls

oo f=(f®ic)ooy.
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Die Menge der C-kolinearen Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit Hom® (M, N).
Die Kategorie der kounitiren C-Rechtskomoduln mit Morphismen den C-kolinearen Ab-
bildungen bezeichnen wir mit M. Fiir N € M nennen wir einen R-Untermodul K C N
mit einer C-Rechtskomodul-Struktur vermoge gy : K — K ®C' einen C-Unterkomodul

von M, falls K <& N C-kolinear ist.
Ein (kounitdrer) C-Linkskomodul ist ein R-Modul mit einer (injektiven) R-linearen
Abbildung

oy M — CRr M, m+— Zm<71> @ m<o>,
so dass
(tde ® 0p7) © 04y = (Ac @ idyy) © 0y
Fiir zwei C-Linkskomoduln M, N bezeichne “Hom(M, N) die Menge der C-kolinearen Ab-

bildungen von M nach N. Die Kategorie der kounitéren C-Linkskomoduln mit Morphismen
den C-kolinearen Abbildungen bezeichnen wir mit © M.

1.2.4. Proposition. ([Wis99, 3.14]) Sei (C, Ac,ec) eine R-Koalgebra.
1. Jeder kounitire C-Komodul (M, 0,,) induziert einen kovarianten Funktor
—@rM: gpM — MY Kr— (K ® M,idx ® 0y).
Auflerdem ist (— @z M, Hom® (M, —)) ein adjungiertes Paar mittels der in K € M
und N € MY funktoriellen Isomorphismus
by : Hom(K ®r M, N) — Homg(K,Hom® (M, N)), g +— [k — g(k ® —)]

mit Inversem h — [k @ m — h(k)(m)].

2. Der kofreie Funktor
~®pC: gpM — MY K+ (K idg @ Ag)

ist rechts-adjungiert zum Vergissfunktor F : MY — pM mittels der in K €
rM und (M, 0,;) € M funktoriellen Isomorphismus

g pr - Hompg(M, K) — Hom®(M, K ®5 C), h+— (h®idc) o 0y,
mit Inversem f+—— [V} o (idg @ e¢) o f].
Dual zu Bimoduln von R-Algebren sind Bikomoduln von R-Koalgebren:

1.2.5. Bikomoduln. Seien C, D R-Koalgebren und M € gM zugleich ein (kounitérer)
D-Linkskomodul vermége o}y : M — D ® M und ein (kounitéirer) C-Rechtskomodul
durch ¢, : M — M ® C. Dann nennen wir M einen (bikounitiren) (D, C')-Bikomodul,
falls by : M — D ® M C-kolinear (gleichbedeutend 0§, : M — M ® C' D-kolinear)
ist. Fiir (D, C)-Bikomoduln M, N nennt man eine R-lineare Abbildung f : M — N,
die zugleich D-kolinear und C-kolinear ist, einen (D, C')-Bikomodul-Morphismus (kurz
(D, C)-bikolinear). Die Menge der (D, C)-bikolinearen Abbildungen von M nach N be-
zeichnen wir mit PHom® (M, N). Die Kategorie der bikounitiren (D, C)-Bikomoduln mit
Morphismen den (D, C))-bikolinearen Abbildungen bezeichnen wir mit ? M.



Kapitel 2

Messende ao-Paare

In diesem Kapitel fithren wir die Kategorie der messenden Paare P, iiber beliebigen
Ringen ein. Diese Kategorie umfafit als Unterkategorien mehrere Kategorien von dualen
Paaren, die in der Theorie der Hopf-Algebren betrachteten sind. Wir zeigen auferdem,
dass sich wichtige Dualitétssétze im Korper-Fall auf eine Unterkategorie von P,,, ndmlich
die Kategorie der messenden a-Paare P¢ | iibertragen lassen. U.a. erweitern und verfeinern
wir die Aussagen von [AG-TW2000] und [AG-TL2001].

2.1 «-Paare

Beim Studium der Kategorie der Komoduln einer R-Koalgebra C' haben wir in Zu-
sammenarbeit mit J. Gémez-Torrecillas und J. Lobillo [AG-TL2001] die sogenannte -
Bedingung fiir ein messendes Paar P = (A, C) eingefiihrt und dabei Aussagen aus [G-T98]
und [Wis99] unter dieser schwicheren Bedingung erzielt. Diese Bedingung erweist sich
als eine natiirliche Voraussetzung beim Studium der Dualititssditze fiir Hopf-Algebren
iiber beliebigen Ringen. In diesem Zusammenhang erweitern wir die Beobachtungen in
[AG-TL2001] tiber die a-Paare und stellen ihre elementaren Eigenschaften bereit. Dabei
erweisen sich die linear schwache Topologie als niitzlich (sihe den Anhang).

2.1.1. Die Kategorie P. Betrachte ein Paar P = (V, W) von R-Moduln mit einer R-
bilinearen Form

a:VxW—R, (vw)—<v,w>.

Ist die induzierte R-lineare Abbildung kp : V. — W* bzw. xp : W — V™ injektiv, so
heiit P links-nicht-ausgeartet bzw. rechts-nicht-ausgeartet. Sind xp und y p injektiv,
so nennt man P nicht-ausgeartet.

Sind (V, W) und (V', W’) zwei Paare, so besteht ein Paar-Morphismus

(g,@) : (V/v W/) - (‘/7 W)
aus R-linearen Abbildungen £ : V — V' und 0 : W/ — W, so dass

< &), w >=<v,0(w') > firallev eV und v’ € W'.

15
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Die Paare mit den Paar-Morphismen (und mit der {iblichen Komposition von Paaren)
bilden eine Kategorie P.

Fiir jedes Paar (V, W) € P betrachten wir W* mit der endlichen Topologie W*[Z;s(W)]
und V' mit der induzierten linear schwachen Topologie V[Z;s(W)] (siche den Anhang).

2.1.2. Die Kategorie P“. Ein Paar P = (V, W) nennen wir ein a-Paar (oder sagen P
erfiillt die a-Bedingung), falls fiir jeden R-Modul M die folgende R-lineare Abbildung
injektiv ist:

by i M@W — Hompg(V, M), m®@w r— [v—< v,w > m]. (2.1)

Ist das Paar vom Kontext eindeutig bestimmt, so schreiben wir auch ay, statt al,. Mit
P C P bezeichnen wir die volle Unterkategorie, deren Objekte die a-Bedingung erfiillen.
Ein Paar P = (V, W) nennen wir dicht, falls kp(V) C W* dicht ist.

2.1.3. Wir sagen ein R-Modul W erfiillt die a-Bedingung, falls (IW*, W) ein a-Paar
ist, also wenn fiir jeden R-Modul M die folgende R-lineare Abbildung injektiv ist:

aly i M@ W — Homp(W* M), m®@w s [f — f(w)m). (2.2)

Solche Moduln hat G. Garfinkel in [Gar76] universell torsionsfrei genannt und wur-
den von B. Zimmermann-Huignes in [Z-H76] durch die dagenannten lokal projektiven
Moduln charakterisiert (siche Lemma 2.1.15).

2.1.4. Annullatoren. Sei P = (V, W) ein Paar. Fiir Teilmengen X C V, K C W setze
Xt ={weW| <X,w>=0}und K+ :={veV| <v,K >=0}.

Wir sagen eine Untermenge X C V' (bzw. K C W) ist orthogonal abgeschlossen
beziiglich P, falls X = X+ (bzw. K = K+1) ist.

2.1.5. Bemerkung. Sei P = (V,W) € P*. Dann ist W C V* und daher ist W insbesondere
R-koerzeugt. Ist M ein beliebiger R-Modul, dann haben wir fiir jeden R-Untermodul N C
M das kommutative Diagramm

OAP
NoW Y Hompg(V, N) .

LN ®idyw l %

M@rW

Nach Voraussetzung ist o : N @ W — Hompg(V, M) injektiv und daher ist N C M ein
W-reiner R-Untermodul. M ist aber ein beliebiger R-Modul und daher ist gWW flach. Ist

R perfekt, dann ist g projektiv.

Eine wichtige Beobachtung fiir die a-Paare ist:
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2.1.6. Lemma. Sei P = (V,W) € P. Fir jeden R-Modul M und jeden R-Untermodul
K C M gilt fir> m;@w; € M@ W :

Zmi@)wiEK®W<:)Z<U,UJ¢>mi€Kf1'jrallev€V. (2.3)

Beweis. Nach Bemerkung 2.1.5 ist g flach und wir bekommen ein kommutatives Dia-
gramm mit exakten Zeilen

L ®@tdyw TRidy

0 KoW MeWw M/K oW 0
I b [
Qe (6% M/K

0 — Hompg(V, K) Hompg(V, M) ————— Hompg(V, M/K) —0

(Vi)
Offensichtlich ist Y < v, w; > m; € K fiir alle v € V' genau dann, wenn

> my @ w; € Ke((V,7) 0 anr) = Ke(ai o (7 @ idyy)) = Ke(r @ idy) = K @ W.
2.1.7. Proposition. 1. Sei P = (V,W) ein Paar.

(a) Sei W' C W ein R-Untermodul und betrachte das induzierte Paar P' := (V,W’).
Ist P' € P%, dann ist W C W rein. Ist P € P%, dann ist P € P* genau dann,
wenn W' C W rein ist.

(b) Seien V' C V, W' C W R-Untermoduln, so dass < V', W' >= 0 und betrachte
das Paar Q = (V/V',W'). Ist P € P*, dann ist Q € P genau dann, wenn
W' C W rein ist.

2. Seien Q = (Y, W) ein Paar, £ : V — Y eine R-lineare Abbildung, P := (V,W) das

induzierte Paar und betrachte die folgenden Aussagen:

(i) Q@ € P* und P ist dicht.

(i1) Q € P* und kp(V) C kg(Y') ist dicht.

(iii) P € P°.

(iv) Q € P* und W &8 V* st eine Binbettung.

Es gilt immer (i) = (i1) = (iii) = (iv). Ist R ein injektiver Kogenerator, dann
sind alle vier Aussagen dquivalent.

Beweis. 1. Die Aussage folgt aus der Kommutativitdt des folgenden Diagramms fiir
jeden R-Modul M

Mo W! Hompg(V/V', M)
id]y[@bwll N j
M
MW Hompg(V, M)
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2. Betrachte fiir jeden R-Modul M das kommutative Diagramm

o
MeW *— Homp(Y, M)

M

Hompg(V, M)
(i) = (ii) trivial.
(ii) = (ili) Sei @ € P* und nehme an kp(V) C kgo(Y) liege dicht. Sei Y m; ®
i=1

w; € Ke(ak;). Nach Voraussetzung existiert fiir jedes y € Y ein v € V, so dass
ko (y)(w;) = kp(v)(w;) fir i = 1, ...,n und es folgt daher:

a%(zlmi@wi)(y) = ;<y,wi>mi = ;<v,wi>mi

Damit ist Ke(af,) = Ke(a%) = 0, also ist £, injektiv. Der R-Modul M ist nach
Wahl beliebig und somit ist P € P*.

(iii) = (iv) trivial.

Sei R ein injektiver Kogenerator. Ist W X V* eine Einbettung, dann gilt nach

Proposition A.0.5 (1) kp(V) = AnKe(rkp(V)) = An(V+) = An{Ow } = W*, also ist
P dicht.

Uber noetherschen Ringen ergibt sich die folgende interessante Beobachtung:

2.1.8. Proposition. Seien V' ein R-Modul, RV der freie R-Modul mit Basis V, W C V*
ein R-Untermodul und betrachte das Paar P := (V,W). Ist R noethersch, dann gilt:

1. Fiir jeden R-Modul M ist die folgende R-lineare Abbildung injektiv
B s MO R — MY, m® fr—s [0— f(o)m], (2.4)

also ist P := (RV,R") ein a-Paar.

2. fiir einen beliebigen R-Modul M ist of, injektiv genau dann, wenn W C RV M -rein
15t.

3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) P € P*;
(ii) of, ist injektiv fiir jeden endlich préisentierten R-Modul M;
(iii) W C RY st rein.
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4. Sei R erblich. Dann ist P = (V,V*) € P*. Auferdem ist P € P* genau dann, wenn
W C V* ein reiner R-Untermodul ist.

Beweis. 1. Sei M ein beliebiger R-Modul und schreibe M als direkten Limes seiner
endlich erzeugten R-Untermoduln M = lim, M ([Wis88, 24.7]). Fiir jedes A € A ist
M) e.p. in gM und nach ([Wis88, 25.4]) ist

Bar, : My @ RV — MY

ein Isomorphismus. Auflerdem stimmt fiir jedes A € A die Einschréinkung von /3,, auf
My mit 3,,, iiberein und somit ist die folgende Abbildung injektiv:

Bar = limByy, - imMy @ R — limMy C MV
Offensichtlich ist P € P genau dann, wenn [3,, injektiv ist fiir jedes M € pM.

2. folgt aus (1).

3. Nach [Wis88, 34.5] ist W C RY genau dann rein, wenn W C RV M-rein ist fiir jeden
endlich prasentierten R-Modul M. Die Aussage folgt dann aus (2).

4. Nach [Wis88, 39.13] ist ein noetherscher Ring erblich genau dann, wenn jeder R-
Untermodul eines R-koerzeugten R-Moduls flach ist. Daher induziert der kanonische
Epimorphismus RV — V — 0 einen reinen Monomorphismus V* < RY. Laut (1)
ist die kanonische Abbildung 3,, : M @ RV — MV injektiv fiir jedes M € M und
daher folgt die Aussage aus der Kommutativitit des Diagramms

MW Hompg(V, M)—— NV

P
Zd@LWl % /

M@V MRV

2.1.9. Lemma. ([Bou7/, II-3.6, III-4.2]) Sind

0— M L M2 M — 0 und 0 — N' -1 N5 N — 0
exakte Folgen in g M, dann ist
Ke(g ®g) ~ Im(f @ idy) + Im(idy @ f)
und man bekommt einen kanonischen R-Isomorphismus
(M ®N)/Ke(g®g) ~ M/M"® N/N'. (2.5)

Sind auflerdem M, N R-Algebren und g, g Algebra-Morphismen, dann ist (2.5) ein Algebra-
Isomorphismus.
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2.1.10. Folgerung. Sei R noethersch.

1. Seien X, X' Mengen und E C RX, E' C RX" R-Untermoduln. Ist E' C RX E-rein
(oder ist E C RX E'-rein), dann ist die folgende R-lineare Abbildung injektiv:

0:E®@E — RV, f@f v [(z,2)) — f(2)f' ()] (2.6)

2. Seien W, W' R-Moduln, X C W*, X' C W™ R-Untermoduln und betrachte die kano-
nischen R-linearen Abbildungen

VXX — (WoW) undg: WaW — (X ® X')*.

Sind gW flach und Ke(X) C W ein reiner R-Untermodul (oder sind gW' flach und
Ke(X') € W' rein), dann ist

Ke(¥(X @ X')) 2 Ke(X) @ W'+ W @ Ke(X"). (2.7)

Beweis. 1. Die Aussage folgt us Proposition 2.1.8 (1).

2. Seien rpW flach und Ke(X) C W ein reiner R-Untermodul. Betrachte die Einbet-
tungen F = W/Ke(X) — RX, E' .= W /Ke(X') — RX und das kommutative

Diagramm
WeWw i (X ® X)* .
7r®7r/l \[\L
W/Ke(X) @ W'/Ke(X')———— R¥xX'

Nach Voraussetzung ist W/Ke(X) flach und somit ist ¢ nach (1) injektiv. Es folgt
somit aus Lemma 2.1.9:

Ke((X @ X)) = Ke(¢) = Ke(do(r®))
= Ke(rx®@mx) = Ke(X)oaW +W ® Ke(X’)

Notation. Seien Y, Z R-Moduln und betrachte die kanonische R-lineare Abbildung
0:Y'eZt— (Y®2).
Fiir beliebige f € Y*, g € Z*, setzen wir f®g = 0(f ® g), also

(f@g)(z Ui @ 2;) = Z f(yi)g(z;) fiir jedes Zyl RzeYRZ.
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2.1.11. Lemma. Sind P = (V,W), P' = (V/,W') € P%, so ist auch P® P :== (V&
VW e W) € Pe.

Beweis. Fiir M € M betrachte das folgende kommutative Diagramm

PoP!

MeWweoWw —2M Hom(V ® V', M)

aﬁ@Wl TCZ

Hom(V',M @ W) Hom(V’,Hom(V, M))

(Vl7a§[)

wobei ¢! der kanonische Isomorphismus ist. Fiir jeden R-Modul M sind aﬂ(@W und of;

nach Voraussetzung injektiv und folglich ist aﬂgp " injektiv.

2.1.12. Definition. Ein R-Modul W heifit infinitesimal flach, falls W ein direkter Li-
mes von endlichen R-Untermoduln ist. Wir nennen W stark flach (kurz s-flach), falls W
ein direkter Limes von projektiven R-Untermoduln ist.

2.1.13. Lemma. Se: W ein R-Modul.

1. Erfillt W die a-Bedingung, dann erfillt jeder reine R-Untermodul K C W die «-
Bedingung. Ist R W -injektiv, dann ist jeder die a-Bedingung erfillende R-Untermodul
ein reiner R-Untermodul.

2. Sei W = lim W, fir ein (mit der Inklusion) direktes System von R-Untermoduln
{Wi}a. Ist R W-injektiv, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Wy erfiillt die a-Bedingung fiir jedes A € A.

(b) W erfillt die a-Bedingung und Wy C W ist ein reiner R-Untermodul fir jedes
A €A

3. U.a. erfillt W die a-Bedingung, falls
rW projektiv ist, oder
W ein direkter Limes von projektiven direkten Summanden ist, oder
R W -injektiv und gW s-flach ist.

4. Ist R perfekt, dann erfillt W die a-Bedingung genau dann, wenn gpW projektiv ist.

Ist R noethersch, dann erfiillt W die a-Bedingung genau dann, wenn W C RY™ ein
reiner R-Untermodul ist.

Ist (W*, W**) € P* (2.B. falls R noethersch und erblich ist), dann erfillt W die a-
Bedingung genau dann, wenn die kanonische Abbildung ®yw : W — W** ein reiner
Monomorphismus ist.
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Beweis. 1. Standard.
2. Die Implikation (b) = (a) ist trivial. Sei R W-injektiv. Sei M ein beliebiger R-Modul

k

und nehme an Y m; ® w; € Ke(a}y). Dann existiert g € A, so dass {wy, ..., w;} C
j=1

W, R ist aber W-injektiv und somit existiert fiir jedes f € Wy ein g € W*, so dass

13,(9) = f und daher

k k k k
W
an (O my@w;)(f) =Y flw)my =Y glwy)m; = af (> m; @ wy)(g) = 0.
7=l j=1 j=1 i=1
L W e L .
Nach Voraussetzung ist o, ° injektiv, also ist > m; ® w; = 0. Somit ist (W*, W) €
j=1

Pe.
3. Sei gW projektiv mit dualer Basis {(f;, w;)}; € W*xW. Dann gilt fiir jeden R-Modul

k
M und jedes > m; ® w; € Ke(ak) :
i=1

I j=1

Daher erfiillt W die a-Bedingung. Die iibrigen Aussagen lassen sich analog zu (2)
leicht nachweisen.

4. Die Aquivalenzen folgen aus Propositionen 2.1.7, 2.1.8 und Bemerkung 2.1.5.

2.1.14. Lokal projektive Moduln. Ein R-Modul W heifit lokal projektiv (im Sinne
von B. Zimmermann-Huignes [Z-H76]), falls es fiir jedes Diagramm

0—=F—=W

P 9
oy - ig
9 Qv

L—>N—0

mit exakten Reihen, gF' e.e. und jede R-lineare Abbildung g : W — N eine R-lineare
Abbildung ¢’ : W — L existiert, so dass das entstehende Viereck kommutative ist.

Das folgende Lemma charakterisiert die R-Moduln, die die a-Bedingung erfiillen.

2.1.15. Lemma. (/Gar76, Theorem 3.2/, [Z-H76, Theorem 2.1]) Fir einen R-Modul W

sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. W erfiillt die a-Bedingung;
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2. W ist lokal projektiv;
3. W st ein reiner R-Untermodul eines lokal projektiven R-Moduls,;

4. fir jedes w € W existiert eine endliche Untermenge {(w1, f1), ..., (Wn, fn)} C W X
W+, so dass w = Y fi(w;)w (d.h. W ist ein Spur-Modul im Sinne von J. Ohm
=1

j_
und D. Rush [OR72]).

2.1.16. Folgerung. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann sind fir jedes Paar (V, W) die
folgenden Aussage dquivalent:

(i) W erfillt die a-Bedingung und kp(V)) C W* ist dicht.

(ii) (V,W) ist ein a-Paar.

(1ii) W erfillt die a-Bedingung und W C V*.

Ist R ein QF Ring, dann ist weiter dazu dquivalent:

(iv) gW st projektiv und W C V*.

(v) W C RY ist ein reiner R-Untermodul.

2.1.17. Bemerkung. Sei P = (V,W). Ist R halbeinfach (z.B. ein Koérper), dann ist gV
projektiv und somit sind nach Folgerung 2.1.16 die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) P ist ein a-Paar.

(2) P ist ein dichtes Paar (d.h. kp(V)) C W* ist dicht).

(3) W V™

Messende a-Paare

2.1.18. Definition. ([Swe69]) Seien A, B R-Algebren, C eine R-Koalgebra und betrachte
den natiirlichen Isomorphismus

U : Homg(C' ®r A, B) — Homg(A,Hom(C, B)), f+— [a+— f(— ®a)].

Ist ¢ : C ®@p A — B ein R-Morphismus, so dass k := ¥(¢) : A — (Hompg(C, B),*) ein
Algebra-Morphismus ist, so sagt man (C, ¢) mifit A nach B.

2.1.19. Messende Paare. Seien A eine R-Algebra, C' eine R-Koalgebra mit einer R-
linearen Abbildung ¢ : C®r A — R. Mifit (C,¢) A nach R, alsoist k := ¥(¢) : A — C*
ein Algebra-Morphismus, so nennen wir das Paar P = (A, C) ein messendes Paar.

Mit P,, C P bezeichnen wir die Unterkategorie, deren Objekte die messenden Paare
sind. Sind (A, C), (B, D) messende Paare, so ist ein Paar-Morphismus

(&,0): (B,D) — (A, Q)

ein Morphismus in P,,, falls £ : A — B ein Algebra-Morphismus und ¢ : D — (' ein
Koalgebra-Morphismus sind.
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Sei P = (A,C) € Py, Sind J < A ein Ideal und D <> C eine R-Unterkoalgebra mit
< J,D >= 0, dann nennen wir @ := (A/J, D) ein Unterpaar von P. Offensichtlich ist
Q € P,, und

(m,4)  (A)J, D) — (A, C)

ist ein Morphismus in P,,. Setzen wir C*+ = {a € A, < a,C >= 0}, so ist C ein
zweiseitiges A-Ideal und (A/C*, C) C (A, C) ein links-nicht-ausgeartetes Unterpaar.

Mit P5 C Py, bezeichnen wir die volle Unterkategorie der messenden a-Paare. Ist
P =(A,C) e P2, dann erfiillt jedes Unterpaar Q C P die a-Bedingung (vgl. Proposition
2.1.7 (1-b).

2.1.20. Ist (A, C) ein messendes Paar, so ist C' ein unitdrer A-Bimodul durch
aéc::ch < a,cy > undc;azzz<a,cl >cVaeA cel. (2.8)

Ist P links-nicht-ausgeartet, dann ist C' ein treuer A-Bimodul. Offensichtlich ist C ein
unitdrer und somit ein A-treuer A-Bimodul.

2.1.21. Seien A eine R-Algebra und M ein A-Linksmodul. Fiir jeden R-Linksmodul (A-
Linksmodul) N betrachten wir Homp(M, N) als einen kanonischen A-Rechtsmodul (A-
Bimodul) vermoge

(fa)(m) = f(am) (und (af)(m) = af(m)) fir alle a € A, f € Homg(M,N) und m E( M)
2.9

Ist M ein A-Rechtsmodul und N ein R-Modul (A-Rechtsmodul), dann betrachten wir
Hompg(M, N) als einen kanonischen A-Linksmodul (A-Bimodul) durch

(af)(m) = f(ma) (und (fa)(m) = f(m)a) fir alle a € A, f € Homg(M, N) und m € M.
(2.10)

2.1.22. Bemerkung. Seien P = (A, C') ein messendes Paar, M ein beliebiger R-Modul, und
betrachte M ®p C' mit der von 4C' induzierten A-Linksmodul-Struktur und Hompg (A, M)
mit der kanonischen A-Linksmodul-Struktur. So gilt fiir beliebige >~ m; ® ¢; € M ® C' und
a,a € A:

ay(a = Y m; ® ¢;)(a)

No<a,a—=c>mp = Y. <aa,c; >m;
ajr(m; @ ¢;)(aa) = (a— afy(m ®¢))(a),

also ist af; A-linear.

2.1.23. Lemma. Seien P = (A,C), Q = (B, D) € P, und (§,0) : (B,D) — (A, C) ein
Morphismus in P.

1. Setze PQ P := (A® A,C ® C) und nehme an Xpgp : C @ C — (A® A)* sei eine
Einbettung. Ist & ein Algebra-Morphismus, dann ist 60 ein Koalgebra-Morphismus. Ist
A kommutativ, dann ist C' kokommutativ.
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2. Sei B <3 D* eine FEinbettung. Ist 6 ein Koalgebra-Morphismus, dann ist £ ein Algebra-
Morphismus. Ist C kokommutativ und A C C*, dann ist A kommutativ.

Beweis. 1. Ist & eine Algebra-Morphismus, so gilt fiir beliebige d € D, a,a € A :

Yror(L0(d) @ 0(d):)(@®a) — ¥ <a,0f
< aa,0(d) >

< f(aa),d >

< &(a)é(a),d >

> <&(a),dy >< &(a),d
= > <a,0(d) ><a,b(d
= Xpep(D_0(di) ®0(d2))

Nach Voraussetzung ist xpgp : C ® C — (A ® A)* eine Einbettung und somit
ist > 0(d); ® 0(d)2 = >_0(d1) ® 0(dy) fiir jedes d € D, also ist 6 ein Koalgebra-
Morphismus.

d)l > E,Q(d)g >

)

>
2) >
(a®

a).

Ist A kommutativ, dann gilt fiir alle ¢ € C' und a,a € A :

Xpop(D 1 ®c)(a®a) = Y <a,c;><a,co> = <aa,c>
<aa,c> = Y <a,co><a,c >

= Xper(D_2®ci)(a®a).

Nach Voraussetzung ist x pgp injektiv und daher ist Y c¢; ® co = > o ® ¢ fiir jedes
c € C, also ist C' kokommutativ.

2. Analog zu (1).1
Mit Hilfe von Lemma 2.1.11 ergibt sich die folgende Aussage:

2.1.24. Lemma. Fir P =(A,C),Q = (B, D) € Py, gilt:

1. PQ :=(A® B,C®D) € P,,.
2. Sind P,Q € P2, dann ist P® Q € P2.

2.1.25. Bemerkung. Sei A eine R-Algebra. Ist M ein A-Linksmodul (bzw. A-Rechtsmodul,
A-Bimodul), dann stimmen die A-Rechtsuntermoduln (bzw. die A-Linksuntermoduln, die
A-Unterbimoduln) von M* und die RA-Rechtsuntermoduln (bzw. die RA-Linksuntermoduln,
die RA-Unterbimoduln) von M* iiberein.

Notation. Fiir jede R-Algebra A setzen wir

Ka = {I < A]Iistein R-koendliches zweiseitiges A-Ideal},
Ea = {I < A] A/I ist endlich erzeugt und projektiv in p M},
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2.1.26. Lemma. ([AG-TW2000, Proposition 2.6]) Ist R noethersch, dann gilt fir jede
R-Algebra A :

A° = {fe A" 31 < A ein R-koendliches Ideal, so dass f(I) =0}
= {fe A" 31C A ein R-koendliches A-Rechts- bzw. A-Linksideal mit f(I) = 0}
= {f e M| Af bzw. fA ist e.e. in pM}
= {f e M| AfA ist e.e. in pM}.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir Paare verschiedener Art. Zwei von diesen
Paaren sind von besonderem Interesse und spielen eine grofie Rolle bei den von uns be-
trachteten Dualitéitssétzen: fiir jede R-Koalgebra C' das kanonische Paar (C*,C') und fiir
jede R-Algebra A, fiir die 4 ein Filter ist, das kanonische Paar (A, A°).

2.1.27. Definition. Eine R-Koalgebra C' nennen wir eine a-Koalgebra, falls das kano-
nische Paar (C*,C) die a-Bedingung erfiillt (gleichbedeutend wenn rC' lokal projektiv
ist). Mit Cogp C Cogp bezeichnen wir die volle Unterkategorie der a-Koalgebren. Ei-
ne R-Algebra (bzw. R-Bialgebra, R-Hopf-Algebra) A nennen wir eine a-Algebra (bzw.
a-Bialgebra, a-Hopf-Algebra), wenn K4 ein Filter ist und (A, A°) ein a-Paar ist. Mit
Algy C Alg, (bzw. Bigy C Bigp, Hopfy, C Hopfy) bezeichnen wir die volle Un-
terkategorie der a-Algebren (bzw. Unterkategorie der a-Bialgebren, Unterkategorie der
a-Hopf-Algebren).

Ist (A, uy,ny4) eine endliche R-Algebra, dann ist (A*, u%, n%) eine R-Koalgebra (siehe
1.1.9). Ist A nicht endlich, so ist die kanonische R-lineare Abbildung § : A*® A* — (A®
A)* nicht surjektiv und somit induziert (A*, p%, %) (auch im Korper-Fall) im Allgemeinen
keine R-Koalgebra-Struktur auf A*. Ist R ein Korper und A eine R-Algebra (bzw. R-
Bialgebra, R-Hopf-Algebra), dann ist (A°, u%,n%) eine R-Koalgebra [Swe69, Proposition
6.0.2] (bzw. R-Bialgebra, R-Hopf-Algebra [Swe69, Seiten 122-123]). Diese Aussage wurde in
[CN90] auf Dedekind-Ringe verallgemeinert und in [AG-TW2000] auf erbliche noethersche
Ringe erweitert:

2.1.28. Lemma. ([AG-TW2000], [AG-TL2001]) Sei A eine R-Algebra (bzw. R-Bialgebra,
R-Hopf-Algebra). Ist R noethersch, dann gilt:

1. A ist eine a-Algebra genau dann, wenn A° C R4 rein ist. Ist R auferdem erblich,
dann ist Algy = Algp.

2. Ist A eine a-Algebra (bzw. eine a-Bialgebra, eine a-Hopf-Algebra), dann ist A° eine
R-Koalgebra (bzw. eine R-Bialgebra, eine R-Hopf-Algebra).

Lemma 2.1.28 wird in Satz 2.4.5 verfeinert.
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2.2 Rationale Darstellungen

Das Konzept der rationalen Darstellungen bzw. der rationalen Moduln geht auf die Theo-
rie der Affinen Algebraischen Gruppen zuriick (siehe z.B. [Voi77], [Yan77], [Don85]). In
[Swe69, Seite 37| wurde fiir jedes dichte Paar (A,C) iiber einem Korper die Kategorie
der C-rationalen A-Linksmoduln Rat®(4M) mit der Kategorie der C-Rechtskomoduln
identifiziert. Die Identifizierung der beiden Kategorien wurde in [G-T98] auf rationale Sy-
steme (A, C) iiber beliebigen Ringen verallgemeinert, und auf die Kategorie o[4C] der
C-suberzeugten A-Linksmoduln erweitert. Das kanonische Paar (C*, C) ist ein rationales
System im Sinne von [G-T98] genau dann, wenn rC' projektiv ist, und man gewinnt die
auch in [Wis99] erzielten Kategorie-Isomorphismen M¢ ~ Rat®(c- M) = o[- C].

In [AG-TL2001] haben wir die a-Bedingung fiir messende Paare eingefiihrt und fiir
jedes messende a-Paar (A,C) die Kategorie-Isomorphismen M ~ Rat®(4M) = o[4C]
erzielt. Fiir A = C* entspricht die a-Bedingung laut Lemma 2.1.15 die lokal Projektivitit
von gC.

In diesem Paragraphen charakterisieren wir die messende a-Paare (A, C) als diejenigen,
fiir die gC' die a-Bedingung erfiillt (gleichbedeutend gC' lokal projektiv) und xkp(A) C C*
dicht ist (Satz 2.2.16). Wir beschéftigen uns sowohl mit algebraischen als auch mit topologi-
schen Charakterisierungen der rationalen Darstellungen fiir messende a-Paare (Proposition
2.2.26). Auflerdem behandeln wir auch den Fall in dem die R-Algebra A keine Einheit hat
(Satz 2.2.13).

Zunichst definieren wir die Kategorien vom Typ o[M]. Fiir eine ausfiihrliche Be-
trachtung von solchen Kategorien sei auf [Wis88] und [Wis96] verwiesen.

2.2.1. Subgeneratoren. Seien A eine R-Algebra und M € s M. Ein A-Linksmodul N
ist M-suberzeugt, oder K ist ein Subgenerator fiir IV, falls N isomorph ist zu einem
A-Untermodul eines K-erzeugten A-Linksmoduls (gleichbedeutend, wenn N Kern eines
Homomorphismus zwischen K-erzeugten A-Linksmoduln ist). Mit o[4 K] bezeichnen wir
die volle Unterkategorie von 4 M, deren Objekte die von K suberzeugten A-Linksmoduln
sind. Nach Definition ist o[4K] die kleinste volle Grothendieck Unterkategorie von oM,
die K enthélt. AuBlerdem haben wir einen Praradikal

Sp(o[aK]), =)+ aM — 0[aC], M — > {f(U)| U € o[aK] und f € Homu_ (U, M)}.
(2.11)
Fiir jeden A-Linksmodul M ist Sp(c[a K], M) C M der grofite A-Untermodul, der von K
suberzeugt wird.

Analog definiert man fiir jeden A-Rechtsmodul K die Kategorie der K-suberzeugten
A-Rechtsmoduln oK 4].

Notation. Seien A eine R-Algebra und N ein A-Linksmodul (bzw. ein A-Rechtsmodul).
Fiir Untermengen X,Y C N setzen wir

YV:X):={a€cAlaX CY} (bzw. (Y :X):={a€ A XaCY}).
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Ist Y = {On}, dann setzen wir auch Ans(X) := (Oy : X). Ist N ein A-Bimodul, so setzen
wir fiir jede Untermenge X C N :

Any(X) :={a € A] aX = 0x} und An’y(X) := {a € A| Xa = Oy}.

2.2.2. Die C-adische Topologie. Sei P = (A,C) € P, und betrachte C' als einen A-
Linksmodul durch (—) in (2.8). Dann ist die Klasse der A-Linksideale

Be_(04) := {Any(W)| W C C ist eine endliche Untermenge}

Umgebungsbasis der 04 einer links-linearen Topologie, der C-adischen Topologie 7-_(A),
und (A, 7c_(A)) ist eine links-linear topologische R-Algebra (siche [AW97], [Ber94)). Ein
A-Linksideal I <; A ist offen bzgl. 7c_(A) genau dann, wenn A/I C-suberzeugt ist. Aufler-
dem stimmen die diskreten (A, ¥)-Linksmoduln und die C-suberzeugten A-Linksmoduln
tiberein genau dann, wenn ¥ =7¢_(A) ist. Damit ist fiir jeden A-Linksmodul N

Sp(c[4aC,N)={ne N|3FF ={ci,....,cx} CC mit (0c: F) C (On :n)}.

Die Kategorie o[4C] der C-suberzeugten A-Linksmoduln und die Kategorie der diskreten
(A, 7c_(A))-Moduln stimmen dann iiberein.

Betrachten wir C' als einen A-Rechtsmodul vermége (<) in (2.8), so definiret man
analog die C-adischen rechts-linear Topologie 7_(A) (siche [AW97], [Ber94]). Die
Kategorie der C-suberzeugten A-Rechtsmoduln o[C4] und die Kategorie der diskreten
(A, 7_¢(A))-Moduln stimmen dann iiberein.

2.2.3. Die linear schwache Topologie. Sei P = (A, C) € P, und setze fiir jede Unter-
menge K C C'bzw. [ C A:

K+ ={a€cAl <a,K>=0}bzw. I :={ceC| <I,c>=0}.
Dann ist die Klasse der R-Untermoduln von A :
F(04) :={K*| K C C ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}

eine Filterbasis und induziert somit auf A eine Topologie, die linear schwache Topo-
logie A[T;(C)], so dass (A, A[T;5(C)]) ein linear topologischer R-Modul und F(04) eine
Umgebungsbasis der 04 wird (siche den Anhang).

2.2.4. Lemma. Sei P = (A,C) € Py,.

1. Die linear schwache Topologie A[Z;5(C)] und die C-adische Topologie Tc—(A) stim-
men tberein. Insbesondere ist (A, A[%,5(C)]) eine linear topologische R-Algebra. Ein
A-Linksmodul M ist genau dann (A, A[Zs(C)])-diskret, wenn 4 M C'-suberzeugt ist.

2. To_(A) ist genau dann Hausdorff, wenn A Lo
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3. Ist kp(A) C C* dicht und ist R C-injektiv, dann ist A ~ C*, wobei A die Ver-
vollstéandigung von A bzgl. A[Z;(C)] ist.

4. C*[Z5(C)] ist Hausdorff. Ist R C-injektiv, dann ist C*[Z;5(C)] vollstindig.

Beweis. 1. Sei U eine Umgebung der 04 bzgl. A[%,s(C)]. Dann existiert ein endlich
erzeugter R-Untermodul K C C, so dass K+ C U. Es gilt aber fiir jedes a € (0¢ : K)

<a,c>=<a, 25(01)02 >=¢(a —¢) =0,

und daher (0¢ : K) € K+ C U, also ist U eine Umgebung der 04 bzgl. 7¢_(A).
Andererseits, sei U eine Umgebung der 04 bzgl. 7c_(A). Dann existiert eine endliche

Menge W = {cy, ..., cx}, so dass (0 : W) C U. Sei Aq;) = Z ¢ ®¢; firi=1,.k
j=1

und setze F = {¢;;| j = 1,...,n;, i = 1,...,k}. Dann ist F* C (0c : W) C U, also

ist U eine Umgebung der 04 bzgl. A[T;(C)]. Daher ist A[T;(C)] = Tc_(A). Die

Aussage folgt dann aus 2.2.2.

2. Bezeichnet C/ die Menge der endlich erzeugten R-Untermoduln von C, so gilt nach

(1):
04 =K' Kec/t = (| {K e/}t =C" = Ke(rp).

3. Betrachte fiir jeden endlich erzeugten R-Untermodul K & C die R-lineare Abbildung
o A— K" ar— [k —<a,k >].

Nach Voraussetzung ist ¢}, : C* — K* surjektiv und xp(A) C C* ist dicht und
somit ist ¢ surjektiv, also ist A/K+ ~ K*. Schreibe C' = limK, fiir ein direktes
System {K )} von endlich erzeugten R-Untermoduln von C. Dann gilt:

A= limA/K}- ~ limK} ~ Homp(limKy, R) ~ C*.

4. folgt schon aus (3) und (4).H

Als Korollar von Lemma 2.2.4 und Proposition A.0.5 bekommen wir die folgende
Aussage:

2.2.5. Folgerung. Ist P = (A,C) € P,,, dann sind fir jeden R-Untermodul Y C A die
folgenden Aussagen dquivalent:

1.'Y C A st dicht beziiglich A[%,5(C)].
2. Y C A ist dicht beziiglich der endlichen Topologie auf Endz(C).

Ist R ein injektiver Kogenerator und ist C & A* eine Einbettung, dann ist weiter
dazu dquivalent:
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3. Y+t:={ceC|<a,c>=0 fir jedesa €Y} =0.

Fiir jedes P = (A, C) € P charakterisieren wir im Folgenden die Kategorie der C-
Rechtskomoduln als die Kategorie der C-suberzeugten A-Linksmoduln o[4C]. Durch diese
Charakterisierung konnen wir die guten Kenntnisse iiber die Kategorien vom Typ o[M]
(siehe [Wis88]) zum Studium der Kategorie M heranziehen.

2.2.6. Sei P = (A,C) € P2 (A nicht notwendig mit Einheit). Einen A-Linksmodul
(M, py;) nennen wir C-rational, falls (M, p,,) A-treu (d.h. wenn p,, : M — Hompg(A, M)
injektiv ist), und fiir jedes m € M ein eindeutig bestimmtes Element > m; ® ¢; € M @z C
existiert, so dass

am:Zmi < a,c; > firallea € Aund m € M.
Betrachte die Einbettung
oy M ® C — Homg(A, M), m® c+— [a—< a,c>m].
Fiir jeden A-treuen A-Linksmodul (M, p,,) nennen wir
Rat® (4 M) := {m € M| p,,(m) € ay(M @5 C)}

den C-rationalen Untermodul von M und jedes m € Rat®(4M) ein C-rationales Ele-
ment. Einen A-treuen A-Linksmodul M nennen wir C-rational-frei, falls Rat®(,M) = 0.
Mit RatC(A/\A/l/) C 4M bezeichnen wir die volle Unterkategorie der C-rationalen A-
Linksmoduln. Die Kategorie der unitiren C-rationalen A-Linksmoduln bezeichnen wir mit
Ratc ( AM)
Analog definiert man die Kategorie der C-rationalen A-Rechtsmoduln CRat(//\z 4). Die
Kategorie der unitidren C-rationalen A-Rechtsmoduln bezeichnen wir mit “Rat(M4).

Analog zu [G-T98, Proposition 2.9] bekommen wir:
2.2.7. Lemma. Sei P = (A,C) € PS. Fir jeden A-treuen A-Linksmodul M gilt:

1. Rat®(4M) C M ist ein A-Untermodul.

2. Fiir jeden A-Untermodul N C M gilt Rat®(4N) = N NRat®(,M).

3. Rat®(Rat®(4M)) = Rat®(4M).

4. Fiir jedes L € 4+M und jedes f € Homy_ (M, L) ist f(Rat(4M)) C Rat®(4L).

Beweis. 1. Seien b € A und m € Rat®(4M) mit g,,(m) =3 m; ® ¢; € M ® C. Dann
gilt fiir jedes a € A :

a(bm) = (ab)(m) = Zmi < ab,c; >= Zmi < a,be; >,

also ist bm € Rat® (4 M) mit g,,(bm) = S.m; @ be; € M @ C.
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2. Offensichtlich ist Rat®(4N) € N N Rat(4M). Auf der anderen Seite, ist m € N N
Rat® (4 M), dann existiert Y m; ® ¢; € M ® C, so dass 3. m; < a,¢; >= am € N fiir
alle a € A. Nach Lemma 2.1.6 ist Y. m,; ® ¢; € N ® C, d.h. m € Rat?(4N).

3. folgt aus (1) und (2).

4. Scien L € 4M und f € Homy_ (M, L). Ist m € Rat®(4M) mit g,,(m) = . m; @c¢; €
M ® C, dann gilt fiir jedes a € A :

af(m) = f(am) = f(ZmZ <a,¢>)= Zf(mi) <a,c >,
also ist f(m) € Rat®(4L) mit o, (f(m)) =3 f(m) ®c; € Lo C.A
2.2.8. Lemma. Sei P = (A,C) € P, (A nicht notwendig mit Einheit).

1. Ist (M, 0,;) ein C-Rechtskomodul, dann wird M ein A-Linksmodul durch
par s M —2 0 Homp(A, M)

Hat A eine Einheit und ist M kounitir, dann ist AM unitir (und folglich A-treu).

2. Seien (M, 0y), (N, on) C-Rechtskomoduln und betrachte die induzierten A-Linksmodul-
Strukturen (M, pyr), (N, py). Ist f: M — N C-kolinear, dann ist f A-linear.

3. Seien N ein C-Rechtskomodul und K ein C-Unterkomodul. Betrachten wir die indu-
zierten A-Linksmodul-Strukturen (N, py), (K, pg), dann ist K C N ein A-Untermodul.

Beweis. 1. Setze P® P := (A® A,C ® C) und betrachte das Diagramm

M o Hom(A, M)  (2.12)
0 Qpr
M = MeC
P QMl lidM(@A (12, M)
M@C—MaCC
P s
an

Hom(A, M)

o) Hom(A, Hom(A, M)) — Hom(A ® A, M)

Das rechte Trapez ist offensichtlich kommutativ und nach Definition von p,, sind
alle anderen Trapeze kommutativ. Nach Voraussetzung ist das innere Rechteck kom-
mutativ und somit ist das duBere Rechteck kommutativ, also ist (M, p,,) ein A-
Linksmodul. Hat A ein Einselement, dann ist kp(14) = e¢ und somit ist fiir jedes
meM:1lam=eccm=> mco=ec(mci~) =m, also ist 4 M unitér.
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2. Betrachte das Diagramm

N (2.13)
PMm %
Onm (A.f) oN
Hompg(A, M) Hompg(A, N)
M®C Toide NeC

Das untere Trapez ist offensichtlich kommutativ und die Dreiecke sind nach Definition
von p,, py kommutativ. Ist f C-kolinear, dann ist das d&uflere Rechteck kommutativ
und folglich ist das obere Trapez kommutativ, also ist f A-linear.

3. trivial.l
2.2.9. Lemma. Sei P = (A,C) € PS (A nicht notwendig mit Einheit).

1. Ist (M, py) € AM C-rational, dann wird M ein kounitérer C-Rechtskomodul durch

—1
Qar PN

oy  M——MxC
2. Seien (M, py;), (N, py) € aM C-rational und betrachte (M, 05;), (N, o5) € ME (vgl,
(1)). Dann ist Hom® (M, N) = Hom,_ (M, N).

3. Sei (N, py) € AM C-rational und betrachte den induzierten C-Rechtskomodul (N, on)-
Ist K C N ein A-Untermodul, dann wird K ein kounitdarer C-Unterkomodul und es

gilt auferdem ox = (on)|x-

Beweis. 1. Ist (M, p,,) C-rational, dann ist p,;(M) C ap (M ® C) (nach Definition).

AuBerdem ist ay, injektiv und somit ist g5, := a3 o py : M — M ® C wohl
definiert. Setzen wir P ® P := (A® A,C ® C), dann bekommen ein kommutatives
Diagramm

Hompg(A, M)

®C

Nach Voraussetzung ist M ein A-treuer A-Linksmodul (d.h. p,, ist injektiv) und somit
ist 0,, injektiv. Das rechte Trapeze in Diagramm (2.12) ist offensichtlich kommutativ
und nach Definition von p,, sind alle anderen Trapeze kommutativ. Nach Vorausset-
zung ist M ein A-Linksmodul und somit ist das duflere Rechteck kommutativ. Laut
Lemma 2.1.11 ist o " injektiv und daher ist das innere Rechteck kommutativ, also

ist (M, o,,) ein kounitdrer C-Rechtskomodul.
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2. Seien M, N € RatC(AMV) und f : M — N A-linear. Das untere Trapez in Diagramm
(2.13) ist offensichtlich kommutativ und nach Definition von g,,, o, sind die Dreiecke
kommutativ. P erfiillt die a-Bedingung und somit ist «yy injektiv. Ist f A-linear, dann
ist das obere Trapez kommutativ und daher ist das d&uflere Rechteck kommutativ, also
ist f C-kolinear. Daher ist Hom,_ (M, N) € Hom%(M, N) und die Gleichung folgt
dann aus Lemma 2.2.8 (2).

3. Sei (N, py) ein C-rationaler A-Linksmodul. Ist X' C N ein A-Untermodul, dann ist
nach Lemma 2.2.7 (2) Rat’(K) = K NRat®(M) = K, also ist K ein C-rationaler A-
Linksmodul. Nach (1) ist K dann ein kounitérer C-Rechtskomodul vermoge einer R~

linearen Abbildungen g, : K — K®pzrC. Auflerdem ist K <& N nach Voraussetzung
A-linear und somit C-kolinear (nach (2)), d.h. K C N ist ein C-Unterkomodul. Nach
Bemerkung 2.1.5 ist rC' flach und folglich ist o = (on )|, - M

-

2.2.10. Folgerung. Sei P = (A,C) € Pg.
1. Fiir jeden unitiren A-Linksuntermodul bzw. A-Rechtsuntermodul D C A* gilt

Rat(4D) = C N D bzw. “Rat(D,) = C N D.

2. Sei R noethersch. Ist A° C'-rational, dann ist C = A°.

Beweis. 1. Sei D C A* ein A-Linksuntermodul. Nach Lemma 2.2.7 ist C' N D ein C-
rationaler A-Linksmodul, also C' N D C Rat®(4D). Andererseits, ist f € Rat®(4,D)
mit op(f) =>. fi® ¢ € D® C, dann gilt fir jedes a € A :

fla) = (@f) (1) = 3" fila) < ace; >,

also ist f = Y. fi(1a)e; € C. Daher ist C N D = Rat®(4D). Die entsprechende
Aussage fiir einen A-Rechtsuntermodul D C A* folgt nach Symmetrie.

2. Ist R noethersch, dann ist A° C A* ein A-Unterbimodul. Offensichtlich ist C' & e
und es gilt nach (1): A° = Rat“(,A4°) =CNA°=CH

2.2.11. Seien A eine R-Algebra, C' eine R-Koalgebra und x : A — C* ein Algebra-
Anti-Morphismus. Dann nennen wir P := (A,C) ein getwistetes messendes Paar.
Insbesondere ist fiir jede R-Koalgebra C die Paare (C*P,C) und (C*, C°P) getwistete
messende Paare.

2.2.12. Fiir jede R-Koalgebra C' ist
T (C*,%) — (End®(C,C),0), f+— [cr— Zf(cl)cg]

ein Algebra-Anti-isomorphismus. Ist P = (A,C) € PS5, dann ist nach Lemma 2.2.9
End,_(C) = End“(C, C) und folglich ist (End4_(C), o) anti-isomorph zu C* als R-Algebren.
Ist P ein getwistetes messendes a-Paar, dann ist (Endy_(C),0) ~ C* als R-Algebren.
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2.2.13. Satz. Sei P = (A,C) € P, (A nicht notwendig mit Finheit). Erfullt C' die a-
Bedingung und ist kp(A) C C* dicht, dann ist jeder C-Rechtskomodul ein unitéirer A-
Linksmodul und es gibt Kategorie-Isomorphismen

M ~ Rat’(uM) = RatC(uM) = o[uC]

~ Ratc(c*./\/l) = Ratc(c*./\/l) = U[C*C].

Beweis. Schritt 1. M® ~ Rat®(4M).
Nach Voraussetzung und Proposition 2.1.7 (2) erfiillt P die a-Bedingung, also ist P €
Pg. Nach Lemmata 2.2.8 und 2.2.9 bekommen wir die kovarianten Funktoren

A=) MC —  Rat®(uM), (=) Rat®(uM) — MC,
(M7QM) = (M7aMOQM)7 <M>pM) — (M704]T410pM),

die als Identitdat auf die Morphismen wirken. Offensichtlich ist

(=)0 a(=) ~idye und 4(—) o (=)¢ ~ idRatc(A/g),
d.h. Rat®(4M) ~ M.
Schritt 2. Rat(4 M) = Rat? (4 M).

— k
Seien (N, py) € Rat®(uM) und n € N und nehme an oy(n) = > n; @ ¢;. Nach
=1

Voraussetzung ist kp(A) C C* dicht und es existiert daher a € A, so dass I;p(CL)(CZ') =¢e(¢)
fiir « = 1, ..., k. Hiermit ist

k k
n= Znis(ci) = an <a,c; >=an € N,
i=1

=1

also ist N ein unitarer A-Linksmodul.
Schritt 3. MY ~ o[4C].
Sei (N, oy) € MC. Ist RM 5 N — 0 eine freie Darstellung von N in z M, dann ist

O~ RW @, 0™ N g0 — 0

ein Epimorphismus in M, also ist N ® C' C-erzeugt in M. Auflerdem ist oy : N —
N ®g C injektiv und ist offensichtlich C-kolinear, also ist N <— N ® C ein A-Untermodul
(nach Lemma 2.2.8). Somit ist M C o[4C]. Nach Bemerkung 2.1.5 ist zC' flach und somit
ist MY ein Grothendieck-Kategorie (siehe z.B. [Wis99]). Die Kategorie o[4C] ist aber die
kleinste abgeschlossene Unterkategorie von 4 M, die C' enthélt. Daraus folgt M = o[4C].

Schritt 4. C* hat Einheit und somit ist jeder unitdre C*-Linksmodul A-treu. Nach
Voraussetzung ist (C*,C) € P2 und wir bekommen wie oben gezeigt:

MC ~ Rat®(c- M) = Rat® (M) = o[c-C]. B
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Als Korollar von Lemma 2.1.13 und Satz 2.2.13 bekommen wir:

2.2.14. Folgerung. Sei C' eine a-Koalgebra. Ist C° := Rat®(¢-C*) C C* dicht, dann
ist jeder C-Rechtskomodul N ein unitirer C°-Linksmodul (d.h. C°N = N) und es gibt
Kategorie-Isomorphismen

ME =~ Rat®(ceM) = Rat®(coM) = o[coC]
~ RatC(C*M) = Ratc(c*./\/l) = o[ C].

2.2.15. Lemma. ([Wis2000, 3.14.]) Seien T ein Ring, D ein T-Linksmodul und betrachte
Endz(D) € DP mit der endlichen Topologie. Fiir Unterringe A C B C Endgz(D) sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. A C B liegt dicht;

2. fir jede endliche Menge F = {d,,...,dx} C D existiert fiir jedes b € B ein a € A, so
dass bd; = ad; firi=1,.. k.

3. O'[AD] = O'[BD].

2.2.16. Satz. Fir jedes messendes Paar P = (A, C') sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:
(i) P € Pg.
(ii) C ist eine a-Koalgebra (gleichbedeutend rC' ist lokal projektiv) und kp(A) C C* ist
dicht.
(iii) Es gibt Kategorie-Isomorphismen
M ~ Rat®(uM) = RatC(uM) = o[4C]

~ Rat“(c:M) = Rat(c-M) = ofc-C]. (2.14)

Ist R ein injektiver Kogenerator, dann ist weiter dazu dquivalent:

(iv) C ist eine a-Koalgebra und C &8 A* ist eine Einbettung.

Beweis. (ii) = (iii) Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 2.2.13 (da A ein Eins-
elemnt hat und k(14) = e¢).

(iii) = (ii) Nach Voraussetzung ist M ~ Rat’(¢-M) = o[¢-C] und es folgt [Wis],
dass C die a-Bedingung erfiillt (gleichbedeutend rC lokal projektiv ist laut Lemma 2.1.15).
AuBerdem ist nach Voraussetzung o[4C| ~ o[c+~C| und daher ist kp(A) C C* nach Lemma
2.2.15 dicht.

(ii) = (i) folgt aus Proposition 2.1.7.

(i) = (iv) trivial.

Sei R ein injektiver Kogenerator.

(iv) = (ii). Ist C &E A*, dann gilt nach Proposition A.0.5:

kp(A) = AnKe(kp(A)) = An(A*) = An(0¢) = C*,
also ist kp(A) C C* dicht.l



36 2.2. RATIONALE DARSTELLUNGEN

Als Korollar von Proposition 2.1.7 und Satz 2.2.16 bekommen wir:

2.2.17. Folgerung. Seien Q = (B,C) € Py, £ : A — B ein Algebra-Morphismus und
betrachte das induzierte messende Paar P := (A,C). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) P € Pg.

(11) Q € PS und kp(A) C ko(B) ist dicht.

(1ii) C' erfillt die a-Bedingung und kp(A) C C* ist dicht.

(iv) es gibt Kategorie-Isomorphismen

MC ~ Rat‘(uM) = o[aC]
~ Rat%(c-M) = 0o[c-C] (2.15)
~ Rat“(zpM) = o[p0].

2.2.18. Folgerung. Sei C eine a-Koalgebra. Fiir jede R-Koalgebra D C C' gilt:

1. D C C ist eine R-Unterkoalgebra genau dann, wenn Q := (C*,D) € P%. In die-
sem Falle ist D eine a-Koalgebra, 5,(C*) C D* liegt dicht und es gibt Kategorie-
Isomorphismen

MP Rat”(pM) = o[p-D).

Rat” (C*M)

~
~

I
2
Q

S

2. Sei R C-injektiv. Dann ist D C C eine R-Unterkoalgebra genau dann, wenn D eine
a-Koalgebra ist.

3. Ist D C C eine R-Unterkoalgebra, dann gilt:

D=C <= MP = M® «— .C D-rational ist.

Beweis. 1. Die Aussage folgt aus der Kommutativitit des Diagramms
M@ D2 M&C
Dl e _‘__oz]% l .
ayr S N ayr
Hompg(D*, M) Hompg(C*, M)

und Satz 2.2.16.
2. Standard.
3. Es geniigt zu zeigen: C' € Rat? (¢« M) = D = C.
Sei C' € Rat”(c- M) ~ MP. Dann existiert eine R-lineare Abbildung

ke
0:C — C®rD, c»—>20i®di,

=1
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ke
sodass g = c= ) < g,d; > ¢ fiir jedes g € C*.
i=1

Betrachte das folgende Diagramm

c— C®D (2.16)
k\ l/;dC(X)L
CeC
und das a-Paar P := (C*® C*,C ® C) (vgl. Lemma 2.1.11). Ist ¢ € C, dann gilt fiir
alle f,g € C*:
Xp(a®@a)(fog) = X fla)gle) = flg—¢
k

= f(g)l<g7di>ci) = Xp(ici@(di))(f@g),

ke

und somit ist > 1 ® o = > ¢; ® 1(d;) fiir jedes ¢ € O also ist Diagramm (2.16)
i=1

kommutativ. Folglich gilt fiir jedes ¢ € C' :

c=Y () = is(ci)b(di) e (D).

Daherist C = D.1
Als Korollar von Lemma 2.1.24 und Satz 2.2.16 bekommen wir:

2.2.19. Folgerung. Sind P = (A,C),Q = (B,D) € P2, dann ist P®Q = (A® B,C ®
D) € Pg. Insbesondere ist C ® D eine a-Koalgebra, kpgg(A ® B) C (C ® D)* liegt dicht
und es gibt Kategorie-Isomorphismen

MeeD RatC®D(A®BM) = O'[A®BC X D]

RatC®D(C*®D*M) = U[C*®D*C®D].

121

2.2.20. Birationale Moduln. Seien P = (A,C), Q = (B, D) € P% und betrachte P ®
Q:=(A®B,C®D) € P (vgl. Lemma 2.1.24). Sei (M, p4;, p%,) ein (A, B)-treuer (A, B)-
Bimodul. Dann ist PRat(Mp) ein A-Linksmodul, Rat“(,M) ist ein B-Rechtsmodul und
wir nennen

Rat®(4(PRat(Mp))) = PRat(Mp)NRat®(4M) = PRat((Rat®(4M))5) (2.17)

den (D, C)-birationalen Unterbimodul von M. Wir nennen M (D, C)-birational, falls
M = Rat®(4(PRat(Mp)).

Mit P Ratc( A/\A/l/ B) C A/T/l/ B bezeichnen wir die volle Unterkategorie der (D, C')-birationalen
(A, B)-Bimoduln. Die Kategorie der wnitdren (D,C)-birationalen (A, B)-Bimoduln be-

zeichnen wir mit PRat® (4 Mp).
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Als Verallgemeinerung von der entsprechenden Aussage [DNR, Theorem 2.3.3] im
Korper-Fall bekommen wir:

2.2.21. Satz. Seien P = (A,C),Q = (B, D) € P,, (A, B nicht notwendig mit Einheiten,).
Sind C,D «a-Koalgebren und liegen kp(A) C C* und ko(B) C D* dicht, dann gilt es
Kategorie-Isomorphismen

D pmC ~ DPRat®(4Mp) = DRat®(4Mp) = o[4(D® C)p]
I ~ PRat%(c-Mp-) - = PRat%c-Mp-) = o+ (D ® C)p-].
MC®DCOP ~ RatC®Dcop (A®BOPM) RatC®Dcop (A®BOPM) == O'[A®BOPC & DCOp]
[

~ Ratc®DC0p (C*®D*OPMV) = RatC®DC0P (C*@D*OPM) = O C*@D*OPC ® DCOp].

Beweis. Offensichtlich haben wir einen Kategorie-Isomorphismus ? M¢ ~ M¢®P ™ und
daher 148t sich die Aussage aus Lemma 2.1.24 und Satz 2.2.13 miihelos ableiten.

2.2.22. Folgerung. Sei P = (A,C) € P, (A nicht notwendig mit Einheit) und betrachte
das Einhiillende-Paar P¢ := (A°,C¢) € P,,. Ist C eine a-Koalgebra und ist kp(A) C C*
dicht, dann bekommen wir Kategorie-Isomorphismen.:

OME = M ~ CRat®(uMa) = CRat®(uMi) = o[a(C@C)4]
~ R,atce (AeM) = Ratce (AeM) = O'[Ae Oe] .

Eine grofle Rolle beim Studium der Kategorie der rationalen Darstellungen eines
P ¢ P2 spielt der:

2.2.23. Endlichkeitssatz. Sei P = (A,C) € Py.

1. Tst M € Rat®(4uM) (bzw. M € “Rat(M,), M € “Rat”(4M,)), dann existiert fiir
jede endliche Menge {m,...,my} C M ein N € Rat®(4 M) (bzw. N € “Rat(M.),
N e CRatC(A./\/lA)), so dass gV e.e. ist.

2. Jede endliche Menge von C' ist in einem C-Rechtskoideal (bzw. einem C-Linkskoideal,
einem C-Bikoideal) enthalten, die jeweils e.e. in g M sind.

Beweis. 1. Seien M € Rat®(4M) und {m,,...,m;} C M. Dann ist Am; C M ein
A-Untermodul und somit ist ein C-Unterkomodul. Auflerdem ist m; € Am; und es
existiert eine Teilmenge {(m;,ci;)jL, C Am; x C, so dass gy (m;) = Z mij @ ¢ij

=1

J
k

k n;

fir ¢ = 1,...,k. Offensichtlich ist dann N = >  Am; = > > Rm,;; C M ein C-
i=1 i=1j=1

Unterkomodul und enthélt {my, ..., m}.

Die entsprechende Aussage fiir M € “Rat(My) bzw. M € “Rat®(4M,) folgt aus
analogen Argumenten.
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2. Die Aussage ist ein Spezialfall von (1).H

Fiir jedes (A, C) € P, folgt aus den Kategorie-Isomorphismen (2.14) und [Wis99,
2.9]:

2.2.24. Folgerung. Sei (A,C) € PS.

1. Rat®(4 M) ist (A, R)-endlich (d.h. ein C-rationaler A-Linksmodul ist genau dann
e.e. in 4 M, wenn er e.e. in gRM ist).

2. Ist R perfekt, dann erfillt jeder C-rationale A-Linksmodul die absteigende Ketten-
Bedingung bzgl. der endlich erzeugten A-Untermoduln.

3. Ist R noethersch, dann ist jeder C-rationale A-Linksmodul lokal noethersch.

4. Ist R artinsch, dann hat jeder endlich erzeugte C-rationale A-Linksmodul endliche
Ldinge.

2.2.25. Proposition. Sei R noethersch. Ist (A,C) € P2, dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

1. A/AnY(O) ist e.e. in gpM.
2. rC st endlich erzeugt;

3. Ceo« ist endlich erzeugt;

4. MC ~ Ajant ()M

Beweis. (1) = (2) Betrachte C' mit der A-Linksmodul-Struktur. Nach Voraussetzung ist

R noethersch und somit ist C &5 (A/AnY(0))* ee. in gM.

(2) = (3) trivial.

(3) = (4) Nach 2.2.12 ist (Ends_(C),0) ~ C*? als R-Algebren. Nach Satz 2.2.16 ist
MY ~ g[c-C] und die Aussage folgt aus [Wis88, 15.4].

(4) = (1) Nach Voraussetzung ist A/An’(C) € M und daher ist der endlich erzeugte
A-Linksmodul A/An%(C) nach Folgerung 2.2.24 (1) e.e. in g M.1

Die folgende Aussage gibt topologische Charakterisierungen der C-rationalen A-
Linksmoduln. Dabei erweitern wir die von D. Radford in [Rad73, 2.2] gegebenen Charakte-
risierungen im Korper-Fall auf beliebige (artinsche) Ringe (siehe auch [LR97, Proposition
1.4.4)).

2.2.26. Proposition. Sei P = (A, C) € P2 und betrachte A mit der C-adischen Topologie
To-(A) = A[Z(C)] (siehe Lemma 2.2.4). Ist M ein unitdrer A-Linksmodul, dann sind

fiir jedes m € M die folgenden Aussagen dquivalent:

1. es eaistiert eine endliche Menge W = {c1,...,c,} C C, so dass (0: W) C (0:m) ist;
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2. Am ist C'-suberzeugt;
3. m € Rat®(4M).

4. es existiert ein endlich erzeugter R-Untermodul K C C, so dass K+ C (0: m).

Ist R artinsch, dann sind dazu weiter dquivalent:

0: Am) enthdlt einen R-koendlichen abgeschlossenen R-Untermodul von A;

e}

: Am) ist ein R-koendliches abgeschlossenes A-Ideal;

e}

:m) enthdlt ein R-koendliches abgeschlossenes A-Ideal;

(
(
(
(

RS ™

0:m) ist ein R-koendliches abgeschlossenes A-Linksideal.

Beweis. (1) = (2) Nach 2.2.2 ist m € N := Sp(c[4C], M). Also ist Am C N ein A-
Untermodul und daher C-suberzeugt.
(2) = (3) Nach Vorausetzung und Satz 2.2.16 ist m € Am C Rat®(4M).

(3) = (4) Sei o(m) = Z m; ® ¢; und setze K := Z Re; € C. Dann ist offensichtlich

=1
K+ (0:m).
(4) = (1) Fiir jeden R-Untermodul K C C'ist (0: K) C K.
Sei R artinsch.
(3) = (5). Nach Lemma 2.2.9 ist Rat®(4M) ein rationaler A-Linksmodul. Nehme an
k

o (m) =3 m; @ ¢; € Rat®(uM) @ C, gy,(m;) = i mi; ® ¢;; fiir ¢ = 1, ...,k und setze

i=1 J=1
k ng

K :=3" 3" Rc;;. Dann gilt fiir jedes a € K+ und beliebiges b € A :
i=1j=1

k) ng

k
a(bm):a(2<b,ci > m;) :ZZ<b,Ci >< a, 5 >my; =0,

i=1 i=1 j=1

d.h. K+ C (0: Am). Der R-Modul K ist e.e. und es folgt aus A/K+ — K*, dass K+ C A
ein R-koendlicher R-Untermodul ist. AuBerdem ist K+ laut Lemma A.0.4 (1) abgeschlos-
senm.

Ist R artinsch, dann folgen die Implikationen (5) = (6) = (7) = (8) = (4) aus
Lemma A.0.4 (4).1

2.2.27. Lemma. Sei C eine R-koerzeugte R-Koalgebra und betrachte C* mit der endlichen
Topologie. Fiir jedes f € C* ist

£ 0" — C7, g}—>g*szw.§lf:0*—>0*, g— fxg

stetig. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann ist {%(X) C C* (bzw. §lf(X) C C*) abge-
schlossen fiir jeden abgeschlossenen R-Untermodul X C C*.
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Beweis. Betrachte fiir jedes f € C* die R-linearen Abbildungen
Qlf:C'—>C,CI—>fACbZW. 0y:C—C, c—c+f.
Dann gilt fiir jedes g € C* und c € C
((09)"(9)(e) = g(0(c)) = g(f = ) = gle1)f(c2) = (g% f)(0).
Somit ist £ = (Qlf)* und analog flf = (0%)". Die Aussage folgt dann aus Lemma A.0.7.H

Ist P = (A, C) € P2, dann ist die Grothendieck Kategorie Rat® (4 M) ~ o[4C] im
Allgemeinen nicht abgeschlossen gegen Erweiterungen:

2.2.28. Beispiel. Seien R ein Kdrper, V ein R-Vektorraum mit dim(V) = oo und be-
trachte die R-Koalgebra C':= R® V mit A(v) =1®v+0v® 1, e(v) = 1g. Sei I C V* ein
nicht abgeschlossener R-Untervektorraum und betrachte die exakte Folge

00— V*/I —C*/I — C*/V* — 0.
Nach [Rad73, Seite 520] sind V*/I und C*/V* rational, wihrend C*/I nicht rational ist.
2.2.29. Lemma. ([Swe69, Lemma 6.1.1, Corollary 6.1.2]) Sei I <1 A ein Ideal.

1. Sei M ein endlich erzeugter A-Linksmodul (A-Rechtsmodul). Ist a1 (I4) e.e., dann
ist auch IM C M (MI C M) ein endlich erzeugter A-Untermodul. Ist I C A R-
koendlich, dann ist IM C M (MI C M) ein R-koendlicher A-Untermodul.

2. Ist ol (14) e.e., dann ist oI" (I7}) e.e. fir jedes n > 1. Ist aufserdem I C A R-
koendlich, dann ist I C A R-koendlich.

Die folgende Aussage verallgemeinert [Rad73, 2.5] vom Korper-Fall auf QF Ringe.
2.2.30. Proposition. Seien R ein QF Ring, C eine projektive R-Koalgebra und
0— N—M-—L—70

eine exakte Folge von C*-Linksmoduln. Sind N, L € Rat®(c«M) und ist ¢-(0 : 1) e.e. fiir
jedes | € L, dann ist M C-rational.

Beweis. Seien m € M und {fi,..., fr} ein Erzeugendensystem von ¢«(0 : m(m)). Nach
Voraussetzung ist 7(m) C-rational und es existieren nach Proposition 2.2.26 R-koendliche
abgeschlossene Ideale J; C (0 : fim) fir ¢ = 1,....k. Damit gilt fiir das R-koendliche

abgeschlossene Ideal J := ﬂ J; < C*

JO:m(m)) =m=(Jxfi+..+J*fr) =m=0,
also ist J(0 : m(m)) C (0 : m). Nach Lemmata 2.2.27, 2.2.29 und A.0.7 (3.d) ist J(O :
k
w(m)) = > J* f; R-koendlich und abgeschlossen. Nach Lemma A.0.4 (4) ist (0 : m) <; C*
i=1

R—koendligh und abgeschlossen, also ist m € Rat®(g-M) nach Proposition 2.2.26.H
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2.2.31. Definition. Eine R-Algebra A heifit fast links-noethersch (bzw. fast rechts-
noethersch, fast noethersch), falls jedes R-koendliche A-Linksideal (bzw. A-Rechtsideal,
zweiseitige A-Ideal) e.e. in 4 M (bzw. M4, 4 M ,) ist.

Als Korollar von Satz 2.2.13 und Proposition 2.2.30 bekommen wir:

2.2.32. Folgerung. Seien R ein QF Ring und C' eine projektive R-Koalgebra. Ist C* fast
links-noethersch (bzw. fast rechts-noethersch), dann ist die Kategorie Rat®(o+~C) ~ o[¢+C]
(bzw. “Rat(Mc+) ~ a[Cc+]) abgeschlossen gegen Erweiterungen.

Dualitidtsbeziehungen zwischen Unterstrukturen

Sei P = (A, C) € Py,. Als Anwendung von unseren Ergebnissen in diesem Paragraphen
und den Beobachtungen iiber die linear schwache Topologie A[T;s(C)] im Anhang iibert-
ragen wir die fiir dichte Paare (A, C') iiber Korpern (siche [Swe69], [Abe80], und [DNR,
1.5.29]) bekannten Dualitétsbeziehungen zwischen den Unterstrukturen von A und den
Unterstrukturen von C' auf die messenden a-Paare iiber beliebigen kommutativen Ringen.

Als Schlussfolgerung von Lemmata 2.2.8, 2.2.9 und Proposition A.0.5 bekommen
wir:

2.2.33. Proposition. Sei P = (A,C) € Py,.

1. Sei K C C ein R-Untermodul.
Ist K ein C-Rechtskoideal (bzw. C-Linkskoideal, C-Bikoideal), dann ist K+ = An"y(K)
ein A-Rechtsideal (bzw. K+ = An'y(K) ein A-Linksideal).
Ist K ein C-Koideal, dann ist K+ C A eine R-Unteralgebra mit Einheit 14.

2. Sei P e Pg.

(a) Fir jeden R-Untermodul I C A gilt:
Ist I C A ein A-Rechtsideal (bzw. A-Linksideal), dann ist [- C C ein C-
Rechtskoideal (bzw. C-Linkskoideal).
Ist I < A ein zweiseitiges Ideal (und ist 1= C C rein), dann ist I+ C C ein
C'-Bikoideal (bzw. eine R-Unterkoalgebra).

(b) Sei R ein injektiver Kogenerator. Fiir einen abgeschlossenen R-Untermodul I C
A gilt:
I ist ein A-Rechtsideal (bzw. A-Linksideal) genau dann, wenn I+ C C ein
Rechtskoideal (bzw. Linkskoideal) ist.
I ist ein zweiseitiges Ideal (und I+ C C st rein) genau dann, wenn I+ C C ein
Bikoideal (eine R-Unterkoalgebra) ist.

2.2.34. Lemma. 1. Seien R ein QF Ring, C' eine projektive R-Koalgebra und A C C*
eine R-Unteralgebra (mit ec € A). Ist Ke(A) C C rein, dann ist Ac(Ke(A)) C
Ke(A) ® C+ C @ Ke(A) (Ke(A) C C ist ein Koideal).
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2. Seien R noethersch, B eine a-Algebra und betrachte das a-Paar (B, B°). Ist A C B
eine a-Unteralgebra mit 15 € A, dann ist u(AL) C At @ B° + B° ® A+ und daher
ist A+ C B° ein Koideal.

Beweis. 1. Sei A C C* eine R-Unteralgebra und betrachte die R-lineare Abbildung
P ARA— (C®(C)".
Ist Ke(A) C C rein, dann folgt aus Folgerung 2.1.10 und Lemma A.0.7 (3.c):
Ke(A) C Ke(AL(P(A® A))) = A (Ke(4) @ C + C @ Ke(A)), (2.18)

also ist Ag(Ke(A)) C Ke(A) @ C+ C @ Ke(A). Ist ec € A, dann ist e¢(Ke(A)) = 0,
also Ke(A) C C ist ein C-Koideal.

2. Die Einbettung ¢4 : A — B ist ein Algebra-Morphismus und somit ist ¢ : B® — A°
ein Koalgebra-Morphismus (vgl. Lemma 2.1.23 (1)). Nach dem Homomorphie-Satz
1.1.15 ist A+ :=Ke(.9) C B° ein B°-Koideal.®

Aus Propositionen 2.2.33, 2.2.34 und A.0.5 ergibt sich die folgende Aussage:

2.2.35. Folgerung. Seien R ein QF Ring, A eine a-Algebra, P = (A, A°) und betrach-
te A mit der linear schwachen Topologie A[%;5(A°)]. Ein abgeschlossener R-Untermodul
I C A ist ein A-Rechtsideal (A-Linksideal) genau dann, wenn I+ := An(I) N A° ein A°-
Rechtskoideal (A°-Linkskoideal). Auflerdem ist I C A ein A-Ideal (und An(I) N A° C A°
ist rein) genau dann, wenn An(I)NA° C A° ein A°-Bikoideal (eine R-Unterkoalgebra) ist.

Nach Propositionen 2.2.33 und A.0.5 bekommen wir:

2.2.36. Folgerung. Seien R ein injektiver Kogenerator und C' eine a-Koalgebra. Bezeich-
net C die Menge der R-Untermoduln von C' und 'H die Menge der R-Untermoduln von C*,
dann induzieren die Ordnungsumkehrenden Abbildungen

An(—):C — H und Ke(—) : H — C (2.19)
Bijektionen

{K C C ein C-Rechtskoideal} <« {I <, C* ein abgeschlossenes Rechtsideal}
{K C C ein C-Linkskoideal} < {I <, C* ein abgeschlossenes Linksideal}
{K C C eine Unterkoalgebra} <« {I <1 C* ein abgeschlossenes Ideal, Ke(I) C C rein}.

2.3 Induktionsfunktoren fiir P

Ziel dieses Paragraphen ist es, fiir geeignete Paare aus P2 | verschiedene (Ko)Induktions-

funktoren als Induktionsfunktoren zwischen Kategorien vom Typ o[M] zu beschreiben.
Eine grofle Rolle dabei spielt der Kotensorfunktor, der sich fiir Paare aus P in Form eines
geeigneten Hom-Funktors beschreiben 1a83t.
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Der Kotensorfunktor

Dual zum Tensorprodukt von Moduln haben J. Milnor und J. Moore in [MM65] das Ko-
tensorprodukt von Komoduln eingefiihrt. Fiir ndhere Betrachtungen des Kotensorprodukts,
siehe auch [Guz85] und [Alt99)].

2.3.1. Seien C eine R-Koalgebra, (M, 0,,) € M, (N, 0x) € “M und betrachte die R-
lineare Abbildung

Oy N = 0y ®idy —idy ® oy * M @r N — M ®r C ®p N.

Das Kotensorprodukt vom M und N (Schreibweise MOcN) ist definiert durch die
Exaktheit der folgenden Folge in g M :

oM,N

0—>MDON—>M®RN—>M®RC®RN

Sind M, M’ € M® und N,N' € “M, dann definiert man das Kotensorprodukt von
f € Hom® (M, M) und g € “Hom(N, N') als die R-lineare Abbildung

fDCg . Mch — Mlch,7

die das folgende Diagramm kommutativ ergéinzt:

0——>MON—>Ma N2 MoCoN (2.20)
:fDCg f®g lf@idc(@g

on! N

v
0—MDOcN ——MN —MxCx N
2.3.2. Definition. Seien C' eine R-Koalgebra und U ein C-Rechtskomodul.

1. Fiir W € M heiBt U W-injektiv, falls fiir jeden Monomorphismus f : V. — W
in M die induzierte Mengen-Abbildung

Hom® (W, U) — Hom®(V,U) — 0

surjektiv ist. Ist U W-injektiv fiir jedes W € M, dann nennt man U einen injek-
tiven C-Rechtskomodul.

2. Fiir W € MY heifit U W-projektiv, falls fiir jeden Epimorphismus g: W — V in
MC die induzierte Mengen-Abbildung

Hom® (U, W) — Hom®(U,V) — 0

surjektiv ist. Ist U W-projektiv fiir jedes W € M, dann nennt man U einen pro-
jektiven C-Rechtskomodul.
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2.3.3. Sei C eine flache R-Koalgebra. Wir nennen eine Folge von C-Rechtskomoduln
(C, R)-exakt, wenn sie exakt in M und zerfallend in zgM ist. Einen Funktor F : M% —
rM nennen wir (C, R)-exakt, falls F' exakt ist beziiglich aller (C, R)-exakten Folgen von
C-Rechtskomoduln ist.

2.3.4. Definition. Sei C eine flache R-Koalgebra.

1. Einen C-Rechtskomodul U nennen wir (C, R)-injektiv, falls Hom®(—, U) : M¢ —
rM (C, R)-exakt ist.

2. Die R-Koalgebra C' nennen wir (C, R)-kohalbeinfach, falls jeder C-Rechtskomodul
(C, R)-injektiv ist.

3. Man nennt C' kohalbeinfach, falls jeder C'-Rechtskomodul injektiv ist.

Das folgend Lemma 148t sich leicht nachweisen:

2.3.5. Lemma. Sei zC eine flache R-Koalgebra. Fiir jedes M € M (bzw. N € “ M) ist
der Kotensorfunktor

MOg—: “M — gM (bzw. —O¢N : MY — M)
(C, R)-linksexakt. Ist gRM (bzw. rN flach), so ist MOc— (bzw. —OcN ) linksezakt.

2.3.6. Definition. Sei C ein flache R-Koalgebra (und damit M eine abelsche Kategorie).
Ein C-Rechtskomodul M heifit koflach, falls der Funktor MOr— : “M — pM exakt

1st.

2.3.7. Lemma. (vgl. [Sch90], [Tak73]) Seien C eine R-Koalgebra und M € M, N €
CM. Ist gW flach oder sind rC flach und M (bzw. N ) koflach, dann gibt es Isomorphismen
von R-Moduln

W ®g (MOcN) ~ (W ®@g M)OcN und (MOcN) @g W ~ MOo(N @g W).  (2.21)
Mit Hilfe von Lemma 2.3.7 148t sich die folgende Aussage miihelos ableiten:
2.3.8. Folgerung. Secien C, D R-Koalgebren und (M, o5, 0%,) € ¢ MP.
1. Sei gC flach. Fiir jedes N € P M ist MOpN ein C-Linkskomodul durch

Q%’/[DDZ'dN . MDDN I (C KRR M)DDN ~ C@R (MDDN)

2. Sei gD flach. Fiir jedes L € M ist LOcM ein D-Rechtskomodul durch

id;Ocoyy : LOeM — LOc(M ®g D) ~ (LOcM) @5 D.
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2.8.9. Bemerkung. (vgl. [Alt99, Lemma I1.2.5, Folgerung 11.2.6]) Sei C' eine flache R-
Koalgebra. Fiir jedes M € M ist g,;, : M — MOcC' ein Isomorphismus in M mit
Inversem m ® ¢ — me(c) und es gilt auBerdem

M®R—ZMD0(C®—)Z pM — M.

Ist M koflach in M, dann ist zM flach.

Die Assoziativitit des Kotensorprodukts gilt im Allgemeinen nicht (siehe [GP87]).
Allerdings 148t sich die Koassoziativitédt in Spezialfillen zeigen, etwa:

2.3.10. Lemma. (vgl. [Alt99]) Seien C, D flache R-Koalgebren, N € PM, M € “ MP und
Le M. Ist L e M® (bzw. N € PM) koflach, dann haben wir einen R-Isomorphismus

(LOcM)OpN ~ LOc(MOpN). (2.22)

2.3.11. Lemma. Scien A eine R-Algebra, N, M A-Linksmoduln und betrachten A und
Hompg (N, M) mit den kanonischen A®-Linksmodul-Strukturen. Dann gibt es einen in M
und N funktoriellen-Isomorphismus

Hom e (A, Homg(N, M)) ~ Homu_ (N, M).
Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch
Oy : Homye (A, Hompg(N, M)) — Homu_ (N, M), f+— f(1la)
mit Inversem
Uy : Homg (N, M) — Homue_ (A, Hompg(N, M)), g — [a — ag(—)]].
Es 148t sich leicht nachweisen, dass ®y 5 und ¥y s funktoriell in M und N sind.

Im Korper-Fall 1aBt sich der Kotensorfunktor als geeigneten Hom-Funktor beschreiben
(z.B. [AW, Proposition 3.1]). Uber beliebigen Ringen bekommen wir die folgende Aussage:

2.3.12. Proposition. Seien P = (A,C) € P, (M,0,,) € M, (N,oy) € “M und
betrachte A und M ®r N mit den kanonischen A€-Linksmodul-Strukturen.

1. Ist adygy injektiv, dann gilt fir Y m; @ n; € M @p N :
Zmi ®c; € MOsN <— Zami@)ci = Zml ®n;a Ya € A.

2. Ist P € P2, dann gibt es einen in M und N funktoriellen Isomorphismus

MDCN ~ HOHIAE,(A, M QR N)
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Beweis. 1. Sei ajy,y injektiv und setze ¢ := ooy © T(23). Dann gilt:

Zmz®nl €M|:|0N

=D Micos @ Mics @ Ny = 2 M ®Nic1> @ Nicos,

= Y- Micos @®Mmic1s> @ng)(a) = YoM ®nico1s @ nicos)(a) Vaec A
=) Mices < a,Micrs > AN, = Y mi® < a,Nic—1> > Nico> VaeA
= D am; @ny = > m; ®@na VaeA.

2. Der Isomorphismus ist gegeben durch
Yy P MOgN — Homye (A, M ®r N),m ®@n — [a — am @ n (= m & na)].
mit Inversem
By Homye (A, M ®r N) — MOgN, fr+— f(1a).
Es ist leicht zu zeigen, dass v, y und 3, y funktoriell in M, N sind.H

2.3.13. Lemma. ([Wis96, 15.7], [Bou74, II, 4.2, Proposition 2]) Seien A eine R-Algebra,
K, K" A-Linksmoduln, L ein R-Modul und betrachte die R-lineare Abbildung

v:Homy (K,K')®r L — Homuy (K, K'®rL), h®@l+— h(—)®1. (2.23)
1. Ist gL projektiv (bzw. endlich), dann ist v injektiv (bzw. bijektiv).
2. Sind gL flach und oK e.e. (bzw. e.p.), dann ist v injektiv (bzw. bijektiv).

3. Sei K K'-projektiv. Ist 4K e.e. oder ist gL e.p., dann ist v ein bijektiv.

2.3.14. ([Wis2000, 14.12]) Seien rC eine flache R-Koalgebra, M ein C-Linkskomodul und
betrachte die R-lineare Abbildung

v: M* — Homg(M,C), f+— [m— f(m<_1=)m<os]. (2.24)

Ist gRM e.p., dann ist M* ®@p C ~ Hompg(M, C) (siche Lemma 2.3.13) und daher bekommt
M* eine C-Rechtskomodul-Struktur durch

oy : M* 5 Homp(M,C) ~ M* @5 C. (2.25)
Analog, ist M € M und ist zkM e.p., so bekommt M* eine C-Linkskomodul-Struktur.

Mit Hilfe von Lemmata 2.3.11, 2.3.13 ergibt sich aus Proposition 2.3.12 unmittelbar
die folgende Aussage:

2.3.15. Folgerung. Sei P = (A,C) € P2.
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1. Seien M,N € M. Sind rkM flach und zrN e.p., oder ist gRN endlich, dann gibt es
i M, N funktorielle Isomorphismen

MOcN* Homye (A, M ®g N*) =~ Homye_ (A, Homg(N, M))

Hom,_ (N, M) = Hom“(N, M).

~
~

2. Sind M € MY, N ein C-Bikomodul und betrachten wir N mit der induzierten A°-
Linksmodul-Struktur, dann gibt es R-Isomorphismen

MON =~ Homae (A, M @5 N) ~ M @5 Homue_ (A, N),
falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(a) acA e.p. (z.B. A eine affine R-Algebra [Wis96, 23.6]) und gM flach ist; oder
(b) acA N-projektiv und e.e. ist; oder

(c) acA N-projektiv und gM e.p. ist; oder
(d) rM endlich ist.

3. Sind N € M, M ein C-Bikomodul und betrachten wir M mit der induzierten A°-
Linksmodul-Struktur, dann gibt es R-Isomorphismen

MOcN ~ Hompe (A, M ®g N) ~ Homye_(A, M) ®g N,
falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) acA e.p. (z.B. A eine affine R-Algebra [Wis96, 23.6]) und gN flach sind; oder
(b) acA M-projektiv und e.e. ist; oder

(c) aeA M-projektiv und rN e.p. sind; oder

(d) rN endlich ist.

Fiir jedes P = (A, C) € P2 ergibt sich aus [Wis88, 16.3] die folgenden Charakte-
risierungen der injektiven Objekte in M ~ Rat® (4 M) = o[4C]:

2.3.16. Lemma. Sei P = (A,C) € P2. Fir jedes U € Rat® (4 M) sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
1. U ist injektiv in Rat® (4 M).
2. Hom®(—,U) ~ Homy(—,U) : Rat® (4 M) — M ist exakt;
3. U ist C-injektiv in Rat® (4 M).

4. U ist K-injektiv fir jeden (endlich erzeugten, zyklischen) A-Linksuntermodul K C C.
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5. jede exakte Folge 0 — U — L — N — 0 in Rat® (4 M) zerfillt.

6. jede exakte Folge 0 — U — L —s N — 0 in Rat®(4 M), in der N Faktormodul
von C (oder A) ist, zerfillt.

Das folgende Lemma spielt eine grofle Rolle beim Studium der injektiven Objekten
in der Kategorie Rat”(4M) fiir ein (4, C) € P2:

2.3.17. Lemma. Sei (A, C) € P2. Ist R ein QF Ring, dann ist ein R-flacher C-rationaler
A-Linksmodul M genau dann injektiv in Rat® (4 M), wenn M koflach in MC ist.

Beweis. Nach Satz 2.2.16 haben wir die Kategorie-Isomorphismen
o[4C] = Rat®(uM) ~ M
und daher folgt die Aussage aus [Wis2000, 18.8].

2.3.18. Lemma. Ist P = (A,C) € P2, so respektiert — @ C : gpM — Rat®(, M) die
injektiven Objekte.

Beweis. Nach Satz 2.2.16 ist M ~ Rat®(4,M) = o[4C], also ist Rat®(4M) C 4 M
eine abgeschlossene Unterkategorie. Der exakte Vergissfunktor f : M® — pM ist nach
Proposition 1.2.4 links-adjungiert zu — ® C' : gkM — MY und die Aussage folgt daher
aus [Wis88, 45.6].

2.3.19. Proposition. Seien (A,C) € P2 und M € Rat® (4 M).

1. M ist ein A-Untermodul eines injektiven C-rationalen A-Linksmoduls.
2. Ist M injektiv in Rat® (4 M), dann wird M von C-erzeugt in Rat® (4 M).

3. M st injektiv in RatC(AM) genau dann, wenn ein injektiver R-Modul X existiert,
so dass M ein direkter Summand von X @g C in 4 M ist.

4. Sei M injektiv in pRM. Dann ist M genau dann injektiv in RatC(A/\/l), wenn gy
M — M ®pg C zerfallend in 4 M ist.

5. Sei R noethersch. Dann ist M injektiv in RatC(AM) genau dann, wenn M®) in-
jektiv in Rat® (4 M) ist fir jede Indexmenge A. Auflerdem ist der direkte Limes von
injektiven Objekten in Rat® (4 M) injektiv.

6. Sei A separabel (d.h. oA sei projektiv). Dann ist M € MC koflach genau dann,
wenn rM flach ist.

Beweis. 1. Sei M € Rat”(4M) und bezeichne mit E(M) die injektive Hiille von M in
rM. Nach Lemma 2.3.18 ist E(M) ®g C injektiv in Rat”(4,M). Offensichtlich ist
(ty ®ide) ooy : M — E(M) ®gr C A-linear und die Aussage folgt.
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2. Sei (M, 0,,) € Rat®(4 M) injektiv. Nach Lemma 2.3.16 existiert ein A-Epimorphismus

B:M®rC — M, so dass §0o gy, =idy. Ist
RM T M0

eine freie Darstellung von M in rM, dann bekommen wir eine exakte Folge in
Ratc( A./\/l) :

O & RN @, 0 2T _ap gy

. Sei X ein injektiver R-Modul, so dass 4 M ein direkter Summand von X ®pg C' ist.

Nach Lemma 2.3.18 ist X ®p C injektiv Rat®(4M) und folglich ist M injektiv in
Rat®(4M). Andererseits, sei M injektiv in Rat”(4, M) und bezeichne mit E(M) die
injektive Hiille von M in z M. Dann bekommen wir eine exakte Folge in Rat® (4, M)

0 M B povy @ © (2.26)

Nach Lemma 2.3.16 zerfillt (2.26) in Rat”(4,M) und die Aussage folgt.

. Folgt aus Lemmata 2.3.16 und 2.3.18.

. Nach Folgerung 2.2.24 ist 4C' lokal noethersch und somit folgt die Aussage aus der

Cleichung Rat® (4 M) = ¢[4C] und [Wis88, 27.3].

. Ist M € M koflach, dann ist xk M flach (nach Bemerkung 2.3.9). Sei 4 A projektiv.

Ist kM flach, dann ist nach Proposition 2.3.12
Mmc— >~ HomAe_(A, —) o (M KR —>

exakt, also ist M koflach.ll

2.3.20. Folgerung. Sei (A,C) € P%. Ist R halbeinfach (z.B. ein Korper), dann gilt:

1. M € Rat®(4 M) ist injektiv genau dann, wenn A M ein direkter Summand von 4C™

fiir eine Indexmenge A ist.

2. Ist A separabel, dann ist C' kohalbeinfach.

Induktionsfunktoren in Py

Bei seinem Studium der induzierten Darstellungen von Quantengruppen, hat Z. Lin

([Lin93, 3.2], [Lin94]) eine Art von Induktionsfunktoren fiir zuldssige Hopf-Paare iiber
Dedekind-Ringen betrachtet. Als Inspiration fiir diesen Aspekt gelten die Induktionsfunk-
toren in der Theorie der Affinen Algebraischen Gruppen bzw. der Quantengruppen. Wir
verallgemeinern seinen Ansatz auf Induktionsfunktoren fiir die Kategorie P2 und zeigen
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dabei, dass diese Funktoren isomorph sind zu Induktionsfunktoren zwischen Kategorien
vom Typ o[M] und sich auBerdem als Kompositionen von geeigneten Hom-Funktoren und
Spur-Funktoren beschreiben lassen.

Wir betrachten zunédchst Induktionsfunktoren zwischen Kategorien vom Typ o[M].

2.3.21. Seien A, B R-Algebren und £ € Alg,(A, B). Dann bekommen wir kovariante Funk-
toren, den ¢-Restriktionsfunktor

(e s BM — aM, (M, py) ¥ (M, 0y 0 (§ ®idu)) (2.27)
und den kovarianten ¢-Induktionsfunktor
Homy_(B,—): aM — pM. (2.28)

AuBerdem ist ((—)¢, Homy_ (B, —)) ein adjungiertes Paar mittels der in M € pM und N €
aM funktoriellen kanonischen Isomorphismen

Homy_ (M, N) ~ Homy_ (B ®p M, N) ~ Homp_(M,Homu_(B, N)).
Betrachten wir den kovarianten Funktor
B®a—:1 aM — pM, M +—— (B®4 M, jip @ idyy),

so ist (B ®4 —, (—)¢) ein adjungiertes Paar mittels der in M und N funktoriellen kanoni-
schen Isomorphismen

Homp (B ®4 N, M) ~ Homu_(N,Homp_ (B, M)) ~ Hom4_ (N, M).

2.3.22. Der Induktionsfunktor Ind%(—). Seien A, B R-Algebren und ¢ : A — B ein
Algebra-Morphismus. Sind K ein A-Linksmodul und L ein B-Linksmodul, dann bekommen
wir einen kovarianten Funktor, den Induktionsfunktor

Ind%(—) == Sp(o[gL],.Homy (B, —)) : o[, K| — o[zL]. (2.29)

2.3.23. Seien C, D R-Koalgebren und 6§ : D — (' ein Koalgebra-Morphismus. Dann
bekommen wir einen kovarianten Funktor, den §-Korestriktionsfunktor

(=) MP — MY (M, 0,,) — (M, (idys & 0) 0 0,). (2.30)

Sind grC, g D flach, dann ist (—)? exakt. Andererseits, betrachte D als einen C-Linkskomodul

vermoge
D22 DeD% cwD.

Sei gD flach. Fiir jedes M € M€ wird das Kotensorprodukt MqD ein D-Rechtskomodul
durch

MOeD 2282 MOo(D ® D) ~ (MOeD) @5 D.
und man bekommt einen kovarianten Funktor, den #-Koinduktionsfunktor

—0¢D : MY — MP, M — MOqD.
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2.3.24. Seien P = (A,C), Q = (B, D) € P2. Fiir jeden Morphismus
(€,0) - (B, D) — (A, C)
in P nennen wir den kovarianten Funktor
Ind%(-) : Rat®(4,M) — Rat?(3M), M — Rat”(3Hom,_(B, M)).
den Induktionsfunktor von P nach Q).
2.3.25. Proposition. Seien P = (A,C), Q = (B, D) € P, und
(€,0) : (B, D) — (4,0)

ein Morphismus in P,,.

1. Ist gD flach, dann ist ((—)?, —OcD) ein adjungiertes Paar von kovarianten Funkto-
ren.

2. Sind P,Q € P} und ist B kommutativ, dann gilt fir jeden N € 4 M

Rat”(pHom,_ (B, N)) = Rat” (zHom_ (B, Rat®(4N))).

Beweis. 1. Analog zu [Wis2000, 19.7.1] gibt es einen in N € MP” und L € M funk-
toriellen Isomorphismus

®yp, - Hom? (N, LOcD) — Hom®(N? L), f+— (id,0ch) o f
mit Inversem g — (g0cidp) o oy

2. Ist g € Rat”(gHomy_(B, N)), dann gilt fiir allea € Aund b € B :

a(g(b)) = gla—"b) = g(&(a)b)
= g(b¢(a)) = (£(a)g)(b)
= > g<0>(b) <&(a),g<1>> = > g<o>(b) <a,0(g<1>) > .

Damit ist g(B) C Rat®(4N) und die Aussage folgt.l

2.3.26. Seien P = (A,C), Q@ = (B,D) € P2, (&,0) : (B,D) — (A, C) ein Morphismus
in P% und bezeichne die Einschrankungen vom &-Restriktionsfunktor (—)¢ : pM —
AM auf Rat” (g M) = o[ D] auch mit (—)¢. Mittels der Kategorie-Isomorphismen M =~
Rat® (4 M) = ¢[4C] und MP ~ Rat” (3 M) = o[z D] (vgl. Satz 2.2.16) bekommen wir eine
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Funktor-Aquivalenz (—)? =~ (—)¢. Auerdem bekommen wir ein kommutatives Diagramm

(-)P Sp(e[sD],~)
MD 2(0) RatD(B./\/l) 7‘0’[3D]( D BM
(—)?| | -BeD ()¢ | |ImdP(-) ()¢ | |IndB(-) ()¢ | |Homa (B,-)
M A Rat€ (M) ———— o4O o M
(—)C Sp(e[aCl,—)

(2.31)

2.3.27. Satz. Seien P = (A,C), Q = (B,D) € P2 und (£,0) : (B,D) — (A,C) ein
Morphismus in P2. Mittels der Kategorie-Isomorphismen M® ~ Rat® (4 M) = ¢[4C] und
MP ~ Rat?(pM) = o[gD] (vgl. Satz 2.2.16) sind die folgenden Funktoren dquivalent

—O¢D . MC — MP,
Ind%(-) : Rat?(uM) — Rat?(zM),
Homye_ (A, — ®r D) : Rat(uM) — Rat?’(zM),
Indg(—) . o[aC] —  o|gD].

Beweis. Betrachte fiir jedes N € MY die injektive R-lineare Abbildung
vy = (@%)|nvoep : NOgD — Homg(B, N), an ®d; — [br— Z < b, d; > nyl.
Dann gilt fiir allea € Aund b € B :

YvQoni@di)(ab) = > <ab,d;>n;

Yo <bydi —a>n

= v ®@di — a)(b)

= (X an; ® d;)(b) (vgl. Lemma 2.3.12 (1))
= Y. <bd;>an

= a(vn(n; ® d;)(b))

also ist vy (NUeD) C Homy (B, N). AuBerdem gilt fiir beliebiges » n; @ d; € NOcD
und b,b € B :

TN ®di)) () = (Do @b—=d)b) = X <bb—d > N

= (byn(Xoni @ di))(b),
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d.h. v ist B-linear. Nach Bemerkung 2.1.5 ist gD flach und somit ist nach Folgerung 2.3.8
NOeD € MP. Nach Lemma 2.2.7 (4) ist dann vy (NOeD) C Rat®(zHom,_ (B, N)).
Betrachte die R-lineare Abbildung

By : RatD(BHomA_(B,N)) — NUcD, fr— Zf<0>(1B) ® fe1s-
Ist f € Rat”(zHomy_ (B, N)) beliebig, dann gilt fiir alle a € A und b € B :

YN af<o-(1p) ® f<15)(0) = >2((a)f<0>)(1B) <b, fars >
= > feos<os(1B) <&(a), feos<1s >< b, fers >
= > f<o=(1B) <&(a), faas1 >< b, foisa >
= > fco=(1B) <&(a)b, f<1> >
= > fcs(lp)<a—0b, fas >
= Zf<0>(1B)<bf<1>’_a>
= 3> feos(1B) ® fars < a)(b),

also ist Y a(f<0>(1B)) ® f<1> = > f<0>(1B) ® fais — a (da vy = OCN N ®rD —
Hompg (B, N) injektiv ist). Laut Proposition 2.3.12 (1) ist dann > foo=(1B) ® f<1s €
NOeD, also ist 3 wohl definiert. AuBerdem gilt fiir alle f € Rat”(zHom,_ (B, N)) und
be B:

(Vv o Ba))B) = yn(D2 feos(1B) ® f<15)(D)
= > fco=(1B) <D, f<1s >
= (bf)(1) = f(b).

Dabher ist vy 03 = id. Offensichtlich ist 307y = id, also sind 7, G Isomorphismen. Es
ist leicht zu zeigen, dass v, und 3, funktoriell in NV sind und daher ist —UecD ~ Indg(—).
Die Aquivalenz Ind%(—) ~ Ind5(—) bzw. —O¢D ~ Homye_(A, — ®p D) folgt aus Satz
2.2.16 bzw. Proposition 2.3.12 (2).1

2.3.28. Beispiel. betrachte das triviale Paar P = (R, R) € P%. Ist Q = (B,D) € P2
und betrachten wir den trivialen Morphismus in Py,

(nBa 5D) : (37 D) - (Ra R)a
so gilt fiir jedes M € M ~ p M
Ind%(-) := Rat?(pHomp(B, —)) ~ — @ D.

Bezeichne [ ~ (=) : MP — M den Vergissfunktor, dann ist (f,Ind%(—)) ein adjun-
giertes Paar.

2.3.29. Universelle Eigenschaft. Seien P = (A, C), Q = (B, D) € P% und
(576) : (B7D> - (A,C)

ein Morphismus in P. Dann hat IndQ( ) die folgende universelle Eigenschaft: Sind N €
MP, M € MY und ¢ € Hom (N9 M), dann existiert ein eindeutig bestimmtes gb €
Hom®” (N, Ind%(M)), so dass ¢(n) = ¢(n)(1p) fiir jedes n € N.
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Im Folgenden zeigen wir einige Eigenschaften des Induktionsfunktors:
2.3.30. Seien P = (A,C), Q = (B,D) € P2 und
(£,0): (B, D) — (A, C)
ein Morphismus in P2.
1. Ist {Ny}a ein direktes System in Rat®(4 M), so gilt
Ind%(limNy) ~ limNyO¢ D ~ lim(N,\Oe D) = limInd%(Ny),
also respektiert Ind%(—) direkte Limites.

2. Rat”(—) und Hom,_(B,—) sind links-exakt und somit ist Ind%(—) := Rat?(—) o
Hom4_ (B, —) links-exakt. Ist 4B projektiv und ist Rat”(—) exakt, dann ist Ind(—)
exakt.

3. Indg(—) ~ —[OeD ist genau dann exakt, wenn D koflach in “M ist. Ist R ein QF
Ring, dann ist Ind?,(—) exakt genau dann, wenn D injektiv in “Rat(M,) ist.

4. Nach Lemma 2.3.25 (1) ist ((—)?, =O¢ D) adjungiert und daher respektiert Ind%(—) ~
—0OeD inverse Limites, also direkte Produkte und Kerne. Offensichtlich ist (—)? :
MP — M exakt und somit respektiert Indg(—) injektive Objekte. Insbesonde-
re gilt: Ist C' injektiv in Rat®(, M), dann ist D ~ COcD ~ Ind%(C) injektiv in
RatD(BM).

5. Sei A separabel. Dann ist Ind%(—) ~ Home_(A, — @z D) exakt und D ist koflach
in “ M. Ist R ein QF Ring, dann ist D injektiv in “ M.

Folgende Aussage hat Y. Doi [Doi81, Proposition 5] fiir den Kérper-Fall bewiesen:
2.3.31. Proposition. Seien P = (A,C), Q = (B, D) € P% und
(€,0): (B, D) — (A, C)
ein Morphismus in Pg,. Ist R ein QF Ring, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Der Funktor Tnd%(—) : Rat®(4M) — Rat? (s M) ist exakt;
2. D ist koflach in “ M.
3. D ist injektiv in “Rat(M,).

4. Jeder injektiver D-Linkskomodul, der flach in pM ist, ist injektiv in “Rat(M ).
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Beweis. (1) <= (2) Folgt aus dem Funktor-Isomorphismus Ind%(—) ~ —O¢D : MS —
MP.

(2) <= (3) gD ist flach und somit folgt die Aquivaelnz aus Lemma 2.3.17.

(2) = (4) Sei M ein D-Linkskomodul. Ist M injektiv in PRat(Mp) und flach in z M,
dann ist M koflach in PM (nach Lemma 2.3.17). AuBerdem haben wir einen Funktor-
Isomorphismus

—OcM ~ (-0¢D)OpM : ME — 5 M

(vgl. Lemma 2.3.10). Nach Voraussetzung sind —OcD : MY — MP und —0OpM
MP — pM exakt und daher ist —O-M exakt. Nach Lemma 2.3.17 ist M injektiv in
CRat(MA).

(4) = (3) R ist injektiv und somit ist D injektiv in PRat(Mp) ~ P M. Nach Voraus-
setzung ist D dann injektiv in “Rat(M ). 1

2.4 Stetige duale Koalgebren

Jeder R-Koalgebra C'ist eine duale R-Algebra zugeordnet, ndmlich C* mit dem Kon-
volutionsprodukt (1.1). Ist A eine endliche R-Algebra, dann ist A* eine R-Koalgebra. Ist
A nicht endlich, dann induziert u, auf A* im Allgemeinen (auch wenn R ein Korper ist)
keine R-Koalgebra-Struktur. Ist R ein Kodrper und betrachten wir eine R-Algebra A mit
der koendlichen Topologie Cf(A) (siehe 2.4.4), so ist der Charaktermodul A° der steti-
gen Abbildungen von A nach R eine R-Koalgebra. Diese Aussage wurde in [CN90] auf
Dedekind-Ringe und in [AG-TW2000] auf beliebige noethersche erbliche Ringe erweitert.

Dieser Paragraph befafit sich mit R-Koalgebra-Strukturen auf dem Charaktermodul A%
einer R-Algebra A, versehen mit einer linearen Topologien T(§) induziert von einem Filter
§ C K4 iiber einem beliebigen (noetherschen) Ring.

2.4.1. Sei A eine R-Algebra und betrachte die Klasse der R-koendlichen zweiseitigen A-
Ideale 4. Jeder Filter § C K4 induziert auf A eine Topologie T(F), so dass (A, T(§)) eine
linear topologische R-Algebra ist und § eine Umgebungsbasis der 04 wird. Mit

Az :={f € A" 31 €3, sodass f(I) =0} = lim(A/])"

bezeichnen wir den Charaktermodul der stetigen R-linearen Abbildungen von A nach R
und mit

Ay = lim{A/I| I € )

die Vervollsténdigung von A bzgl. §. Ist A3 eine R-Koalgebra, so nennt man A3 die stetige
duale R-Koalgebra von A bzgl. §.
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2.4.2. Bemerkung. (vgl. [CG-RTv02001, Proposition 3.1]) Seien R noethersch und A eine
k

R-Algebra. Sei I ein R-koendliches A-Linksideal, A/I = Y R(a; 4+ I), und betrachte das
i=1

zweiseitiges A-Ideal

Dann ist
o;: A— Endg(A/I), ar— [b+ 1+ ab+ I

ein Algebra-Morphismus mit Ke(p;) = J, also ist J ein R-koendliches A-Ideal.
Analog zeigt man, dass jedes R-koendliche A-Rechtsideal ein R-koendliches zweiseitiges
A-Ideal enthélt.H

2.4.3. Lokal endliche Moduln. Seien R noethersch und A eine R-Algebra. Ein A-
Linksmodul M heiit lokal endlich, falls Am e.e. ist fiir jedes m € M. Mit Loc(4M) C
AM bezeichnen wir die volle Unterkategorie der lokal endlichen A-Linksmoduln. Fiir jeden
A-Modul M ist Loc(M) C M ein A-Untermodul (da der Grundring R noethersch ist) und
wir bekommen ein Préradikal

Loc(—): aM — Loc(aM), M —— {m € M| Am e.e. in pM}

mit Prétorsionsklasse Loc(4M). Analog definiert man die Kategorie der lokal endlichen
A-Rechtsmoduln Loc(M y).

Notation. Sei A eine R-Algebra. Fiir jeden A-Linksmodul (bzw. A-Rechtsmodul) M set-
zen wir

Kur:={L C M ist ein A-Untermodul und M/L ist e.e. in gpM}.

2.4.4. Die koendliche Topologie. Sei R noethersch. Fiir jede R-Algebra A ist K4 of-
fensichtlich ein Filter und induziert auf A somit sowohl eine rechts lineare Topologie als
auch eine links-lineare Topologie, die sogenannten koendlichen Topologie, so dass K 4
Umgebungsbasis der 04 wird. Wir werden beide Topologien mit Cf(A) bezeichnen. Ist
A°® = Ay, eine R-Koalgebra, so nennt man A° die stetige duale R-Koalgebra von A.

Wir setzen auflerdem A := Ay A

Betrachte A mit der links linearen Topologie Cf(A). Sei M eine A-Linksmodul und
betrachte den Filter den R-koendlichen A-Untermoduln ICy;. Sei L C M ein R-koendlicher
A-Untermodul und betrachte die R-lineare Abbildung

o, : A— Endr(M/L), a — [m+ L+ am + L.
Dann ist A/Ke(y;) < Endg(M/L) und somit ist
I :=Ke(p,) ={a€ Al aM C L}
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ein R-koendliches zweiseitiges A-Ideal. Ist m € M beliebig, dann ist I, := (L : M) C (L :
m), also ist (L : m) offen bzgl. Cf(A). Daher bekommt M eine Topologie Cf(M ), die koend-
liche Topologie, so dass (M, Cf(M)) ein linear topologischer (A, Cf(A))-Linksmodul und
Ky eine Umgebungsbasis der 0, ist.

Analog definiert man fiir jeden A-Rechtsmodul M die koendliche Topologie Cf(M).

Die folgende Aussage erweitert [AG-TW2000, 1.11] und [AG-TL2001, Remark
2.14]:

2.4.5. Satz. Seien R noethersch, A eine R-Algebra, C C A° ein A-Unterbimodul und
betrachte das Paar P := (A, C). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. C erfiillt die a-Bedingung und kp(A) C C* liegt dicht.
2. (A,C) ist ein a-Paar;
3. C C R4 ist rein (im Sinne von Cohn);

4. C ist eine R-Koalgebra und (A,C) € P

Ist R ein QF Ring, dann ist weiter dazu dquivalent
5. rC' ist projektiv.

Beweis. Die Aquivalenz (2) <= (3) folgt aus Proposition 2.1.8 (3).

(1) = (2) folgt aus Proposition 2.1.7 (2).

(3) = (4) Ist C C R* rein, dann ist C nach [AG-TW2000, 1.11] eine R-Koalgebra.
Es gilt aulerdem fiir alle f € C' und beliebige a,a € A :

kp(ad)(f) = flaa) =) fi(a)f2(@) = (kp(a)@rp(@)(A(S)) = (kp(a) * kp(@))(f)

und

kp(1a)(f) = f(1a) = ec(f) fir alle f € C.

Somit ist kp : A — C* ein Algebra-Morphismus, also ist P € P,,. Nach Proposition 2.1.8
erfiillt P die a-Bedingung, also ist P € P}

(4) = (1) ergibt sich aus Satz 2.2.16.

Sei R ein QF Ring.

(1) = (5) folgt aus Bemerkung 2.1.5.

(5) = (1) Ist C projektiv, dann erfiillt C' die a-Bedingung nach Lemma 2.1.13 (3).
Betrachte den R-Untermodul kp(A) C C*. Nach Proposition A.0.5 (1) gilt:

kp(A) := AnKe(kp(A)) = An(A+) = An(0¢) = C*,

also ist kp(A) C C* dicht.
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Notation. Fiir R-Algebren A, B und jedes { € Hompg(A, B), setzen wir §° := ¢/

2.4.6. Lemma. Seien R noethersch, A, B «-Algebren und ( : A — B ein Algebra-
Morphismus. Dann bekommen wir einen Morphismus in Py,

(€, €°) (B, B%) — (A, A%).

Beweis. Ist f € B°, dann existiert ein R-koendliches B-Ideal I <1 B, so dass f € (B/I)*.
Nach Voraussetzung ist R noethersch und somit ist £ '(I) C A ein R-koendliches A-Ideal,
also ist £°(f) € A° und wir bekommen ein Paar-Morphismus

(€, €)= (B, B%) — (A, A%).

¢ ist ein Algebra-Morphismus und nach Folgerung 2.1.10 (1) haben wir eine kanonische
Einbettung A°® A° — (A® A)*. Es folgt dann aus Lemma 2.1.23 (1), dass £° : B® — A°
ein Koalgebra-Morphismus ist.

Dual zur Konvolutionsalgebra hat D. Radford [Rad73] die Konvolutionskoalgebra
iiber Korpern eingefithrt. Uber beliebigen noetherschen Ringen erweist sich die folgende
Version seiner Definition als sinnvoll:

2.4.7. Sei R noethersch. Sind C eine R-Koalgebra und A eine a-Algebra, dann nennen
wir AxC = A° ®g C die Konvolutionskoalgebra von A und C. Im Spezialfall C' = R
ergibt sich A R ~ A°.

Das folgende Resultat verallgemeinert u.a. Aussagen von D. Radford [Rad73] iiber
die Konvolutionskoalgebra vom Kérper-Fall auf a-Algebren und a-Koalgebren iiber noether-
schen Ringen:

2.4.8. Seien R noethersch, C' eine a-Koalgebra und A eine a-Algebra. Dann sind (A, A°),
(C*,C) € P2 und somit ist laut Folgerung 2.2.19 P := (A®C*, AxC) € P%. Nach [Rad73]
sind die folgenden Abbildungen Algebra-Morphismen:

B : Hompg(C,A) — (A°®(C)*, f —  [h®cr— h(f(c))].
v ARCH — Homg(C,A), a®g +— [c— g(c)al.

Nach Folgerung 2.2.17 ist @ := (Hompg(C, A),AxC) € P2, v(A® C*) C f(Homg(C, A))
liegt dicht und wir bekommen Kategorie-Isomorphismen

MAC ~ RatA*C<A®c*M) = U[A@C* A+ C]
~ RatA*C((A*C)*/\/l) = U[(A*C)*A* C]
~ Rat™ (hompcayM) = Olaomp(c.)A* C].

2.4.9. Proposition. Ist R noethersch, dann gibt es Bifunktoren

—* —: Algf, x Cog — Cogp und —x— : Alg}, x Cogf, — Cog¥. (2.32)
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Beweis. Ist A € Algjy, dann ist A° nach Satz 2.4.5 eine a-Koalgebra. Ist C' eine R-
Koalgebra (bzw. a-Koalgebra), dann ist A « C' := A° ® C eine R-Koalgebra (bzw. a-
Koalgebra nach Folgerung 2.2.19). Analog zu [Par73| zeigt man, dass 2.32 Bifunktoren
sind.

2.4.10. Definition. Sei A eine R-Algebra und betrachte die Klasse der R-koendlichen
A-Ideale K 4.

1. Einen Filter § = {I\}» C K4 nennen wir:
a-Filter, falls (A, A%) ein a-Paar ist;

kofinitér, falls fir jedes Iy € F ein I,, C I, fiir ein » € A existiert, so dass A/,
endlich in g M ist;

R-c-koerzeugt, falls A/l R-koerzeugt fiir jedes I € § ist.

2. Wir nennen A :
a-Algebra, falls K4 ein a-Filter ist;
kofinitér, falls K4 ein kofinitarer Filter ist;

R-c-koerzeugt, falls A/I R-koerzeugt fiir jedes I € IC4 ist.

2.4.11. Definition. ([Tak81]) Eine R-Koalgebra C' heifit infinitesimal flach, falls C' =
limC fiir ein (mit der Inklusion) direktes System von endlichen R-Unterkoalgebren {C)}4
ist.

2.4.12. Proposition. Seien A eine R-Algebra, § C K4 ein Filter und setze P := (A, A3).

1. Ist§ R-c-koerzeugt, dann ist T(F) genau dann Hausdorff, wenn kp : A — A" eine
Einbettung ist.

2. Ist R noethersch und ist § ein a-Filter, dann ist A eine a-Koalgebra, (A, A3) € Py,
und rkp(A) C A liegt dicht.

Beweis. 1. Ist A/I R-koerzeugt fiir jedes I € §, dann folgt aus A.0.3 (1)

04 = )1=)KeAn(I) = Ke(|_ An(I)) = Ke(A3) = Ke(rp).

Ieg Ie¥ Ie¥

2. Jedes I € § ist ein zweiseitiges A-Ideal und somit ist A3 C A° ein A-Unterbimodul.
Die Aussage folgt dann aus Satz 2.4.5.

Die folgende Aussage erweitert die entsprechenden Beobachtungen in [Lar98] (bzw.
[AG-TL2001)) iiber kofinitire R-Algebren iiber Dedekind-Ringen (bzw. noetherschen Rin-
gen) auf kofinitire Filter fiir Algebren iiber beliebigen Ringen:
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2.4.13. Proposition. Seien A eine R-Algebra, § C Ka ein Filter, P = (A, A7) und
betrachte A als eine linear topologische R-Algebra mit der induzierten Topologie S(§). Ist
S kofinitar, dann gilt:

1. Z(F) ist Hausdorff genau dann, wenn rp : A — A3 eine Einbettung ist.
2. A3 ist eine infinitesimal flache a-Koalgebra, P € Py, und kp(A) C AF" liegt dicht.
3. A~ A" als linear topologische R-Algebren.

Beweis. 1. Fiir jedes I € &4 ist A/I endlich erzeugt und projektiv, insbesondere ist
A/I R-koerzeugt und es gilt daher

Oa=()I= () I= () KeAn(I)=Ke( |J An(I))=Ke(A3) = Ke(rp).

Ieg IedNE 4 IegdnNE 4 IegNE 4

2. Fir I,J € §NE4 setze I < J, falls I O J und betrachte den kanonischen Algebra-
Epimorphismus 7 ; : A/J — A/I. Dann ist

{((A/ D) mp I T eFNEA), mpy = (A/D)" = (A)J)"}

ein direktes System von R-Koalgebren mit Koalgebra-Morphismen 7} ; : (A/I)* —
(A/J)". Nach Lemma 1.1.10 ist A3 = A3 04 = ~ Loy (A/I) eine R-Koalgebra.
Fiir jedes I € §NE(A) ist A/I eine endliche R- Algebra und daher ist (A/1)" —
A% eine R-Unterkoalgebra, also ist A3 = limgne, (A/I)* eine infinitesimal flache R-
Koalgebra.

Sei M ein beliebiger R-Modul. Ist Z m; ® g; € Ke(aly), dann existiert I € §, so dass
{91, -, 9n} C An(Il). Ist {(a; + I fz)}l , eine duale Basis fiir (A/I)*, dann gilt:

n n k

;mi@@gi = ;mz@(l;gi(aﬂrf)fz)
k
2 (@) fi)

= Lme(Lo
= i(zzlgi(al)mi) ® f, = 0.

Daher ist P ein a-Paar und die Aussage folgt aus Satz 2.4.5.

3. Fiir jedes I € §N &4 ist A/I endlich und somit ist

A = limgne AT = limgne,(A/1)™ = (limg, . (A/1))" =: (43)"

Aus Propositionen 2.4.12, 2.4.13 und Satz 2.2.16 ergibt sich die folgende Aussage:
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2.4.14. Folgerung. Seien A eine R-Algebra, § C K4 ein Filter und betrachte A als eine
linear topologische R-Algebra mit der induzierten Topologie T(§). Sind R noethersch und
$ ein a-Filter, oder ist § kofinitdr gibt es Kategorie-Isomorphismen

MY~ Rat™i(uM) = o[4A3Y
~ RatA3<A§*M) = U[Ag*A%].

2.4.15. Folgerung. ([AG-TL2001, Proposition 2.15]) Seien R noethersch und A eine a-
Algebra. Es gibt eine 1-1 Korrespondenz

{P=(A,C)| PeP;}— {C] C C A° ist eine R-Unterkoalgebra}.
2.4.16. Seien A, B R-Algebren, §4 C K4, §p C Kp Filter und setze
Sa x §p = {Im(; @ idp) +Im(ida @ 15)| [ € Fa, J € §p}- (2.33)

Offensichtlich ist §4 X §p eine Filterbasis. Sei § der von §4 X §p erzeugte Filter. Daher
induziert §4 X §p auf A® B eine Topologie T(Fa X Fp), so dass (AR B, %(Fa X §p)) eine
linear topologische R-Algebra ist und §4 X §p eine Umgebungsbasis der 044p wird.

Mit Hilfe von Lemma 2.1.9 lassen sich [AG-TL2001, Proposition 4.9, Theorem 4.10]
auf die folgende allgemeinere Aussage erweitern:

2.4.17. Satz. Seien A, B R-Algebren, §a C K4, §p C Kp Filter und betrachte die kano-
nische R-lineare Abbildung § : A* @ B* — (A ® B)* und sei § C Kagp der von Fa X §p
erzeugte Filter.

1. Sind §a und §p kofinitdr, dann ist § kofinitir und (AR B)3 , .z, ist eine R-Koalgebra.
Ist R noethersch, dann induziert & einen Koalgebra-Isomorphismus

A3, @ B3, ~ (A® B)3, 35 (2.34)

2. Sei R noethersch. Sind §4 C K4 ein a-Filter und §g C Kpg ein kofinitdarer Filter,
dann ist § C Kagp ein a-Filter, (A® B)%AX&B ist eine R-Koalgebra und 6 induziert
einen Koalgebra-Isomorphismus

Az, ® By, = (A® B)g, x5,
2.4.18. Proposition. Seien R noethersch und A eine R-Algebra.
1. Jeder A°-suberzeugte A-Linksmodul ist lokal endlich.
2. Ist A R-c-koerzeugt, dann ist o[4A°] = Loc(aM).
3. Ist A eine (R-c-koerzeugte) a-Algebra, dann gibt es Kategorie-Isomorphismen

MA Rat® (M) = o[44°] (= Loc(aM)).

R,atAO (AO*M) - U[AO*AO]

~
~
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Beweis. 1. Sei M € o[4A°]. Dann existiert nach 2.2.2 fiir jedes m € M eine endliche
Menge W = {f1,..., fx} C A°, so dass (0: W) C (0: m). Wihle fiir jedes i = 1, ..., k
ein R-koendliches A-Ideal J; C Ke(f;) aus und betrachte das R-koendliche A-Ideal
J = ﬂle Ji. Ist a € J, dann gilt fir jedesa € Aund i = 1,...,k : (a — fi)(a) =
fi(aa) = 0. Folglich ist J C (0: W) C (0 : m) und somit ist Am ~ A/(0: m) e.e. in
rM. Daher ist 4 M lokal endlich.

2. Nach (1) ist o[4A°] C Loc(aM). Sei A R-c-koerzeugt. Sei N ein lokal endlicher A-
Linksmodul. Fiir jedes n € N ist A/(0 : n) ~ An e.e. in gkM und es existiert nach
Bemerkung 2.4.2 ein R-koendliches A-Ideal I C (0: n). Nach Voraussetzung ist A/I

k
R-koerzeugt und somit ist I = KeAn(I). Ist An(l) ~ (A/I)* = >  Rg; und setzen
i=1

wir W := {g1, ..., g}, dann gilt fiir jedes a € (0 : W) : gi(a) = (a — g;)(14) = 0.
Daher ist (0: W) C KeAn(I) =1 C (0:n). Also ist 4N A°-suberzeugt.

3. Die Kategorie-Isomorphismen folgen aus Satz 2.2.16 (und (2)).

2.4.19. Proposition. Seien R noethersch und A eine R-Algebra.

1. Ist A proper (d.h. die kanonische Abbildung \a : A — A°* sei injektiv), dann ist
Cf(A) Hausdorff.

2. Sei A R-c-koerzeugt. Dann ist A proper genau dann, wenn Cf(A) Hausdorff ist.
3. Ist R ein QF Ring, dann gilt:

A ist proper <= Cf(A) Hausdorff ist <= A° C A" dicht ist.
Beweis. 1. Offensichtlich ist 04 := () I C Ke(A4) und die Aussage folgt.
Ka

2. Nehme an Cf(A) sei Hausdorff. Ist A nicht proper, dann existiert 0 # a € A, so dass
f(a) = 0 fiir jedes f € A°. Ist I < A ein beliebiges R-koendliches A-Ideal, dann ist
a € KeAn(I) =1 (vgl. A.0.3 (1)) und daher ist [ I # 0 (Widerspruch).
Ka

3. Nach Proposition A.0.5 (1) gilt

A° = AnKe(A°) = An(Ke(|_JAn(I)) = An((")KeAn(1)) = An(()]).

Somit ist A° C A* dicht genau dann, wenn () I = 0 ist.
Ka

2.4.20. Folgerung. Seien R noethersch, A, B R-Algebren und & : A — B ein Algebra-
Morphismus.
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1. Seien A, B R-c-koerzeugte a-Algebren. Setzen wir P := (A, A°) und Q := (B, B°),
dann gilt fir jeden A°-Rechtskomodul N :

Ind%(N) = {f € Homu_(B, N)| Bf ist e.c. in gM}.

2. Seien§a C Ka, §p C K R-c-koerzeugte a-Filter und & : A — B ein (T(Fa), T(Fr))-
stetiger Algebra-Morphismus. Setzen wir P := (A, A3, ) und Q := (B, Bg), dann gilt

fiir jedes N € M4

Ind%(N) = {f € Homu_(B,N)| (0: f) DI fiir ein I € §p}.

2.4.21. Lemma. (Satz von Krull) Sei A ein kommutativer noetherscher Ring. Fiir
jeden endlich erzeugten A-Modul M und jedes A-Ideal I <1 A gilt:

ﬂM]k+1:{m€M| dbel, sodass m(la—b) =0}
k=0

Die folgende Aussage wurde in [Swe69, 6.1.3] fiir kommutative affine Algebren iiber
Korpern gezeigt:

2.4.22. Lemma. Seien R ein QF Ring und A eine kommutative noethersche R-Algebra.
Ist jedes maximale A-Ideal R-koendlich, dann ist A° C A* dicht.

Beweis. Sei 0 # a € A beliebig und betrachte das A-Ideal J := (0 : a). Sei m < A ein
maximales A-Ideal, so dass J C m. A ist noethersch und somit ist m4 endlich erzeugt. Ist
a € Ny, dann existiert nach Lemma 2.4.21 ein b € m, so dass a(l4 —b) = 0 und

folglich 14 € m (Widerspruch). Daher existiert k > 0, so dass a ¢ m**!. Nach Vorausset-
zung ist m C A R-koendlich und damit ist Lemma 2.2.29 zufolge m**! R-koendlich, also
ist a € (N, . Da 0 # a € Anach Auswahl beliebig ist, gilt () 4) I = 0, also ist A° C A*
nach Lemma 2.4.19 dicht.

2.4.23. Definition. Der Ring R ist erblich (bzw. halberblich), falls jedes (bzw. jedes end-
lich erzeugte) Ideal I <1 R projektiv ist.

2.4.24. Satz. Sei R erblich und noethersch.
1. Alle R-Algebren erfiillen die a-Bedingung, also ist Algy = Algp.

2. Es gibt eine Dualitdt zwischen Algyp und Cogp mittels der rechts adjungierten kon-
travarianten Funktoren

(=)": Cogp — Algg, (—)°: Alggp — Cogp.

Beweis. 1. Sei A eine beliebige R-Algebra. Nach [AG-TW2000, Proposition 2.11] ist
A° C R4 rein und somit ist (A, A°) nach Proposition 2.1.8 ein a-Paar.
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2. Fiir jede R-Algebra A ist die kanonische Abbildung A4 : A — A°* ein Algebra-
Morphismus und fiir jede R-Koalgebra C' ist die kanonische Abbildung & : C' —
C*° ein Koalgebra-Morphismus (vgl. Lemma 2.4.6). Auflerdem ist jedes fiir jedes
A € Algj, und jedes C' € Cogp

Tac: Algpr(A,C*) — Cogr(C, A°%), £ — ("o D¢
ein Isomorphismus mit Inversem
Uy Cogr(C,A%) — Algr(A,C7), 6 — 0" 0 Aa.

Es ist leicht nachzupriifen, dass T 4 ¢ und ¥4 ¢ funktoriell in A und C sind.

2.5 Hopf-Paare

Das Konzept eines Hopf-Paares wurde von M. Takeuchi in [Tak77, Seite 15] iiber
beliebigen Ringen eingefithrt. In [Majo0, 1.4] hat S. Majid die sogenannten Bialgebra-
Paare im Korper-Fall betrachtet. Die Bialgebra-Paare bzw. die Hopf-Paare haben sich
beim Studium der affinen algebraischen Gruppen bzw. Quantengruppen iiber beliebigen
Ringen vorteilhaft erwiesen (siche auch [FRT89], [Tak92], [Tak95]). Im Folgenden fassen
wir die Kategorie der Hopf-Paare Pg,,y und die Kategorie der Bialgebra-Paare Ppg;, als
Unterkategorien der Kategorie der messenden Paare P,, auf. Aulerdem betrachten wir
Dualitétssitze fiir die vollen Unterkategorien der a-Hopf-Paare Py, C Propy und der
Kategorie der a-Bialgebra-Paare Pg,, C Ppiy.

2.5.1. Die Kategorie Pp;,. Betrachte ein Paar von R-Bialgebren P = (H,K). Sind
die induzierten Abbildungen kp : H — K* und xp : K — H* Algebra-Morphismen,
so nennt man P ein Bialgebra-Paar. Sind (H, K), (Y, K') Bialgebra-Paare, so heifit ein
Morphismus in P,

(&,0): (Y, Z2) — (H,K)

ein Morphismus von Bialgebra-Paaren, falls ¢ : H — Y und 6 : 7 — K Bialgebra-
Morphismen sind. Mit Pp;; C P, bezeichnen wir die Unterkategorie der Bialgebra-Paaren.
Mit Pg;, C Ppig bezeichnen wir die volle Unterkategorie der a-Bialgebren-Paare.

Ist P = (H,K) € Ppiyg, Z C K eine R-Unterbialgebra und J C H ein H-Bi-Ideal mit
< J,Z >=0, dann ist Q = (H/J, Z) ein Bialgebra-Paar,

(my,tz): (H/J, Z) — (H,K)

ein Morphismus in Pg;, und wir nennen ) C P ein Bialgebra-Unterpaar. Offensichtlich
ist P3;, C Ppig abgeschlossen gegen Unterpaare.
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2.5.2. Die Kategorie Py,,;. Ein Hopf-Paar P = (H, K) ist ein Bialgebra-Paar mit
H, K Hopf-Algebren. Mit Ppq,s C Ppiy bezeichnen wir die volle Unterkategorie der Hopf-
Paare. Mit Pjy,,r C Phopy bezeichnen wir die volle Unterkategorie, deren Objekte die
a-Bedingung erfiillen.

Sind P = (H, K) ein Hopf-Paar, Z C K eine R-Hopf-Unteralgebra und J C H ein
Hopf-Ideal mit < J, Z >= 0, dann ist Q = (H/J, Z) ein Hopf-Paar,

(WJ,Lz) . (H/J,Z) — (H,K)

ein Morphismus in Pp,,p und man nennt Q C P ein Hopf-Unterpaar von (H, K). Of-
fensichtlich ist Pf,,; C Propy abgeschlossen gegen Unterpaare.

2.5.3. Eine R-Bialgebra (bzw. eine R-Hopf-Algebra) H nennen wir eine a-Bialgebra
(bzw. a-Hopf-Algebra), falls die Klasse der R-koendlichen H-Ideale g ein a-Filter ist.
Mit Big}, C Bigy (bzw. Hopfy; C Hopfy) bezeichnen wir die volle Unterkategorie der
a-Bialgebren (bzw. der a-Hopf-Algebren). Ist Ky ein kofinitérer Filter, so nennen wir H
eine kofinitire R-Bialgebra (bzw. eine kofinitidre R-Hopf-Algebra). Ist R noethersch
und ist H eine a-Bialgebra (bzw. eine a-Hopf-Algebra), dann ist das Paar (H, H°) ein
a-Bialgebra-Paar (bzw. ein a-Hopf-Paar).

2.5.4. Bemerkungen. 1. (vgl. [Tak92]) Ist P = (H, K) ein Hopf-Paar, dann gilt
< Sy(h),k >=< h,Sk(k) > firalle he Hund k € K.

2. Sei R noethersch. Ist P = (H, K) ein Bialgebra-Paar (bzw. ein Hopf-Paar), dann ist
kp(H) C K°und xp(K) C H°. Ist (H, K) € Pp;, und H € Bigy, (bzw. K € Bigy),
dann ist xp : K — H°® (bzw. kp : H — K?°) ein Bialgebra-Morphismus.

Beim Studium der induzierten Darstellungen fiir Quantengruppen haben Z. Lin
[Lin93] und M. Takeuchi [Tak94] die sogenannten zulissigen Filter von Idealen einer R-
Hopf-Algebra betrachtet. Im Folgenden verallgemeinern wir dir dort gewonnen Aussagen
auf die zuldssigen a-Filter von Idealen einer R-Bialgebren (bzw. R-Hopf-Algebra).

2.5.5. Zuliassige Filter. Seien H eine R-Bialgebra, § C Ky ein Filter und betrachte die
induzierten linear topologische R-Algebren (H,%(§)) und (H @ H, T(F x §)) (vel. 2.4.16).
Wir nennen § zuléssig , falls A: H — H ® H und ¢ : H — R stetig sind, also wenn §
die folgenden Axiome erfiillt:

(A1) V I,J € § existiert L € §, so dass Ay (L) C Im(¢; @ idy) + Im(idy ® ¢)

(2.35)
und
(A2) I 1 €3, sodass Ke(eg) D 1. (2.36)
Ist H eine R-Hopf-Algebra, dann heifit ein Filter § C Ky zuldssig, falls (A1, A2) und
(A3) fiir jedes I € § existiert J € §, so dass Sy(J) C [ (2.37)

erfiillt sind (d.h. wenn Ay, ey und Sy : H — H stetig sind).
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2.5.6. Lemma. Sei R noethersch. Fiir jede R-Bialgebra bzw. R-Hopf-Algebra H ist Ky
ein zuldssiger Filter.

Beweis. Sei H eine R-Bialgebra. Offensichtlich ist g ein Filter. Auflerdem ist H ~ R &
Ke(ep), also ist Ke(ey) € Ky. Seien I, J € Ky und setze L := Im(¢; ®idy) +Im(idy @1 y).
Nach Lemma 2.1.9 ist (H® H)/L ~ H/I ® H/J und daher ist L € Kggp. Nach Definition
ist A : H — H ® H ist ein Algebra-Morphismus und somit ist A™'(L) < H ein R-
koendliches Ideal. Daher ist Ky zuléssig.

Ist H eine R-Hopf-Algebra, dann ist Sy : H — H ein Algebra-Anti-Morphismus. Ist
I < H ein R-koendliches Ideal, dann ist S3;'(I) <t H ein R-koendliches Ideal.

2.5.7. Proposition. Seien H eine R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) und § C Ky ein
zuldssiger Filter.

1. Ist R noethersch und ist § ein a-Filter, dann ist H3 eine R-Bialgebra (bzw. eine
R-Hopf-Algebra) und (H, H) ein a-Bialgebra-Paar (bzw. ein a-Hopf-Paar).

2. Ist I kofinitir, dann ist H3 eine infinitesimal flache R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra)
und (H, Hg) ein a-Bialgebra-Paar (o-Hopf-Paar).

Beweis. 1. Sei H eine R-Bialgebra. Hg C H° ist ein H-Unterbimodul und somit ist
nach Satz 2.4.5 eine R-Koalgebra. Sind f € An(/),g € An(J) fiir I,J € §, dann
existiert nach 2.35 ein L € §, so dass A(L) C Im(t; ® idg + idg ® vy). Daher ist
A°(f®@g)(L) = (f®g)(A(L)) =0, dh. f+g e An(L) C Hg. Nach 2.36 ist ey € H3
und daher ist HZ C H* eine R-Unteralgebra. Man sieht leicht, dass A° : Hg® Hg —
HZ und n° : Hy — R Koalgebra-Morphismen sind, also ist Hg eine R-Bialgebra. Ist
H eine R-Hopf-Algebra mit Antipode S, dann folgt aus 2.37 S°(Hg) C Hz. Damit
ist H3 eine R-Hopf-Algebra mit Antipode S°.

2. Vgl. [Tako4].
Aus Lemma 2.5.6 und Proposition 2.5.7 ergibt sich das folgende Korollar:

2.5.8. Folgerung. Sei R noethersch. Ist H eine a-Bialgebra (bzw. a-Hopf-Algebra), dann
ist H° eine R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra). Ist H kofinitdir, dann ist H° eine infinite-
simal flache R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra).

2.5.9. Proposition. Seien H eine R-Bialgebra und § C Ky ein zuldssiger Filter. Ist R
ein injektiver Kogenerator, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. T(§) ist Hausdorff;

2. Die kanonische R-lineare Abbildung A : H — Hg" ist injektiv;
3. Hy C H* ust dicht;

4. olpgH] = oy H].
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Beweis. Die Aquivalenz (1) <= (2) folgt aus Proposition 2.4.13. Die Aquivalenz (2)
<= (3) folgt aus Proposition A.0.5 (2). Nach Voraussetzung ist § zuldssig und somit ist
HZ C H* eine R-Unteralgebra. Daher folgt die Aquivalenz (3) <= (4) aus Lemma 2.2.15.

2.5.10. Folgerung. Seien H, K R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren) mit zulissigen Filtern
Su C Ky, §k C Kg und betrachte die kanonische R-lineare Abbildung 6 : H* ® K* —
(H ® K)* und den von §y X §x induzierte Filter § C Kagp-

1. Sind §y und Fx kofinitir, dann ist § kofinitir und (H ® K)3, .z, ist eine R-
Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra). Ist R noethersch, dann induziert 6 einen Bialgebra-
Isomorphismus (bzw. Hopf-Algebra-Isomorphismus)

HS @ K2 ~(H®K)S, 5 (2.38)

2. Sei R noethersch. Sind §x ein a-Filter und gy kofinitdr, dann ist § ein «-Filter,
(HRK)3, «5, it eine R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra) und ¢ induziert einen Bialgebra-
Isomorphismus (Hopf-Algebra-Isomorphismus)

H%H ® K%K = <H ® K)%HX&K'
2.5.11. Satz. Sei R noethersch.

1. Ist H eine a-Bialgebra (o-Hopf-Algebra), dann ist (H, H°) € Pg,;, ((H, H°) € Pg,,r)-
Ist auferdem H kommutativ (kokommutativ), dann ist H° kokommutativ (kommuta-
tiv).

2. Ist R erblich, dann gibt es selbst-adjungierte kontravariante Funktoren

(=) Big, — Big,. (—)° Hopf, —  Hopf;.
CBig; — CCBigy. : CCBig, —  CBigy
CCBigp. — CBigp : CCHopf, — CHopf,

Beweis. 1. Ist H eine a-Bialgebra (a-Hopf-Algebra), dann ist H° nach Folgerung 2.5.8
eine R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra). Offensichtlich ist dann (H, H°) € Pg,;, (bzw.
(H, H°) € Pf,,s)- Die Dualitiit zwischen der Kommutativitit und der Kokommuta-
tivitdt folgt aus Lemma 2.1.23.

2. Ist R erblich, dann ist fiir jede R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) H der stetige duale
R-Modul H° C R rein (J[AG-TW2000, Proposition 2.11]), also ist jede R-Bialgebra
(bzw. R-Hopf-Algebra) eine a-Bialgebra (bzw. eine a-Hopf-Algebra). Aulerdem ist

TH,K : BlgR<H7 KO) - BlgR<K7 Ho)v f — [k — f(_>(k)]
ein Isomorphismus ist mit Inversem
qu,K : BlgR(Kv HO) - BlgR(Ha KO)7 g— [h — g(_)(h)]

Es ist leicht nachzupriifen, dass Ty x und ¥y g funktoriell in H, K sind.
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Induktionsfunktoren in Pp,,¢

Die sogenannten Induktionsfunktoren tauchen in verschiedenen Bereichen der Mathe-
matik in verschiedenen Formen auf. Als interessante Beispiele ergeben sich die Induktions-
funktoren in der Theorie der Affinen Algebraischen Gruppen bzw. der Quantengruppen.
Im Folgenden betrachten wir Induktionsfunktoren fiir die Kategorie der a-Hopf-Paare bzw.
a-Bialgebra-Paare, die wichtige Situationen subsumieren (siehe [Don80], [APW91], [Lin93,
3.2]). Wir zeigen auflerdem, dass diese Funktoren als Funktoren zwischen Kategorien vom
Typ o[M] anzusehen sind (vgl. 2.3.22).

2.5.12. Definition. Sei H eine R-Bialgebra.
Fiir jeden H-Linksmodul M nennt man den R-Untermodul

M .= {m € M| hm = e(h)m fiir alle h € H}

den Invariantenuntermodul von M.
Fiir jeden H-Rechtskomodul M nennt man

M .= {m € M| gp;(m) =m @ 1y}
den Koinvariantenuntermodul von M.

2.5.13. Sei H eine R-Bialgebra. Sind M, N H-Rechtsmoduln, dann ist M ®g N ein H-
Rechtsmodul mit der kanonischen H-Modul-Struktur

(m@n)h =Y mhy @ nhy fir alle m € M,n € N und h € H. (2.39)

Sind M, N H-Linksmoduln, dann ist M ® N analog ein H-Linksmodul mit der kanonischen
H-Linksmodul-Struktur

h(m®mn) := Zh1m®h2n fir alle m € M,n € N und h € H.
Auflerdem ist der Grundring R ein H-Bimodul vermdoge
hr :=e(h)r = rh fir alle h € H,r € R.

2.5.14. Sei K eine R-Bialgebra. Sind M, N K-Rechtskomoduln, so ist M @z N € KM
mit der kanonischen K-Rechtskomodul-Struktur vermoge

Sind M, N K-Linkskomoduln, dann ist analog M ® N € MX mit der kanonischen K-
Linkskomodul-Struktur induziert von

0 MON —K@M@N, m@n— Y meisne 1> ® meos @ nps.
AuBerdem ist der Grundring R ein K-Bikomodul durch

R— RK, r—r®@lgund R— KR, r— 1lgQr.
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2.5.15. Lemma. Seien P = (H,K) € Pg,y, (M, 0);) ein K-Rechtskomodul und betrachte
M mit der induzierten H-Linksmodul-Struktur. Ist ok, : M ® K — Hompg(H, M) injektiv,
dann ist M = MK,

Beweis. Ist m € M*, dann gilt fiir jedes h € H :
hm =< h,1x > m = ey (h)m fiir jedes h € H,

also ist m € M. Andererseits, ist m € M und ist g,,;(m) = > m_o> @ m<y~, dann gilt
fiir jedes h € H :

aﬂ}(Z M<o> & m<1>)(h) = Z <h,mas>mes = hm
= 5H(h)m = <h,1K>m
= aﬂ(m@lK)(h).

Nach Voraussetzung ist o}, injektiv und daher ist g,,(m) = > mcos> @ meys = m @ 1,
also ist m € M¥. Somit ist M = MK,

2.5.16. Lemma. Sei H eine R-Hopf-Algebra und M,N € yM. Dann ist Homg(M, N)
ein H-Linksmodul vermdge

Zhl f(Su(ha)m) fir alle h € Hym € M und f € Homg(M, N). (2.41)
Auperdem ist Homp_ (M, N) = Homp(M, N)H.

Beweis. Sind h,% € H, dann gilt fiir beliebige f € Homg(M, N) und m € M :

() f)(m) = S (hh)1 f(Su((hh)2)m) = X Il f(Su(hoha)m)
= 2 f(Su(ha)Su(ha)m) = 3 hi((hf)(Su(h2)m))
= (h(hf))(m). =

Daher ist Homg(M, N) ein H-Linksmodul.
Ist f € Homy_ (M, N), dann gilt fir alle h € H und m € M :

(hf)(m) = I f(Su(ho)m) = i Su(hs) f(m) = (e(h)1n) f(m) = (e(h) f)(m),

also ist f € Homp(M, N)H. Andererseits, ist g € Hompg(M, N)? dann gilt fiir jedes h € H
und m € M :

g(hm) = g(>_e(h1)ham) = > _(e(h1)g)(ham)
= >_(h1g)(ham) = > hu(9(Su(hiz)ham))
= > hi(g(Su(har)haom)) = > hig(e(he)lam)
= (2_Me(ha))g(m) = hg(m),

also ist ¢ € Hompy_ (M, N).
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Das folgende Lemma verallgemeinert die entsprechenden Aussagen in [Lin93, Seite
165] und [Lin94, Seite 103]:

2.5.17. Lemma. Seien P = (H,K), Q = (Y, Z) € Pj,
ein Morphismus in Py, und N € g M.

1. Hompg(Y, N) ist ein H-Linksmodul vermdge
(Rf)(y) =Y haf(Sy(&(ha)y)) fiir alle h € H, f € Homp(Y,N) und y € Y. (2.42)

2. Betrachten wir Hompg(Y, N) mit der kanonischen Y -Linksmodul-Struktur, dann gilt
h(yf) =y(hf) fir alle h € Hyy € Y und f € Homg(Y, N).
Daher ist Homp(Y, N)¥ C Homg(Y, N) ein Y -Linksuntermodul.

3. Ist g N K-rational, dann ist N @ Z ein K-Rechtskomodul vermdge

YV NR®Z —NQRQIZQRQK, n®z+— Z”<0> ® 2o @ NSk (0(21)).  (2.43)

Beweis. 1. £: H — Y ist ein Hopf-Algebra-Morphismus und somit gilt
£(Su(h)) = Sy (&(h)) fiir jedes h € H.

Betrachten wir den H-Linksmodul Yg, dann stimmt die H-Wirkung auf Homp(Ye, V)
in (2.41) mit der in (2.42) iiberein und daher ist Homp(Y, N) nach Lemma 2.5.16 ein
H-Linksmodul.

2. trivial.
3. Offensichtlich ist Z ein K-Rechtskomodul vermoge
07: 72 — ZRK, z+— Zzg ® Sk(0(z1)) fiir jedes z € Z.

Nach Lemma 2.2.9 ist N ein K-Rechtskomodul und somit ist (N ® Z, ) laut 2.5.14
ein K-Rechtskomodul.

2.5.18. Seien P = (H,K), Q = (Z,Y) € Pps+
(€,0): (Y, 2) — (H,K)

ein Morphismus in Py, Fiir jedes N € Rat’ (M) betrachte N ® Z mit der K-
Rechtskomodul-Struktur (2.43). Betrachten wir den Induktionsfunktor

Indg(—) : Rat™ (g M) — Rat”(y M), N — Rat?(yHomy_(Y, N))
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so gilt gibt es in N funktorielle Isomorphismen

(N@gZ)°E ~ (NggZ)H (Lemma 2.5.15);
~ (Rat?(yHomg(Y, N))" (Beispiel 2.3.28);
= Rat?(y(Hompg(Y, N)))
Ind%(N) (Lemma 2.5.16);
~ NOgZ (Satz 2.3.27);
~ Hompy.(H,N ®g 2). (Proposition 2.3.12).

2.5.19. Folgerung. Seien P = (H,K), Q = (Y, Z) € Pg,,; und
(&,0): (Y, Z) — (H,K)

ein Morphismus in Py, ;. Seien M € M?, N € M¥ und betrachte M° @ N mit der
kanonischen K -Rechtskomodul-Struktur. Ist gM flach, dann gibt es einen Z-Komodul-
Isomorphismus

d%(M° @ N) =~ (M* ©p N)OxZ ~ M @ (NOgZ) = M @5 Ind%(N).

2.6 Klassische Dualitidten

Uber einem Kérper R hat man eine Dualitit zwischen den Gruppen und den kommu-
tativen R-Hopf-Algebren (vgl. [Abe80], [Mon93, 9.3]). In diesem Paragraphen beschéftigen
wir uns mit dieser Dualitdt tiber (erblichen) noetherschen Ringen. Wir wenden aufler-
dem unsere Ergebnisse im Paragraphen 2.2 auf die Kategorie der G-Moduln eines affinen
Gruppen-Schema an.

Notation. Seien M ein R-Modul, G eine Menge, RG der freie R-Modul mit Basis G und
betrachte den R-Modul-Isomorphismen

Hompg(RG, M) ~ M® ~ {f : G — M eine beliebige Abbildung}
Fir N € gkM und jedes v € Homg(M, N) setzen wir
Ye: M% — N€ fr—nof.
Andererseits, setzen wir fiir jede Menge G’ und jede Mengen-Abbildung £ : G — G’
&MY — MY, g— got.

2.6.1. G-Moduln. Sei (G, u,e) ein Monoid. Unter einem unitdren (bzw. G-treuen) G-
Linksmodul verstehen wir einen unitéren (bzw. RG-treuen) RG-Linksmodul. Sind M, N G-
Linksmoduln, so wird eine RG-lineare Abbildung von M nach N G-linear genannt. Den R-
Modul der G-linearen Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit Homg_ (M, N). Die
Kategorie der unitédren (bzw. G-treuen) G-Linksmoduln mit Morphismen den G-linearen
Abbildungen bezeichnen wir mit ¢M (bzw. ¢ M).

Analog definiert man die Kategorien der unitédren (bzw. G-treuen) G-Rechtsmoduln
Mg (bzw. Mg> Fiir G-Rechtsmoduln M, N bezeichnen wir mit Hom_g(M, N) den R-
Modul der G-linearen Abbildungen von M nach N.
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2.6.2. Sind G, G’ Monoide, so ist mit einem unitéren (bzw. (G, G’)-treuen) (G, G')-Bimodul
ein unitédrer (bzw. (RG, RG')-treuer) (RG, RG')-Bimodul gemeint. Sind M, N (G, G')-
Bimoduln, so nennen wir eine (RG, RG')-bilineare Abbildung. Mit Hom(g ¢y bezeichnen
wir den R-Modul von M nach N. Die Kategorie der unitéren (bzw. (G, G’)-treuen) (G, G')-

Bimoduln mit den (G, G’)-bilinearen Abbildungen bezeichnen wir mit ¢ Mg (bzw. g Me).
2.6.3. Definition. Sei (C, A, ¢) eine R-Koalgebra. Nach [Gru69] nennen wir
G(C)={0#2eC| Alx) =r®@z und ¢(z) = 1}
die Menge der gruppen-dhnlichen Elemente von C. Sind z,y € G(C), so bezeichne
Pay(c) ={ceCl Alc) =z®@c+c®y}

die Menge der (z,y)-primitiven Elemente in C. Ist H eine R-Bialgebra, so werden die
(1, 1)-primitiven Elemente in H primitiv genannt.

Das folgende Lemma 148t sich leicht nachpriifen:

2.6.4. Lemma. Sei C eine R-Koalgebra.

1. Ist D eine R-Koalgebra und f : D — C' ein Koalgebra-Morphismus, dann ist
f(G(D)) € G(O).

2. Sind {Og, 1r} die einzigen Idempotenten in R und ist A(x) = x @ x, dann ist (x) =
1R, also ist x € G(C).

3. Sind x,y € G(C) und ist ¢ € Py (C), dann ist e(c) = 0.
4. Fir jede R-Koalgebra C haben wir eine Bijektion

Cogr(R,C) < G(C), f+— f(1g) und x — [1Ig — 2] V f € Cogr(R,C), z € G(C).

5. Sind R noethersch und A eine a-Algebra, dann ist
AIgR(Av R) = g(AO) = COgR(Rv Ao)‘

2.6.5. Fiir jede Menge G ist RG, der freie R-Modul mit Basis G, eine kokommutative
R-Koalgebra K(G) = (RG, Ay, ,), wobei

Ay(z) =2 @z und g4(x) =1 fiir jedes z € G.

Ist (G, pg, ec) ein Monoid, dann induziert pg bzw. eq auf RG eine Multiplikation p bzw.
eine Einheit 7, so dass K(G) = (RG, p,n, Ay, €,4) eine R-Bialgebra wird. Ist G eine Gruppe,
dann ist RG eine R-Hopf-Algebra mit Antipode

Sy : RG — RG, x —— z~! fiir jedes z € G.
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Ist H eine R-Bialgebra, dann ist Ay (1y) = 1y und es gilt fiir alle x,y € G(H) :
An(ry) = An(r)An(y) = (@ 2)(y ©y) = 2y @ 2y,

also ist z,y € G(H) ein Monoid. Ist H eine R-Hopf-Algebra und ist x € G(H), dann ist
x~t:= Sy(z) € G(H), also ist G(H) eine Gruppe.

Notation. Mit Ens (bzw. Mon, Gr) bezeichnen wir die Kategorie der Mengen (bzw.
Kategorie der Monoide, Kategorie der Gruppen).

2.6.6. Proposition. ([Gru69]/) Es gibt kovariante Funktoren

K(-) : Ens — CCogyp, G(—) : CCogp — Ens
: Mon — CCBialgyp, : CCBialg, — Mon
Gr — CCHopfy, : CCHopf, — Gr.

Auferdem ist (K(—),G(—)) ein adjungiertes Paar. Ist R ein Integrititsbereich, dann gibt
es einen natirlichen Isomorphismus G(—) o K(—) ~ id.

2.6.7. ([Abe80, Theorem 2.1.3]) Sei L eine R-Lie-Algebra und bezeichne mit U(L) die
universelle Einhiillende von L. Betrachten wir die R-Algebra U(L) mit der tiblichen
Multiplikation und der iiblichen Einheit, so wird U(L) eine R-Hopf-Algebra durch

Ayl =1R1+1®1, y(l) := 0 und Sy(z) := —I fiir jedes [ € L.

2.6.8. Reprisentative Abbildungen. Seien R noethersch, (G, p,e) ein Monoid (bzw.
eine Gruppe) und setze

R(G) :={f € RY| GfG ist e.e. in gM}.

Man nennt jedes f € R(G) eine reprisentative Abbildung. Wir nennen G ein a-
Monoid (bzw. eine a-Gruppe), falls (RG, R(G)) ein a-Paar.

Als Konsequenz von Lemma 2.1.26 und Folgerung 2.5.8 bekommen wir:

2.6.9. Folgerung. Sei R noethersch. Ist G ein a-Monoid, dann ist R(G) ~ (RG)° eine
R-Bialgebra. Ist G eine a-Gruppe, dann ist R(G) eine R-Hopf-Algebra mit Antipode

S:R(G) —R(G), S(f)(x) = f(x™1) fiir alle f € R(G),z € G.
Als Schlussfolgerung von Satz 2.4.5 bekommen wir:

2.6.10. Folgerung. Seien R noethersch, G ein Monoid und C C R(G) ein G-Unterbimodul.
Ist P = (RG,C) ein a-Paar, dann ist C' eine R-Koalgebra und wir bekommen Kategorie-
Isomorphismen

MC RatC(G/\/l) = O'[Rgc]

Rat“(c-M) = o[c-C].

~
~
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Notation. Fiir jedes Monoid G bezeichne Loc(gM) (Loc(M)) die Kategorie der lokal
endlichen G-Linksmoduln (G-Rechtsmoduln).

Als Schlussfolgerung von Proposition 2.4.18 bekommen wir:

2.6.11. Proposition. Seien R noethersch und G ein Monoid.

1. Jeder R(G)-suberzeugte G-Linksmodul ist lokal endlich.

2. Ist RG R-c-koerzeugt, dann ist c[aR(G)] = Loc(gM). Ist auferdem G ein a-
Monoid, dann gibt es Kategorie-Isomorphismen

MRE) ~ RatR*D (M) = o[¢R(G)] = Loc(gM).

Die folgende Aussage iibertrigt die klassische Dualitidt zwischen den kommutati-
ven R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren) und den Monoiden (Gruppen) vom Koérper-Fall auf
beliebige erbliche noethersche Ringe (siehe [Mon93, 9.3]).

2.6.12. Satz. Ist R noethersch und erblich, dann gibt es eine Dualitit zwischen den
Monoiden (Gruppen) und den kommutativen R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren) mittels der
rechts adjungierten kontravarianten Funktoren

R(—) : Mon — CBigy, Algp(—,R) : CBigp — Mon,
. Gr — CHopfy, : CHopf, — Gr.

Beweis. Ist R noethersch und erblich, dann erfiillt jede R-Algebra die a-Bedingung (Lem-
ma 2.1.28 (1)). Ist G ein Monoid (eine Gruppe), dann ist K(G) = (RG, p,n, Ay, €,4) nach
2.6.5 eine kokommutative R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra) und R(G) = (RG)® ist nach Satz
2.5.11 eine kommutative R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra). Ist H eine R-Bialgebra (R-Hopf-
Algebra), dann ist H° nach Satz 2.5.11 eine R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) und daher
ist Algp(H, R) = G(H°) ein Monoid (eine Gruppe). Man sieht leicht, dass wir Funktor-
[somorphismen haben

R(=) = (=)7 o K(=) und Algp(—, R) = G(=) o (=)".

Die Aussage folgt dann aus Satz 2.5.11 und 2.6.6.

Affine Gruppen-Schemata

Die affinen Gruppen-Schemata wurden von J. Jantzen [Jan87] eingefiihrt. Ist G ein affines
Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G), dann sind die Kategorie der G-Linksmoduln
und die Kategorie der R(G)-Rechtskomoduln dquivalent [Jan87]. Ist g R(G) loakl projektiv,
so erweitern wir diese Kategorie-Aquivalenz auf die Kategorie der R(G)-rationalen R(G)*-
Linksmoduln Rat™® (gc)-M) = o[g)-R(G)]. Damit kann man die Kategorie M als
eine Grothendieck-Kategorie vom Typ o[M] betrachten und die gut entwickelte Theorie
solchen Kategorien (siehe [Wis88], [Wis96]) zum Studium der Kategorie M heranziehen.
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Notation. Mit Ens (bzw. Mon, Gr) bezeichnen wir die Kategorie der Mengen (bzw.
Kategorie der Monoide, Kategorie der Gruppen).

2.6.13. Unter einem R-Funktor (bzw. Monoid-Funktor, Gruppen-Funktor) verste-
hen wir einen Funktor von der Kategorie der kommutativen R-Algebren CAlgy in Ens
(bzw. Mon, Gr).

Ein affines Schema (bzw. affines Monoid-Schema, affines Gruppen-Schema)
ist ein darstellbarer Funktor (bzw. Monoid-Funktor, Gruppen-Funktor)

G =Algp(H,—) : CAlgy — Ens,
CBig, — Mon,
CHopfr — Gr.

Die kommutative R-Algebra (bzw. R-Bialgebra, R-Hopf-Algebra) R(G) := H nennt man
den Koordinaten-Ring von G. Mit Affy (bzw. AffMong, AffGrg) bezeichnen wir die
Kategorie deren Objekte die affinen Schemata (bzw. die affinen Monoid-Schemata, die
affinen Gruppen-Schemata) mit Morphismen den natirlichen Transformationen.

2.6.14. G-Moduln. (vgl. [Jan87, 2.7]) Sei G = Alg,(H, —) ein affines Gruppen-Schema.
Zu einen R-Modul M betrachte den Gruppen-Funktor

M, : CAlg, — Gr, M,(A) .= (M ®gr A, +).

Dann heifit M ein G-Linksmodul, falls G(A) auf M,(A) :== M ®g A, fiir jede kommuta-
tive R-Algebra A, durch R-lineare Abbildungen wirkt. Die Kategorie der G-Moduln mit
Morphismen den G-linearen Abbildungen bezeichnen wir mit @M.

2.6.15. Lemma. ([Wis88, 44.3]) Seien € eine Kategorie und F' : € — Ens ein kova-
rianter Funktor. Fir A € € bezeichne Nat(More(A,—), F) die Klasse der funktoriellen
Morphismen zwischen More(A, —) und F, dann ist die folgende Yoneda-Abbildung bi-
Jektiv:

Nat(Morg(A, =), F) — F(A), ¢ — ¢ 4(ida).
Mit Hilfe von Yoneda-Lemma l&8t sich die folgende Aussage beweisen:
2.6.16. Proposition. (vgl. [Jan87, Chapter 2]) Sei R ein beliebiger Ring.

1. Es gibt Kategorie-Aquivalenzen

AffMony, ~ (CBig,)” und AffGry ~ (CHopf ;).

2. Sei G ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G). Dann sind die Kate-
gorie der G-Linksmoduln M und Kategorie der R(G)-Rechtskomoduln M™Y Gqui-
valent.
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2.6.17. Seien G ein ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G) und setze
w = Ke(ep(e)). Dann induziert §, := {w"| n > 1} auf R(G) eine lineare Topologie T(F.,).
Nach [Jan87, 7.7] ist

hy(G) :={f € R(G)*| f(w") =0 fiir einn > 1} (2.44)

eine R-Unteralgebra von R(G)*. Wir nennen hy(G) die Hyperalgebra von G. Daher
bekommen wir ein messendes Paar & = (hy(G), R(G)). Ist hy(G) C R(G)* dicht, so
nennen wir G zusammenhingend. Ist R(G)/w™ endlich in g M fiir jedes n > 1, dann
heifit G infinitesimal flach . Wir sagen G erfiillt die a-Bedingung oder G ist ein affines
a-Gruppen-Schema, falls (hy(G), R(G)) die a-Bedingung erfiillt. Wir nennen G lokal
projektiv, falls Rk R(G) lokal projektiv ist.

2.6.18. Satz. Sei G ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G).

1. Ist R(G) lokal projektiv, dann gibt es Kategorie-Aquivalenzen

GM ~ MR(G) ~ RatR(G) (R(G)*M) = O'[R(G)*R(G)].
2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) G ist ein affines a-Gruppen-Schema;
(b) G ist lokal projektiv und zusammenhdngend.

(c) Es gibt Kategorie-Aquivalenzen

GM ~ MR(G) RatR(G)(R(G)*M) = J[R(G)*R<G)]

RatR(G)(hy(G)M) = U[hy(G)R(G>]

1

3. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) G ist zusammenhdngend, also ist hy(G) C R(G)* dicht;
(1i) o [hy(c) R(G)] = olre) R(G)].
Ist R ein injektiver Kogenerator, so ist weiter dazu dquivalent:
(iii) R(G) — hy(G)*;
(iv) T(Fo) ist Hausdorff.

Beweis. 1. Die Aquivalenz oM ~ MT() folgt aus [Jan87, Chapter 2] und die Kategorie-
[somorphismus folgen aus Satz 2.2.13.

2. Folgt aus Satz 2.2.16.
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3. hy(G) C R(G)* ist eine R-Unteralgebra und somit folgt die Aquivalenz (i) <= (ii)
aus Lemma 2.2.15.

Sei R ein injektiver Kogenerator.

Die Aquivalenz (i) <= (iii) folgt aus Proposition A.0.5 (2). Betrachte das messende
Paar & := (hy(G), R(G)). Dann gilt nach A.0.3 (1):

Or) = [ @" = (] KeAn(w") = Ke(| ] An(w")) = Ke(hy(G)) = Ke(xe)-

n>1 n>1 n>1

Also ist ¥(§.,) Hausdorff genau dann, wenn R(G) & hy(G)* (und wir bekommen
(i11) <= (iv)).
2.6.19. Der Induktionsfunktor fiir affine a-Gruppen-Schemata.
Induktionsfunktor. Seien G,é affine a-Gruppen-Schemata und ¢ : G — G ein
Morphismus in AffGrg. Dann induziert ¢ einen Hopf-Algebra-Morphismus ¢, : R(é) —
R(G) (Komorphismus genannt) und wir bekommen einen Morphismus in PS

(0% ) - (R(G)", R(G)) — (R(G)", R(G)).

Nach Satz 2.6.18 sind ¢ M = o[g)-R(G)], gM =~ U[R(é)*R(CNJ)] und daher haben wir den
Induktionsfunktor

Id%(—) == Indjpeh) (=) : oM — gM, M — Rat™@ (. Homp)-— (R(G)*, M),

2.6.20. Folgerung. Sei G ein affines Monoid-Schema (bzw. ein affines Gruppen-Schema)
mit Koordinaten-Ring R(G).

1. Sind R noethersch, pw e.e. und hy(G) C REG) rein, dann ist hy(G) eine R-
Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) und (R(G), hy(G)) € Pg,, (bzw. (R(G), hy(G)) €
7Dl%opf)'

2. Ist G infinitesimal flach, dann ist hy(G) eine infinitesimal flache R-Bialgebra (bzw.
R-Hopf-Algebra) und (R(G), hy(G)) € Pg,, (bzw. (R(G), hy(G)) € Pirops)-

Beweis. 1. Ist pgw e.e., dann ist §, C Kg(q), (vgl. Lemma 2.2.29), also ist hy(G) C
R(G)° ein R(G)-Unterbimodul und die Aussage folgt aus Proposition 2.5.7 (1).

2. Sei G infinitesimal flach. Analog zu [Mon93, Lemma 9.2.1] ist ., C Kg(q) ist ein
zuldssiger Filter und die Aussage folgt aus Proposition 2.5.7 (2).



Kapitel 3

Dualitat zwischen den Moduln und
den Komoduln

In diesem Kapitel wird die Dualitit zwischen den Wirkungen von Algebren und den
Kowirkungen von R-Koalgebren untersucht. Im Paragraphen 3.1 wird fiir jedes messende
a-Paar P = (A, C) die Dualitét zwischen den A-Moduln und den C-Komoduln untersucht.
Im Paragraphen 3.2 untersuchen wir fiir jede a-Algebra A {iber einem noetherschen Ring die
Dualitét zwischen den A-Moduln und den A°-Komoduln. Im Paragraphen 3.3 beschéftigen
wir uns mit der natiirlichen Fragestellung bei Dualitéitssidtzen der (Ko)Reflexivitit. Im Pa-
ragraphen 3.4 fithren wir eine nicht endliche Version der Dualitétssétze fiir Doi-Koppinen-
Hopf-Moduln. Paragraph 3.5 ist der Dualitétssétze fiir die sogenannten verschrankten Pro-
dukte gewidmet.

3.1 Duale Komoduln

Fiir jedes (A, C) € P2 untersuchen wir in diesem Paragraphen die Dualitit zwi-
schen der Kategorie der A-Rechtsmoduln (A-Linksmoduln) und der Kategorie der C-
Rechtskomoduln (C-Linkskomoduln).

3.1.1. Sei P = (A,C) € P,,. Nach Lemma 2.2.8 ist MY C 4 M eine Unterkategorie und
somit bekommen wir einen kontravarianten Funktor

(_)* : MC — My, (N7 QN) — (N*’pN*)w (31)
wobei
pn+ : N — Hompg(A,N*), fr—la+— [n+— Zf(n<0>) < a,nas > (3.2)

Erfillt P die a-Bedingung, so bekommen wir (nach Lemma 2.2.9) einen kontravarianten
Funktor

(=) : My — Rat@(uM) ~ MY, M —— M" := Rat®(,M™).

79
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Sind M, N A-Rechtsmoduln und ist f € Homs_ (M, N), so ist f* € Hom_4(N*, M*) und
wir bezeichnen mit f” € Hom®(N", M") die Einschrinkung von f* auf N* C N* (vgl.
Lemmata 2.2.7 (4), 2.2.9). Fiir jeden A-Rechtsmodul M nennen wir den C-Rechtskomodul
M" den dualen C-Komodul von M bzgl. P.

3.1.2. Satz. Fir jedes Paar (A,C) € P2 gibt es eine Dualitdt zwischen der Kategorie der
C-Rechtskomoduln und der Kategorie der A-Rechtsmoduln mittels der rechts adjungierten
kontravarianten Funktoren

(=) MY — My und (=) : My — MC.

Beweis. Fiir jeden C-Rechtskomodul N ist die kanonische Abbildung &y : N — N**
A-linear und folglich ist ®5(N) C N*" (nach Lemma 2.2.7 (4)). Andererseits ist fiir jeden
A-Rechtsmodul M die kanonische Abbildung Ay, : M — M"™ A-linear. Es ist leicht
nachzupriifen, dass es (in M € M4 und N € M) funktorielle Homomorphismen gibt

Yya : Hom_ ,(M,N*) — Hom®(N,M"), f +—— [flody,
Uy @ Hom“(N,M")  — Hom_4(M,N*), g +—— g*oly.

AuBlerdem ist T ps bijektiv mit Inversem Wy j.

Notation. Fiir jede R-Algebra A bezeichne mit ./\/l£ (AM7) die Kategorie der endlich
erzeugten A-Rechtsmoduln (A-Linksmoduln).

3.1.3. Lemma. Sei R noethersch. Fiir jedes (A,C) € Pg gibt es eine Dualitit zwischen
Ratc(/\/lﬁ) und CRat(./\/lfl) mittels der rechts adjungierten kontravarianten Funktoren

“Rat(M/,) — Rat®(4M’) — “Rat(M/)) und (=)* : (=)* : Rat®(,M7) .

Beweis. Sei M € “Rat(M)) (bzw. M € Rat®(4M)). Laut Folgerung 2.2.24 ist z M e.e.
und somit ist 4M* (bzw. M}) endlich erzeugt. Nach Voraussetzung ist R noethersch, also
ist g M e.p. und M* wird nach 2.3.14 ein C-rationaler A-Linksmodul (bzw. ein C-rationaler
A-Rechtsmodul). Die Dualitéit zwischen “Rat(MY) und Rat®(4 M) folgt dann aus Satz
3.1.2.

D. Radford [Rad73] hat -im Kérper-Fall- fiir jedes Paar messende P = (A, C) die
sogenannten P-Rechtspaare (bzw. P-Linkspaare) eingefiihrt. Im Folgenden betrachten wir
die Dualitdtsbeziehungen fiir solche Paare.

3.1.4. Sei P = (A, C) € Py,. Ein Paar aus R-Moduln @ = (M, N) heifit ein P-Rechtspaar
(bzw. P-Linkspaar ), falls M ein A-Rechtsmodul, N ein C-Rechtskomodul (bzw. M ein
A-Linksmodul, N ein C-Linkskomodul) und die induzierte Abbildung kg : M — N*
A-linear ist. Mit Q% C P (bzw. Q% C P ) bezeichnen wir die Kategorie der P-Rechtspaare
(bzw. die Kategorie der P-Linkspaare) mit den im Folgenden erkliarten Morphismen: sind
(M, N), (M',N") P-Rechtspaare (bzw. P-Linkspaare), dann ist ein Paar-Morphismus

(€,0) - (N, N') — (M, M)
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ein Morphismus in Q% (bzw. in Qb), falls ( : M — M’ A-Linear und 6 : N’ — N
C-kolinear ist.

Ein P-Bi-Paar ist ein Paar P = (M, N), wobei M ein A-Bimodul, N ein C-Bikomodul
und kg : M — N* A-bilinear ist. Mit Qp bezeichnen wir die Kategorie der P-Bi-Paare:
sind (M, N), (M’', N') P-Bi-Paare, dann ist ein Paar-Morphismus

(&,0) : (N,N') — (M, M")

ein Morphismus in Qp, falls £ : M — M’ A-bilinear und # : N’ — N C-bikolinear ist.
Insbesondere ist jedes messende Paar P selbst ein P-Bi-Paar.

3.1.5. Seien P = (A,C) € Py, Q = (M, N) € Q} und setze fiir jedes m € M :

E&n: A — M, a — ma fir alle a € A,
Op: N — C, n > > <myncs >ncs furallene N.

Dann gilt fiir allea € Aund n € N :
<&,(a),n >=<ma,n >=<m,an >= Z <mynegs >< a,Neys >=<a,0,(n) > .
Offensichtlich ist ¢,, : A — M A-linear. AuBlerdem gilt fiir alle n € N, a € A :

a3 O0m(n)1 @ Op(n)a)(a) = >20n(n)1 < a,0m(n)s >

a— 0,(n)

Yo <myncgs >a— nos

Y <M ncos > Nerst < A, Neisg >

= D> <M Ncps<0> > Neos<ls < A, Ners >
= (3 Om(neos) ® nas)(a).

Ist ak : N @ C — Hompg(A, N) injektiv, dann ist

Zem(n)l ® O (n)e = Zem(n<o>) ® n<ys fiir jedes n € N,
also ist #,, : N — (' C-kolinear und
(Ems Om) = (M, N) — (A, C)
ist ein Morphismus in Q.

Notation. Seien P = (A,C) € P,, und Q = (M, N) € Q%. Fiir R-Untermoduln L C M,
K C N setzen wir

Kt:= {meM|<mK>=0}, Any(K):= {meM|0,(k)=0V ke K},
Lt:= {neN|<Ln>=0}, Any(L):= {neN|bO,(n)=0VmelL}.

Als Schlussfolgerung von Lemmata 2.2.8 und 2.2.9 148t sich das folgende Lemma
miihelos ableiten:
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3.1.6. Lemma. Seien P = (A,C) € P, und Q = (M,N) € Q% (bzw. Q € Q%, Q € Qp).

1. Fir jeden C-Rechtsunterkomodul (bzw. C-Linksunterkomodul, C-Unterbikomodul)
K C N ist K ein A-Linksuntermodul (bzw. A-Rechtsuntermodul, A-Unterbimodul)
und K+ C M ist ein A-Rechtsuntermodul (bzw. A-Linksuntermodul, A-Unterbimodul).

2. Sei (A,C) € P2. Ist L C M ein A-Rechtsuntermodul (bzw. A-Linksuntermodul, A-
Unterbimodul), dann ist L* C N ein C-Rechtsunterkomodul (bzw. C-Linksunterkomod-

ul, C-Unterbikomodul).

3.1.7. Ist C eine a-Koalgebra, dann erhalten wir nach Satz 3.1.2 rechts adjungierte kon-
travariante Funktoren

(_>* : MC - MC*) N — N*a
(=) Mg — MY M +—— M7 :=Rat(c-M*).

3.1.8. Lemma. Seien R ein injektiver Kogenerator und C' eine a-Koalgebra. Sind M ein
C*-Rechtsmodul, L C M ein C*-Untermodul und ist M C M* dicht, dann ist L C L*
dicht.

Beweis. Nach Lemma 2.2.7 ist ¢5(M"”) C L° und es folgt aus Lemma A.0.7 (3.b):
) = 0, (V%) = i (M*) = L

3.1.9. Definition. Eine R-Koalgebra C heifit rechts semiperfekt (links semiperfekt),
falls jeder einfache C-Rechtskomodul (C-Linkskomodul) eine projektive Hiille in M (in
“M) hat.

3.1.10. Lemma. Fir jedes (A,C) € PS sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. C ist rechts-semiperfekt;
2. Jeder einfache Modul in Rat® (4 M) hat eine projektive Hiille;

3. Rat®(4M) hat eine aus komplementierten (lokalen) projektiven A-Linksmoduln be-
stehende Generatormenge;

4. Jeder endlich erzeugte Modul in Rat® (4 M) hat eine projektive Hiille.

Ist R perfekt, dann ist weiter dazu dquivalent:

5. Rat®(4 M) hat eine aus endlich erzeugten projektiven A-Linksmoduln bestehende Ge-
neratormenge.

Beweis. Nach Satz 2.2.16 ist M ~ Rat®(4 M) = o[4C] und daher folgt die Aussage aus
[Wis99, 2.11].
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M. Takeuchi hat in [Tak74] u.a. die Kategorie der lokal endlichen A-Moduln einer
kommutativen R-Algebra iiber einem Korper R studiert. Im Folgenden iibertragen wir
manche Eigenschaften dieser Kategorie auf die Kategorie Rat®(4 M) fiir ein Paar P =
(A, C) € PY mit A kommutativ iiber einem beliebigen Grundring.

3.1.11. Proposition. Sei P = (A,C) € P. Ist A kommutativ, dann gibt es einen
Funktor-Isomorphismus

Homy(—,C) ~ (=) : MI, — MC.

Beweis. Schritt 1. Sei M € ./\/lf1 beliebig und betrachte Hom 4 (A, C') mit der kanonischen
A-Modul induzierten von My. Fiir beliebiges f € Homyu(M,C) ist N := f(M) C C ein
A-Untermodul und folghch ein C-Bikoideal. N A ist e.e. und nach Folgerung 2.2.24 e.e.

in gkM. Nehme an N = Z Re; mit Ae;) = Z cij ® ¢;j fir jedes ¢ = 1,...,k und setze
i=1 j=1
Il
K =3 Z Re;j. Dannist K+ C (0 : f) und daher ist f laut Proposition 2.2.26 C-rational.

i=1j=1
Nach Wahl ist f € Hom,(M, C) beliebig, also ist Hom4 (M, C) € Rat®(, M) ~ MC.
Schritt 2. (—)" ~ Homu(—, C).
Sind N € MY M € M, und betrachten wir Hom(M, C) als einen C-Komodul wie
im Schritt (1) gezeigt wurde, so folgt die Aussage aus den funktoriellen Isomorphismen:

Hom® (N, Hom 4(M, C)) Hom 4 (N, Homu (M, C)) (Lemma 2.2.9 (2))
Hom (M, Homu (N, C))
HomA(M, Hom®(N,C)) (Lemma 2.2.9 (2))
oma(M, N*) (Proposition 1.2.4 (2))
(

N, M7) (Satz 3.1.2)

1212 1 1R

Hom
Als Schlussfolgerung von Proposition 3.1.11 bekommen wir:

3.1.12. Folgerung. 1. Seien R noethersch, A eine a-Algebra und betrachte den Funk-
tor

(=)? =Rat™ (=)o (=) : My — MY M +— M = Rat*" (4 M*)
(siehe 3.2.1). Ist A kommutativ, dann gibt es einen funktoriellen Isomorphismus
Homy(—, A°) ~ (=)° : MI, — M*°.
2. Ist C' eine kokommutative a-Koalgebra, dann gibt es einen funktoriellen Isomorphis-
mus
Homex(—,C) ~ (=)% : ML, — MC.

3.1.13. Folgerung. Sei P = (A,C) € PS , wobei A kommutativ und noethersch ist. Ist

(=) : MYy — 0[4C) exakt, dann ist C ein injektiver A-Modul.
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Beweis. Nach dem Baer’schen Kriterium (siche [Wis88, 16.4]) geniigt es zu zeigen, dass
C A-injektiv ist. Ist I ein A-Ideal, dann ist 14 e.e. und nach Voraussetzung ist die folgende
Mengen-Abbildung surjektiv

AT —o.

Nach Proposition 3.1.11 ist Hom4(—, C') ~ (—)" und daher ist

Hom, (A, C) L9 Homu(I,C) — 0

eine surjektive Mengen-Abbildung, also ist C' A-injektiv und folglich ein injektiver A-
Modul.

3.2 Stetige duale Komoduln

In diesem Paragraphen betrachten wir die dualen Komoduln von Moduln einer a-

Algebra iiber einem noetherschen Ring. Diese wurden im Koérper-Fall von verschiedenen
Autoren betrachtet (etwa [Tak74], [Liu94], [GK97] und [Lu98]) und von R. Larson [Lar98]
iiber Dedekind-Ringen.

3.2.1. Seien R noethersch, A eine R-Algebra, § C K4 ein Filter und betrachte A mit der
induzierten linearen Topologie T(F).

1. Ist § ein a-Filter, dann ist A% nach Proposition 2.4.12 (2) eine R-Koalgebra und

(A, A%) € Py Nach Satz 3.1.2 bekommen wir rechts adjungierte kontravariante
Funktoren

(=)« MHB — My, M — M,
(=)« My — M, M +— MY:=Rat’s(4M").

Fir jedes M € M4 nennen wir Mg den dualen Komodul von M bzgl. §. Ist A
eine a-Algebra, so nennen wir M° := Rat®" (4 M*) den dualen Komodul von M.

. Fiir jeden A-Rechtsmodul M nennen wir

Mz ={fe M| f(MI)=0 fiir ein I € §} = lim(M/MI)"

den stetigen dualen Modul von M bzgl. §. Sind A3 eine R-Koalgebra und Mg
ein A3-Rechtskomodul, so nennen wir Mg den stetig dualen Komodul von M bzgl.

5.

Notation. Seien R noethersch, A eine (a)-Algebra und M, N A-Rechtsmoduln. Fiir jede
A-lineare Abbildung v : M — N bezeichnen wir mit v° : N° — M° (% : N® — M?)
die Einschrinkung von v* auf N° (auf N?).
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3.2.2. Lemma. Seien R noethersch und A eine R-Algebra. Fiir jeden A-Rechtsmodul M
qgilt:

Me = {fe M| f(MI)=0 fir ein R-koendliches A-(Rechts)Ideal I C A}
= {fe M| Af ist e.e. in RM} (= Loc(aM*)) (3.3)
= {feM* f(L)=0 fir einen R-koendlichen A-Untermodul L C M}.

Beweis. Sei f € M* mit f(MI) = 0 fiir ein R-koendliches A-Rechtsideal I. Ist {a; +
I,...,ax+1} ein Erzeugendensystem fiir A/I, dann ist {a; f, ..., arf} ein Erzeugendensystem
fiir Af, also ist f € Loc(aM™).

k
Sei f € Loc(4M*) und nehme an Af = > Rf; fir {fi,..., fx} C M*. Dann ist
i=1

k
L :=Ke(Af) = () Ke(fi) € M ein A-Rechtsuntermodul und es gilt auferdem M/L —

i=1
k
P M /Ke(f;), also ist L C M ein R-koendlicher A-Untermodul.
i=1

Sei f € (M/L)* ~ An(L) fiir einen R-koendlichen A-Untermodul L C M. Dann ist
(L : M) ein R-koendliches zweiseitiges A-Ideal (vgl. 2.4.4) und es gilt auBerdem f(M 1) C
f(L) =0, also ist f € M°.

Die folgende Aussage verallgemeinert die entsprechende Aussage [DNR, Corollary
2.2.16] fiir das kanonische Paar (C*, C') im Korper-Fall auf die Kategorie P¢ iiber beliebigen
noetherschen Ringen:

3.2.3. Proposition. Seien P = (A,C) € P2, N € “Rat(My) und betrachte das P-
Linkspaar @ :== (N*, N). Betrachte fir jedes f € N* die R-lineare Abbildung

Qf . N — C, ef(n) — Z?’L<_1>f(n<0>).
Ist R noethersch, dann gilt:

Rat®(4N*) = Sp(o[aC], aN*) := S {Im(g)| g € Hom,_(U, N*), U € o[4C]}

{f € N*| Af ist e.e} (= Loc(4N*))

= {fe N*|31C A ein R-koendliches (Rechts)ideal mit f(NI) =0}

= {f e N*|3 LCN ein R-koendlicher A-Untermodul mit f(L) = 0}
= {f e N* 3 LCN ein R-koendlicher C-Unterkomodul mit f(L) =0}
= {f € N*| 0sN) ist e.e. in pM}.

Beweis. Die Gleichung Rat®(4N*) = Sp(c[4C], 4N*) folgt aus Satz 2.2.16. Offensichtlich
ist Rat®(4N*) C Loc(4N*).

Nach Lemmata 2.2.8, 2.2.9 und 3.2.2 ist f € Loc(4N*) <= f(NI) = 0 fiir ein R-
koendliches Ideal I <1 A <= f(L) = 0 fiir einen R-koendlichen A-Untermodul L C N <
f(L) =0 fiir einen R-koendlichen C-Unterkomodul L C N.



86 3.2. STETIGE DUALE KOMODULN

Sei f € N* mit f(L) = 0 fiir einen R-koendlichen C-Unterkomodul L C N. Analog zu
3.1.5ist 0y : N — C C-kolinear. Bemerke 0¢(L) = 0 und somit existiert ein Komodul-
Morphismus 6y : N/L — C, so dass 6y om = 6. Somit ist §;(N) = 0;(N/L) e.e. in
rM.

Fiir jedes f € N* ist 6;(N) C C ein C-Linkskoideal. Ist §;(N) e.e. in g M, dann ist
(0¢(N))* ein C-Rechtskomodul (nach 2.3.14). AuBlerdem gilt fiir jedes n € N :

e(05(n)) = 5(2 ne-1>f(n<o>)) = f(Ze(n<,1>)n<o>) = f(n),

also ist f € (0;(N))* C Rat®(4N*).
Als Spezialfall von Proposition 3.2.3 bekommen wir:
3.2.4. Folgerung. Sei R noethersch. Fir jede a-Koalgebra C' gilt:

Rat®(c«C*) = Sp(o]c-C], ¢~C*) := > {Im(g)| g € Home-_(U,C*), U € o[c-C}
= {feC* C*xf ist ee in pRM}
= {feC* 31CC* ein R-koendliches (Rechts)ideal mit f(CI) =0}
= {feC* 3 K CC ein R-koendlicher C*-Untermodul mit f(K) = 0}
= {feC* 3 K CC ein R-koendlicher C-Linkskoideal mit f(K) =0}
= {feC*| f—=C istee in gpM}.

3.2.5. Kofreie Komoduln. Einen C-Rechtskomodul (M, g,,) nennt man kofrei, falls
K € pM existiert, so dass (M, 0,,) ~ (K ®g C,idx ® A¢) als C-Rechtskomoduln ist.
Bemerke, ist K = R™ ein freier R-Modul, dann ist M ~ R® @ C ~ OCWM als C-
Rechtskomoduln.

3.2.6. Lemma. Seien R noethersch und A eine kofinitare R-Algebra. Sei M ein R-Modul
und betrachte den A-Rechtsmodul N := M ® A. Dann ist N° ~ M* ® A° und N° wird ein
kofreier A°-Rechtskomodul.

Beweis. Ist N ~ M ®p A als A-Rechtsmoduln, so gibt es Isomorphismen in 4 M :

N = Lim{(M @r A)/(M ©5 AT)| 1€ K2}
lim{(M @r A)/(M ©r A)T)*| T € €4} (A ist kofinitéir)
( /

um{((M @r A)/(M @r I))*| I € E4}

~  lim{(M @r AJD)*| T € E4} (nach Lemma 2.1.9);

~  lim{M* @r (A/I)*| I € Ea} (A/I ist e.e. und projektiv in g M);
~ M @g lim{(A/I)"[ I € €4}

~ M*®gA°, (A ist kofinitér)

und N° wird ein kofreier A°-Rechtskomodul durch

idpy @usy - M* @ A° — M*® A°® A°.
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Im Widerspruch zu [Wit79, Corollary 2| zeigt das folgende Beispiel, dass fiir eine
beliebig R-Algebra A das Praradikal Loc(—) : 4M — Loc(4M) im Allgemeinen kein
Torsionsradikal ist:

3.2.7. Gegenbeispiel. (vgl. [Mon93, Seite 155]) Sei R ein Kérper und betrachte die R-
Hopf-Algebra H := R|xy, 29, ..., Zp, ...|, mit der {iblichen Multiplikation, der iiblichen Ein-
heit und der Komultiplikation, Koeinheit bzw. Antipode definiert auf die Erzeuger durch

Alr) =1®z+2,®1, e(z;) =0, S(z*) == (—1)"2".

Betrachten wir H mit der koendlichen Topologie Cf(H), so ist (H, Cf(H)) eine links-lineare
topologische R-Algebra mit Préradikal Loc(—) : gM — gM und Pritorsionsklasse
Loc(gM) (siehe 2.4.4 und Proposition 2.4.18). Betrachten wir das H-Ideal w := Ke(ey),
dann ist H/w ~ R wihrend dim(H/w?) = oo, also w? ¢ Kpy. Daher ist Cf(H) keine
Gabriel-Topologie und daher ist Loc(z.M) nicht abgeschlossen gegen Erweiterungen (siehe
[Ste75, Chapter VI, Theorem 5.1, Lemma 5.3]).

3.3 Koreflexive Komoduln

In [Taf72], [Taf77] hat E. Taft einen algebraischen Aspekt fiir die Untersuchung der
koreflexiven Koalgebren iiber Korpern (d.h. Koalgebren C' mit C' ~ C*°) entwickelt. Un-
abhingig davon haben R. Heyneman und D. Radford [Rad73], [HR74] die koreflexiven
Koalgebren mit Hilfe der linear schwachen Topologie C*[F;5(C')] studiert. In diesem Para-
graphen studieren wir fiir jedes (A, C) € PS iiber einem beliebigen noetherschen Ring die
koreflexiven C-Komoduln. Wir erzielen sowohl algebraische als auch topologische Charak-
terisierungen fiir die koreflexiven Komoduln. Unsere Ergebnisse werden wir dann bei der
Betrachtung der koreflexiven Koalgebren anwenden und verallgemeinern u.a. Resultate aus
den oben genannten Artikeln und aus [Wit79].

Im Folgenden fithren wir fiir jedes P € P, und jedes @ = (M, N) € Qf auf M
eine Topologie T (M) ein, so dass (M, Ty (M)) ein linear topologischer (A, 7_¢(A))-Modul
wird.

3.3.1. Seien P = (A,C) € P, Q@ = (M,N) € Q) und betrachte C' mit der kanoni-
schen A-Rechtsmodul-Struktur und A mit der rechts-linearen C-adischen Topologie 7_(A)
(vgl.2.2.2). Sind K C N ein R-Untermodul und m € Any(K), dann gilt fiir beliebige
ne Kundae A:

Oma(n) = > <ma,ncps > N>
= > <m,ances > N>
= > < MNcos<os> >< A, Ncpsc1s> > Nels
= > <mynees >< a,Ncis1 > Neiso
= [(aC o AT")(XZ < myncos > nas)](a)
= [(a& o AZ")(0m(n))](a) =0,
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!
also ist Any/(K) C M ein A-Untermodul. Sei K = > Rn; C N ein beliebiger endlich

i=1
I Ll
erzeugter R-Untermodul mit gy (n;) = > ny;j®c;; firi =1, ..., lund setze W := >~ > Re;;.
i=1 i=1j=1
Sei m € M beliebig. Ist a € An'y(K), dann gilt fir i = 1,...,1:
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also ist (Any(K) : m) D An’y(W) und daher ist offen bzgl. der C-adischen Topologie
7_c¢(A). Dann ist

B(0p):= {Any (K)| K C N ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}

eine aus A-Untermoduln von M bestehende Umgebungsbasis der 03, und M bekommt eine
Topologie Ty (M), so dass (M, Zn(M)) ein linear topologischer (A, 7_¢(A))-Modul ist.

3.3.2. Seien P = (A,C) € P, und Q = (M, N) € Qp. Dann ist
F(0p) := {K*| K C N ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}

eine aus R-Untermoduln bestehende Filterbasis und induziert auf M somit eine Topologie,
die linear schwache Topologie M[%;5(N)], so dass (M, M[%;5(N)]) ein linear topologischer
R-Modul und F(0,/) eine Umgebungsbasis der 05, wird (sieche den Anhang).

3.3.3. Seien R noethersch, P = (A,C) € P,, und bezeichne mit Cf(C*) die koendliche
Topologie auf C* (siehe 2.4.4). Dann induziert der Algebra-Morphismus kp : A — C* auf
A eine lineare Topologie kp-Cf(A) mit Umgebungsbasis der 04 :

B, (04) := {xp"(J)| J < C* ist ein R-koendliches zweiseitiges Ideal}.

Nach Definition ist xkp-Cf(A) die feinste lineare Topologie T auf A, so dass (A, %) eine
linear topologische R-Algebra und kp : A — C* (T, Cf(C*))-stetig ist.

3.3.4. Sei Q@ = (M, N) € Q) und betrachte 4 N* mit der R-koendlichen Topologie Cf(N*).
Dann induziert die A-lineare Abbildung kg : M — N* auf M eine Topologie rkg-Cf(M)
mit Umgebungsbasis der 0,

By, (Onr) := {rq'(L)| L € N* ist ein R-koendlicher A-Untermodul}.
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Klar ist kg-Cf(M) ein linear topologischer Cf(A)-Rechtsmodul und ist die feinste Topologie
T auf M, so dass (M, %) ein linear topologischer (A, Cf(A))-Rechtsmodul ist und kg :
M — N* (%, Cf(N*))-stetig ist.

3.3.5. Lemma. Seien P = (A,C) € P,, und Q = (M,N) € Qf.

1. Die linear schwache Topologie M [Z;s(N)] und die Topologie T (M) stimmen iberein.
Somit ist M, versehen mit der linear schwachen Topologie, ein linear topologischer
(A, 7_¢(A))-Rechtsmodul.

2. Ist R noethersch und erfillt P die a-Bedingung, dann ist M[Z,5(N)] < kg-Ct(M) <
Cf(M).

Beweis. 1. Sei U C M eine Umgebung der 0y bzgl. M[T,(N)]. Dann existiert ein
endlich erzeugter R-Untermodul K C N, so dass K+ C U. Ist m € Any(K), dann
gilt fiir beliebiges n € K :

<mn>=<m, Yy neps(nas) >=e(Y < mncs >nas) = e(0,(n)) = 0.

Somit ist Any (K) C K+ C U, also ist U eine Umgebung der 057 bzgl. Ty (M).

Andererseits, ist U C M eine Umgebung der 0y bzgl. Ty (M), dann existiert ein
!

endlich erzeugter R-Untermodul K = > Rn; C N, so dass Any(K) C U. Nehme an

=1

L Ll
on(ni) = > ni; @ ¢y und setze W := > 3" Rn,;. Dann ist Wt C Any(K) C U,
i=1 i=1 =1

also ist U eine Umgebung der 0y, bzgl. M[T;s(N)]. Daher ist M[T;s(N)] = T (M).

2. Sei U C M eine Umgebung der 0y, beziiglich M[T;s(N)]. Dann existiert ein endlich

erzeugter R-Untermodul K C N, so dass K+ C U. Nach Voraussetzung ist P € P2
und daher existiert nach dem Endlichkeitssatz 2.2.23 ein A-Untermodul KCN , SO
dass K C K und gK e.e. in gpM ist. AuBlerdem ist N*/An(K) — K* und somit ist
An(K) € N* ein R-koendlicher A-Untermodul und /iggl(An(]?)) =K+t CK'cU,
also ist U eine Umgebung der 0, beziiglich kg-Cf(M).
Ist U C M eine Umgebung der 0); beziiglich ko-Cf(M), dann existiert ein R-
koendlicher A-Untermodul L C N*, so dass /ﬁél(L) C U. Dann ist M//{él(L) —
N*/L, und daher ist x,'(L) C M ein R-koendlicher A-Untermodul, also ist U eine
Umgebung der 05 beziiglich Cf(M).

3.3.6. Definition. Seien P = (A4,C) € P, und Q = (M, N) € Qp mit N C M*.
1. Ist P € PS¢, dann nennen wir () schwach-koreflexiv, wenn N = M" ist.

2. Ist R noethersch, dann nennen wir @) koreflexiv, falls M[%,s(N)] = Cf(M) ist.
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3. Wir nennen @) proper (bzw. schwach-reflexiv, reflexiv), wenn kg : M — N*
injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv) ist.

3.3.7. Definition. 1. Seien C eine R-Koalgebra, N ein C-Rechtskomodul und nehme
N sei R-koerzeugt.

(a) Erfillt C' die a-Bedingung, dann nennen wir N schwach-koreflexiv, falls N =
N*P ist.

(b) Ist R noethersch, dann nennen wir N koreflexiv, falls N*[Z;;(N)] = C{(N*)
ist.

2. Seien R noethersch und A eine R-Algebra. Einen A-Rechtsmodul M nennen wir:

proper (bzw. schwach-reflexiv, reflexiv), wenn die kanonische A-lineare Abbil-
dung Ay : M — M°* injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv) ist.

3.3.8. Bemerkungen. 1. Betrachte den Grundring R als eine triviale R-Bialgebra. Dann
ist R* ~ R, Mp ~ M und es gilt fiir jeden R-(Ko-)Modul N : N** = Rat®(N**) =
Loc(g«N**). Somit ist N genau dann (ko)reflexiv, wenn N reflexiv ist im iiblichen
Sinne, also wenn die kanonische R-lineare Abbildung ®5 : N — N** bijektiv ist.

2. Fir jedes P = (A,C) € P2 ist C' = A" (nach Folgerung 2.2.10 (1)) und somit ist
P e Q) schwach-koreflexiv.

3.3.9. Definition. Seien A eine R-Algebra, M ein A-Linksmodul (bzw. A-Rechtsmodul)
und betrachte die Klasse der R-koendlichen A-Untermoduln K,;. Wir nennen M R-c-
koerzeugt, falls M /L R-koerzeugt ist fiir jedes L € K.

Analog zum Beweis von Proposition 2.4.19 bekommen wir:

3.3.10. Proposition. Seien R noethersch, A eine R-Algebra und M ein A-Rechtsmodul.

1. Ist M proper, dann ist Cf(M) Hausdorff.
2. Sei M R-c-koerzeugt. Dann ist Cf(M) Hausdorff genau dann, wenn M proper ist.
3. Ist R ein QF Ring, dann gilt:

M st proper <= Cf(M) Hausdorff ist <= M° C M* dicht ist.

3.3.11. Satz. Seien R noethersch, P = (A,C) € Py und Q) = (M,N) € Qp mit N C M*.
1. Ist Q koreflexiv, dann ist M" = M°.

2. Sei M R-c-koerzeugt.

(a) Ist N i~ M?, dann ist Q koreflexiv.
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b) Sei () schwach koreflexiv. Dann ist QQ koreflexiv genau dann, wenn N = M* ist.
(

Beweis. 1. Sei f(L) = 0 fiir einen R-koendlichen A-Untermodul L C M und neh-
k
me an M/L = > R(m; + L). Nach Voraussetzung ist M[T;s(N)] = Cf(M) und

=1
somit ist L offen beziiglich M[%;,(INV)]. Nach Folgerung A.0.6 ist £, : A — M
(A[Z1(C)], M[Z15(N)])-stetig fur i = 1, ..., k und es existieren somit endlich erzeugte

R-Untermoduln Z, ..., Z), C C, so dass Z+ C &,,'(L). Daher ist (Z Zi)* ﬂ Z+ C

(0: f), also ist f € M" (nach Proposition 2.2.26). Offensmhthch 1st M™ C M° und
die Aussage folgt.

2. Sei M R-c-koerzeugt.

(a) Nehme an N 2 Me. Ist L ¢ M ein R-koendlicher A-Untermodul und ist
{f1, .., fr} ein Erzeugendensystem von An(L) ~ (M/L)*, dann existieren nach
Voraussetzung {ny, ...,n;} C N, so dass xo(n;) = fi. Nach A.0.3 gilt dann

k k
() Rni)*™ = Ke(f;) = Ke( Zsz = KeAn(L) = L,
=1 =1

also ist L offen bzgl. M[Z;s(N)]. Daher ist Cf(M) < M[%;5(N)]. Laut Lemma
3.3.5 ist M[Ts(N)] < Cf(M) und somit ist M[T;s(N)] = Cf{(M), d.h. Q ist

koreflexiv.

(b) Die Aussage folgt aus (1) und (a).

3.3.12. Folgerung. Seien R noethersch, C' eine a-Koalgebra und N ein R-koerzeugter
C-Rechtskomodul.

1. Ist N koreflexiv, dann ist N*® = N*° := Loc(c« N**).
2. Sei N* R-c-koerzeugt.

(a) Ist N ~ N*°, dann ist N koreflexiv.

(b) Sei N schwach-koreflexiv. Dann ist N genau dann koreflexiv, wenn N ~ N*°
15t.

3.3.13. Satz. Seien R noethersch und P = (A,C) € Py..

1. Ist P koreflexiv, dann ist C' = A°.

2. Ist R artinsch, dann ist P koreflexiv genau dann, wenn alle R-koendlichen A-Ideale
abgeschlossen sind bzgl. A[T;s(C)] = T_c(A).
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3. Ist A R-c-koerzeugt, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) P ist koreflexiv;
(ii) C = A°.
(#ii) jeder lokal endlicher A-Linksmodul ist C-rational, also Loc(4M) ~ o[4C].

Beweis. 1. Nach Folgerung 2.2.10 (1) ist C' = A" und die Aussage folgt daher aus Satz
3.3.11 (1).

2. Sei R artinsch. Dann ist laut Folgerung A.0.4 jedes R-koendliche abgeschlossene A-
Ideal offen und die Aussage folgt.

3. (i) < (ii) folgt aus Satz 3.3.11 (3).

(i) = (iii)) Nach Proposition 2.4.18 (2) ist Loc(4M) = 0[4A°] und die Aussage
folgt aus C' = A°.

(iii) = (ii) Seien alle lokal endlichen A-Linksmoduln C-rational. Dann ist insbeson-
dere 4A° C-rational und es folgt aus Folgerung 2.2.10 (2) C' = A°.

3.3.14. Folgerung. Seien R noethersch und C' eine a-Koalgebra.

1. Ist C koreflexiv, dann induziert die kanonische Abbildung ¢ : C — C** einen

. Q¢
Isomorphismus C' ~ C*°.

2. Sei R artinsch. Dann ist C' koreflexiv genau dann, wenn alle R-koendlichen C*-Ideal
abgeschlossen sind bzgl. der endlichen Topologie.

3. Ist C* R-c-koerzeugt, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) C ist koreflexiv;
(i1) C ~ C*°;
(i) jeder lokal endliche C*-Linksmodul ist C-rational.
Als Schlussfolgerung von Lemma 3.2.2 und Satz 3.3.13 (3) bekommen wir:

3.3.15. Proposition. Sei R noethersch. Ist A eine R-c-koerzeugte a-Algebra (M, ¢,,) ein
A-Rechtsmodul, dann sind fiir jedes f € M* die folgenden Aussagen dquivalent:

1. fe M.

2. oy (f) € M°® A°.

3. oy (f) e M°® A*.

4. Af ist e.e. in gpM.

5. f(MI) =0 fir ein R-koendliches A-(Rechts)-Ideal.



KAPITEL 3. DUALITAT ZWISCHEN DEN MODULN UND DEN KOMODULN 93

6. f(L) =0 fir einen R-koendlichen A-Untermodul L C M.

Analog zu [Taf72] bekommen wir die folgende Aussage:

3.3.16. Folgerung. Sei R ein QF Ring.

1. FEine projektive R-Koalgebra C ist genau dann koreflexiv, wenn C* eine reflexive
R-Algebra ist.

2. Sei A eine a-Algebra. Ist A schwach-refleziv, dann ist A° eine koreflexive R-Koalgebra.

3.3.17. Beispiel. ([Lin77, Example 5]) Seien R ein Korper und betrachte die R-Hopf-
Algebra (H, pu,n, A, €,S) mit abzéhlbarer Basis {hg, h1, ha, ...} und

phn @hy) = ("Fhper, Ah) = Y hi®hs, S(hy) = (=1)"h,.
1+j=n
77(1R) = hy, E(hn) = 50,717

1. H* ~ R[[z]] ist ein Hauptideal-Ring und es gilt
M ~ Rat? (. M) = {M € y-M| M ist ein Torsionsmodul}.

Somit ist Rat” (—) ein Radikal und Rat” (;7-M) ist abgeschlossen gegen Erweiterun-
gen.

2. HY := Rat” (yH*) = 0.
3. Es gibt keine endlich-dimensionalen ungleich-Null projektiven H-Rechtskomoduln.

4. H ~ H*° also ist H eine koreflexive R-Koalgebra.

3.4 Duale Doi-Koppinen-Hopf-Moduln

Die sogenannten Doi-Koppinen-Hopf-Moduln wurden von Y. Doi [D0i92] und M. Kop-
pinen [Kop95] eingefithrt und gelten als Subsumierung von verschiedenen Arten von Mo-
duln (etwa den Hopf-Moduln, den Dimoduln und den Yetter-Drinfeld-Moduln). In diesem
Paragraphen fithren wir eine nicht endliche Version der dualen Doi-Koppinen-Hopf-Moduln
iber kommutativen Ringen ein. Unabhéngig davon wurden diese von L. Zhang ( [Zha97])
iiber Kérpern betrachtet.

Als Vorbereitung dafiir iibertragen wir zunéchst die benotigten Aussagen vom Korper-
Fall auf beliebige noethersche Ringe.

3.4.1. Definition. Sei H eine R-Bialgebra.
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1. Eine H-Rechtsmodul-Algebra ist eine R-Algebra (A, j4,n,) mit einer H-Rechts-
modul-Struktur vermége ¢, : A® H — A, so dass p4 und n, H-linear sind, d.h.

ai — h =Y (ahy)(@hy) und 14h = e(h)1, fiir alle a, G € Aund h € H. (3.4

Analog definiert man die H-Linksmodul-Algebren.

2. Eine H-Rechtsmodul-Koalgebra ist eine R-Koalgebra (C, A¢,e¢) mit einer H-
Rechtsmodul-Struktur vermoge ¢ : C ®g H — C, so dass A¢ und ¢ H-linear
sind (gleichbedeutend ¢ ist ein Koalgebra-Morphismus), d.h.

Ac(ch) = chhl ® coho und ec(ch) = ec(c)ey(h) Y c € C,h € H. (3.5)

Analog definiert man die H-Linksmodul-Koalgebren.

3.4.2. Definition. Sei H eine R-Bialgebra.

1. Eine H-Rechtskomodul-Algebra ist eine R-Algebra A mit einer H-Rechtskomodul-
Struktur vermoge 04 : A — A®pg H, so dass pu, und n, H-kolinear sind (gleichbe-
deutend g, ein Algebra-Morphismus ist), d.h.

04(aa) = Za<0>5<0> ® eci>tars und p4(14) = 14 ® 1. (3.6)

Analog definiert man die H-Linkskomodul-Algebren.

2. Eine H-Rechtskomodul-Koalgebra ist eine R-Koalgebra C, die auch ein H-Rechts-

komodul vermoge o : C' — C ® H, so dass A¢ und e¢ H-kolinear sind, d.h.

E C<0>1 @ Ccp>2 @ Co1> = E C1<0> @ C2<0> @ C1<1>Ca<1>, E 5(C<O>)C<1> = €(C) 1g.

(3.7)

Analog definiert man die H-Linkskomodul-Koalgebren.

3.4.3. Lemma. Seien R noethersch und H eine R-Bialgebra. Ist A eine H-Rechtsmodul-
Algebra (bzw. H-Linksmodul-Algebra), dann ist A° C A* ein H-Linksuntermodul (bzw.

H-Rechtsuntermodul).

Beweis. Sei A eine H-Rechtsmodul-Algebra. Ist f € A°, dann gilt fiir beliebige h € H

und a,a € A :

(@(hf))(a) =

(hf)(aa)

f((aa)h)
f(3_(ahi)(ahs))

Z filahy) f2(ahs)
[>_(haf2)(a)(hifi)](a).

Daher ist hf € Loc(4A*) = A° fir jedes h € H, also ist A° C A* ein H-Linksuntermodul.
Ist A eine H-Linksmodul-Algebra, dann zeigt man analog, dass A° C A* ein H-

Rechtsuntermodul ist.
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3.4.4. Lemma. (vgl. [Mon93, Example 4.1.10.]) Sei H eine R-Bialgebra und betrachte
H* als einen H-Bimodul mit der requldren H -Biwirkung.

1. H* ist sowohl eine H-Rechtsmodul-Algebra als auch eine H-Linksmodul-Algebra.

2. Seien R noethersch und H eine a-Bialgebra.

(a) H° C H* ist eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und eine H -Linksuntermodul-
Algebra.

(b) Ist U C H° eine R-Unterbialgebra, dann ist H sowohl eine U-Linksmodul-
Algebra als auch eine U-Rechtsmodul-Algebra vermdge

f=hi=>" f(ha)hy und b f =Y f(h1)hy fiir alle f €U, h € H.

3.4.5. Proposition. Seien R noethersch, H eine a-Bialgebra und A eine a-Algebra. Ist
A eine H-Linkskomodul-Algebra (bzw. H-Rechtskomodul-Algebra), dann ist A° eine H°-
Linksmodul-Koalgebra (bzw. H®-Rechtsmodul-Koalgebra,).

Beweis. Sei A eine H-Linkskomodul-Algebra vermoge eines Algebra-Morphismus o : A —
H ® A und betrachte die kanonische R-lineare Abbildung § : H° ® A° — (H ® A)°. Dann
sind (H® A, H° ® A°), (A, A°) € P2 und wir haben einen Paar-Morphismus

(0,0°008) : (H® A, H° @ A°) — (A, A°).

AuBerdem ist A° ® A° — (A ® A)* und es folgt aus der Voraussetzung und Lemma 2.1.23
(1), dass p° 06 : H°® A° — A° ein Koalgebra-Morphismus ist, also ist (A°, ¢° 0 d) eine
He°-Linksmodul-Koalgebra.

Ist A eine H-Rechtskomodul-Algebra, so zeigt man analog, dass A° eine H°-Rechtsmodul-
Koalgebra ist.

3.4.6. Proposition. Seien R noethersch und H eine a-Bialgebra. Dann ist fiir jede H-
Rechtskomodul-Koalgebra (bzw. H-Linkskomodul-Koalgebra) C' die duale R-Algebra C* eine
H°-Rechtsmodul-Algebra (bzw. H°-Linksmodul-Algebra,).

Beweis. Sei C' eine H-Rechtskomodul-Koalgebra vermoge g, : C — C ® H. Dann ist C
nach Lemma 2.2.8 ein H*-Linksmodul und C* ist ein H*-Rechtsmodul. H° C H* ist eine
R-Unteralgebra und somit ist C* ein H°-Rechtsmodul vermoge

¢:C"@H* — C", f®gr— [c— f(ccos)g(cc1s)]
Sind f, f' € C* und g € H°, dann gilt fiir beliebiges ¢ € C':

((f*fg)(c) = X (ff)(ge)
= 2 (f*f)e<os)g(c<r>)
Z f(C<0>1) (C<0>2)9(C<1>)
> flercos) f(cacos)g(cre1C2<15) (vgl. 3.7)
)y f(01<0>)91(01<1>) '(ca<0>)g2(co<1>)
2 (fg1)(e)(['g2)(c2)
= (22(fg1) *(f'g2))(c).
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Auflerdem gilt fiir alle g € H° und ¢ € C':

(ecg)(c) = ec(ge) = Y eo(ccos)g(cars) = glec(ccos)ers) = g(ln)e(e) = (eno(g)1e-)(0)-

Daher ist C* eine H°-Rechtsmodul-Algebra.
Ist C' eine H-Linkskomodul-Koalgebra, dann ist C* analog eine H°-Linksmodul-Algebra.

Im Folgenden fithren wir fiir jede R-c-koerzeugte a-Bialgebra H iiber einem noether-
schen Grundring R und jede H-Rechtsmodul-Koalgebra ( H-Linksmodul-Koalgebra) C eine
H°-Rechtskomodul R-Algebra (H°-Linkskomodul-Algebra) C° ein, die eine grofie Rolle bei
den Dualisierungen in diesem Paragraphen spielt. Diese wird bei unseren nicht endlichen
Dualitétssétzen die Rolle von C* in den endlichen Versionen {ibernehmen.

3.4.7. Proposition. Seien R noethersch und H eine R-c-koerzeugte a-Bialgebra. Ist C'
eine H-Rechtsmodul-Koalgebra (bzw. H-Linksmodul-Koalgebra), dann ist

C°:={f € C*| 3 ein R-koendliches Ideal I <1 A, so dass f(CI) =0 (bzw. f(IC)=0)}
(3.8)

eine H°-Rechtskomodul-Algebra (bzw. H°-Linkskomodul-Algebra,).

Beweis. Sei C eine H-Rechtsmodul-Koalgebra vermége ¢, : C ® H — C. Nach Pro-
position 2.4.18 und Lemma 3.2.2 ist C° = Loc(yC*) = Rat™’ (5C*), also ist ein H°-
Rechtskomodul. Sind f, g € C°, dann gilt fiir beliebige h € H und ¢ € C':

[h(fxg)(c) = (fxg)(ch)
= (f®9)(X c1hi @ cahy) 3.5
Z f(01h1)9(02h2)
>_(hif)(er)(hag)(c2)
= Z[f<0>(01)f<1>(h1)][9<0>(C2)9<1>(h2)]
= [Do(f<i> * 9<1>) (M) (f<o> * g<o>)](c),

also ist f x g € Loc(yC*) = C°. Nach Voraussetzung ist ¢ : C ® H — C' ein Koalgebra-

Morphismus und somit ist ¢f : C* — (C' ® H)* ein Algebra-Morphismus. Daher ist

¢ C° — C°®@ H° ein Algebra-Morphismus, also ist C° eine H°-Rechtskomodul-Algebra.
Analog bekommt man die entsprechende Aussage fiir die H-Linksmodul-Koalgebren.

3.4.8. FEin Links-Rechts-Doi-Koppinen-Datum (H, A, C) besteht aus einer R-Bialgebra
H, einer H-Linkskomodul-Algebra (A, 0,) und einer H-Rechtsmodul-Koalgebra (C, ¢.).
Ein (H, A, C)-Doi-Koppinen-Rechts-Linksmodul ist ein Tripel (M, ¢,,, 05,), wobei
(M, ¢,) ein A-Rechtsmodul und (M, p,,) ein C-Linkskomodul sind, so dass

oy (ma) = Zm<_1>a<_1> ® Megsaos fur alle a € A und m € M. (3.9)

Mit “ M(H) 4 bezeichnen wir die Kategorie der Rechts-Links-Doi-Koppinen-Moduln mit
Morphismen den A-linearen C-kolinearen Abbildungen.
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Ein Rechts-Links-Doi-Koppinen-Datum (H, A, C') besteht aus einer R-Bialgebra H, ei-
ner H-Rechtskomodul-Algebra (A, p4) und einer H-Linksmodul-Koalgebra (C, ¢). Die
Kategorie der (H, A, C)-Links-Rechtsmoduln 4 M®(H) hat als Objekte (N, @y, o0y) €
AMN M so dass

oy (an) = Za<0>n<0> ® ac1sneys firallea € Aund n € N (3.10)

und hat als Morphismen die A-linearen C-kolinearen Abbildungen.

Analog definiert man die Kategorien $M(H) und MG (H) (siehe [CMZ97]). Fiir eine
R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) Hstimmen die Kategorie ME(H) und die Katego-
rie der H-Rechtsbimoduln (H-Hopf-Rechtsmoduln) im Sinne von [Abe80, Chapter 3, 1.3]
([Swe69]) tiberein.

3.4.9. Proposition. Seien R noethersch, H eine R-c-koerzeugte a-Bialgebra, A eine R-
c-koerzeugte a-Algebra und (H, A, C) ein Links-Rechts-Doi-Koppinen-Datum.

1. (H°,C"°, A°) ein Rechts-Links-Doi-Koppinen-Datum.
2. Es gibt einen kontravarianten Funktor

(=)°: “M(H)y — coM(HY, M — M°. (3.11)

3. Ist (C°,C) ein a-Paar, dann gibt es einen kontravarianten Funktor:
(=) ceM(H)Y — “M(H),y, N+— N©:= “Rat(N}). (3.12)
Auferdem sind die kontravarianten Funktoren (3.11) und (3.12) rechts adjungiert.

Beweis. 1. Folgt aus Propositionen 3.4.5 und 3.4.7.

2. Sei (M, ¢y, 0y) € “M(H)4. Laut Propositionen 2.4.18 und 3.3.15 ist (M°, p5,)
ein A°-Rechtskomodul. M € “M C M- und daher ist M* ein C*-Linksmodul.
Nach Proposition 3.4.7 ist C° C C* eine R-Unteralgebra und damit ist M* ein C°-
Linksmodul. Auflerdem gilt fiir beliebige a € A, f € C°, g € M° und m € M :

[a(fg9))(m) = (fg)(ma)

(f®9)(0y(ma))

= > (f®g9)(me_15ac_15> @ Mop>a0>)

= > flme_isac1s)g(meosacos)

= D [(ac—1>f)(m<-1>)][(a<0>9) (m<o>)]

= Z[f<0> (m<_1>)f<1>(a<_1>)][g<0> (m<0>)g<1> (a<0>)]
= Y l9<os(mfos)]lg<1>(afcrs)]

= (Z(f<1>9<1>)<a) (f<0>9<0>) (m),

d.h. fg € Loc(4M*) = M°. Daher ist M° ein C°-Linksmodul.
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Sind f € C° und g € M°, dann gilt wie oben gezeigt fiir ¢}, : M° — M° ® A°:

oy (fg)(m @ a) = (fg)(ma) = (Z f<0>9<0>Rf<159<15) (M ® a).

Nach Folgerung 2.1.10 (1) ist die kanonische R-lineare Abbildung § : M° ® A° —
(M ® A)* injektiv und daher ist

(b?u(fg) = Z f<o>9<0> @ fc1>9<1>,

also ist M° ein (H°,C°, A°)-Doi-Koppinen-Links-Rechtsmodul (vgl. (3.10)).

Seien M, N € “M(H) 4, h € “Hom_4(M, N) und betrachte M°, N° € co M*°(H®).
Nach Lemmata 2.2.8 und 2.2.9 ist h® : N° — M° A°-kolinear und C°-linear.

. Nehme an (C°,C) erfiillt die a-Bedingung. Sei N € ¢oM*°(H®). Dann ist N* ein

C°-Rechtsmodul und somit ist N¢ := “Rat(Ng.) € “M (vgl. Lemma 2.2.9). Ande-
rerseits ist N € M#” und somit ist N € 4M und N* € My. Ist g € N°, dann gilt
fiir beliebige a € A, f € C°und n € N :

((ga)f)(n) = (ga)(fn)
= gla(fn))
= > g(feosncos) < a, fersneas >
= > (9f<os>)(neos) < afcis,ncs >
= > f<os(9<-15)9<0>(n<os) fars(ac15) < acos,nars >
= > feos(g<—1s) faas(@ez1s)gcos (Neos) < o>, Ncrs >
= > (ac1>f)(9<-15)9<0>(a<osn)
= D f9<—150<-15)(g<0>0<05)](n),

also ist N® € N* ist ein A-Untermodul.

Seien M € “M(H) 4 und N € co M(H®)** und betrachte die kanonischen R-linearen
Abbildungen

Ay M — M und Ay : N — N°*,
Offensichtlich sind A\y; C°-linear und Ay A-linear und daher gilt nach Lemma 2.2.7
Ar(M) € M°° und Ay (N) € N°°.
Man sieht leicht, dass wir in M, N funktorielle Morphismen haben:

Oyn : “Hom 4(M,N®) — “Homeo (N,M°), f +— f°o0ln,
Uyy o AYHomee (N,M°) — C“Hom 4(M,N®), g +— g%oly.

AuBerdem ist @y yo Uy n = id, Uy v 0 Py y = id und die Aussage folgt.

Inspiriert von [Liu94] und im Widerspruch zu [Abe80, Seite138] zeigt das folgende

Beispiel, dass fiir eine R-Hopf-Algebra H iiber einem Korper die duale R-Koalgebra A°
einer H-Modul-Algebra A im Allgemeinen keine H°-Komodul-Koalgebra ist.
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3.4.10. Gegenbeispiel. Seien R ein Korper und H eine koreflerive R-Hopf-Algebra mit
dim(H) = oo (z.B. die R-Hopf-Algebra von Beispiel 3.3.17). Nach Lemma 3.4.4 ist H* eine
H-Rechtsmodul-Algebra. Ist H ~ H*° eine H°-Rechtskomodul-Koalgebra, dann existiert
ein R-koendliches Ideal J <1 H, so dass

0=<1yg, H — J>=< J H" >.

Dabher ist aber J = 0 (Widerspruch, da dim(H) = c0).

Cleft H-Erweiterungen

Die Hopf-Galois-Erweiterungen wurden von S. Chase und M. Sweedler [CS69] fiir die
auf eine kommutative R-Algebra wirkenden R-Hopf-Algebren eingefithrt und gelten als
Verallgemeinerung von den klassischen Galois-Erweiterungen iiber Kérpern (siehe [Mon93,
8.1.2]). In [KT81] haben H. Kreimer und M. Takeuchi diese auf die nicht kommutative
Situation erweitert.

3.4.11. H-Erweiterungen. ([Doi85]) Seien H eine R-Bialgebra und B eine H-Rechts-
komodul-Algebra. Setzen wir A := B®H so ist A eine R-Algebra und man nennt die
R-Algebra-Erweiterung A C B eine H -Rechtserweiterung.

Ein (totales) Integral fiir B ist eine H-kolineare Abbildung v : H — B (mit y(1y) =
1p). Existiert fiir B ein in (Hompg(H, B), %) invertierbares Integral, dann nennt man A C B
eine cleft H-Rechtserweiterung.

3.4.12. Beispiel. Sei H eine R-Bialgebra. Nach [DT86, Corollary 6] ist H/R genau dann
eine cleft H-Erweiterung, wenn H eine R-Hopf-Algebra ist. In diesem Falle ist idy ein
invertierbares Integral fir H mit Inversem Sy (der Antipode von H).

3.4.13. H-Koerweiterungen. Seien H eine R-Bialgebra und D eine H -Rechtsmodul-
Koalgebra. Dann ist H™ := Ke(ey) ein H-Koideal, DH™" ist ein D-Koideal und C :=
D/DHT ist eine H-Rechtsmodul-Koalgebra mit der induzierten H-Modul-Struktur. Man
nennt den kanonischen Koalgebra-Epimorphismus 7 : D — C eine H-Rechtskoerweiter-

ung von D.

Ein (totales) Kointegral fiir D ist eine H-lineare Abbildung ¢ : D — H (mit
eg o ¢ = ep). Eine H-Rechtskoerweiterung m : D — C heit cocleft, falls ein in
(Hompg(D, H), ) invertierbares Kointegral existiert.

Als Schlussfolgerung von unseren Ergebnissen in diesem Paragraphen bekommen
wir die folgende Aussage:

3.4.14. Proposition. Seien R noethersch und H eine R-c-koerzeugte o -Hopf-Algebra
mit bijektiver Antipode. Sei D eine H-Rechtsmodul-Koalgebra und setze C :== D/DH™. Ist
m: D — C eine (cocleft) H-Rechtskoerweiterung, dann ist 7° : C° < D° eine (cleft)
H°-Rechtserweiterung.
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Beweis. Sei D eine H-Rechtsmodul-Koalgebra vermége ¢, : D ® H — D. Nach Pro-
position 3.4.7 ist D° eine H°-Rechtskomodul-Algebra durch ¢%, : D° — D° ® H°. Es gilt
auBerdem C* = (D*)# und folglich ist (nach Lemma 2.5.15) (D°)°f° = (D°)# = (C°, also
ist 7° : C° — D° eine H°-Rechtserweiterung.

Ist ¢ : D — H ein Kointegral fiir D, dann ist ¢ nach Definition H-linear und somit
ist 1»° € Homy_(H®°, D°) = Hom"" (H°, D°) (nach Lemma 2.2.9), also ist ¢° ein Integral
fiir D°.

Sei ¢ invertierbar in (Hompg(D, H), ) mit Inversem ¢~ : D — H. Analog zu [Zha98]
bekommen wir

¢~ (dh) = Sy(h)d fiir alle h € H und d € D.
Ist f € H°, dann gilt fiir alle d € D und h € H :

(M@= (M() = ((™)°(f))(dh) = f~'(dh)
= f(S(h)y(d)) = X ASBW)LWT(d)
= Z(SCU)M(@ (L)) = (S () (M)W ) (f2))(d),

d.h. ()° € Loc(ygD*) = D°. AuBerdem gilt fiir alle f € H° und d € D :

(@ (™)) (N = (°2)°)A)))()
= (ZV°(f)*x(@7)°(f2))(d)
= (v (M)W (f2))(d @ ds)
= Y (f)d) (1) (f2) (da)
= Y A(d) () (da))
= Zf d1>$¢_1) d2))

5H°(f)5D d) = ZdHom;g(H",D")(f)(d>7

also ist 1° * (1 1)° = idHom x(He,p°)- Analog zeigt man, dass (PH)° % p° = idbom g (Ho, Do)
Damit ist ¢° *-invertierbar mit Inversem (¢~1)°, also ist 7° : C° < D° eine cleft H-
Rechtserweiterung.

3.5 Dualitatssatze fiir die verschrankten Produkte

Verschriankte Produkte wurden unabhéngig von Y. Doi, M. Takeuchi [DT86, Lemma
10] und R. Blattner, M. Cohen und S. Montgomery [BCMS86] eingefithrt und haben ihre
Wurzeln u.a. in der Theorie der Gruppen-Ringe befinden, etwa der Cohen-Montgomery-
Dualitdtssatz ([CM84]).

3.5.1. Definition. ([BM89]) Seien H eine R-Bialgebra und A eine R-Algebra. Eine schwa-
che H-Linkswirkung auf A ist eine R-lineare Abbildung

w:H®A— A h®a+— ha, (3.13)
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so dass die induzierte R-lineare Abbildung
k:A— Homg(H,A), a — [h— hd]
ein Algebra-Morphismus ist und 1za = a fiir alle a € A.

3.5.2. ([BCMS6], [DT86]) Seien H eine R-Bialgebra, A eine R-Algebra mit einer schwa-
chen H-Linkswirkung w : HQrA — Aund 0 € Homz(H® H, A). Betrachte den R-Modul
A#.H := A®pr H und setze

(agteh)(@#ah) = > a(h@)o(hy @ hy)#ehshs. (3.14)

Dann ist A#,H eine (nicht unbedingt assoziative) R-Algebra und hat im Allgemeinen
keine Einheit. Ist A#,H eine assoziative R-Algebra mit Einheit 14#,15, dann heiflt
A#,H ein H-verschrinktes Produkt .

3.5.3. Definition. Seien H eine R-Bialgebra, A eine R-Algebra mit einer schwachen H
-Linkswirkung w: H ® g A — A und 0 € Homg(H ® H, A). Dann sagt man:

1. o ist normal, falls

o(h®1ly)=¢c(h)ly=0(lyg ®h) fir alle h € H. (3.15)

2. o ist ein Kozykel , falls

D (o(ky @ h)a(hy @ kaly) =Y o(hy @ k1)o(haky @ 1) fiir alle bk, 1 € H.
(3.16)

3. o erfiillt die getwistete Modul-Bedingung , wenn

D (hi(kra))o(hy ® ko) =Y o(hy @ k1) ((haka)a) ¥ hok € H, a € A (3.17)

3.5.4. Bemerkung. Sind H eine kokommutative R-Bialgebra und A eine kommutative H-
Linksmodul-Algebra, dann erfiillt jedes ¢ € Homg(H ® H,A) die getwistete Modul-
Bedingung (3.17).

3.5.5. Lemma. ([BCMS86], [DT86, Lemma 10]) Seien H eine R-Bialgebra, A eine R-
Algebra mit einer schwachen H -Linkswirkungw : HOrA — A und o € Homgp(H® H, A).

1. 1#,1 ist genau dann eine Einheit fir A#,H, wenn o normal ist.

2. Sei 0 mormal. Dann ist A#,H genau dann assoziativ, wenn o ein Kozykel ist und
die getwistete Modul-Bedingung (3.17) erfillt.
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3.5.6. Linkssmash-Produkt ([Swe69, Seiten 155-156]) Seien H eine R-Bialgebra und A
eine H-Linksmodul-Algebra vermoge einer H-Linkswirkung wy : H ® g A — A. Dann ist

ce HorH — A h®kr— e(h)e(k)1y4

ein trivialer normaler Kozykel und erfiillt die getwistete Modul-Bedingung (3.17). Nach
Lemma 3.5.5 ist A#H := A#,H eine assoziative R-Algebra mit Einheit 1,#1y und
Multiplikation

(a#th)(@#h) = a(hid)#hoh.

Man nennt die R-Algebra A#H das Smashprodukt-Algebra . Ist die H-Linkswirkung
auf A auch trivial, dann ist A#H = A ®gr H als R-Algebren.

3.5.7. Beispiel. Sei A eine R-Algebra. Wirkt eine Gruppe G auf A durch p : G —
Autr(A), dann ist der Schief-Gruppenring A x G = A#RG eine R -Algebra mit Multipli-
kation

(ag)(ag) = a(ga) * gg fir alle a,a € A und g,g € G.

3.5.8. Das Rechtssmash-Produkt. Sei H eine R-Bialgebra und betrachte H* als einen
H-Rechtsmodul mit der reguléren H-Rechtswirkung. Sind B eine H-Rechtskomodul-Algebra
und U C H* eine H-Rechtsuntermodul-Algebra, dann ist B#U := B®pgU eine assoziative
R-Algebra mit der Multiplikation

(b#F)(b#F) =D bbeos#((fbars) * f) fiir alle b,b € B und f, f € U. (3.18)

3.5.9. Die Algebra #(H, B). ([Doi84]) Seien H eine R-Bialgebra, B eine H-Rechtskomodul-
Algebra und setze #(H, B) := (Hompg(H, B),*), wobei

(fxg)(h) = Zf(g(h2)<1>h1)g(h2)<o> fir alle f,g € Homp(H,B) und h € H. (3.19)

Dann ist #(H, B) eine assoziative R-Algebra mit Einheit ngz o ep.

3.5.10. Bemerkungen. Seien H eine R-Bialgebra, A C B eine H-Rechtserweiterung und
U C H* eine H-Rechtsuntermodul-Algebra.

1. Ist pg trivial (d.h. o5(b) = b1y firalleb € B), dannist #(H, B) = (Homg(H, B), *).

2. Ist gH endlich, dann ist B eine H*-Linksmodul-Algebra und es gibt einen Algebra-
Isomorphismus #(H, B) ~ B#H*.

3. Wir haben Einbettungen von R-Algebren

B — #(H,B), b+—— [h—— &(h)b]
U— #(H,B), f—[h+— f(h)1g].
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4. #(H, B) ist eine H-Linksmodul-Algebra, vermoge
(hf)(k) = f(kh) fiir alle h,k € H und f € #(H, B).
Es gilt auBerdem (#(H, B))” = A.

3.5.11. Definition. Seien H eine R-Hopf-Algebra und U C H* eine H -Rechtsuntermodul-
Algebra. Man sagt U erfiillt die RL-Bedingung bzgl. H, falls fiir jedes f € U gilt:

3{(hi, fi)} CH xU, sodass h— f= Zk’(fl — h) fiir jedes h € H. (3.20)

3.5.12. Beispiele. ([Mon93, 9.4.6., 9.4.7.]) Seien H eine R-Bialgebra und U C H* eine
H-Rechtsuntermodul-Algebra. Ist H endlich und ist U = H*, oder ist H kokommutativ,
dann erfiillt U die RL-Bedingung bzgl. H.

3.5.13. Lemma. (/Che93, Theorem 3]) Seien H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Anti-
pode, U C H* eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und A#,H ein verschrinktes Produkt mit
invertierbarem Kozykel. Nehme auflerdem an, dass U die RL-Bedingung (3.20) beziiglich
H erfillt und es fiir jedes (a,h) € Ax H Unterklassen {a., fu}, {aw, 9w} C AXU ezistieren
mit

Z(g(lg)a)a(g(ll) ® h) = Z fu(D)ay fir jedes | € H, (3.21)
Y o7 (l5® (1)) (a)o(ls ® S(h)h) =Y ful)ay fir jedes | € H. (3.22)

Sind die folgenden R-linearen Abbildungen injektiv:

a: (AH)®U — Homgp(H,A®H), (a®h)®f — [k f(k)(a®h)
f: AR (H®U) — End_a(H®rA), a®hef) — [(k®a)— h(fk)R aadl,
(3.23)

dann gibt es einen R-Algebra-Isomorphismus
(A#,H)#U ~ A@gr (H#U). (3.24)

Die folgende Aussage verallgemeinert [Che93, Corollary 4] (bzw. [Che93, Corolla-
ry 5]) von Korpern (bzw. Dedekind-Ringen) auf beliebige noethersche Ringe unter sehr
schwachen Bedingungen:

3.5.14. Satz. Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipode, U C
H* eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und A#,H ein H-verschrinktes Produkt mit in-
vertierbarem Kozykel. Nehme auferdem an, dass U die RL-Bedingung (3.20) bzgl. H
und die Bedingungen (5.21, 3.22) erfillt. Ist U C R (A ®g H)-rein (2.B. falls H eine
a-Hopf-Algebra und U C H° eine R-Unterbialgebra sind), dann gibt es einen R-Algebra-
Isomorphismus

(A#,H)#U ~ A @g (H#U).
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Beweis. Sei U C H* eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und betrachte das Paar P :=
(H,U). Ist U C R® (A®p H)-rein, dann ist o : (A® H) ® U — Hompg(H, A ® H) nach
Proposition 2.1.8 (2) injektiv. Wir bemerken, dass die R-lineare Abbildung

e:Homp(H,A® H) — End_4(H ® A), g— [k ®@a+— 7(g(k2))(k1 ®a)]  (3.25)
bijektiv ist mit Inversem
e End_a(H © A) — Homp(H, A® H), fr— [k — 7((ks  14)) (14 © 5(k))]
(siche [Che93, Lemma 1]). AuBerdem gilt fir a® (h® f) e A® (H®U) und k € H :

(eoa)a® (h@ H)(koa) = 7lala® (h® f))(k)](ky ®7)
> [(k2)(h ®a)(ki ®a)

Z hf(k'g)k‘l X aa

= h(fk)®aa

= flae (he f))(koa)

Daher ist 3 = € o @ und ist somit injektiv genau dann, wenn « injektiv ist.

Ist H° C R¥ rein, dann ist H® eine R -Hopf-Algebra. Ist U C H° eine R-Unterbialgebra,
dann ist U C H° nach Definition rein, also ist U C R rein. Die Aussage folgt dann aus
Lemma 3.5.13.

Folgende Definition wurde von R. Blattner und S. Montgomery in [BM85, Defini-
tion 1.3] fiir R-Hopf-Algebren und R -Hopf-Unteralgebren iiber Koérpern formuliert.

3.5.15. Definition. Seien R noethersch, H eine a-Bialgebra, und U C H° eine R-Unterbi-
algebra. Eine H-Linksmodul-Algebra A heifit U-lokal-endlich, falls fiir jedes a € A eine
endliche Teilmenge {fi, ..., fy} C U existiert, so dass (., Ke(f;) € (0: a).

Das folgende Lemma verallgemeinert [BM85, Lemma 1.5] vom Korper-Fall auf die
Kategorie Big}, fiir einen beliebigen noetherschen Ring R.

3.5.16. Lemma. Seien R noethersch und H eine «-Bialgebra. Ist U C H° eine R-
Unterbialgebra, dann ist eine H-Linksmodul-Algebra A genau dann U-lokal-endlich, wenn
A eine U-Rechtskomodul-Algebra ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist H° C R rein. Nach Definition ist jede R-Unterbialgebra
U C H° ein reiner R-Untermodul und folglich ist (H,U) € PS (vgl. Proposition 2.1.8).
Sei A eine U-lokal-endliche H-Linksmodul-Algebra. Dann existiert fiir jedes a € A eine
Menge W = {f1, ..., fr}, so dass (_, Ke(f;) € (0 : a). Ist h € An (W), dann ist fi(h) =
(hf)(1g) =0 fiir i = 1,..., k, also ist An’, (W) C ﬂle Ke(f;) € (0: a). Nach 2.2.2 ist dann
A € olgU] ~ RatY (M) ~ MY (vgl. Satz 2.2.16). Es a8t sich leicht nachpriifen, dass A
eine U-Rechtskomodul-Algebra ist.

Andererseits, sei (A, p) eine U-Rechtskomodul-Algebra. Ist @ € A mit p(a) = > a; ®
j=1

g9; € A®g U, dann ist offensichtlich (;_, Ke(g;) C (0 : a), also ist zA U-lokal-endlich. Es
1Bt sich miihelos ableiten, dass A eine H-Linksmodul-Algebra ist.
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Die folgende Aussage iibertriigt die in [Che93] verbesserte Version des bekannten Blatt-
ner-Montgomery-Dualititssatzes [BM85] auf beliebige noethersche Ringe. In der originalen
Aussage, die in [AG-TL2001, 3.2] auf beliebige noethersche Ringe erweitert wurde, war
U C H° eine R-Hopf-Unteralgebra mit bijektiver Antipode.

3.5.17. Folgerung. Seien R noethersch, H eine a-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipode
und U C H° eine R-Unterbialgebra. Ist A eine U-lokal-endliche H -Linksmodul-Algebra
und erfillt U die RL-Bedingung bzgl. H (3.20), dann gibt es einen R-Algebra-Isomorphismus

(A#H)HU ~ A® (H#D).

Beweis. Nach Lemma 3.5.16 ist A eine U-Rechtskomodul-Algebra. Fiir den trivialen
Kozykel o(h ® k) := e(h)e(k)14 ist A#,H = A#H und die Bedingungen (3.21, 3.22) sind
erfiillt. Die Aussage folgt daher aus Satz 3.5.14.

3.5.18. Folgerung. ([AG-TL2001]) Seien R noethersch, G eine Gruppe und nehme an
(RG)° C REC sei rein (das gilt insbesondere, falls |G| < oo oder wenn R erblich ist).
Wirkt G auf eine R-Algebra A als eine Automorphismengruppe, dann gibt es einen R-
Algebra-Isomorphismus

(A#RG)#(RG)° = A @ (RG#(RG)°).
Ist |G| =n < oo, dann ist (RG)° = (RG)* und es gilt
(A#RG)#(RG)* 2 A® (RGH(RG)") ~ A® M, (R) ~ M,(A). (3.26)

3.5.19. Lemma. (/DT86, Theorems 9, 11], [BM89, Theorem 1.18], [DT89, 1.1.]) Sei H
eine R-Bialgebra.

1. Ist B/A eine cleft H-Rechtserweiterung mit totalem invertierbarem Integraly : H —
B, dann ist A eine H-Linksmodul-Algebra vermdge

ha = Zv(hl)a'y_l(hg) fir alle h € H und a € A. (3.27)
Auflerdem ist B ~ A#,H ist ein H-verschrinktes Produkt mit invertierbarem Kozy-
kel
o(h@k) = y()y(k)y " (haks) mit o' (h@ k) =Y " y(haky)y ™ (ka)y ™" (ho).

2. Sei H eine R-Hopf-Algebra. Ist B ~ A#,H ein H -verschrinktes Produkt mit inver-
tierbarem Kozykelo € Homgr(H®H, A), dann ist B/A eine cleft H-Rechtserweiterung
mit invertierbarem totalem Integral

v H — A#t H, y(h) = La#thmit v~ (h) = > 07 (S(ha) & hs)#eS(h).
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Auflerdem ist
v A#.H — H®pA, a#t,h— > hy®[S(hs)alo(S(hy), hy) (3.29)
ein Isomorphismus von A-Rechtsmoduln mit Inversem
T H®pA— A#.H, h@ar— Y o ' (hy, S(h1))atshs. (3.30)
Mit Hilfe von Lemma 3.5.19 148t sich die folgende Version von Satz 3.5.14 fiir cleft

H-Rechtserweiterungen ableiten:

3.5.20. Satz. Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipode, B/A
eine cleft H-Rechtserweiterung mit invertierbarem totalem Integral v: H — B und U C
H* eine H -Rechtsuntermodul-Algebra. Nehme auflerdem an, dass U die RL-Bedingung
(3.20) erfillt und es fir jedes (a,h) € A x H Unterklassen {(ay, gu)}, {(aw,gw)} C AXx U

existieren, so dass
27 Nay(hy)y 1 (S(1)hy) = Zgu Da, fir jedesl € H. (3.31)
> (S (SU))y (S (L)he) = Y~ ful)a fiir jedes | € H. (3.32)

Ist U ¢ RY (A®g H)-rein (2.B. falls H eine o -Hopf-Algebra und U C H° eine R-
Unterbialgebra sind), dann gibt es einen R-Algebra-Isomorphismus

B#U ~ A®g (H#U). (3.33)



Kapitel 4

Folgen iiber Moduln: ein
koalgebraischer Aspekt

Wegen Anwendungen in der Kodierungstheorie gewinnen die linear rekursiven Fol-
gen iiber beliebigen Ringen und Moduln in letzter Zeit mehr an Interesse (siehe [HN99],
[KKMMN99]). Als Anwendung von unseren Ergebnissen im zweiten und dritten Kapitel
iiber die stetigen dualen Koalgebren und die stetigen dualen Komoduln verallgemeinern wir
Resultate iiber die linear rekursiven Folgen iiber Koérpern (siche [PT80], [LT90], [Taf95])
und iiber Vektorrdumen (vgl. [GO93|, [GK97]) auf beliebige noethersche Ringe und Mo-
duln. Dabei erweitern wir die schon in [AG-TW2000] gewonnenen Aussagen iiber die linear
rekursiven Folgen auf die lineare rekursiven (k)-Folgen. Als Referenz fiir die Theorie der
linear rekursiven Folgen iiber Moduln dient die umfassende Arbeit von A. Mikhalev et. al.
[KIKKMN95].

4.1 Vorbereitung

Fiir jeden R-Modul M setze
M[x] :== M[zy, ...,z;) und M[x,x '] := M[zy, 27", 21, 23 Y]

Wir betrachten den Polynomring R[x] und den Ring der Laurent-Polynome R[x,x '] als
R-Algebren mit der iiblichen Multiplikation und der iiblichen Einheit. Fiir jeden R-Modul
M sind M[x] und M[x,x '] R[x]-Moduln mit den von M induzierten Modul-Strukturen
und wir haben auflerdem einen kanonischen R-Modul-Isomorphismen

M[x] ~ M @g R[x] ~ M™) und M[x,x '] ~ M @ R[x,x '] ~ M""),

Fiir jedes n = (ny,...,nx) € N¥ baw. z = (21, ..., 1) € ZF setzen wir x® := z7*...2}* bzw.
Z . Rl 2k
> R RN

4.1.1. Fur einen R-Modul M und k > 1 sei
S = {u: N — M}~ MY

107
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der R-Modul der k-Folgen iiber M. Ist M (bzw. k) nicht erwéhnt, so ist M = R (bzw.
k = 1) gemeint.
Setzen wir fiir f(x) = . mx' € R[x] und w € S5/ :

f(x) = w=u € S, wobei u(n) = Zriw(i +n) fiir alle n € N¥, (4.1)

i

so wird S;F” ein R[x]-Modul. Fiir Untermengen I C R[x] und L C S;f~ betrachte die
Annullator-Untermoduln

Angoe-(I) = {we S| f(x) = w =0 fiir jedes f(x) € I},
Angy(L) = {h(x) € R[x]|h(x) = u =0 fiir jedes u € L}.

Bemerke, Ang"” (I) C 83} ist ein R[x]-Untermodul und Anppx(L) < R[x] ist ein Ideal.

4.1.2. Definition. Ein Polynom f(y) € R[y] heifit normiert, falls der leitende Koeffizient
von f(y) gleich 1p ist. Ein Ideal I < R[x] nennt man normiert, falls I eine nicht leere
Menge von normierten Polynomen

E={fjz)) =2} +r 2" + 4z + 1)

L

1 j=1,...k} (4.2)

enthélt. In diesem Falle nennt man ein solches System von Polynomen (4.2) ein System
von elementaren Polynomen und das Ideal (fi(x1), ..., fx(z1)) < R[x] ein elementares
Ideal.

4.1.3. Definition. Sei M ein R-Modul. Eine k-Folge u € Si*~ heiBt linear rekursiv,
falls Anpgpq(u) ein normiertes Ideal ist, also wenn Angpg(u) eine Menge von normierten
Polynomen E = {fi(x1),..., fe(zx)} enthélt. In diesem Falle nennt man die normierten
Polynome fi(x1), ..., fx(zx) elementare charakteristische Polynome von u. Den R|[x]-
Modul der linear rekursiven k-Folgen iiber M bezeichnen wir mit £35.

4.1.4. ([MNO96, Seite 170]) Die lexikographische lineare Ordnung (=) auf N* ist de-
finiert wie folgt: Fiir i = (i1, ...,1), n = (ny,...,n) € N¥ setzen wir i < n, wenn die erste
von Null verschiedene Zahl in der Folge von ganzen Zahlen

(n1 + ...+ nk) — (Zl —+ ...+ Zk), ny — il, N — Zk

positiv ist.

Seien M ein R-Modul, E = {fi(x1), ..., fr(zx)} eine Menge von normierten Polynomen
in R[x| mit Grad(f;(z;)) ={; fur jedes j = 1,...,k und setze l = (Iy,....0;), 1 : = (1,...,1).
Betrachte die von (<) auf N* induzierte partielle Ordnung und das Polyeder

g =T11(1) :={ie N*| i <1-1}.
Das Anfangspolyeder einer k-Folge w € S3*> definiert man als

w(g) = {w@d)| i€ Ug}.
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Fiir [ =1 - ... - [ bilden die Punkte des polyeders [Iz eine Kette
0=1ip i3 =2 ... iy,

und wir kénnen w(Ilg) als einen Anfangsvektor (w(0),w(iy), ...,w(i;_1)) € M! schreiben.
Sei w € Ang<i>(f1(21), ., fr(2x)) und schreibe fiir jedes n = (ny,...,nx) € NF

xy’ = hy(@) f(x5) + aj(z;),
wobei Grad(a;(z;)) < ;. Setzen wir
k
g x) =] L ases) = 3%
=1 i€llp
und v 1= x"w = ¢ (x)w, so ist dann

wn) =v(0) = Y _ r{Mw(i) fir jedes n € N¥,

icllyg
also ist w durch das Anfangspolyeder w(Ilg) eindeutig bestimmt.

4.1.5. Die Impulsfolge. Sei E = {fi(x1), ..., fx(xx)} eine Menge von normierten Polyno-
men in R[x], f := (fi, ..., fr) und setze It := (fi(x1), ..., fx(xx)). Betrachte fiir jedes t € Ilg
die Folgen in An s5h> (I¢) bestimmt durch das Anfangspolyeder

el (i) = 0y fiir alle i € Tlp.
Man nennt ef | die Impulsfolge von An8§k> (fiy-s fr)-

4.1.6. Beispiel. Die Fibonacci Folge w = (0,1,1,2,3,5,...) ist eine linear rekursive Fol-
ge iiber Z mit Anfangsvektor (0,1) und elementarem charakteristischem Polynom f(x) :=
2> —x — 1€ Z[x]. Also ist w € Lz und es gilt

w(0)=0, w(l) =1, win+2) =w(n+1)+w(n) fir alle n > 2.

4.1.7. Beispiel. (Geometrische Progression) Seien M ein R-Modul, m € M, ¢ € R
und betrachte w € Sy, :

w(n) := ¢"m fiir alle n € N.

Dann ist w € £, mit w(0) = m und mit elementarem charakteristischem Polynom f(z) =
x — q. Auflerdem ist Angp,(w) = R[z](z — ¢) + R[z]Ang(m).

4.1.8. Beispiel. (Arithmetische Progression) Seien M ein R-Modul, {mg, m1, ..., my} C
M und betrachte

w € S5, w(n) == mg + nymy + ... + nymy, fiir alle ne NF.

Dann ist w € £57~ mit elementaren charakteristischen Polynomen {(z;—1)2, ..., (2, —1)?}.
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4.1.9. Lemma. 1. Ist I < R[x| ein normiertes Ideal, so ist R[x|/I e.e. in R M.

2. Sei R noethersch. Fin R[x|-Ideal I ist R-koendlich genau dann, wenn I ein normier-
tes Ideal ist. Insbesondere ist R[X] eine kofinitire R-Algebra.

Beweis. 1. Sei I <1 A ein normiertes Ideal, das eine Menge von normierten Polynomen
E={fi(z1), -, fr(zg)} enthélt. Ist Grad(f;(z;)) =, fiir j = 1,..., k, dann ist {1+
Iax,+1,--- ,xlll_1+[, s xpt+L, e ,xi’“_l—i—l} offensichtlich ein Erzeugendensystem
fir A/1.

2. Sei I < R[x] ein R-koendliches Ideal und setze [; :== I N R|x;] fiir jedes j =1,--- k.
Dann ist R[z;|/I; — R[x|/I und daher ist I; < R[z;| R-koendlich fiir j = 1, ..., k.
Betrachte die Kette

1 2
R{1+L}CY R{zi+L}C> R{zi+L}cC--
=0 1=0

von R-Untermoduln von R|x;]/I;. Dann ist der endlich erzeugte R-Modul R|z;|/I;
ist noethersch und somit existiert eine positive natiirliche Zahl /;, so dass

1—1 L

S R{zi+ 1} =Y R{zj+ I}
=0 1=0

Damit existiert eine Menge {rl(j)_l, . ng), r(()j)} C R, so dass

L N : :
filz;) = zi — rl(jzlmj’ — = r%g)wj — T‘((]]) € 1.

Somit enthélt I eine Menge von normierten Polynomen E := {fi(xy),..., fr(zx)},
also ist I < R[x] ein normiertes Ideal.

Setzen wir .7; = (fj(x;)), dann ist R[z;]/ T] endlich erzeugt frei in g M und daher ist
R[] eine kofinitdre R-Algebra fiir j = 1,..., k. Nach Induktion folgt aus Satz 2.4.17
(1), dass

R[x| ~ R[11] ® ... ® R[]
eine kofinitdre R-Algebra ist.

4.1.10. Definition. Sei U(R) = {r € R| r ist invertierbar} die Einheitengruppe von
R. Ein normiertes Polynom ¢(z) € R[z] nennt man reversibel, falls ¢(0) € U(R). Ein
Ideal I <1 R[x,x '] nennen wir reversibel , falls I eine Menge von reversiblen Polynomen

E ={q(x1),...,qx(x)} enthalt.

Das folgende Lemma verallgemeinert die entsprechende Aussage fiir den Korper-Fall
[LT90, Seite 123]:
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4.1.11. Lemma. ([AG-TL2001, Lemma 4.12]) Fiir ein reversibles Polynom q(x) € R[z]
qgilt:

R[z)/(q(x)) = Rz, 2] /(q(2)).
Beweis. Sei q(z) =r9+7r2+ -+ +7r,_ 12" 1+ 2" ein reversibles Polynom. Bemerke, dass
Rlz, 27" /(q(x)) ~ Rlz,y)/(yz — 1,q(x)).
Setze I := (yx — 1, q(x)) und betrachte den R-Algebra-Morphismus
U : Rlx] — R[z,y|/I, v — x + 1.

Dann ist Ke(V) = I N R[x] = R[z]q(x) und ¥ ist offensichtlich surjektiv genau dann, wenn
y+ 1 € Im(V). Es gilt aber:

roy + 1y + g™t at !
= roy+ri+-+rpz" 2+ 2" Hmod I),

yq(x) — " Hyx — 1)

und somit
y=—rg'[r1+ ...+ 2"+ 2" (mod I),
also ist y + I € Im(¥).

4.1.12. Lemma. 1. Ist I < R[x,x '] ein reversibles Ideal, dann ist R[x,x ']/ e.e. in
rM.

2. Sei R noethersch. Ist I < R[x,x '] R-koendlich, so ist I ein reversibles Ideal. Insbe-
sondere ist R[x,x 1| eine kofinitire R-Algebra.

Beweis. 1. Sei E = {q1(x1), ..., q(x)} C I eine Menge von reversiblen Polynomen und

setze Ij := I N R[x;j, ;'] fiir jedes j = 1,..., k. Das Polynom ¢;(x;) € I; ist normiert
und folglich ist R[z;,z;']/(g;(x;)) ~ Rlx;]/(q;(x;)) e.e. in gkM (siche Lemmata 4.1.9
(1) und 4.1.11). Damit ist

Rl /1 ~ (R, x5/ (q;(x5))) /(1) (g5(x5)))

e.e.in gM. Fiir 5,1 =1, ..., k, setze

2TV falls [ £ g L
Tvl:: {R[x]7xj ]7 alls 7é.]7 undT: Z(@ﬂ)

I; falls [ = 3 it
Dann ist
Rix,x /T ~ Rlzy, 27"/ ® ... ® Rxy, z;. '] /I

und somit sind R[x,x']/T und folglich R[x,x!]/I e.e. in g M.
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2. Sei I < R[x,x7!] ein R-koendliches Ideal. Fiir jedes j = 1,...,k haben wir eine
Einbettung

Rlx;]/(Rlx;] N I) — Rlxy, 27", . ap, 2, ']/

und somit ist I; := R[z;, z;']NI < R[z;,z; '] ein R-koendliches Ideal. Daher ist aber
auch R[z;]NI; < Rlz;] R- koendlich und enthilt laut Lemma 4.1.9 (2) ein normiertes
O gty gy 4 )
Laurent-Polynomen R[a:j, T; '] eine R-Hopf-Algebra mit bljektlver Antipode

Polynom fj(x;) =z + Ty Fiir j = 1, ..., k ist der Ring von

S;: Rlzj, 27" — Rlxj, 27", xj — x; '

Somit ist R[xj,xz;']/S;(1;) ~ Rlxj,x;']/I;, also ist S;(I;) < Rlz;, x;'] R-koendlich,
Daher ist auch R[xj] n.S; ( ;) < R[xj] R-koendlich und enthalt nach Lemma 4.1.9 (2)

ein normiertes Polynom g¢;(z;) = 77(0]) + N(])x +...+7 A{j) e xj .
Setzen wir
¢
4(x;) = x](fi(z;) + S(g;(x;)))
= 1+ 7}-_133] + ...+ (’l“o + 7"0)1’ + .. 1xtj+lj_1 + xlj“f,

so ist ¢;(x;) € Rlz;] NI und E := {q (1), ..., ge(2x)} C I, also ist I ein reversibles
Ideal.

Behauptung: R[x,x '] ist kofinitér.

Sei I < R[x,x '] ein R-koendliches Ideal. Wie oben gezeigt enthéilt I eine Menge
von reversiblen Polynomen E = {q;(x1), ..., qr(x)}. Nach Lemma 4.1.11 haben wir
fiir y = 1, ..., k den Isomorphismus

Rlzj, 27"/ (q5(x5)) ~ Rlx;]/(g;(x5)),

also ist Rz;, x;']/(g;(x;)) ein endlicher R-Modul. Damit ist R[z;, ;'] eine kofinitére
R-Algebra und es folgt nach Induktion aus Satz 2.4.17 (1), dass

Rix,x ']~ Rz, 271 ® ... ® Rz, ;]
eine kofinitdre R-Algebra ist.

4.1.13. Bemerkung. Nach Anfertigung dieser Arbeit wurde uns bekannt, dass die Aussagen
von Lemmata 4.1.9 (2) und 4.1.12 (2) auch fiir nicht notwendig noethersche kommutative
Ringe gelten (siehe [Kur]).
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4.2 Linear rekursive Folgen iiber noetherschen Rin-
gen

In einer Reihe von Artikeln haben E. Taft et. al. (etwa [PT80], [LT90], [Taf95]) einen
koalgebraischen Aspekt fiir das Studium der linear rekursiven Folgen iiber Kérpern ent-
wickelt. Auflerdem hat L. Griinenfelder et. al. ((GO93], [GK97]) die linear rekursiven Folgen
iiber einem endlich dimensionalen Vektorraum V' iiber einem Korper betrachtet. Linear
rekursive Folgen iiber beliebigen Ringen und Moduln wurden in einer Reihe von Artikeln
bei A. Nechaev et. al. studiert (z.B. [Nec96], [KKMN95], [Nec93)).

In diesem Paragraphen betrachten wir einen koalgebraischen Aspekt fiir das Studium
der linear rekursiven Folgen von Moduln iiber beliebigen noetherschen Ringen und Moduln.

4.2.1. Bialgebra-Strukturen auf R[x]. Betrachte den Polynomring R[x]. Mit der iibli-
chen Multiplikation und dem iiblichen Einselement ist G = {z}| n € N, j = 1,...,k}
ein Monoid und daher wird R[x] = RG eine kokommutative R-Bialgebra (vgl. 2.6.5) mit
Komultiplikation A, und Koeinheit ¢, :

Ay: Rix] — Rx|®R[x], 2 — 25@z5, Vs>0,j=1,.,k,

J

g0 R[x] — R, x5 g, Vs>0,j=1,..k.

Betrachten wir die Elemente der Basis G als primitive Elemente, so wird R[x] eine kokom-
mutative R-Hopf-Algebra mit Komultiplikation A,, Koeinheit £, und Antipode S, :

A, Rx] — RX®R[x], z; — > (j) rh® x;*t, Vs>0,5=1,..k,
=0

Ep Rjx] — R, x5 dsp0, Vs>0,j=1,..,k,

S, R[x] — Rx], x5 o (—15)° Vs>0,j=1,...k

4.2.2. Bemerkungen. 1. Ist R ein Integritdtsbereich, dann &8t sich analog zum Korper-
Fall (J[CG93]) zeigen, dass die zwei R-Bialgebra-Strukturen auf R[x] in 4.2.1 die einzi-
gen moglichen R-Bialgebra-Strukturen auf R[x] mit der iiblichen Multiplikation und
der iiblichen Einheit sind.

2. Betrachtet man R[x| als R-Bialgebra mit Komultiplikation A,, so erhélt R[x] keine
R-Hopf-Algebra-Struktur, weil in einer R-Hopf-Algebra die gruppen-dhnlichen Ele-
mente invertierbar sein miissen.

Ist M ein beliebiger R-Modul, dann gibt es offensichtlich einen R[x]-Isomorphismus
Dy M) — S5, se— [n— [m — s(mx™)]] (4.3)
mit Inversem u —— [z™m —— wu(n)(m)].

4.2.3. Proposition. Ist R noethersch, dann gibt es fir jeden R-Modul M einen R[x]-
Modul-1somorphismus

M[x]° ~ L3F> (4.4)
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Beweis. Betrachte den R[x]-Modul-Isomorphismus ®,; : M[x]* — S;~ (4.3). Sei s €
M|[x]°. Dann existiert ein R-koendliches R[x]-Ideal I < R[x], so dass I — 3> = 0. Daher
ist I — ®(2) = ®(1 — ) =0, also ist ] C Anpgpq(P(5¢)). Nach Lemma 4.1.9 (2) ist I ein
normiertes Ideal, also ist ®(s) € L3717

Andererseits, sei u € £3/”. Nach Definition ist J := Anpp(u) ein normiertes Ideal und
nach Lemma 4.1.9 (1) ist J < R[x] R-koendlich. Daher gilt fiir 5 := & (u) : J — » =
J—= 0 Hu) =0 HJ — u) =0, also ist » € M[x]°.

4.2.4. Die Koalgebra-Struktur auf £<%>.

Sei R noethersch. Nach Lemma 4.1.9 (2) ist R[x] eine kofinitére R-Algebra und somit
ist R[x]° nach Proposition 2.4.13 eine R-Koalgebra mit Komultiplikation bzw. Koeinheit
induziert von der iiblichen Multiplikation bzw. der iiblichen Einheit von R[x] und gegeben

durch

X @r RIK, f o 23 @t f(a3ah), ij = 1,0k, 5,8 2 0,

pe: R[x]° —
- ) f = f(lR)

R
n°: R[x]° R
(4.5)

Der R[x]-Isomorphismus (4.4) induziert auf £<*> eine R-Koalgebra-Struktur, die wir im

Folgenden wie in [KKMN95, Proposition 14.16] erkléren:

Sei u € L {fi(x1), ..., fu(zr)} € Anpgpg(u) eine Menge von elementaren charakte-
ristischen Polynomen mit Grad(f;(z;)) = {; und setze f := (f1,..., fr), 1 : = (1, ..., ). So
gilt fiir alle i,n € N¥ :

u(i+n) = (xu)m) = (Y (& —=u)(t) - ef)m) = Y (x* = u)i)-ef(n).

t<l-1 t<l-1

Somit sind die Komultiplikation und die Koeinheit von £<¥> gegeben durch

Apars 1 L — LF2@pl<k> yr— 3 (x* = u)@el,
t<1-1 (4.6)
Ep<k> £<k> — R, U — U(O)

4.2.5. Das Hadamard-Produkt. Betrachte die R-Bialgebra (R[x],u,n,A,, &,4). Dann
ist S<¥> ~ RY" ~ R[x]* eine R-Algebra mit dem Hadamard Produkt

% ST RS — S w @ v [ u(n)v(n)] (4.7)
und der Einheit
n,: R — 8 1z [n+— 1] fiir jedes n € N, (4.8)

Ist R noethersch, dann ist R[x] nach Lemma 4.1.9 (2) eine kofinitdre R-Algebra und so-
mit ist R[x]° nach Folgerung 2.5.8 eine R-Bialgebra. Durch den Isomorphismus £<*¥> ~
R[x]° (4.4) wird L=¥> eine R-Bialgebra mit der Koalgebra-Struktur gegeben in (4.6), dem
Hadamard-Produkt (4.7) und der Einheit (4.8).
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4.2.6. Das Hurwitz-Produkt. Betrachte die R-Hopf-Algebra (R[x], i, 7,, Ay, €y, Sp)-
Dann bekommt S<*> ~ R[x]* ~ R[[z1, ..., 2;]] eine R-Algebra-Struktur mit dem Hurwitz-
Produkt

*p St @8 - S uev— n— Z (?)u(t)v(n —t)] (4.9)
£<i
und der Einheit
n,: R — 8 1 — [n— 0,0] fiir jedes n € N*. (4.10)

Ist R noethersch, dann ist R[x| nach Lemma 4.1.9 (2) eine kofinitére R-Algebra und somit
ist R[x|° nach Folgerung 2.5.8 eine R-Hopf-Algebra. Daher induziert der Isomorphismus
(4.4) eine R-Hopf-Algebra-Struktur auf £<*> ~ R[x|° mit der Koalgebra-Struktur (4.6),
dem Hurwitz-Produkt (4.9), der Einheit (4.10) und der Antipode

S LR LR s i — (=D u(i)].

4.2.7. Bemerkung. In [CV95] haben U. Cerruti und F. Vaccarino mit Mitteln aus der
Matrizen-Theorie gezeigt, dass die linear rekursiven Folgen (fiir k = 1) iiber beliebigen Rin-

gen eine R-Algebra bildet sowohl mit dem Hadamard-Produkt als auch mit dem Hurwiz-
Produkt.

Aus Lemma 3.2.6 bekommen wir das folgende Korollar:

4.2.8. Folgerung. Sei R noethersch. Fir jeden R-Modul M haben Isomorphismen von
R[x]-Moduln

L3 ~ M[x]° ~ M*® R[x]° ~ M*®@zrL~">.
Insbesondere ist M[x]° (L35 ) ein kofreier R[x]°-Komodul (L<*>-Komodul).

4.3 Linear rekursive Folgen iiber artinschen Ringen

In diesem Paragraphen betrachten wir die reversiblen k-Folgen iiber Moduln von ar-
tinschen Ringen. Wir verallgemeinern dabei Aussagen aus [LT90] und [KKMN95] tiber die
Struktur der Algebra der linear rekursiven Folgen vom Koérper-Fall auf beliebige artinsche
Ringe.

4.3.1. Bifolgen. Fiir einen R-Modul M und k > 0 sei
Sk = (v . 7F — M}

der R-Modul der k-Bifolgen tiber M. Ist M (bzw. k) nicht erwéhnt, so ist M = R (bzw.
k = 1) gemeint. Setzen wir fiir w € S~ und f(x) = (3. rx') € R[x] :

f(x) =@ =0e 85, wobei v(z) = Zrifﬁ(i + z) fiir alle z € Z*,

i
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so wird S&F> ein R[x]-Modul. Fiir Untermengen I C R[x] und Y C S&¥> betrachte die

Angas(I) = {@ € 85| g(x) = @ = 0 fiir jedes g(x) € I},
Ang(Y) = {h(x)€ R[x]|h(x) =V =0 fiir jedes v € Y}

Offensichtlich ist Ang'~(I) C S;F> ein R[x]-Untermodul und Anpy(Y) < R[x] ist ein
Ideal.

4.3.2. Definition. Sei M ein R-Modul. Eine k-Bifolge w € gj\jb heifit linear rekursiv,
falls Anpgp(w) ein normiertes Ideal ist. Den R[x]-Modul der linear rekursiven k-Bifolgen

iiber M bezeichnen wir mit Eﬁ”.

4.3.3. Reversible Folgen. Sei M ein R-Modul.

1. Eine k-Bifolge u heifit ein Reverses von u € Sy, falls @y = v und Anpy () =

AI]R[X](U).
2. Eine linear rekursive k-Folge nennen wir reversibel, falls u ein Reverses & € L3
besitzt.

Mit R3f> C L37” bezeichnen wir den R[x]-Untermodul der reversiblen k-Folgen
iiber M.

4.3.4. Lemma. (vgl. [KKMN95, Proposition 14.11]) Sei R artinsch.

1. Jedes normierte Ideal I <1 R[x] enthdlt eine Menge von normierten Polynomen

E' = {ajz-jqj(xj)\ q;(z;) ist reversibel fir jedes j =1,...,k}. (4.11)

2. Sind M ein R-Modul und u € Zf}b, dann ist Anpgp(w) ein reversibles Ideal.

Beweis. 1. Laut [AMG69, 8.7] ist jeder kommutative artinsche Ring (bis auf Isomorphie)
eine direkte Summe von lokalen artinschen Ringen. Sei R o.E. ein lokaler artinscher
Ring und bezeichne mit U(R) die Menge der Einheitengruppe von R. Das Jacobson-
radikal von R

J(R) = {r € R| r ist nicht invertierbar in R}

ist nilpotent, also existiert eine positive natiirliche Zahl n, so dass J(R)™ = 0. Sei I ein
normiertes Ideal E' = {g1(x1), ..., gx(zx)} C I eine Menge von normierten Polynomen.
Ist g;(z;) = fij(x;) (mod J(R)[z;]) fur j = 1,...,k, dann ist g;(z;)|f;(z;)", also
ist f;j(z;)™ € I. Schreiben wir f;(z;)" = m;jqj(xj) mit (z;,q;(x;)) = 1, dann ist
¢;(0) € U(R), also ist ¢;(z;) ein reversibles Polynom fiir jedes j = 1, ..., k. Daher ist
E = {fj(x;)" = x;jqj(xj), j=1,..,k} C I und die Aussage folgt.
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2. Nach (1) enthélt Angp(2) eine Menge von normierten Polynomen
E = {iL‘;ij(.%j)’ q;(z;) ist reversibel fiir j =1,...,k}.

Offensichtlich ist E := {g;(z;)| i = 1,...k} C Angp (), also ist Anpp(u) ein
reversibles Ideal.

4.3.5. Lemma. ([KKMNY95, 14.11]) Fiir u € Sy~ gilt:

1. Ist Angpy(u) reversibel, dann ist u reversibel. Ist E = {q(x1), ..., qu(x)} C Anpgpg(u)}

eine Menge von reversiblen Polynomen, dann ist das Reverse von u durch E etndeutig
bestimmd.

2. Ist R artinsch, dann ist u genau dann reversibel, wenn Anpgp(u) < R[x] ein reversi-
bles Ideal ist.

Fiir jeden R-Modul M haben wir einen Isomorphismus von R[x]|-Moduln
Uy Mx,x7 V" — 857,  — [z — [m — p(x?m)]] (4.12)

mit Inversem @ —— [x*m — u(z)(m)].
Analog zum Beweis von Proposition 4.2.3 bekommen wir:

4.3.6. Proposition. Ist R artinsch, dann induziert der R[X]-Isomorphismus (4.12) fir
jeden R-Modul M einen R[x]-Isomorphismus

Mx,x 1° ~ L5F> (4.13)

Beweis. Betrachte den R[x]-Modul-Isomorphismus Wy, : M[x,x1]* — Sk (4.12). Sei
s € M[x,x ']°. Dann ist [ — 3 = 0 fiir ein R-koendliches R[x]-Ideal I < R[x] und somit
ist I — W(s) = V(I — ») = 0. Nach Lemma 4.1.12 (2) ist I ein reversibles Ideal, also
enthéalt I eine Menge von reversiblen Polynomen E = {q1(x1), ..., qx(xx)}. Die reversiblen
Polynome ¢;(z;) sind nach Definition normiert, also ist ¥(s) € L5,

Andererseits, sei u € Ef/[’i . Dann ist Ang () nach Definition ein normiertes Ideal und
enthélt nach Lemma 4.3.4 (1) eine Menge E' = {z%¢q;(x;)| j = 1,...,k}, wobei g;(z;) ein
reversibles Polynom fiir j = 1, ..., k ist. Fiir j = 1, ..., k gilt daher fiir U=!(%) und beliebiges
g(xj,a:j’l) € M[a:j,:cj’l] :

(g;(@;) W () (g(s,251)) = (25 g5 () ¥ (w)) (7 g (5, 5)) = 0.

Nach Lemma 4.1.12 (1) ist das reversible Ideal I := (qy(x1), ..., (1)) < R[x] R-koendlich,
also ist U1 (u) € Mx,x']°.

4.3.7. Definition. (vgl. [KKMN95, 5.18, 5.23]) Eine k-Folge u € S5~ nennen wir aus-
geartet, falls x* — u = 0 fiir ein t € N*. Mit D5~ bezeichnen wir den R[x]-Modul der
ausgearteten k-Folgen iiber M.
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Die folgende Proposition verallgemeinert die Aussage [KKMN95, Proposition 5.27] {iber
die R[x]-Modul-Struktur der periodischen Folgen iiber einem Modul auf die R[z]-Modul-
Struktur der linear rekursiven Folgen von Moduln iiber artinschen Ringen:

4.3.8. Proposition. Sei M ein R-Modul. Ist R artinsch, dann gibt es R[x]-Isomorphismen
L5f> ~ D5 o L5 ~ D5 @ R (4.14)

Beweis. Sei k = 1 und v € Lj. Dann ist Angyj(u) ein normiertes Ideal und enthalt
nach Lemma 4.3.4 ein normiertes Polynom der Form p(z) = z'q(x) fiir ein ¢ > 0 und ein
reversibles Polynom ¢(z) = 2! +r_12!=t + ... + riz + 719, also es gilt

rou(i +t) +ru(i+t+ 1)+ .. +rqu(i+t+1—1) +u(i +t+1) =0 fiir alle ¢ > 0.

Analog zu [LT90] (siehe auch [KKMN95, 14.11]) konstruieren wir durch Backsolving eine
Bifolge

(i) = {u(i), i>t+1
(4.15)

Offensichtlich ist & € £y,. Fiir k > 1 existiert fiir jedes u € L3 eine Menge von reversiblen
Polynomen E' = {z%¢;(x;)| j =1,...,k} C Anpgpg(u) und wir bekommen wie oben gezeigt
und durch Backsolving mittels g;(z;) entlang der j-ten Reihe fiir j = 1,...,k ein u € L3/
Auf dieser Weise bekommen wir einen R[x]-Modul-Morphismus

VLY — L u— T (4.16)
mit Ke(y) = D37, Andererseits gibt es einen R[x]-Modul-Morphismus
B=Li” — Ly, @ W, (4.17)
und es gilt yo B =1d Fh> Daher zerfillt die exakte Folge von R[x]-Moduln
0 —s D;[lo N L;jk> AN ENJT/,’D — 0,
und wir bekommen einen R[x]-Modul-Isomorphismus
L ~D5f e L (4.18)
Ist u € R}™, dann existiert ein Reverses & € £3”. Angenommen @ € L£3F> ist auch

ein Reverses von u, dann ist nach Definition u _, . = u = w| _,. und man zeigt durch
Backsolving, dass u = w, also ist das Reverse von u eindeutig bestimmt. Offensichtlich ist

Im(3) = R$F> und somit ist £3F> £ R/ als R[x]-Moduln.
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4.3.9. Die R-Hopf-Algebra R<*>. Betrachten wir G = {z3| j = 1,...k, z € Z}
als Gruppe mit der iiblichen Multiplikation, so wird der Ring der Laurent-Polynome
R[x,x7!'] ~ RG nach 2.6.5 eine kokommutative R-Hopf-Algebra (R[x,x '], u,n, A, ¢,9)
mit Komultiplikation A, Koeinheit ¢ und Antipode S :

A Rxx' — Rxx'@Rxx'], 27 +— 2@z, Vji=1,..kz2€Z,

e : Rx,x'! — R, ri 0.0, Vi=1,..,k 2€Z,

S : Rx,x' — R[xx1, i o a7, Vi=1,..,k, z€Z.
(4.19)

Somit ist S ~ RZ" ~ R[x,x !]* cine R-Algebra mit dem Hadamard Produkt
*: 8 @8t 8K U@V — [z — U(2)V(2)] fiir alle 7,0 € S (4.20)
und der Einheit
n:R— 8% 15— [z — 15| fiir jedes z € Z". (4.21)

Ist R noethersch, dann ist R[x,x '] nach Lemma 4.1.12 (2) eine kofinitire R-Algebra und
somit ist R[x,x!]° nach Folgerung 2.5.8 eine R-Hopf-Algebra. Ist R artinsch, so bekommt
L<¥> durch den Isomorphismus £<*> ~ R[x,x"!]° (4.13) eine R-Hopf-Algebra-Struktur
mit dem Hadamard-Produkt (4.20), der Einheit (4.21) und der Antipode

Spas : L — L9 G [z — U(—2)] fiir alle & € L, 2z € Z.
AuBerdem wird R<*> eine R-Hopf-Algebra mit der R-Koalgebra-Struktur (4.6), dem Hadam-
ard-Produkt (4.7), der Einheit 4.8 und der Antipode
Sg<t> : R — R* y+— [n — v(u)(—n)] fiir alle w € R<*> n € N*,

AuBerdem ist 8 : L% —s R<¥> ein Hopf-Algebra-Isomorphismus.

Der folgende Satz erweitert die entsprechenden Aussagen im Korper-Fall [LT90, Seite
124] (siche auch [KKMN95, 14.15]) auf beliebige artinsche Ringe:

4.3.10. Satz. Ist R artinsch, dann gibt es Bialgebra-Isomorphismen
L ~ D<F> g Z<Ic> ~ D<F> ¢ R<F>.

Beweis. Betrachte den R[x]-Isomorphismus £<%> ~ D<F> @ £<F> (4.18). Mit Hilfe von
Lemmata 4.1.11 und 4.3.4 zeigt man analog zu [LT90, Seite 123], dass [ : Lk>
L£¥> (4.17) und v : L% — £<F> (4.16) Bialgebra-Morphismen sind. Offensichtlich ist
Ke(y) = D<¥> C L£<*> eine R-Unterbialgebra. Nach 4.3.9 gibt es einen Hopf-Algebra-
Isomorphismus £<%> ~ R<*> und die Aussage folgt.
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Aus Satz 2.4.17 und Folgerung 2.5.10 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage:

4.3.11. Folgerung. Sei R noethersch die R-Bialgebra (bzw. die R-Hopf-Algebra) R[x]°

und die R-Hopf-Algebra R[x,x~'°. Ist A eine a-Algebra (bzw. a-Bialgebra, a-Hopf-Algebra),
dann haben wir Koalgebra-Isomorphismen (bzw. Bialgebra-Isomorphismen, Hopf-Algebra-

Isomorphismen)

Alx]° ~ A° @ R[x]° und A[x,x]° ~ A° @ R[x,x']°.



Anhang A

Die linear schwache Topologie

Dieser Anhang ist der Betrachtung der linear schwachen Topologie gewidmet (sie-
he [K6t66]). Wir stellen die Eigenschaften dieser Topologie induziert von einem dualen
Paar iiber einem beliebigen kommutativen Ring bereit. Die entsprechenden Aussagen im
Korper-Fall findet man u.a. in [Rad73], [HR74] und [LR97, Anhang A]. Fiir die benétigten
Definitionen und Aussagen aus der Theorie der (linear) topologischen Moduln dient u.a.
[SteT5].

R bezeichne nach wie vorher einen assoziativen kommutativen Ring mit 1z # Og.
Wir betrachten R immer als einen linear topologischen Ring mit der diskreten Topologie.
Fiir die Betrachtung der Kategorie der Paare iiber R siehe Paragraph 2.1.

A.0.1. Die endliche Topologie. Seien F ein R-Modul, W eine Menge und betrachte F
mit der diskreten Topologie und E" mit der Produkttopologie. Identifiziere das direkte
Produkt E" mit der Menge der Abbildung von W nach E und sei Z C EY ein R-
Untermodul. Fiir jede Teilmenge F C W setze

Ft:={f¢c Z| f(w) = 0p fiir jedes w € F}.
Dann ist
B(0z) := {F*| F = {wy,...,wy} C W ist eine endliche Teilmenge},

eine aus R-Untermoduln von Z bestehende Filterbasis und induziert auf Z eine Topologie,
die sogenannte endliche Topologie T(B(0z)), so dass Z ein linear topologischer R-
Modul und By (0z) eine Umgebungsbasis der 04 sind. Die abgeschlossene Hiille fiir eine
Teilmenge X C Z ist gegeben durch

X = m{X + F+| F C W ist eine endliche Teilmenge}. (A.1)

Somit liegt X C Y C Z dicht genau dann, wenn fiir jede endliche Untermenge F' =
{wy,...,wr} C Wund jedes f € Y ein g € X existiert, so dass f(w;) = g(w;) firi =1, ..., k.
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A.0.2. Die linear schwache Topologie. Sei P = (V, W) ein Paar von R-Moduln mit
einer bilinearen Form

a:VxW-—R, (vw)—<v,w>.

Betrachten wir W* C RW (bzw. V* C RY) mit der endlichen Topologie, so induziert o
auf V' (bzw. auf W) eine eindeutig bestimmte lineare Topologie, die linear schwache
Topologie V[T, (W)] (bzw. W[%,5(V)]), so dass die induzierte Abbildung kp : V — W*
(bzw. xp : W — V*) stetig ist. AuBerdem ist V[Z,s(W)] (bzw. W[Z;5(V)]) genau dann

Hausdorff, wenn V <5 W* (bzw. W & V*) eine Einbettung ist.
Eine wichtige Rolle bei der Betrachtung der linear schwachen Topologien spielen die:

A.0.3. Annullator-Bedingungen ([Wis88, 28.1]) Sei N ein R-Modul.
1. Fiir jeden R-Untermodul L C N gilt

KeAn(L) = L <= N/L R-koerzeugt ist. (A.2)

2. Ist R N-injektiv, dann ist

An(L; N Ly) = An(L;) + An(Ls) fur alle R-Untermoduln L, Ly C N. (A.3)

3. Ist R injektiv, oder sind gN e.e. und R FP-injektiv, dann gilt fiir jeden endlich
erzeugten R-Untermodul X C N*: AnKe(X) = X.

Im Folgenden sei P = (V, W) ein Paar, W C V* und betrachte V' mit der linear
schwachen Topologie V[Z;s(WW)].

A.0.4. Lemma. 1. Fiir X C V gilt X C X+, Somit sind alle orthogonal abgeschlos-
senen R-Untermoduln von V' abgeschlossen.

2. Ist R noethersch, dann sind alle offenen R-Untermoduln von V' R-koendlich.

3. Sei X C V ein R-Untermodul, so dass V/X R-koerzeugt ist. Ist xp(X*) = An(X),
dann ist X abgeschlossen. Ist R noethersch und ist X auflerdem R-koendlich, dann
ist X offen.

4. Sei R artinsch.

(a) Jeder R-koendliche abgeschlossene R-Untermodul X C V ist offen.

(b) Sind X C Y C V R-Untermoduln und ist X C V abgeschlossen und R-
koendlich, dann ist auch 'Y C 'V abgeschlossen und R-koendlich.

5. Ist V.C W*, dann gilt:
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(a) Seien R injektiv, oder gW endlich erzeugt und R FP-injektiv. Dann ist jeder
endlich erzeugte R-Untermodul X C V abgeschlossen.

(b) Seien R ein QF Ring und gW endlich erzeugt. Dann sind alle R-Untermoduln
von V' abgeschlossen.

Beweis. 1. Ist 7 € X, dann gibt es fiir jedes w € X+ : 2, € X und v, € {w}t, so dass
T = 2y + vy (vgl. A1), Damit ist < Z,w >= 0; also ist X € X+, Ist X orthogonal
abgeschlossen, dann ist X C X*+ = X und folglich ist X abgeschlossen.

2. Sei X C V ein offener R-Untermodul. Nach Definition existiert ein endlich erzeugter
R-Untermodul K C W, so dass K+ C X. Ist R noethersch, dann ist zK* endlich
erzeugt in kM und K+ C V ist R-koendlich. Folglich ist X C V R-koendlich.

3. Sei X C V ein R-Untermodul, so dass V/X R-koerzeugt ist. Ist An(X) = xp(X1),
dann gilt nach A.0.3 (1):

X = KeAn(X) = Ke(yp(X*)) = X

Nach (1) ist X abgeschlossen. Ist R noethersch und ist X C V auBerdem R-koendlich,
dann ist X+ = An(X) ~ (V/X)* e.e. in xM und somit ist X = (X+)* offen.

4. Seien R artinsch und X C V ein R-Untermodul.

(a) Ist V/X endlich koerzeugt, so ist X C V offen genau dann, wenn X abgeschlos-
sen ist ([Ber89, 2.6]). Die artinschen Ringe sind aber dadurch gekennzeichnet,
dass jeder endlich erzeugte R-Modul endlich koerzeugt ist ([Wis88, 31.4]) und
die Aussage folgt.

(b) Sei X C V R-koendlich und abgeschlossen. Dann ist X nach (a) offen und
damit ist auch Y D X offen und folglich abgeschlossen. Offensichtlich ist Y C V'
R-koendlich.

5. Sei V <5 W* eine Einbettung.

(a) Ist X C V ein endlich erzeugter R-Untermodul, dann gilt nach A.0.3 (3): X1+ =
V' N AnKe(X) = X und somit ist X nach (1) abgeschlossen.

(b) Ist gW e.e., dann sind alle R-Untermoduln von V' e.e. und die Aussage folgt
aus (a).

Die folgende Aussage bestimmt die abgeschlossenen bzw. offenen R-Untermoduln
von V' bzgl. V[Z,,(W)] :

A.0.5. Proposition. Sei R ein injektiver Kogenerator.

1. Fiir jeden R-Untermodul X CV ist X = X++.
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2. Fiir R-Untermoduln X C'Y C V liegt X dicht in' Y genau dann, wenn X+ =Y+,
Insbesondere ist X C 'V dicht genau dann, wenn X+ = 0 ist.

3. Die Menge der abgeschlossenen R-Untermoduln von V' ist gegeben durch

C(V) = {K*| K C W ist ein beliebiger R-Untermodul}.

4. Ist R ein QF Ring, dann ist die Menge der offenen R-Untermodul von V' gegeben
durch

O(V) = {K*| K C W ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}.

Beweis. 1. Nach Lemma A.0.4 (1) ist X C X1+, Auf der anderen Seite, sei v €
XA\ X. Dann existiert ein endlich erzeugter R-Untermodul K C W, so dass U ¢
X + K+. Nach Voraussetzung ist V/(X + K*) R-koerzeugt, also ist v ¢ X + K+ =
KeAn(X + K1) (vgl. A.2). Daher existiert § € V*, so dass §(X + K*+) = 0 und
§(0) # 0. Nach Voraussetzung ist R injektiv und es folgt aus A.0.3 (3): § € An(K*) =
AnKe(xp(K)) = xp(K), d.h. es existiert w € K, so dass § = xp(w). Nach Wahl von
§ ist w € X*. Nach Vorassetzung ist aber v € X+ und daher

0=<v,w>=xp(w)(v) =6(v) #0
(Widerspruch). Daraus folgt 7 € X.

2. Es liegt X dicht in Y genau dann, wenn X = Y. Die Aussage folgt dann schon aus

(1).
3. folgt aus (1) und Lemma A.0.4.

4. Fiir jeden endlich erzeugten R-Untermodul K C W ist K+ nach Definition offen.
Andererseits, ist X C V ein offener R-Untermodul, dann ist X abgeschlossen, also

ist X = X' Nach Lemma A.0.4 (2) ist X C V R-koendlich und somit ist X+ &5
An(X) ~ (V/X)* e.e. in g M.

A.0.6. Folgerung. Seien (V,W),(V',W') rechts-nicht-ausgearteten Paare und betrachte
V' bzw. V' mit der linear schwachen Topologie V[Z,s(W)] bzw. V[T s(W')]. Ist

(676‘) : (V,> W/) - (‘/7 W)
ein Paar-Morphismus (siehe 2.1.1), dann gilt:

1. Fiir jeden R-Untermodul K' C W' ist &1 (K'Y) = ((K'))*. Insbesondere ist € :
V — V' stetig.

2. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann ist €1 (Y') C V abgeschlossen fiir jeden abge-
schlossenen R-Untermodul Y' C V.
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Beweis. 1. Trivial.

2. Ist Y' C V' abgeschlossen dann existiert nach Proposition A.0.5 (3) ein R-Untermodul
K' ¢ W', so dass Y/ = K'*+. Nach (1) gilt aber £ 1(Y’) = ¢ 1K) = (§(K'))*, also
ist £ 1(Y’) C V abgeschlossen bzgl. V[T, (W)].

A.0.7. Lemma. Seien W, W' R-koerzeugte R-Moduln, 0 : W' — W eine R-lineare Ab-
bildung und betrachte W* und W™ mit den endlichen Topologien. Es gilt:

1. 0* Y (An(K")) = An(0(K")) fir jeden R-Untermodul K' C W'. Insbesondere ist 0*
W* — W' stetig.

2. Ist R W-injektiv, dann ist 0*(An(K)) = An(0~(K)) fiir jeden R-Untermodul K C
Ww.

3. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann gilt:

(a) 0% : W* — W™ ist linear abgeschlossen (also ist 0*(X) C W' abgeschlossen
fir jeden abgeschlossenen R-Untermodul X C W*).

(b) 0*(X) = 6*(X) fiir jeden R-Untermodul X C W*.
(c) Ke(0*(X)) = 0 (Ke(X)) fiir jeden R-Untermodul X C W*,

(d) jede endliche Summe von abgeschlossenen R-Untermoduln von W* ist abge-
schlossen.

Beweis. 1. Klar.

2. Sei K C W ein R-Untermodul. Offensichtlich ist *(An(K)) € An(6'(K)). Ande-
rerseits, betrachte die induzierte R-lineare Abbildung

0— W/ K)— W/K.

Nach Voraussetzung ist R W-injektiv und somit ist es W/ K-injektiv ( [Wis88, 16.2]).
Der Epimorphismus

(W/K)* — (W' /07 K))* — 0

induziert dann einen Epimorphismus

*

An(K) 55 An(071(K)) — 0.
3. Sei R ein injektiver Kogenerator.

(a) Ist X C W* ein abgeschlossener R-Untermodul, dann existiert nach Proposi-
tion A.0.5 (3) ein R-Untermodul K C W, so dass X = An(K). Nach (2) ist
0*(X) = 0*(An(K)) = An(f *(K)), also ist #*(X) C W’ abgeschlossen bzgl.
W™ [%,.(W")]. Daher ist 6" : W* — W’ linear abgeschlossen.

ls
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(b) Sei X C W* ein R-Untermodul. Nach (a) ist 6" linear abgeschlossen, also ist
0" (X) C 0*(X). Nach (1) ist 0*1(6*(X)) abgeschlossen und somit ist X C
6* (0% (X)), also #*(X) C 6*(X) und die Aussage folgt.

(c) Es gilt fiir jeden R-Untermodul X C W* :

Ke(0*(X)) = KeAnKe(d"(X)) = Ke(f"(X))
= Ke(0"(X)) = Ke(0"(AnKe(X)))
= 0 '(KeAnKe(X)) = 6 '(Ke(X)).

(d) Sei {Xj,..., X} eine endliche Menge von abgeschlossenen R-Untermoduln von
W*. Fiir jedes i = 1, ..., [ existiert nach Proposition A.0.5 (3) ein R-Untermodul
K; C W, so dass X; = An(K;). Nach Voraussetzung ist R W-injektiv und es
folgt nach Induktion aus A.0.3 (2):

l

l l

=1

l
also ist > X; C W* abgeschlossen.

=1
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