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Einleitung

Der Begriff Hopf-Algebra geht auf eine Arbeit von H. Hopf über Mannigfaltigkeiten
[Hop41] zurück und spielt eine große Rolle in weiten Bereichen der Mathematik, etwa in
der Algebraischen Topologie, der Theorie der Affinen Algebraischen Gruppen und Quanten-
gruppen und in der Mathematischen Physik. Während die grundlegenden Arbeiten (etwa
[Swe69], [Kap75], [Abe80]) Hopf-Algebren über Körpern betrachtet haben, gewinnen Hopf-
Algebren über beliebigen (kommutativen) Ringen in letzter Zeit zunehmend an Interesse.
Die Motivation dafür ist nicht das Interesse an Verallgemeinerung als Selbstzweck, sondern
ist durch die vielfältigen Anwendungen (z.B. in der Kodierungstheorie) bedingt, die ein
besseres Verständnis für die modultheoretischen Aspekte der Theorie der Hopf-Algebren
über beliebigen Ringen erfordern.

Ziel dieser Arbeit ist es, Dualitätssätze aus der Theorie der Hopf-Algebren über Körpern
auf beliebige Grundringe zu erweitern. Dazu zählen insbesondere die klassischen Dua-
litätssätze zwischen den Gruppen und den (kommutativen) Hopf Algebren (siehe Satz
II) und Dualitätssätze für die sogenannten verschränkten Produkte (siehe Satz III). Die
erzielten Ergebnisse werden wir u.a. auf konkrete Beispiele aus der Theorie der Affinen
Algebraischen Gruppen, der Gruppen-Ringe und der Linear Rekursiven Folgen anwenden.
Insbesondere verfeinern und erweitern wir die in [AG-TW2000] und [AG-TL2001] erzielten
Ergebnisse.

R sei ein kommutativer Ring. Wir betrachten R immer als einen linear topologischen
Ring mit der diskreten Topologie. Jeder R-Koalgebra C ist eine duale R-Algebra zugeord-
net, nämlich C∗ := HomR(C,R) mit dem sogenannten Konvolutionsprodukt. Auch wenn
R ein Körper ist, die Multiplikation einer R-Algebra A induziert im Allgemeinen keine
R-Koalgebra-Struktur auf A∗ := HomR(A,R). Ist R ein Körper, dann enthält A∗ jedoch
eine größte R-Koalgebra, die sogenannte stetige duale R-Koalgebra

A◦ := {f ∈ A∗| ∃ I C A, so dass A/I e.e. als R-Modul, und f(I) = 0 }.

Die Theorie der dualen Paare, wie (C∗, C) und (A,A◦), über Körpern ist gut entwickelt,
doch lassen sich die über Körpern vorliegenden Dualitätsbeziehungen (siehe Paragraph 2.2)
nicht ohne weiteres auf beliebige Grundringe übertragen.

Ist C eine flache R-Koalgebra, dann ist die Kategorie der C-Rechtskomoduln eine
Grothendieck-Kategorie (siehe z.B. [Wis99]). In [G-T98] hat J. Gómez-Torrecillas die da-
genannten rationale Systeme studiert (im Körper-Fall wurden diese u.a. von D. Radford
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2 EINLEITUNG

[Rad73] betarchtet). Für jedes rationale System (A,C) hat er Kategorie-Isomorphismen

MC ' RatC(AM) = σ[AC] (1)

erzielt, wobeiMC die Kategorie der C-Rechtskomoduln, RatC(AM) die Kategorie der C-
rationalen A-Linksmoduln und σ[AC] die Kategorie der C-suberzeugten A-Links-
moduln sind. Für den Spezialfall A = C∗ entsprechen seine Voraussetzungen die Projekti-
vität von RC und man gewinnt die -unabhängig davon- von R. Wisbauer [Wis99] erzielten
Ergebnisse.

In Zusammenarbeit mit J. Gómez-Torrecillas und J. Lobillo [AG-TL2001] haben wir
die Voraussetzungen auf die rationalen Systeme abgeschwächt, die sogenannte α-Bedingung
eingeführt und für jedes rationale System (A,C) die Kategorie-Isomorphismen (1) erzielt.
Im Spezialfall A = C∗ entsprechen unsere Voraussetzungen die lokal Projektivität von RC
im Sinne von B. Zimmermann-Huignes [Z-H76].

In der vorliegenden Arbeit erweist sich die α-Bedingung bei den Dualisierungen über
beliebigen Ringen als vorteilhaft:

Die Kategorie der messenden α-Paare. Betrachte ein Paar P = (V,W ) aus R-
Moduln V,W mit einer R-bilinearen Form

α : V ×W −→ R, (v, w) 7−→< v,w > .

Ist für jeden R-Modul M die induzierte R-lineare Abbildung

αPM : M ⊗W −→ HomR(V,M), m⊗ w 7−→ [v 7−→ m < v,w >]

injektiv, dann sagen wir P erfüllt die α-Bedingung (oder P ist ein α-Paar).
Wir sagen ein R-Modul W erfüllt die α-Bedingung, falls (W ∗,W ) ein α-Paar ist. G.

Garfinkel hat diese Moduln in [Gar76] universell torsionsfrei genannt. In [Z-H76] hat B.
Zimmermann-Huignes diese durch die dagenannten lokal projektiven Moduln charakte-
risiert (siehe Lemma 2.1.15).

Ein messendes Paar P = (A,C) besteht aus einerR-AlgebraA und einerR-Koalgebra
C, so dass die induzierte R-lineare Abbildung κP : A −→ C∗ ein Algebra-Morphismus ist.
Sind (A,C), (B,D) messende Paare, so besteht ein Morphismus von messenden Paa-
ren (ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C) aus einem Algebra-Morphismus ξ : A −→ B und einem
Koalgebra-Morphismus θ : D −→ C, so dass

< a, θ(d) >=< ξ(a), d > für alle a ∈ A und d ∈ D.

Mit Pm bezeichnen wir die Kategorie der messenden Paare mit den oben beschriebenen
Morphismen und mit der üblichen Komposition von Paaren. Mit Pαm ⊂ Pm bezeichnen
wir die volle Unterkategorie der messenden α-Paare. Wir nennen eine R-Koalgebra C eine
α-Koalgebra, falls (C∗, C) ein α-Paar ist (gleichbedeutend, wenn RC lokal projektiv ist).
Ist A eine R-Algebra (bzw. eine R-Bialgebra, eine R-Hopf-Algebra), so dass die Klasse der
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R-koendlichen A-Ideale ein Filter ist und (A,A◦) die α-Bedingung erfüllt, so nennen wir
A eine α-Algebra (bzw. α-Bialgebra, α-Hopf-Algebra).

Mit Hilfe von [Wis] zeigen wir, dass unsere Voraussetzungen in [AG-TL2001, Theorem
2.11] notwendig sind, und charakterisieren die messenden α-Paare:

Satz I. (Satz 2.2.16) Für jedes messende Paar P = (A,C) sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(i) P erfüllt die α-Bedingung, also ist P ∈ Pαm;
(ii) RC ist lokal projektiv und κP (A) ⊆ C∗ ist dicht (bzgl. der endlichen Topologie);
(iii) es gilt

MC ' RatC(AM) = σ[AC]
' RatC(C∗M) = σ[C∗C].

(2)

Die Kategorie-Isomorphismen (2) zeigen, dass für (A,C) ∈ Pαm die Kategorie der C-
Rechtskomoduln eine Grothendieck-Kategorie vom Typ σ[M ] ist, und wir können die gut
entwickelte Theorie dieser Kategorien (siehe [Wis88]) zur Betrachtung von Fragestellungen
in der Kategorie der C-Rechtskomoduln heranziehen.

Als Anwendung von den Kategorie-Isomorphismen (2) führen wir im Paragraphen 2.3
zu jeden Morphismus in der Kategorie Pαm einen Induktionsfunktor ein:

Induktionsfunktoren. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm und (ξ, θ) : (B,D) −→
(A,C) ein Morphismusin in Pαm. Dann bekommen wir einen Induktionsfunktor

IndQP (−) := Sp(σ[BD],HomA−(B,−)) : σ[AC] −→ σ[BD]. (3)

Außerdem induziert der Koalgebra-Morphismus θ : D −→ C einen kovarianten Funktor,
den Koinduktionsfunktor

−�CD :MC −→MD

(siehe 2.3.23). Bezeichne Ae die Einhüllende-Algebra von A, so bekommen wir Funktor-
Isomorphismen

IndQP (−) ' −�CD ' HomAe−(A,−⊗R D) (4)

(vgl. Proposition 2.3.12 und Satz 2.3.27).
Die Kategorie Pm umfaßt als Unterkategorien sowohl die Kategorie der Hopf-Paare

PHop, die M. Takeuchi in [Tak77] beim Studium der formalen Gruppen-Schemata eingeführt
hat, als auch die von S. Majid betrachtete Kategorie der Bialgebra-Paare PBig [Maj90].
Beide Kategorien haben sich beim Studium der affinen algebraischen Gruppen bzw. Quan-
tengruppen sowohl über Körpern, als auch für spezielle Konstruktionen über beliebigen
Grundringen als nützlich erwiesen (siehe auch [FRT89], [Tak92], [vDae93]). Im Paragra-
phen 2.5 führen wir die vollen Unterkategorie der α-Bialgebra-Paare PαBig ⊂ PBig und
die Unterkategorie der α-Hopf-Paare PαHopf ⊂ PHopf ein und betrachten Dualitätssätze in
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diesen Kategorien. Dabei spielt die folgende Aussage eine große Rolle, die als Verallgemei-

nerung von der entsprechenden Aussage von C. Chen und W. Nichols [CN90, Lemma 3]
anzusehen ist:

Lemma. ([AG-TW2000], [AG-TL2001]) Sei R noethersch. Eine R-Algebra A ist genau
dann eine α-Algebra, wenn A◦ ⊂ RA rein ist (im Sinne von Cohn). Ist A eine α-Algebra
(bzw. α-Bialgebra, α-Hopf-Algebra), dann ist A◦ eine R-Koalgebra (bzw. R-Bialgebra,
R-Hopf-Algebra). Ist R außerdem erblich, dann ist jede R-Algebra eine α-Algebra.

Im Paragraphen 2.5 betrachten wir die Induktionsfunktoren in der Kategorie der PαHopf .
Die wichtigsten Beispiele von solchen Funktoren sind die Induktionsfunktoren in der Theo-
rie der Affinen Algebraischen Gruppen bzw. der Quantengruppen, die bei der Betrach-
tung von den sogenannten induzierten Darstellungen auftauchen (siehe [CPS77], [Don80],
[Sch90], [PW91], [APW91]).

Mit Hilfe der Aussagen in [Jan87, Chapter 2] bekommen wir im Paragraphen 2.6 die
folgende Version des klassischen Dulaitätssatzes zwischen den Gruppen und den kommu-
tativen Hopf-Algebren (siehe [Mon93, 9.3] für den Körper-Fall):

Satz II. Klassischer Dualitätssatz (Satz 2.6.12, Satz 2.6.18). Bezeichnet CHopfR
die Kategorie der kommutativen R-Hopf-Algebren und Gr die Kategorie der Gruppen.
Für jede Gruppe G sei RG der Gruppen-Ring von G.

(1) Ist R noethersch und erblich, so gibt es eine Dualität zwischen Gr und CHopfR
mittels der rechts adjungierten kontravarianten Funktoren

Φ : Gr −→ CHopfR, G 7−→ (RG)◦ und Ψ : CHopfR−→ Gr , H 7−→ AlgR(H,R).

(2) Sei G ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G) und bezeichne mit

GM die Kategorie der G-Linksmoduln. Ist R(G) lokal projektiv in RM, dann haben wir
Kategorie-Äquivalenzen

GM≈MR(G) ' RatR(G)(R(G)∗M) = σ[R(G)∗R(G)]. (5)

Bezeichne hy(G) die Hyperalgebra von G, dann ist G := (hy(G), R(G)) ∈ Pαm genau dann,
wenn RR(G) lokal projektiv und G zusammenhängend sind.

Die im zweiten Kapitel entwickelten Techniken benutzen wir im dritten Kapitel zunächst
bei der Betrachtung einer natürlichen Fragestellung beim Studium von Dualitäten, nämlich
die (Ko)Reflexivität von Ko(Moduln) und Ko(Algebren). Ist P = (A,C) ein messendes
Paar, so induziert P auf A zwei Topologien, die sogenannte linear schwache Topolo-
gie A[Tls(C)] (siehe [Köt66]) und die C-adische Topologie TC(A) (siehe [AW97], [Ber94]).
Wir bemerken, dass die zwei Topologien übereinstimmen und benützen die Kenntnisse
über diese Topologien beim Studium der Kategorie der C-Komoduln (im Anhang sind die
Eigenschaften der linear schwachen Topologie über beliebigen Ringen bereitgestellt). Im Pa-
ragraphen 3.3 geben wir sowohl algebraische als auch topologische Charakterisierungen für
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die (ko)reflexiven (Ko)Algebren und (Ko)Moduln. Dabei verallgemeinern wir u.a. Resultate
aus [Taf72], [Taf77], [Rad73] und [Wit79] vom Körper-Fall auf beliebige Grundringe.

Im Paragraphen 3.4 erweitern wir die endlichen Versionen der Dualitätssätze für die
dualen Doi-Koppinen-Hopf-Moduln und die cleft H-Erweiterungen auf eine nicht endliche
Situation (siehe Propositionen 3.4.9, 3.4.14).

Im Paragraphen 3.5 beschäftigen wir uns mit Dualitätssätzen für die verschränkten
Produkte, die unabhängig von R. Blattner, M. Cohen, S. Montgomery [BCM86] und Y. Doi,
M. Takeuchi [DT86] eingeführt wurden. Die sogenannten Dualitätssätze für verschränkte
Produkte haben ihre Wurzeln u.a. in der Theorie der Gruppen-Ringe, etwa dem Cohen-

Montgomery-Dualitätssatz [CM84].
In [BM85] haben R. Blattner und S. Montgomery den Cohen-Montgomery-Dualitäts-

satz auf einen nicht endlichen Dualitätssatz für die Wirkungen von Hopf-Algebren auf
Algebren über Körpern erweitert und dabei eine endliche Version, die Van den Bergh
[vdB84] erzielte, verallgemeinert. Dieser, so genannte Blattner-Montgomery-Dualitätssatz,
wurde in [CN90] von C. Chen und W. Nichols auf Dedekind-Ringe übertragen und in
[AG-TL2001, Theorem 3.2] auf beliebige noethersche Ringe erweitert. Die folgende Aus-

sage erweitert Dualitätssätze von C. Chen für das verschränkte Produkt A#σH über
Grundkörper [Che93, Corollary 4] und über Dedekind-Ringe [Che93, Corollary 5] auf be-
liebige noethersche Ringe unter sehr schwachen Bedingungen:

Satz III. (Satz 3.5.14) Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipo-
de, U ⊂ H∗ eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und A#σH ein H-verschränktes Produkt
mit invertierbarem Kozykel. Nehme außerdem an, dass U die RL-Bedingung (3.20) bzgl.
H und zwei weitere Bedingungen (3.21, 3.22) erfüllt. Ist U ⊂ RH (A ⊗R H)-rein (z.B.
falls H eine α-Hopf-Algebra und U ⊂ H◦ eine R-Unterbialgebra sind), dann gibt es einen
R-Algebra-Isomorphismus

(A#σH)#U ' A⊗R (H#U).

Als Korollar von Satz III (mit σ trivial) erweitern wir die von C. Chen [Che93] ver-
besserte Version des Blattner-Montgomery-Dualitätssatzes auf beliebige noethersche Ringe
und verfeinern damit [AG-TL2001, Theorem 3.2]:

Satz IV. (Folgerung 3.5.17) Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver
Antipode und U ⊂ H◦ eine R-Unterbialgebra. Sei A eine H-Linksmodul-Algebra, so dass
A U -lokal-endlich ist (im Sinne von Blattner-Montgomery [BM85]). Erfüllt U die RL-
Bedingung (3.20) bzgl. H, so haben wir einen Algebra-Isomorphismus

(A#H)#U ' A#(H ⊗R U).

In letzter Zeit gewinnen die linear rekursiven Folgen über Ringen und Moduln bei Be-
trachtungen in der Kodierungstheorie mehr an Interesse (siehe [HN99], [KKMMN99]). Im
letzten Kapitel benutzen wir unsere Ergebnisse über die dualen Koalgebren und die dualen
Komoduln um Resultate von E. Taft et. al. ([PT80], [LT90], [Taf95]) bzw. L. Grünenfelder
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et. al. ([GO93], [GK97]) über die linear rekursiven Folgen vom Körper-Fall auf beliebige
noethersche (bzw. artinsche) Ringe zu verallgemeinern. Wir verallgemeinern auch Aussa-
gen von A. Mikhalev et. al. etwa [KKMN95, 14.15]:

Satz V. Bezeichne mit L<k> (bzw. D<k>, R<k>) den R[x1, ..., xk]-Modul der linear rekur-
siven (k)-Folgen, (bzw. der nicht-ausgearteten (k)-Folgen, der reversiblen (k)-Folgen).

(1) Ist R noethersch, dann ist L<k> eine R-Bialgebra mit dem Hadamard Produkt und
eine R-Hopf-Algebra mit dem Hurwitz-Produkt.

(2) Sei R artinsch. Dann ist R<k> eine R-Hopf-Algebra und D<k> ist eine R-Bialgebra
mit dem Hadamard-Produkt. Außerdem gibt es einen R-Bialgebra-Isomorphismus

L<k> ' D<k> ⊕R<k>.

Es sei erwähnt, dass die in dieser Arbeit entwickelten Techniken und Mittel auch die
Betrachtung der Kategorie der Komoduln eines Korings (d.h. eine “Koalgebra” über einem
nicht notwendig kommutativen Ring) ermöglichen (siehe [Abu]). Unabhängig davon sind
auch J. Gómez-Torrecillas und J. Lobillo zu ähnlichen Ergebnissen gekommen ( [G-TL]).

* * * * * * *
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir die benötigten Begriffe und Aussagen aus der Theorie
der Hopf-Algebra bereit. Ohne besonderen Hinweis werden wir die in [Swe69], [Abe80] und
[Mon93] entwickelten Begriffe und Notationen verwenden. Die nicht-definierten Begriffe
aus der Ring- bzw. Modultheorie findet man u.a. in [Wis88].

Wenn nicht anders vermerkt ist, bezeichne R einen assoziativen kommutativen Ring
mit 1R 6= 0R. Mit einem R-Modul M meinen wir einen unitären R-Bimodul mit rm = mr
für alle r ∈ R, m ∈M. Die Kategorie der R-Moduln wird mit RM bezeichnet. Mit −⊗−
bzw. Hom(−,−) meinen wir −⊗R − bzw. HomR(−,−). Für jeden R-Modul M bezeichne

M⊗R
ϑrM' M und R⊗M

ϑlM' M die kanonischen Isomorphismen. Für M1, ...,Mn ∈ RM und

$ ∈ Sn bezeichne M1 ⊗ ... ⊗Mn
τ$' M$(1) ⊗ ... ⊗M$(n) den kanonischen Isomorphismus.

Insbesondere setzen wir τ := τ (12).
Wir betrachten R immer als einen linear topologischen Ring mit der diskreten Topo-

logie. Wenn nicht anders vermerkt ist, betrachten wir für jeden R-Modul W den dualen
R-Modul W ∗ := HomR(W,R) als einen linear topologischen R-Modul mit der endlichen
Topologie (siehe A.0.1). Für jeden R-Modul E und jede Menge Λ identifizieren das direkte
Produkt EΛ mit dem R-Modul aller Abblildungen von Λ nach E.

Einen R-Modul M nennen wir endlich , falls M endlich erzeugt und projektiv in RM
ist. Ist A eine R-Algebra und ist M ein A-Links - bzw. A-Rechtsmodul, dann nennen wir
einen A-Untermodul N ⊂M R-koendlich , falls M/N e.e. in RM ist.

1.1 Hopf-Algebren

Der Begriff Hopf-Algebra geht auf eine Arbeit von H. Hopf [Hop41] zurück und spielt
eine wichtige Rolle in verschiedenen Bereichen der Mathematik und der Mathematischen
Physik.

Die Kategorie der R-Algebren bezeichnen wir mit AlgR. Wenn nicht anders vermerkt
ist, dann besitzt eine R-Algebra jede R-Algebra A ein Einselement (eine Einheit η : R −→
A). Für R-Algebren A,B bezeichne AlgR(A,B) die Menge der Algebra-Morphismen von
A nach B.

7



8 1.1. HOPF-ALGEBREN

Dual zu R-Algebren sind R-Koalgebren. Die Definitionen werden so gegeben, dass diese
Dualität unmittelbar ersichtlich ist.

1.1.1. Eine koassoziative R-Koalgebra ist ein R-Modul C mit einer R-linearen Abbildung
(Komultiplikation) ∆ : C −→ C ⊗R C, so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

C
∆ //

∆

��

C ⊗R C
id⊗∆

��
C ⊗R C ∆⊗id

// C ⊗R C ⊗R C

.

Existiert ε ∈ C∗, so dass

ϑrC ◦ (idC ⊗ ε) ◦∆ = idC = ϑlC ◦ (ε⊗ idC) ◦∆,

dann nennt man ε Koeinheit von C. Wenn nicht anders vermerkt ist, nehmen wir an,
dass jede R-Koalgebra eine Koeinheit hat.

Notation. Sei (C,∆) eine R-Koalgebra. Für c ∈ C benützen wir Sweedler-Heinemann’s∑
-Notation [Swe69]:

∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2 ∈ C ⊗ C.

Mit Hilfe der Koassoziativität von C definieren wir ∆n durch Induktion als

∆1 := ∆, ∆n+1 := (∆⊗ idn) ◦∆n : C −→ Cn+1, c 7−→
∑

c1 ⊗ ...⊗ cn+1 für n ≥ 1.

1.1.2. Kategorie der R-Koalgebren. Für zwei R-Koalgebren (C,∆C) und (D,∆D)
(mit Koeinheiten εC , εD) heißt eine R-lineare Abbildung f : D −→ C ein Koalgebra-
Morphismus, falls

∆C ◦ f = (f ⊗ f) ◦∆D (und εC ◦ f = εD).

Die Menge der R-Koalgebra-Morphismen von D nach C bezeichnen wir mit CogR(D,C).
Mit CogR. bezeichnen wir die Kategorie der koassoziativen R-Koalgebren mit Morphismen
den Koalgebra-Morphismen. Eine R-Koalgebra C heißt endlich, falls RC endlich erzeugt
und projektiv ist.

1.1.3. Definition. Seien M,N R-Moduln. Ein R-Untermodul K ⊂M heißt N -rein, falls
die kanonische R-lineare Abbildung ιK ⊗ idN : K ⊗N −→M ⊗N injektiv ist. Ist K ⊂M
N -rein für jeden R-Modul N, dann heißt N ein reiner R-Untermodul (im Sinne von Cohn).

Wie man leicht sieht, ist schon die Definition von Unterstrukturen einer R-Koalgebra
(z.B. Unterkoalgebren) subtil. Dabei erweist sich ggf. das folgende Lemma als nützlich:
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1.1.4. Lemma. ([Bou72, I.2.7, Proposition 7]) Ist K ⊂M ein reiner R-Untermodul (im
Sinne von Cohn), dann ist

(K ⊗M) ∩ (M ⊗K) = K ⊗K.

Notation. Sei M ein R-Moduln. Für jeden R-Untermodul M ′ ⊂ M bezeichnet ιM ′ :
M ′ ↪→M bzw. πM ′ : M −→M/M ′ die Einbettung bzw. die Projektion in RM.

Sind M,N R-Moduln, M ′ ιM′↪→ M und N ′
ιN′
↪→ N R-Untermoduln, so bezeichnen wir mit

Im(ιM ′ ⊗ idN) bzw. Im(idM ⊗ ιN ′) das kanonische Bild von ιM ′ ⊗ idN : M ′⊗N −→M ⊗N
bzw. idM ⊗ ιN ′ : M ⊗N ′ −→M ⊗N.

1.1.5. Definition. Sei (C,∆C , εC) eine R-Koalgebra. Einen R-Untermodul K ⊂ C nen-
nen wir:

eine R-Unterkoalgebra, falls K ⊂ C rein ist und ∆C(K) ⊂ K ⊗K;
ein C-Koideal, falls J ⊂ Ke(εC) und

∆C(K) ⊂ Im(ιK ⊗ idC) + Im(idC ⊗ ιK);

ein C-Rechts-Koideal (bzw. C-Links-Koideal, C-Bikoideal), falls K ⊂ C C-rein
ist und ∆C(K) ⊂ K ⊗R C (bzw. ∆C(K) ⊂ C ⊗R K, ∆C(K) ⊂ (K ⊗R C) ∩ (C ⊗R K)).

1.1.6. Für jede R-Algebra (A, µ) setze µop := µ ◦ τ . Dann ist Aop := (A, µop) eine R-
Algebra, die invers-isomorphe Algebra von A. Eine R-Algebra A ist genau dann kom-
mutativ, wenn A = Aop ist. Ist (C,∆, ε) eine R-Koalgebra, dann setzen wir ∆cop := τ ◦∆.
Offensichtlich ist Ccop := (C,∆cop, ε) eine R-Koalgebra, die invers-isomorphe Koalge-
bra von C. Eine R-Koalgebra C heißt kokommutativ, falls C = Ccop. Die Kategorie
der kommutativen R-Algebren (bzw. kokommutativen R-Koalgebren) bezeichnen wir mit
CAlgR (bzw. CCogR).

1.1.7. Sind A,B assoziative R-Algebren, dann ist A⊗RB eine assoziative R-Algebra mit
der induzierten Multiplikation. Haben A,B Einheiten ηA, ηB, dann ist ηA⊗B := ηA⊗ηB eine
Einheit für A⊗R B. Für jede R-Algebra A nennt man Ae := A⊗R Aop die Einhüllende-
Algebra von A.

Analog, sind (C,∆C), (D,∆D) koassoziative R-Koalgebren, dann ist C ⊗R D eine ko-
assoziative R-Koalgebra mit Komultiplikation

∆C⊗D : C ⊗R D
∆C⊗R∆C // (C ⊗R C)⊗R (D ⊗R D)

τ (23) // (C ⊗R D)⊗R (C ⊗R D) .

Haben C,D Koeinheiten εC , εD, dann ist εC⊗RD := ϑR ◦ (εC ⊗ εD) Koeinheit für C ⊗R D.
Für jede R-Koalgebra C nennt man Ce := C ⊗R Ccop die Einhüllende-Koalgebra von
C.

1.1.8. Die Konvolutionsalgebra. Für jede koassoziativeR-Koalgebra (C,∆C) (mit Koein-
heit εC) und jede assoziative R-Algebra (A, µA) (mit Einheit ηA) ist HomR(C,A) eine
assoziative R-Algebra, die Konvolutionsalgebra, mit dem Konvolutionsprodukt

(f ? g)(c) = (µA ◦ (f ⊗ g) ◦∆C)(c) =
∑

f(c1)g(c2) ∀ f, g ∈ HomR(C,A), c ∈ C (1.1)
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(und der Einheit ηA ◦ εC). Außerdem gibt es einen Bifunktor

HomR(−,−) : CogR ×AlgR −→ AlgR, (C,A) 7−→ (HomR(C,A), ?).

Somit ist jeder R-Koalgebra die duale R-Algebra C∗ := (HomR(C,R), ?) zugeordnet.
Betrachten wir den Grundring R ' R ⊗ R als eine R-Koalgebra, so ist R ' R∗ die duale
R-Algebra von R.

1.1.9. ([Par73, Satz 1.14]) Ist (A, µA, ηA) eine endliche R-Algebra, dann wird A∗ eine
endliche R-Koalgebra durch

µ∗A : A −→ (A⊗ A)∗ ' A∗ ⊗ A∗.

Bezeichne ER die Kategorie der endlichen R-Algebren, so gibt es einen Bifunktor

HomR(−,−) : ER ×CogR −→ CogR, (A,C) 7−→ HomR(A,C) ' A∗ ⊗ C.

Für die nicht endliche Situation siehe Proposition 2.4.9.

1.1.10. Lemma. ([Miy75, Lemma 1], [Wis2000, 12.6, 12.7]) Die Kategorie CogR hat
Koprodukte und ist kovollständig, wobei die direkten Summen und die direkten Limites von

RM induziert sind.

1.1.11. Bialgebren. Sei (H,µ, η) eineR-Algebra mit einerR-Koalgebra-Struktur vermöge
(H,∆, ε). Sind ∆, ε Algebra-Morphismen (gleichbedeutend µ, η Koalgebra-Morphismen),
so nennt man (H,µ, η,∆, ε) eine R-Bialgebra.

Einen reinen R-Untermodul U ⊆ H nennen wir eine R-Unterbialgebra, wenn er
zugleich eine R-Unteralgebra und eine R-Unterkoalgebra ist.

Für R-Bialgebren H und Y heißt eine R-lineare Abbildung f : H −→ Y, die zu-
gleich ein Algebra-Morphismus als auch ein Koalgebra-Morphismus ist, ein Bialgebra-
Morphismus. Die Menge der Bialgebra-Morphismen von H nach Y bezeichnen wir mit
BigR(H, Y ). Die Kategorie der R-Bialgebren mit Morphismen den Bialgebra-Morphismen
bezeichnen wir mit BigR. Für zwei R-Bialgebren H und K ist H ⊗R K eine R-Bialgebra
mit der üblichen Multiplikation, der üblichen Einheit und der Koalgebra-Struktur gegeben
in 1.1.7. Die Kategorie der kommutativen (bzw. kokommutativen) R-Bialgebren bezeichnen
wir mit CBigR (bzw. CCBigR).

1.1.12. Hopf-Algebren. Eine R-Hopf-Algebra ist eine R-Bialgebra (H,µ, u,∆, ε) mit
einer R-linearen Abbildung (Antipode) SH : H −→ H, so dass∑

SH(h1)h2 = ε(h)1H =
∑

h1SH(h2) für alle h ∈ H

(gleichbedeutend SH ist invertierbar in (EndR(H), ?) mit Inversem idH). Ist SH invertierbar
in (EndR(H), ◦), dann bezeichnen wir das Inverse mit SH . Ist H endlich, dann ist S bijektiv
([Par71]). Ist H kommutativ oder kokommutativ, dann ist S2 = idH (siehe [Swe69, 4.0.1.]).
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Einen reinen R-Untermodul U ⊆ H nennen wir eine R-Hopf-Unteralgebra, falls er
eine R-Unterbialgebra ist und SH(U) ⊆ U.

Sind H bzw. Y R-Hopf-Algebren mit Antipoden SH bzw. SY , dann gilt für jeden
Bialgebra-Morphismus f : H −→ Y : SY ◦ f = f ◦ SH , d.h. die Verträglichkeit der
Bialgebra-Morphismen mit der Antipode ist immer gewährleistet ( [Swe69, 4.0.4.]) und
die R-Hopf-Algebren bilden somit eine volle Unterkategorie HopfR ⊂ BigR. Die Mor-
phismen in HopfR nennt man auch Hopf-Algebra-Morphismen . Mit CHopfR (bzw.
CCHopfR) bezeichnen wir die Kategorie der kommutativen (bzw. kokommutativen) R-
Hopf-Algebren.

Sind H eine R-Hopf-Algebra mit Antipode SH und K eine R-Hopf-Algebra mit Anti-
pode SK , dann ist H ⊗R K eine R-Hopf-Algebra mit Antipode SH⊗K := SH ⊗ SK .

1.1.13. Definition. Sei H eine R-Bialgebra. Ein zweiseitiges Ideal, das auch ein H-
Koideal ist, nennt man ein Bi-Ideal. Ist H eine R-Hopf-Algebra mit Antipode SH und ist
J ⊂ H ein Bi-Ideal mit SH(J) ⊂ J, dann heißt J ein Hopf-Ideal.

1.1.14. Beispiel. ([Mon93, Example 1.5.6]) Sei R ein Körper von Charakteristik 6= 2.
Betrachte die 4-dimensionale R-Algebra

H4 :=< 1, g, x, gx| g2 = 1, x2 = 0, xg = −gx > (1.2)

und setze

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = g ⊗ x+ x⊗ 1,
ε(g) = 1, ε(x) = 0,
S(g) = g (= g−1), S(x) = = −gx.

Dann istH4 eine nicht-kommutative nicht-kokommutative R-Hopf-Algebra und wird Sweed-
ler’sche Hopf-Algebra genannt.

Die folgende Aussage läßt sich leicht nachweisen (vgl. [Swe69, 1.4.7, 4.3.1]):

1.1.15. Der Homomorphie-Satz

1. Seien D,C R-Koalgebren. Für jeden Koalgebra-Morphismus f : D −→ C ist Ke(f)
ein D-Koideal. Für jedes D-Koideal K ⊂ Ke(f) bekommt D/K eine eindeutig
bestimmte R-Koalgebra-Struktur, so dass die kanonische Projektion πK : D −→
D/K ein Koalgebra-Morphismus ist. Außerdem existiert ein eindeutig bestimmter
Koalgebra-Morphismus f : D/K −→ C, so dass f ◦ πK = f.

2. Seien H, Y R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren). Für jeden Bialgebra-Morphismus f :
H −→ Y ist Ke(f) ein H-Bi-Ideal (H-Hopf-Ideal) und es existiert eine eindeu-
tig bestimmte R-Bialgebra-Struktur (R-Hopf-Algebra-Struktur) auf H/K, so dass
πK : H −→ H/K ein Bialgebra-Morphismus ist. Außerdem existiert ein Bialgebra-
Morphismus f : H/K −→ Y, so dass f ◦ πK = f.



12 1.2. KOMODULN

1.1.16. Als triviales Beispiel einer R-Hopf-Algebra ergibt sich der Grundring R mit der
trivialen Algebra-Struktur und

∆R := ϑR : R ' R⊗R, εR := idR =: SR.

Ist C eine R-Koalgebra, dann ist εC ∈ CogR(C,R) und daher ist C+ := Ke(εC) ⊂ C nach
dem Homomorphie-Satz 1.1.15 ein C-Koideal und C/C+ ist eine R-Koalgebra. Ist H eine
R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra), dann ist εH : H −→ R ein Bialgebra-Morphismus
(bzw. Hopf-Algebra-Morphismus) und folglich ist H+ := Ke(εH) ein Bi-Ideal (bzw. Hopf-
Ideal) und H/H+ ' R als R-Bialgebren (bzw. R-Hopf-Algebren).

1.2 Komoduln

Notation. Seien S, T zwei Ringe. Für jeden (S, T )-Bimodul SUT und alle L ∈ TM, N ∈
SM bezeichne ζ l den funktoriellen Isomorphismus:

ζ l : HomT−(L,HomS−(U,N)) −→ HomS−(U ⊗T L,N), δ 7−→ [u⊗ l 7−→ δ(l)(u)].

Für jeden (T, S)-Bimodul TUS und alle L ∈ MT , N ∈ MS bezeichne ζr den funktoriellen
Isomorphismus:

ζr : Hom−T (L,Hom−S(U,N)) −→ Hom−S(L⊗T U,N) , δ 7−→ [l ⊗ u 7−→ δ(l)(u)].

Für die Betrachtungen in dieser Arbeit erweist sich auch die folgende Version der
Definition von A-Moduln einer R-Algebra A als vorteilhaft:

1.2.1. Moduln. Sei (A, µ) eine R-Algebra (nicht notwendig mit Einheit). Unter einem
A-Linksmodul M verstehen wir einen R-Modul M mit einer R-linearen Abbildung

ρM : M −→ HomR(A,M), ρM(m)(a) = am für alle a ∈ A,m ∈M,

so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

M

ρM
��

ρM // HomR(A,M)

(µ,M)

��
HomR(A,M)

(A,ρM )
// HomR(A,HomR(A,M))

ζl
// HomR(A⊗ A,M)

Ist außerdem AM = M, dann heißt M unitär. Ist ρM injektiv, so nennen wir M A-
treu. Hat A Einheit dann ist jeder unitäre A-Linksmodul M A-treu und ρM : M −→
HomR(A,M) ist ein zerfallender R-Monomorphismus.

Seien (M,ρM), (N, ρN) A-Linksmoduln. Mit der obigen Bezeichnung nennen wir eine
R-lineare Abbildung f : M −→ N einen A-Modul-Morphismus (kurz A-linear), falls

ρN ◦ f = (A, f) ◦ ρM .



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 13

DenR-Modul derA-linearen Abbildungen vonM nachN bezeichnen wir mit HomA−(M,N).
Mit AM bezeichnen wir die Kategorie der unitären A-Linksmoduln mit Morphismen den
A-linearen Abbildungen. Die Kategorie der A-treuen A-Linksmoduln mit Morphismen den
A-linearen Abbildungen bezeichnen wir mit AM̃.

Analog definieren wir die Kategorie der A-Rechtsmoduln. Für A-Rechtsmoduln M,N
bezeichne Hom−A(M,N) den R-Modul der A-linearen Abbildungen von M nach N. Die

Kategorie der unitären A-Rechtsmoduln bezeichnen wir mitMA. Mit M̃A bezeichnen wir
die Kategorie der A-treuen A-Rechtsmoduln.

1.2.2. Bimoduln. Seien (A, µA), (B, µB) R-Algebren, M sowohl ein A-Linksmodul durch
ρAM : M −→ HomR(A,M) als auch ein B-Rechtsmodul durch ρBM : M −→ HomR(B,M)
und betrachte den induziertenB-Rechtsmodul HomR(A,M) und den induziertenA-Linksm-

odul HomR(B,M). Mann nennt M einen (A,B)-Bimodul, falls ρAM B-linear (gleichbe-
deutend ρBM A-linear) ist. Sind M,N (A,B)-Bimoduln, dann nennt man eine R-lineare
Abbildung f : M −→ N einen (A,B)-Bimodul-Morphismus (kurz (A,B)-bilinear),
falls f A-linear und B-linear ist. Den R-Modul der (A,B)-bilinearen Abbildungen von M
nach N bezeichnen wir mit HomA−,−B(M,N). Einen (A,B)-Bimodul M nennen wir biu-
nitär, falls AM und MB unitär sind. Mit AMB bezeichnen wir die Kategorie der biunitären
(A,B)-Bimoduln mit Morphismen den (A,B)-bilinearen Abbildungen. Ein (A,B)-Bimodul
M ist (A,B)-treu, falls M A-treu und B-treu ist. Die Kategorie der (A,B)-treuen (A,B)-

Bimoduln mit Morphismen die (A,B)-bilinearen Abbildungen bezeichnen wir mit AM̃B.

Dual zu Moduln über Algebren sind Komoduln über Koalgebren:

1.2.3. Komoduln. Sei (C,∆) eine R-Koalgebra (nicht notwendig mit Koeinheit). Ein
C-Rechtskomodul ist ein R-Modul M mit einer R-linearen Abbildung

%M : M −→M ⊗R C, m 7−→
∑

m<0> ⊗m<1>,

so dass

(%M ⊗ idC) ◦ %M = (idM ⊗∆) ◦ %M .

Ist %M injektiv, dann nennen wir M kounitär. Hat C eine Koeinheit ε, dann ist M nach
([CC94, Lemma 1.1.]) kounitär genau dann, wenn

ϑrM ◦ (idM ⊗ ε) ◦ %M = idM .

In diesem Falle ist %M ein zerfallender R-Monomorphismus. Für C-Rechtskomoduln M,N
heißt eine R-lineare Abbildung f : M −→ N ein Komodul-Morphismus (kurz C-
kolinear), falls

%N ◦ f = (f ⊗ iC) ◦ %M .
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Die Menge der C-kolinearen Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit HomC(M,N).
Die Kategorie der kounitären C-Rechtskomoduln mit Morphismen den C-kolinearen Ab-
bildungen bezeichnen wir mitMC . Für N ∈MC nennen wir einen R-Untermodul K ⊂ N
mit einer C-Rechtskomodul-Struktur vermöge %K : K −→ K⊗C einen C-Unterkomodul

von M, falls K
ιK
↪→ N C-kolinear ist.

Ein (kounitärer) C-Linkskomodul ist ein R-Modul mit einer (injektiven) R-linearen
Abbildung

%M : M −→ C ⊗RM, m 7−→
∑

m<−1> ⊗m<0>,

so dass

(idC ⊗ %M) ◦ %M = (∆C ⊗ idM) ◦ %M .
Für zwei C-Linkskomoduln M,N bezeichne CHom(M,N) die Menge der C-kolinearen Ab-
bildungen von M nach N. Die Kategorie der kounitären C-Linkskomoduln mit Morphismen
den C-kolinearen Abbildungen bezeichnen wir mit CM.

1.2.4. Proposition. ([Wis99, 3.14]) Sei (C,∆C , εC) eine R-Koalgebra.

1. Jeder kounitäre C-Komodul (M,%M) induziert einen kovarianten Funktor

−⊗RM : RM−→MC , K 7−→ (K ⊗M, idK ⊗ %M).

Außerdem ist (−⊗RM,HomC(M,−)) ein adjungiertes Paar mittels der in K ∈ RM
und N ∈MC funktoriellen Isomorphismus

ΦK,N : HomC(K ⊗RM,N) −→ HomR(K,HomC(M,N)), g 7−→ [k 7−→ g(k ⊗−)]

mit Inversem h 7−→ [k ⊗m 7−→ h(k)(m)].

2. Der kofreie Funktor

−⊗R C : RM−→MC , K 7−→ (K, idK ⊗∆C)

ist rechts-adjungiert zum Vergissfunktor z : MC −→ RM mittels der in K ∈
RM und (M,%M) ∈MC funktoriellen Isomorphismus

ΨK,M : HomR(M,K) −→ HomC(M,K ⊗R C), h 7−→ (h⊗ idC) ◦ %M
mit Inversem f 7−→ [ϑrK ◦ (idK ⊗ εC) ◦ f ].

Dual zu Bimoduln von R-Algebren sind Bikomoduln von R-Koalgebren:

1.2.5. Bikomoduln. Seien C,D R-Koalgebren und M ∈ RM zugleich ein (kounitärer)
D-Linkskomodul vermöge %DM : M −→ D ⊗ M und ein (kounitärer) C-Rechtskomodul
durch %CM : M −→M ⊗C. Dann nennen wir M einen (bikounitären) (D,C)-Bikomodul,
falls %DM : M −→ D ⊗M C-kolinear (gleichbedeutend %CM : M −→ M ⊗ C D-kolinear)
ist. Für (D,C)-Bikomoduln M,N nennt man eine R-lineare Abbildung f : M −→ N,
die zugleich D-kolinear und C-kolinear ist, einen (D,C)-Bikomodul-Morphismus (kurz
(D,C)-bikolinear). Die Menge der (D,C)-bikolinearen Abbildungen von M nach N be-
zeichnen wir mit DHomC(M,N). Die Kategorie der bikounitären (D,C)-Bikomoduln mit
Morphismen den (D,C)-bikolinearen Abbildungen bezeichnen wir mit DMC .



Kapitel 2

Messende α-Paare

In diesem Kapitel führen wir die Kategorie der messenden Paare Pm über beliebigen
Ringen ein. Diese Kategorie umfaßt als Unterkategorien mehrere Kategorien von dualen
Paaren, die in der Theorie der Hopf-Algebren betrachteten sind. Wir zeigen außerdem,
dass sich wichtige Dualitätssätze im Körper-Fall auf eine Unterkategorie von Pm, nämlich
die Kategorie der messenden α-Paare Pαm, übertragen lassen. U.a. erweitern und verfeinern
wir die Aussagen von [AG-TW2000] und [AG-TL2001].

2.1 α-Paare

Beim Studium der Kategorie der Komoduln einer R-Koalgebra C haben wir in Zu-
sammenarbeit mit J. Gómez-Torrecillas und J. Lobillo [AG-TL2001] die sogenannte α-
Bedingung für ein messendes Paar P = (A,C) eingeführt und dabei Aussagen aus [G-T98]
und [Wis99] unter dieser schwächeren Bedingung erzielt. Diese Bedingung erweist sich
als eine natürliche Voraussetzung beim Studium der Dualitätssätze für Hopf-Algebren
über beliebigen Ringen. In diesem Zusammenhang erweitern wir die Beobachtungen in
[AG-TL2001] über die α-Paare und stellen ihre elementaren Eigenschaften bereit. Dabei
erweisen sich die linear schwache Topologie als nützlich (sihe den Anhang).

2.1.1. Die Kategorie P . Betrachte ein Paar P = (V,W ) von R-Moduln mit einer R-
bilinearen Form

α : V ×W −→ R, (v, w) 7−→< v,w > .

Ist die induzierte R-lineare Abbildung κP : V −→ W ∗ bzw. χP : W −→ V ∗ injektiv, so
heißt P links-nicht-ausgeartet bzw. rechts-nicht-ausgeartet. Sind κP und χP injektiv,
so nennt man P nicht-ausgeartet.

Sind (V,W ) und (V ′,W ′) zwei Paare, so besteht ein Paar-Morphismus

(ξ, θ) : (V ′,W ′) −→ (V,W )

aus R-linearen Abbildungen ξ : V −→ V ′ und θ : W ′ −→ W, so dass

< ξ(v), w′ >=< v, θ(w′) > für alle v ∈ V und w′ ∈ W ′.

15
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Die Paare mit den Paar-Morphismen (und mit der üblichen Komposition von Paaren)
bilden eine Kategorie P .

Für jedes Paar (V,W ) ∈ P betrachten wir W ∗ mit der endlichen Topologie W ∗[Tls(W )]
und V mit der induzierten linear schwachen Topologie V [Tls(W )] (siehe den Anhang).

2.1.2. Die Kategorie Pα. Ein Paar P = (V,W ) nennen wir ein α-Paar (oder sagen P
erfüllt die α-Bedingung), falls für jeden R-Modul M die folgende R-lineare Abbildung
injektiv ist:

αPM : M ⊗W −→ HomR(V,M), m⊗ w 7−→ [v 7−→< v,w > m]. (2.1)

Ist das Paar vom Kontext eindeutig bestimmt, so schreiben wir auch αM statt αPM . Mit
Pα ⊂ P bezeichnen wir die volle Unterkategorie, deren Objekte die α-Bedingung erfüllen.
Ein Paar P = (V,W ) nennen wir dicht, falls κP (V ) ⊆ W ∗ dicht ist.

2.1.3. Wir sagen ein R-Modul W erfüllt die α-Bedingung, falls (W ∗,W ) ein α-Paar
ist, also wenn für jeden R-Modul M die folgende R-lineare Abbildung injektiv ist:

αWM : M ⊗W −→ HomR(W ∗,M), m⊗ w 7−→ [f 7−→ f(w)m]. (2.2)

Solche Moduln hat G. Garfinkel in [Gar76] universell torsionsfrei genannt und wur-
den von B. Zimmermann-Huignes in [Z-H76] durch die dagenannten lokal projektiven
Moduln charakterisiert (siehe Lemma 2.1.15).

2.1.4. Annullatoren. Sei P = (V,W ) ein Paar. Für Teilmengen X ⊆ V,K ⊆ W setze

X⊥ := {w ∈ W | < X,w >= 0} und K⊥ := {v ∈ V | < v,K >= 0}.

Wir sagen eine Untermenge X ⊆ V (bzw. K ⊆ W ) ist orthogonal abgeschlossen
bezüglich P , falls X = X⊥⊥ (bzw. K = K⊥⊥) ist.

2.1.5. Bemerkung. Sei P = (V,W ) ∈ Pα. Dann ist W ⊂ V ∗ und daher ist W insbesondere
R-koerzeugt. Ist M ein beliebiger R-Modul, dann haben wir für jeden R-Untermodul N ⊂
M das kommutative Diagramm

N ⊗W
αPN //

ιN⊗idW
��

HomR(V,N)

M ⊗RW
αPM

55jjjjjjjjjjjjjjj

.

Nach Voraussetzung ist αPN : N ⊗W −→ HomR(V,M) injektiv und daher ist N ⊂ M ein
W -reiner R-Untermodul. M ist aber ein beliebiger R-Modul und daher ist RW flach. Ist
R perfekt, dann ist RW projektiv.

Eine wichtige Beobachtung für die α-Paare ist:
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2.1.6. Lemma. Sei P = (V,W ) ∈ Pα. Für jeden R-Modul M und jeden R-Untermodul
K ⊂M gilt für

∑
mi ⊗ wi ∈M ⊗W :∑

mi ⊗ wi ∈ K ⊗W ⇐⇒
∑

< v,wi > mi ∈ K für alle v ∈ V. (2.3)

Beweis. Nach Bemerkung 2.1.5 ist RW flach und wir bekommen ein kommutatives Dia-
gramm mit exakten Zeilen

0 // K ⊗W ιK⊗idW //
� _

αPK
��

M ⊗W π⊗idW //
� _

αPM
��

M/K ⊗W� _

αP
M/K

��

// 0

0 // HomR(V,K)
(V,ιK)

// HomR(V,M)
(V,π)

// HomR(V,M/K) // 0

Offensichtlich ist
∑

< v,wi > mi ∈ K für alle v ∈ V genau dann, wenn∑
mi ⊗ wi ∈ Ke((V, π) ◦ αM) = Ke(αM/K ◦ (π ⊗ idW )) = Ke(π ⊗ idW ) = K ⊗W.

2.1.7. Proposition. 1. Sei P = (V,W ) ein Paar.

(a) Sei W ′ ⊂ W ein R-Untermodul und betrachte das induzierte Paar P ′ := (V,W ′).
Ist P ′ ∈ Pα, dann ist W ′ ⊂ W rein. Ist P ∈ Pα, dann ist P ′ ∈ Pα genau dann,
wenn W ′ ⊂ W rein ist.

(b) Seien V ′ ⊂ V, W ′ ⊂ W R-Untermoduln, so dass < V ′,W ′ >= 0 und betrachte
das Paar Q := (V/V ′,W ′). Ist P ∈ Pα, dann ist Q ∈ Pα genau dann, wenn
W ′ ⊂ W rein ist.

2. Seien Q = (Y,W ) ein Paar, ξ : V −→ Y eine R-lineare Abbildung, P := (V,W ) das
induzierte Paar und betrachte die folgenden Aussagen:

(i) Q ∈ Pα und P ist dicht.

(ii) Q ∈ Pα und κP (V ) ⊂ κQ(Y ) ist dicht.

(iii) P ∈ Pα.

(iv) Q ∈ Pα und W
χP
↪→ V ∗ ist eine Einbettung.

Es gilt immer (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv). Ist R ein injektiver Kogenerator, dann
sind alle vier Aussagen äquivalent.

Beweis. 1. Die Aussage folgt aus der Kommutativität des folgenden Diagramms für
jeden R-Modul M

M ⊗W ′

idM⊗ιW ′
��

αP
′

M **TTTTTTTTTTTTTTTT

αQM // HomR(V/V ′,M)� _

��
M ⊗W

αPM

// HomR(V,M)
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2. Betrachte für jeden R-Modul M das kommutative Diagramm

M ⊗W
αQM //

αPM ))SSSSSSSSSSSSSSS HomR(Y,M)

(ξ,M)
��

HomR(V,M)

(i) =⇒ (ii) trivial.

(ii) =⇒ (iii) Sei Q ∈ Pα und nehme an κP (V ) ⊂ κQ(Y ) liege dicht. Sei
n∑
i=1

mi ⊗

wi ∈ Ke(αPM). Nach Voraussetzung existiert für jedes y ∈ Y ein v ∈ V, so dass
κQ(y)(wi) = κP (v)(wi) für i = 1, ..., n und es folgt daher:

αQM(
n∑
i=1

mi ⊗ wi)(y) =
n∑
i=1

< y,wi > mi =
n∑
i=1

< v,wi > mi

= αPM(
n∑
i=1

mi ⊗ wi)(v) = 0.

Damit ist Ke(αPM) = Ke(αQM) = 0 , also ist αPM injektiv. Der R-Modul M ist nach
Wahl beliebig und somit ist P ∈ Pα.
(iii) =⇒ (iv) trivial.

Sei R ein injektiver Kogenerator. Ist W
χP
↪→ V ∗ eine Einbettung, dann gilt nach

Proposition A.0.5 (1) κP (V ) = AnKe(κP (V )) = An(V ⊥) = An{0W} = W ∗, also ist
P dicht.

Über noetherschen Ringen ergibt sich die folgende interessante Beobachtung:

2.1.8. Proposition. Seien V ein R-Modul, RV der freie R-Modul mit Basis V, W ⊂ V ∗

ein R-Untermodul und betrachte das Paar P := (V,W ). Ist R noethersch, dann gilt:

1. Für jeden R-Modul M ist die folgende R-lineare Abbildung injektiv

βM : M ⊗RV −→MV , m⊗ f 7−→ [v 7−→ f(v)m], (2.4)

also ist P̃ := (RV,RV ) ein α-Paar.

2. für einen beliebigen R-Modul M ist αPM injektiv genau dann, wenn W ⊆ RV M-rein
ist.

3. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) P ∈ Pα;

(ii) αPM ist injektiv für jeden endlich präsentierten R-Modul M ;

(iii) W ⊂ RV ist rein.
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4. Sei R erblich. Dann ist P̆ := (V, V ∗) ∈ Pα. Außerdem ist P ∈ Pα genau dann, wenn
W ⊂ V ∗ ein reiner R-Untermodul ist.

Beweis. 1. Sei M ein beliebiger R-Modul und schreibe M als direkten Limes seiner
endlich erzeugten R-Untermoduln M = lim−→Λ

Mλ ([Wis88, 24.7]). Für jedes λ ∈ Λ ist
Mλ e.p. in RM und nach ([Wis88, 25.4]) ist

βMλ
: Mλ ⊗RV −→MV

λ

ein Isomorphismus. Außerdem stimmt für jedes λ ∈ Λ die Einschränkung von βM auf
Mλ mit βMλ

überein und somit ist die folgende Abbildung injektiv:

βM = lim−→βMλ
: lim−→Mλ ⊗RV −→ lim−→M

V
λ ⊂MV

Offensichtlich ist P̃ ∈ Pα genau dann, wenn βM injektiv ist für jedes M ∈ RM.

2. folgt aus (1).

3. Nach [Wis88, 34.5] ist W ⊂ RV genau dann rein, wenn W ⊂ RV M -rein ist für jeden
endlich präsentierten R-Modul M. Die Aussage folgt dann aus (2).

4. Nach [Wis88, 39.13] ist ein noetherscher Ring erblich genau dann, wenn jeder R-
Untermodul eines R-koerzeugten R-Moduls flach ist. Daher induziert der kanonische
Epimorphismus RV −→ V −→ 0 einen reinen Monomorphismus V ∗ ↪→ RV . Laut (1)
ist die kanonische Abbildung βM : M ⊗RV −→MV injektiv für jedes M ∈ RM und
daher folgt die Aussage aus der Kommutativität des Diagramms

M ⊗W
αPM //

id⊗ιW
��

HomR(V,M) � � //MV

M ⊗ V ∗

αP̆M

55kkkkkkkkkkkkkkk
� � //M ⊗RV

+ � βM

88qqqqqqqqqqq

2.1.9. Lemma. ([Bou74, II-3.6, III-4.2]) Sind

0 −→M ′ f−→M
g−→M ′′ −→ 0 und 0 −→ N ′

f̃−→ N
g̃−→ N ′′ −→ 0

exakte Folgen in RM, dann ist

Ke(g ⊗ g̃) ' Im(f ⊗ idN) + Im(idM ⊗ f̃)

und man bekommt einen kanonischen R-Isomorphismus

(M ⊗N)/Ke(g ⊗ g̃) 'M/M ′ ⊗N/N ′. (2.5)

Sind außerdem M,N R-Algebren und g, g̃ Algebra-Morphismen, dann ist (2.5) ein Algebra-
Isomorphismus.
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2.1.10. Folgerung. Sei R noethersch.

1. Seien X,X ′ Mengen und E ⊆ RX , E ′ ⊆ RX′ R-Untermoduln. Ist E ′ ⊆ RX′ E-rein
(oder ist E ⊆ RX E ′-rein), dann ist die folgende R-lineare Abbildung injektiv:

δ : E ⊗ E ′ −→ RX×X′ , f ⊗ f ′ 7−→ [(x, x′) 7−→ f(x)f ′(x′)]. (2.6)

2. Seien W,W ′ R-Moduln, X ⊂ W ∗, X ′ ⊂ W ′∗ R-Untermoduln und betrachte die kano-
nischen R-linearen Abbildungen

ψ : X ⊗X ′ −→ (W ⊗W ′)∗ und φ : W ⊗W ′ −→ (X ⊗X ′)∗.

Sind RW flach und Ke(X) ⊂ W ein reiner R-Untermodul (oder sind RW
′ flach und

Ke(X ′) ⊂ W ′ rein), dann ist

Ke(ψ(X ⊗X ′)) ' Ke(X)⊗W ′ +W ⊗Ke(X ′). (2.7)

Beweis. 1. Die Aussage folgt us Proposition 2.1.8 (1).

2. Seien RW flach und Ke(X) ⊂ W ein reiner R-Untermodul. Betrachte die Einbet-
tungen E := W/Ke(X) ↪→ RX , E ′ := W ′/Ke(X ′) ↪→ RX′ und das kommutative
Diagramm

W ⊗W ′ φ //

π⊗π′
��

(X ⊗X ′)∗� _

ι

��
W/Ke(X)⊗W ′/Ke(X′) � �

δ
// RX×X′

.

Nach Voraussetzung ist W/Ke(X) flach und somit ist δ nach (1) injektiv. Es folgt
somit aus Lemma 2.1.9:

Ke(ψ(X ⊗X ′)) := Ke(φ) = Ke(δ ◦ (π ⊗ π′))
= Ke(πX ⊗ πX′) = Ke(X)⊗W ′ +W ⊗Ke(X ′)

Notation. Seien Y, Z R-Moduln und betrachte die kanonische R-lineare Abbildung

δ : Y ∗ ⊗ Z∗ −→ (Y ⊗ Z)∗.

Für beliebige f ∈ Y ∗, g ∈ Z∗, setzen wir f⊗g = δ(f ⊗ g), also

(f⊗g)(
∑

yi ⊗ zi) :=
∑

f(yi)g(zi) für jedes
∑

yi ⊗ zi ∈ Y ⊗ Z.
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2.1.11. Lemma. Sind P = (V,W ), P ′ = (V ′,W ′) ∈ Pα, so ist auch P ⊗ P ′ := (V ⊗
V ′,W ⊗W ′) ∈ Pα.

Beweis. Für M ∈ RM betrachte das folgende kommutative Diagramm

M ⊗W ⊗W ′ αP⊗P
′

M //

αP
′

M⊗W
��

Hom(V ⊗ V ′,M)

Hom(V ′,M ⊗W )
(V ′,αPM )

// Hom(V ′,Hom(V,M))

ζl

OO

wobei ζ l der kanonische Isomorphismus ist. Für jeden R-Modul M sind αP
′

M⊗W und αPM
nach Voraussetzung injektiv und folglich ist αP⊗P

′

M injektiv.

2.1.12. Definition. Ein R-Modul W heißt infinitesimal flach, falls W ein direkter Li-
mes von endlichen R-Untermoduln ist. Wir nennen W stark flach (kurz s-flach), falls W
ein direkter Limes von projektiven R-Untermoduln ist.

2.1.13. Lemma. Sei W ein R-Modul.

1. Erfüllt W die α-Bedingung, dann erfüllt jeder reine R-Untermodul K ⊂ W die α-
Bedingung. Ist R W -injektiv, dann ist jeder die α-Bedingung erfüllende R-Untermodul
ein reiner R-Untermodul.

2. Sei W = lim−→ΛWλ für ein (mit der Inklusion) direktes System von R-Untermoduln
{Wλ}Λ. Ist R W -injektiv, dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Wλ erfüllt die α-Bedingung für jedes λ ∈ Λ.

(b) W erfüllt die α-Bedingung und Wλ ⊂ W ist ein reiner R-Untermodul für jedes
λ ∈ Λ.

3. U.a. erfüllt W die α-Bedingung, falls

RW projektiv ist, oder

W ein direkter Limes von projektiven direkten Summanden ist, oder

R W -injektiv und RW s-flach ist.

4. Ist R perfekt, dann erfüllt W die α-Bedingung genau dann, wenn RW projektiv ist.

Ist R noethersch, dann erfüllt W die α-Bedingung genau dann, wenn W ⊂ RW ∗ ein
reiner R-Untermodul ist.

Ist (W ∗,W ∗∗) ∈ Pα (z.B. falls R noethersch und erblich ist), dann erfüllt W die α-
Bedingung genau dann, wenn die kanonische Abbildung ΦW : W −→ W ∗∗ ein reiner
Monomorphismus ist.
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Beweis. 1. Standard.

2. Die Implikation (b) =⇒ (a) ist trivial. Sei RW -injektiv. SeiM ein beliebiger R-Modul

und nehme an
k∑
j=1

mj ⊗ wj ∈ Ke(αWM ). Dann existiert λ0 ∈ Λ, so dass {w1, ..., wk} ⊂

Wλ0 . R ist aber W -injektiv und somit existiert für jedes f ∈ W ∗
λ0

ein g ∈ W ∗, so dass
ι∗λ0

(g) = f und daher

α
Wλ0
M (

k∑
j=1

mj ⊗ wj)(f) =
k∑
j=1

f(wj)mj =
k∑
j=1

g(wj)mj = αWM (
k∑
i=1

mj ⊗ wj)(g) = 0.

Nach Voraussetzung ist α
Wλ0
M injektiv, also ist

k∑
j=1

mj ⊗wj = 0. Somit ist (W ∗,W ) ∈

Pα.

3. Sei RW projektiv mit dualer Basis {(fi, wi)}I ⊂ W ∗×W. Dann gilt für jeden R-Modul

M und jedes
k∑
j=1

mj ⊗ wj ∈ Ke(αWM ) :

k∑
j=1

mj ⊗ wj =
k∑
j=1

mj ⊗ (
∑
I

fi(wj)wi) =
∑
I

(
k∑
j=1

fi(wj)mj)⊗ wi =
∑
I

0⊗ wi = 0.

Daher erfüllt W die α-Bedingung. Die übrigen Aussagen lassen sich analog zu (2)
leicht nachweisen.

4. Die Äquivalenzen folgen aus Propositionen 2.1.7, 2.1.8 und Bemerkung 2.1.5.

2.1.14. Lokal projektive Moduln. Ein R-Modul W heißt lokal projektiv (im Sinne
von B. Zimmermann-Huignes [Z-H76]), falls es für jedes Diagramm

0 // F

g′◦ι   

ι //W
g

  BBBBBBBB

g′

��
L π

// N // 0

mit exakten Reihen, RF e.e. und jede R-lineare Abbildung g : W −→ N eine R-lineare
Abbildung g′ : W −→ L existiert, so dass das entstehende Viereck kommutative ist.

Das folgende Lemma charakterisiert die R-Moduln, die die α-Bedingung erfüllen.

2.1.15. Lemma. ([Gar76, Theorem 3.2], [Z-H76, Theorem 2.1]) Für einen R-Modul W
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. W erfüllt die α-Bedingung;
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2. W ist lokal projektiv;

3. W ist ein reiner R-Untermodul eines lokal projektiven R-Moduls;

4. für jedes w ∈ W existiert eine endliche Untermenge {(w1, f1), ..., (wn, fn)} ⊂ W ×
W ∗, so dass w =

n∑
j=1

fj(wi)w (d.h. W ist ein Spur-Modul im Sinne von J. Ohm

und D. Rush [OR72]).

2.1.16. Folgerung. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann sind für jedes Paar (V,W ) die
folgenden Aussage äquivalent:

(i) W erfüllt die α-Bedingung und κP (V ) ⊂ W ∗ ist dicht.
(ii) (V,W ) ist ein α-Paar.
(iii) W erfüllt die α-Bedingung und W ⊂ V ∗.
Ist R ein QF Ring, dann ist weiter dazu äquivalent:
(iv) RW ist projektiv und W ⊂ V ∗.
(v) W ⊂ RV ist ein reiner R-Untermodul.

2.1.17. Bemerkung. Sei P = (V,W ). Ist R halbeinfach (z.B. ein Körper), dann ist RW
projektiv und somit sind nach Folgerung 2.1.16 die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) P ist ein α-Paar.
(2) P ist ein dichtes Paar (d.h. κP (V ) ⊂ W ∗ ist dicht).
(3) W ⊂ V ∗.

Messende α-Paare

2.1.18. Definition. ([Swe69]) Seien A, B R-Algebren, C eine R-Koalgebra und betrachte
den natürlichen Isomorphismus

Ψ : HomR(C ⊗R A,B) −→ HomR(A,Hom(C,B)), f 7−→ [a 7−→ f(−⊗ a)].

Ist φ : C ⊗R A −→ B ein R-Morphismus, so dass κ := Ψ(φ) : A −→ (HomR(C,B), ?) ein
Algebra-Morphismus ist, so sagt man (C, φ) mißt A nach B.

2.1.19. Messende Paare. Seien A eine R-Algebra, C eine R-Koalgebra mit einer R-
linearen Abbildung φ : C⊗RA −→ R. Mißt (C, φ) A nach R, also ist κ := Ψ(φ) : A −→ C∗

ein Algebra-Morphismus, so nennen wir das Paar P = (A,C) ein messendes Paar.
Mit Pm ⊂ P bezeichnen wir die Unterkategorie, deren Objekte die messenden Paare

sind. Sind (A,C), (B,D) messende Paare, so ist ein Paar-Morphismus

(ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C)

ein Morphismus in Pm, falls ξ : A −→ B ein Algebra-Morphismus und θ : D −→ C ein
Koalgebra-Morphismus sind.
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Sei P = (A,C) ∈ Pm. Sind J C A ein Ideal und D
ι
↪→ C eine R-Unterkoalgebra mit

< J,D >= 0, dann nennen wir Q := (A/J,D) ein Unterpaar von P. Offensichtlich ist
Q ∈ Pm und

(π, ι) : (A/J,D) −→ (A,C)

ist ein Morphismus in Pm. Setzen wir C⊥ := {a ∈ A, < a,C >= 0}, so ist C⊥ ein
zweiseitiges A-Ideal und (A/C⊥, C) ⊂ (A,C) ein links-nicht-ausgeartetes Unterpaar.

Mit Pαm ⊂ Pm bezeichnen wir die volle Unterkategorie der messenden α-Paare. Ist
P = (A,C) ∈ Pαm, dann erfüllt jedes Unterpaar Q ⊂ P die α-Bedingung (vgl. Proposition
2.1.7 (1-b).

2.1.20. Ist (A,C) ein messendes Paar, so ist C ein unitärer A-Bimodul durch

a ⇀ c :=
∑

c1 < a, c2 > und c ↼ a :=
∑

< a, c1 > c2 ∀ a ∈ A, c ∈ C. (2.8)

Ist P links-nicht-ausgeartet, dann ist C ein treuer A-Bimodul. Offensichtlich ist C ein
unitärer und somit ein A-treuer A-Bimodul.

2.1.21. Seien A eine R-Algebra und M ein A-Linksmodul. Für jeden R-Linksmodul (A-
Linksmodul) N betrachten wir HomR(M,N) als einen kanonischen A-Rechtsmodul (A-
Bimodul) vermöge

(fa)(m) = f(am) (und (af)(m) = af(m)) für alle a ∈ A, f ∈ HomR(M,N) und m ∈M.
(2.9)

Ist M ein A-Rechtsmodul und N ein R-Modul (A-Rechtsmodul), dann betrachten wir
HomR(M,N) als einen kanonischen A-Linksmodul (A-Bimodul) durch

(af)(m) = f(ma) (und (fa)(m) = f(m)a) für alle a ∈ A, f ∈ HomR(M,N) und m ∈M.
(2.10)

2.1.22. Bemerkung. Seien P = (A,C) ein messendes Paar, M ein beliebiger R-Modul, und
betrachte M ⊗R C mit der von AC induzierten A-Linksmodul-Struktur und HomR(A,M)
mit der kanonischen A-Linksmodul-Struktur. So gilt für beliebige

∑
mi⊗ ci ∈M ⊗C und

a, ã ∈ A :

αPM(a ⇀
∑
mi ⊗ ci)(ã) =

∑
< ã, a ⇀ ci > mi =

∑
< ãa, ci > mi

= αPM(mi ⊗ ci)(ãa) = (a ⇀ αPM(mi ⊗ ci))(ã),

also ist αPM A-linear.

2.1.23. Lemma. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pm und (ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C) ein
Morphismus in P .

1. Setze P ⊗ P := (A ⊗ A,C ⊗ C) und nehme an χP⊗P : C ⊗ C ↪→ (A ⊗ A)∗ sei eine
Einbettung. Ist ξ ein Algebra-Morphismus, dann ist θ ein Koalgebra-Morphismus. Ist
A kommutativ, dann ist C kokommutativ.
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2. Sei B
κQ
↪→ D∗ eine Einbettung. Ist θ ein Koalgebra-Morphismus, dann ist ξ ein Algebra-

Morphismus. Ist C kokommutativ und A ⊆ C∗, dann ist A kommutativ.

Beweis. 1. Ist ξ eine Algebra-Morphismus, so gilt für beliebige d ∈ D, a, ã ∈ A :

χP⊗P (
∑
θ(d)1 ⊗ θ(d)2)(a⊗ ã) =

∑
< a, θ(d)1 >< ã, θ(d)2 >

= < aã, θ(d) >
= < ξ(aã), d >
= < ξ(a)ξ(ã), d >
=

∑
< ξ(a), d1 >< ξ(ã), d2 >

=
∑

< a, θ(d1) >< ã, θ(d2) >
= χP⊗P (

∑
θ(d1)⊗ θ(d2))(a⊗ ã).

Nach Voraussetzung ist χP⊗P : C ⊗ C ↪→ (A ⊗ A)∗ eine Einbettung und somit
ist
∑
θ(d)1 ⊗ θ(d)2 =

∑
θ(d1) ⊗ θ(d2) für jedes d ∈ D, also ist θ ein Koalgebra-

Morphismus.

Ist A kommutativ, dann gilt für alle c ∈ C und a, ã ∈ A :

χP⊗P (
∑
c1 ⊗ c2)(a⊗ ã) =

∑
< a, c1 >< ã, c2 > = < aã, c >

= < ãa, c > =
∑

< a, c2 >< ã, c1 >
= χP⊗P (

∑
c2 ⊗ c1)(a⊗ ã).

Nach Voraussetzung ist χP⊗P injektiv und daher ist
∑
c1 ⊗ c2 =

∑
c2 ⊗ c1 für jedes

c ∈ C, also ist C kokommutativ.

2. Analog zu (1).�

Mit Hilfe von Lemma 2.1.11 ergibt sich die folgende Aussage:

2.1.24. Lemma. Für P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pm gilt:

1. P ⊗Q := (A⊗B,C ⊗D) ∈ Pm.

2. Sind P,Q ∈ Pαm, dann ist P ⊗Q ∈ Pαm.

2.1.25. Bemerkung. Sei A eine R-Algebra. Ist M ein A-Linksmodul (bzw. A-Rechtsmodul,
A-Bimodul), dann stimmen die A-Rechtsuntermoduln (bzw. die A-Linksuntermoduln, die
A-Unterbimoduln) vonM∗ und dieRA-Rechtsuntermoduln (bzw. dieRA-Linksuntermoduln,
die RA-Unterbimoduln) von M∗ überein.

Notation. Für jede R-Algebra A setzen wir

KA := {I C A| I ist ein R-koendliches zweiseitiges A-Ideal},
EA := {I C A| A/I ist endlich erzeugt und projektiv in RM},
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2.1.26. Lemma. ([AG-TW2000, Proposition 2.6]) Ist R noethersch, dann gilt für jede
R-Algebra A :

A◦ := {f ∈ A∗| ∃ I C A ein R-koendliches Ideal, so dass f(I) = 0}
= {f ∈ A∗| ∃ I ⊂ A ein R-koendliches A-Rechts- bzw. A-Linksideal mit f(I) = 0}
= {f ∈M∗| Af bzw. fA ist e.e. in RM}
= {f ∈M∗| AfA ist e.e. in RM}.

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir Paare verschiedener Art. Zwei von diesen
Paaren sind von besonderem Interesse und spielen eine große Rolle bei den von uns be-
trachteten Dualitätssätzen: für jede R-Koalgebra C das kanonische Paar (C∗, C) und für
jede R-Algebra A, für die KA ein Filter ist, das kanonische Paar (A,A◦).

2.1.27. Definition. Eine R-Koalgebra C nennen wir eine α-Koalgebra, falls das kano-
nische Paar (C∗, C) die α-Bedingung erfüllt (gleichbedeutend wenn RC lokal projektiv
ist). Mit CogαR ⊂ CogR bezeichnen wir die volle Unterkategorie der α-Koalgebren. Ei-
ne R-Algebra (bzw. R-Bialgebra, R-Hopf-Algebra) A nennen wir eine α-Algebra (bzw.
α-Bialgebra, α-Hopf-Algebra), wenn KA ein Filter ist und (A,A◦) ein α-Paar ist. Mit
AlgαR ⊂ AlgR (bzw. BigαR ⊂ BigR, HopfαR ⊂ HopfR) bezeichnen wir die volle Un-
terkategorie der α-Algebren (bzw. Unterkategorie der α-Bialgebren, Unterkategorie der
α-Hopf-Algebren).

Ist (A, µA, ηA) eine endliche R-Algebra, dann ist (A∗, µ∗A, η
∗
A) eine R-Koalgebra (siehe

1.1.9). Ist A nicht endlich, so ist die kanonische R-lineare Abbildung δ : A∗⊗A∗ −→ (A⊗
A)∗ nicht surjektiv und somit induziert (A∗, µ∗A, η

∗
A) (auch im Körper-Fall) im Allgemeinen

keine R-Koalgebra-Struktur auf A∗. Ist R ein Körper und A eine R-Algebra (bzw. R-
Bialgebra, R-Hopf-Algebra), dann ist (A◦, µ◦A, η

◦
A) eine R-Koalgebra [Swe69, Proposition

6.0.2] (bzw. R-Bialgebra, R-Hopf-Algebra [Swe69, Seiten 122-123]). Diese Aussage wurde in
[CN90] auf Dedekind-Ringe verallgemeinert und in [AG-TW2000] auf erbliche noethersche
Ringe erweitert:

2.1.28. Lemma. ([AG-TW2000], [AG-TL2001]) Sei A eine R-Algebra (bzw. R-Bialgebra,
R-Hopf-Algebra). Ist R noethersch, dann gilt:

1. A ist eine α-Algebra genau dann, wenn A◦ ⊂ RA rein ist. Ist R außerdem erblich,
dann ist AlgαR = AlgR.

2. Ist A eine α-Algebra (bzw. eine α-Bialgebra, eine α-Hopf-Algebra), dann ist A◦ eine
R-Koalgebra (bzw. eine R-Bialgebra, eine R-Hopf-Algebra).

Lemma 2.1.28 wird in Satz 2.4.5 verfeinert.
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2.2 Rationale Darstellungen

Das Konzept der rationalen Darstellungen bzw. der rationalen Moduln geht auf die Theo-
rie der Affinen Algebraischen Gruppen zurück (siehe z.B. [Voi77], [Yan77], [Don85]). In
[Swe69, Seite 37] wurde für jedes dichte Paar (A,C) über einem Körper die Kategorie
der C-rationalen A-Linksmoduln RatC(AM) mit der Kategorie der C-Rechtskomoduln
identifiziert. Die Identifizierung der beiden Kategorien wurde in [G-T98] auf rationale Sy-
steme (A,C) über beliebigen Ringen verallgemeinert, und auf die Kategorie σ[AC] der
C-suberzeugten A-Linksmoduln erweitert. Das kanonische Paar (C∗, C) ist ein rationales
System im Sinne von [G-T98] genau dann, wenn RC projektiv ist, und man gewinnt die
auch in [Wis99] erzielten Kategorie-Isomorphismen MC ' RatC(C∗M) = σ[C∗C].

In [AG-TL2001] haben wir die α-Bedingung für messende Paare eingeführt und für
jedes messende α-Paar (A,C) die Kategorie-Isomorphismen MC ' RatC(AM) = σ[AC]
erzielt. Für A = C∗ entspricht die α-Bedingung laut Lemma 2.1.15 die lokal Projektivität
von RC.

In diesem Paragraphen charakterisieren wir die messende α-Paare (A,C) als diejenigen,
für die RC die α-Bedingung erfüllt (gleichbedeutend RC lokal projektiv) und κP (A) ⊂ C∗

dicht ist (Satz 2.2.16). Wir beschäftigen uns sowohl mit algebraischen als auch mit topologi-
schen Charakterisierungen der rationalen Darstellungen für messende α-Paare (Proposition
2.2.26). Außerdem behandeln wir auch den Fall in dem die R-Algebra A keine Einheit hat
(Satz 2.2.13).

Zunächst definieren wir die Kategorien vom Typ σ[M ]. Für eine ausführliche Be-
trachtung von solchen Kategorien sei auf [Wis88] und [Wis96] verwiesen.

2.2.1. Subgeneratoren. Seien A eine R-Algebra und M ∈ AM. Ein A-Linksmodul N
ist M-suberzeugt, oder K ist ein Subgenerator für N, falls N isomorph ist zu einem
A-Untermodul eines K-erzeugten A-Linksmoduls (gleichbedeutend, wenn N Kern eines
Homomorphismus zwischen K-erzeugten A-Linksmoduln ist). Mit σ[AK] bezeichnen wir
die volle Unterkategorie von AM, deren Objekte die von K suberzeugten A-Linksmoduln
sind. Nach Definition ist σ[AK] die kleinste volle Grothendieck Unterkategorie von AM,
die K enthält. Außerdem haben wir einen Präradikal

Sp(σ[AK],−) : AM−→ σ[AC], M 7−→
∑
{f(U)| U ∈ σ[AK] und f ∈ HomA−(U,M)}.

(2.11)

Für jeden A-Linksmodul M ist Sp(σ[AK],M) ⊂ M der großte A-Untermodul, der von K
suberzeugt wird.

Analog definiert man für jeden A-Rechtsmodul K die Kategorie der K-suberzeugten
A-Rechtsmoduln σ[KA].

Notation. Seien A eine R-Algebra und N ein A-Linksmodul (bzw. ein A-Rechtsmodul).
Für Untermengen X, Y ⊂ N setzen wir

(Y : X) := {a ∈ A| aX ⊂ Y } (bzw. (Y : X) := {a ∈ A| Xa ⊂ Y }).
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Ist Y = {0N}, dann setzen wir auch AnA(X) := (0N : X). Ist N ein A-Bimodul, so setzen
wir für jede Untermenge X ⊂ N :

AnlA(X) := {a ∈ A| aX = 0N} und AnrA(X) := {a ∈ A| Xa = 0N}.

2.2.2. Die C-adische Topologie. Sei P = (A,C) ∈ Pm und betrachte C als einen A-
Linksmodul durch (⇀) in (2.8). Dann ist die Klasse der A-Linksideale

BC−(0A) := {AnlA(W )| W ⊂ C ist eine endliche Untermenge}

Umgebungsbasis der 0A einer links-linearen Topologie, der C-adischen Topologie TC−(A),
und (A, TC−(A)) ist eine links-linear topologische R-Algebra (siehe [AW97], [Ber94]). Ein
A-Linksideal I Cl A ist offen bzgl. TC−(A) genau dann, wenn A/I C-suberzeugt ist. Außer-
dem stimmen die diskreten (A,T)-Linksmoduln und die C-suberzeugten A-Linksmoduln
überein genau dann, wenn T =TC−(A) ist. Damit ist für jeden A-Linksmodul N

Sp(σ[AC], N) = {n ∈ N | ∃ F = {c1, ..., ck} ⊂ C mit (0C : F ) ⊂ (0N : n)}.

Die Kategorie σ[AC] der C-suberzeugten A-Linksmoduln und die Kategorie der diskreten
(A, TC−(A))-Moduln stimmen dann überein.

Betrachten wir C als einen A-Rechtsmodul vermöge (↼) in (2.8), so definiret man
analog die C-adischen rechts-linear Topologie T−C(A) (siehe [AW97], [Ber94]). Die
Kategorie der C-suberzeugten A-Rechtsmoduln σ[CA] und die Kategorie der diskreten
(A, T−C(A))-Moduln stimmen dann überein.

2.2.3. Die linear schwache Topologie. Sei P = (A,C) ∈ Pm und setze für jede Unter-
menge K ⊂ C bzw. I ⊂ A :

K⊥ := {a ∈ A| < a,K >= 0} bzw. I⊥ := {c ∈ C| < I, c >= 0}.

Dann ist die Klasse der R-Untermoduln von A :

F(0A) := {K⊥| K ⊂ C ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}

eine Filterbasis und induziert somit auf A eine Topologie, die linear schwache Topo-
logie A[Tls(C)], so dass (A,A[Tls(C)]) ein linear topologischer R-Modul und F(0A) eine
Umgebungsbasis der 0A wird (siehe den Anhang).

2.2.4. Lemma. Sei P = (A,C) ∈ Pm.

1. Die linear schwache Topologie A[Tls(C)] und die C-adische Topologie TC−(A) stim-
men überein. Insbesondere ist (A,A[Tls(C)]) eine linear topologische R-Algebra. Ein
A-Linksmodul M ist genau dann (A,A[Tls(C)])-diskret, wenn AM C-suberzeugt ist.

2. TC−(A) ist genau dann Hausdorff, wenn A
κP
↪→ C∗.
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3. Ist κP (A) ⊂ C∗ dicht und ist R C-injektiv, dann ist Â ' C∗, wobei Â die Ver-
vollständigung von A bzgl. A[Tls(C)] ist.

4. C∗[Tls(C)] ist Hausdorff. Ist R C-injektiv, dann ist C∗[Tls(C)] vollständig.

Beweis. 1. Sei U eine Umgebung der 0A bzgl. A[Tls(C)]. Dann existiert ein endlich
erzeugter R-Untermodul K ⊂ C, so dass K⊥ ⊂ U. Es gilt aber für jedes a ∈ (0C : K)

< a, c >=< a,
∑

ε(c1)c2 >= ε(a ⇀ c) = 0,

und daher (0C : K) ⊆ K⊥ ⊂ U, also ist U eine Umgebung der 0A bzgl. TC−(A).
Andererseits, sei U eine Umgebung der 0A bzgl. TC−(A). Dann existiert eine endliche

Menge W = {c1, ..., ck}, so dass (0C : W ) ⊆ U. Sei ∆(ci) =
ni∑
j=1

cij ⊗ c̃ij für i = 1, ..., k

und setze F := {c̃ij| j = 1, ..., ni, i = 1, ..., k}. Dann ist F⊥ ⊆ (0C : W ) ⊂ U, also
ist U eine Umgebung der 0A bzgl. A[Tls(C)]. Daher ist A[Tls(C)] = TC−(A). Die
Aussage folgt dann aus 2.2.2.

2. Bezeichnet Cf die Menge der endlich erzeugten R-Untermoduln von C, so gilt nach
(1):

0A :=
⋂
{K⊥| K ∈ Cf} = (

⋃
{K ∈ Cf})⊥ = C⊥ = Ke(κP ).

3. Betrachte für jeden endlich erzeugten R-UntermodulK
ιK
↪→ C die R-lineare Abbildung

ϕK : A −→ K∗, a 7−→ [k 7−→< a, k >].

Nach Voraussetzung ist ι∗K : C∗ −→ K∗ surjektiv und κP (A) ⊂ C∗ ist dicht und
somit ist ϕK surjektiv, also ist A/K⊥ ' K∗. Schreibe C = lim−→Kλ für ein direktes
System {Kλ}Λ von endlich erzeugten R-Untermoduln von C. Dann gilt:

Â := lim←−A/K
⊥
λ ' lim←−K

∗
λ ' HomR(lim−→Kλ, R) ' C∗.

4. folgt schon aus (3) und (4).�

Als Korollar von Lemma 2.2.4 und Proposition A.0.5 bekommen wir die folgende
Aussage:

2.2.5. Folgerung. Ist P = (A,C) ∈ Pm, dann sind für jeden R-Untermodul Y ⊂ A die
folgenden Aussagen äquivalent:

1. Y ⊂ A ist dicht bezüglich A[Tls(C)].

2. Y ⊂ A ist dicht bezüglich der endlichen Topologie auf EndZ(C).

Ist R ein injektiver Kogenerator und ist C
χP
↪→ A∗ eine Einbettung, dann ist weiter

dazu äquivalent:
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3. Y ⊥ := {c ∈ C| < a, c >= 0 für jedes a ∈ Y } = 0.

Für jedes P = (A,C) ∈ Pαm charakterisieren wir im Folgenden die Kategorie der C-
Rechtskomoduln als die Kategorie der C-suberzeugten A-Linksmoduln σ[AC]. Durch diese
Charakterisierung können wir die guten Kenntnisse über die Kategorien vom Typ σ[M ]
(siehe [Wis88]) zum Studium der Kategorie MC heranziehen.

2.2.6. Sei P = (A,C) ∈ Pαm (A nicht notwendig mit Einheit). Einen A-Linksmodul
(M,ρM) nennen wir C-rational, falls (M,ρM) A-treu (d.h. wenn ρM : M −→ HomR(A,M)
injektiv ist), und für jedes m ∈M ein eindeutig bestimmtes Element

∑
mi⊗ ci ∈M ⊗RC

existiert, so dass

am =
∑

mi < a, ci > für alle a ∈ A und m ∈M.

Betrachte die Einbettung

αPM : M ⊗ C ↪→ HomR(A,M), m⊗ c 7−→ [a 7−→< a, c > m].

Für jeden A-treuen A-Linksmodul (M,ρM) nennen wir

RatC(AM) := {m ∈M | ρM(m) ∈ αM(M ⊗R C)}

den C-rationalen Untermodul von M und jedes m ∈ RatC(AM) ein C-rationales Ele-
ment. Einen A-treuen A-Linksmodul M nennen wir C-rational-frei, falls RatC(AM) = 0.

Mit RatC(AM̃) ⊂ AM̃ bezeichnen wir die volle Unterkategorie der C-rationalen A-
Linksmoduln. Die Kategorie der unitären C-rationalen A-Linksmoduln bezeichnen wir mit
RatC(AM).

Analog definiert man die Kategorie der C-rationalen A-Rechtsmoduln CRat(M̃A). Die
Kategorie der unitären C-rationalen A-Rechtsmoduln bezeichnen wir mit CRat(MA).

Analog zu [G-T98, Proposition 2.9] bekommen wir:

2.2.7. Lemma. Sei P = (A,C) ∈ Pαm. Für jeden A-treuen A-Linksmodul M gilt:

1. RatC(AM) ⊂M ist ein A-Untermodul.

2. Für jeden A-Untermodul N ⊂M gilt RatC(AN) = N ∩ RatC(AM).

3. RatC(RatC(AM)) = RatC(AM).

4. Für jedes L ∈ AM̃ und jedes f ∈ HomA−(M,L) ist f(RatC(AM)) ⊆ RatC(AL).

Beweis. 1. Seien b ∈ A und m ∈ RatC(AM) mit %M(m) =
∑
mi ⊗ ci ∈ M ⊗ C. Dann

gilt für jedes a ∈ A :

a(bm) = (ab)(m) =
∑

mi < ab, ci >=
∑

mi < a, bci >,

also ist bm ∈ RatC(AM) mit %M(bm) =
∑
mi ⊗ bci ∈M ⊗ C.
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2. Offensichtlich ist RatC(AN) ⊆ N ∩ RatC(AM). Auf der anderen Seite, ist m ∈ N ∩
RatC(AM), dann existiert

∑
mi⊗ ci ∈M ⊗C, so dass

∑
mi < a, ci >= am ∈ N für

alle a ∈ A. Nach Lemma 2.1.6 ist
∑
mi ⊗ ci ∈ N ⊗ C, d.h. m ∈ RatC(AN).

3. folgt aus (1) und (2).

4. Seien L ∈ AM̃ und f ∈ HomA−(M,L). Ist m ∈ RatC(AM) mit %M(m) =
∑
mi⊗ci ∈

M ⊗ C, dann gilt für jedes a ∈ A :

af(m) = f(am) = f(
∑

mi < a, ci >) =
∑

f(mi) < a, ci >,

also ist f(m) ∈ RatC(AL) mit %L(f(m)) =
∑
f(mi)⊗ ci ∈ L⊗ C.�

2.2.8. Lemma. Sei P = (A,C) ∈ Pm (A nicht notwendig mit Einheit).

1. Ist (M,%M) ein C-Rechtskomodul, dann wird M ein A-Linksmodul durch

ρM : M
αM◦%M // HomR(A,M)

Hat A eine Einheit und ist M kounitär, dann ist AM unitär (und folglich A-treu).

2. Seien (M,%M), (N, %N) C-Rechtskomoduln und betrachte die induzierten A-Linksmodul-
Strukturen (M,ρM), (N, ρN). Ist f : M −→ N C-kolinear, dann ist f A-linear.

3. Seien N ein C-Rechtskomodul und K ein C-Unterkomodul. Betrachten wir die indu-
zierten A-Linksmodul-Strukturen (N, ρN), (K, ρK), dann ist K ⊂ N ein A-Untermodul.

Beweis. 1. Setze P ⊗ P := (A⊗ A,C ⊗ C) und betrachte das Diagramm

M
ρM //

ρM

��

NNNNNNNNNNNNNN

NNNNNNNNNNNNNN Hom(A,M)

(µ,M)

��

M
%M

��

%M //M ⊗ C
αM

44iiiiiiiiiiiiiiiii

idM⊗∆

��
M ⊗ C

αM
wwppppppppppp %M⊗idC

//M ⊗ C ⊗ C
αP⊗PM

**UUUUUUUUUUUUUUUU

Hom(A,M)
(A,ρM )

// Hom(A,Hom(A,M))
ζl
// Hom(A⊗ A,M)

(2.12)

Das rechte Trapez ist offensichtlich kommutativ und nach Definition von ρM sind
alle anderen Trapeze kommutativ. Nach Voraussetzung ist das innere Rechteck kom-
mutativ und somit ist das äußere Rechteck kommutativ, also ist (M,ρM) ein A-
Linksmodul. Hat A ein Einselement, dann ist κP (1A) = εC und somit ist für jedes
m ∈M : 1Am = εCm =

∑
m<0>εC(m<1>) = m, also ist AM unitär.
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2. Betrachte das Diagramm

M
f //

%M

��

ρM ''OOOOOOOOOOOOO N

%N

��

ρNwwooooooooooooo

HomR(A,M)
(A,f) // HomR(A,N)

M ⊗ C

αM

77ooooooooooo

f⊗idC
// N ⊗ C

αN

ggOOOOOOOOOOO

(2.13)

Das untere Trapez ist offensichtlich kommutativ und die Dreiecke sind nach Definition
von ρM , ρN kommutativ. Ist f C-kolinear, dann ist das äußere Rechteck kommutativ
und folglich ist das obere Trapez kommutativ, also ist f A-linear.

3. trivial.�

2.2.9. Lemma. Sei P = (A,C) ∈ Pαm (A nicht notwendig mit Einheit).

1. Ist (M,ρM) ∈ AM̃ C-rational, dann wird M ein kounitärer C-Rechtskomodul durch

%M : M
α−1
M ◦ρM //M ⊗ C

2. Seien (M,ρM), (N, ρN) ∈ AM̃ C-rational und betrachte (M,%M), (N, %N) ∈MC (vgl.
(1)). Dann ist HomC(M,N) = HomA−(M,N).

3. Sei (N, ρN) ∈ AM̃ C-rational und betrachte den induzierten C-Rechtskomodul (N, %N).
Ist K ⊂ N ein A-Untermodul, dann wird K ein kounitärer C-Unterkomodul und es
gilt außerdem %K = (%N)|K .

Beweis. 1. Ist (M,ρM) C-rational, dann ist ρM(M) ⊂ αM(M ⊗ C) (nach Definition).
Außerdem ist αM injektiv und somit ist %M := α−1

M ◦ ρM : M −→ M ⊗ C wohl
definiert. Setzen wir P ⊗ P := (A ⊗ A,C ⊗ C), dann bekommen ein kommutatives
Diagramm

HomR(A,M)

M
?�

ρM

OO

%M
//M ⊗ CT4

αM
ggOOOOOOOOOOO

Nach Voraussetzung istM einA-treuerA-Linksmodul (d.h. ρM ist injektiv) und somit
ist %M injektiv. Das rechte Trapeze in Diagramm (2.12) ist offensichtlich kommutativ
und nach Definition von %M sind alle anderen Trapeze kommutativ. Nach Vorausset-
zung ist M ein A-Linksmodul und somit ist das äußere Rechteck kommutativ. Laut
Lemma 2.1.11 ist αP⊗PM injektiv und daher ist das innere Rechteck kommutativ, also
ist (M,%M) ein kounitärer C-Rechtskomodul.
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2. SeienM,N ∈ RatC(AM̃) und f : M −→ N A-linear. Das untere Trapez in Diagramm
(2.13) ist offensichtlich kommutativ und nach Definition von %M , %N sind die Dreiecke
kommutativ. P erfüllt die α-Bedingung und somit ist αN injektiv. Ist f A-linear, dann
ist das obere Trapez kommutativ und daher ist das äußere Rechteck kommutativ, also
ist f C-kolinear. Daher ist HomA−(M,N) ⊆ HomC(M,N) und die Gleichung folgt
dann aus Lemma 2.2.8 (2).

3. Sei (N, ρN) ein C-rationaler A-Linksmodul. Ist K ⊂ N ein A-Untermodul, dann ist
nach Lemma 2.2.7 (2) RatC(K) = K ∩RatC(M) = K, also ist K ein C-rationaler A-
Linksmodul. Nach (1) ist K dann ein kounitärer C-Rechtskomodul vermöge einer R-

linearen Abbildungen %K : K −→ K⊗RC. Außerdem ist K
ιK
↪→ N nach Voraussetzung

A-linear und somit C-kolinear (nach (2)), d.h. K ⊂ N ist ein C-Unterkomodul. Nach
Bemerkung 2.1.5 ist RC flach und folglich ist %K = (%N)|K .�

2.2.10. Folgerung. Sei P = (A,C) ∈ Pαm.

1. Für jeden unitären A-Linksuntermodul bzw. A-Rechtsuntermodul D ⊂ A∗ gilt

RatC(AD) = C ∩D bzw. CRat(DA) = C ∩D.

2. Sei R noethersch. Ist A◦ C-rational, dann ist C = A◦.

Beweis. 1. Sei D ⊂ A∗ ein A-Linksuntermodul. Nach Lemma 2.2.7 ist C ∩ D ein C-
rationaler A-Linksmodul, also C ∩D ⊆ RatC(AD). Andererseits, ist f ∈ RatC(AD)
mit %D(f) =

∑
fi ⊗ ci ∈ D ⊗ C, dann gilt für jedes a ∈ A :

f(a) = (af)(1A) =
∑

fi(1A) < a, ci >,

also ist f =
∑
fi(1A)ci ∈ C. Daher ist C ∩ D = RatC(AD). Die entsprechende

Aussage für einen A-Rechtsuntermodul D ⊂ A∗ folgt nach Symmetrie.

2. Ist R noethersch, dann ist A◦ ⊂ A∗ ein A-Unterbimodul. Offensichtlich ist C
χP
↪→ A◦

und es gilt nach (1): A◦ = RatC(AA
◦) = C ∩ A◦ = C.�

2.2.11. Seien A eine R-Algebra, C eine R-Koalgebra und κ : A −→ C∗ ein Algebra-
Anti-Morphismus. Dann nennen wir P := (A,C) ein getwistetes messendes Paar.
Insbesondere ist für jede R-Koalgebra C die Paare (C∗op, C) und (C∗, Ccop) getwistete
messende Paare.

2.2.12. Für jede R-Koalgebra C ist

Ψ : (C∗, ?) −→ (EndC(C,C), ◦), f 7−→ [c 7−→
∑

f(c1)c2]

ein Algebra-Anti-isomorphismus. Ist P = (A,C) ∈ Pαm, dann ist nach Lemma 2.2.9
EndA−(C) = EndC(C,C) und folglich ist (EndA−(C), ◦) anti-isomorph zu C∗ alsR-Algebren.
Ist P ein getwistetes messendes α-Paar, dann ist (EndA−(C), ◦) ' C∗ als R-Algebren.
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2.2.13. Satz. Sei P = (A,C) ∈ Pm (A nicht notwendig mit Einheit). Erfüllt C die α-
Bedingung und ist κP (A) ⊂ C∗ dicht, dann ist jeder C-Rechtskomodul ein unitärer A-
Linksmodul und es gibt Kategorie-Isomorphismen

MC ' RatC(AM̃) = RatC(AM) = σ[AC]

' RatC(C∗M̃) = RatC(C∗M) = σ[C∗C].

Beweis. Schritt 1. MC ' RatC(AM̃).
Nach Voraussetzung und Proposition 2.1.7 (2) erfüllt P die α-Bedingung, also ist P ∈

Pαm. Nach Lemmata 2.2.8 und 2.2.9 bekommen wir die kovarianten Funktoren

A(−) : MC −→ RatC(AM̃),
(M,%M) 7−→ (M,αM ◦ %M),

(−)C : RatC(AM̃) −→ MC ,
(M,ρM) 7−→ (M,α−1

M ◦ ρM),

die als Identität auf die Morphismen wirken. Offensichtlich ist

(−)C ◦ A(−) ' idMC und A(−) ◦ (−)C ' idRatC(AM̃),

d.h. RatC(AM̃) 'MC .

Schritt 2. RatC(AM̃) = RatC(AM).

Seien (N, ρN) ∈ RatC(AM̃) und n ∈ N und nehme an %N(n) =
k∑
i=1

ni ⊗ ci. Nach

Voraussetzung ist κP (A) ⊂ C∗ dicht und es existiert daher a ∈ A, so dass κP (a)(ci) = ε(ci)
für i = 1, ..., k. Hiermit ist

n =
k∑
i=1

niε(ci) =
k∑
i=1

ni < a, ci >= an ∈ N,

also ist N ein unitärer A-Linksmodul.
Schritt 3. MC ' σ[AC].
Sei (N, %N) ∈MC . Ist R(Λ) π−→ N −→ 0 eine freie Darstellung von N in RM, dann ist

C(Λ) ' R(Λ) ⊗R C
π⊗id−→ N ⊗R C −→ 0

ein Epimorphismus in MC , also ist N ⊗ C C-erzeugt in MC . Außerdem ist %N : N −→
N ⊗R C injektiv und ist offensichtlich C-kolinear, also ist N ↪→ N ⊗ C ein A-Untermodul
(nach Lemma 2.2.8). Somit istMC ⊂ σ[AC]. Nach Bemerkung 2.1.5 ist RC flach und somit
ist MC ein Grothendieck-Kategorie (siehe z.B. [Wis99]). Die Kategorie σ[AC] ist aber die
kleinste abgeschlossene Unterkategorie von AM, die C enthält. Daraus folgtMC = σ[AC].

Schritt 4. C∗ hat Einheit und somit ist jeder unitäre C∗-Linksmodul A-treu. Nach
Voraussetzung ist (C∗, C) ∈ Pαm und wir bekommen wie oben gezeigt:

MC ' RatC(C∗M̃) = RatC(C∗M) = σ[C∗C].�
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Als Korollar von Lemma 2.1.13 und Satz 2.2.13 bekommen wir:

2.2.14. Folgerung. Sei C eine α-Koalgebra. Ist C2 := RatC(C∗C
∗) ⊂ C∗ dicht, dann

ist jeder C-Rechtskomodul N ein unitärer C2-Linksmodul (d.h. C2N = N) und es gibt
Kategorie-Isomorphismen

MC ' RatC(C2M̃) = RatC(C2M) = σ[C2C]

' RatC(C∗M̃) = RatC(C∗M) = σ[C∗C].

2.2.15. Lemma. ([Wis2000, 3.14.]) Seien T ein Ring, D ein T -Linksmodul und betrachte
EndZ(D) ⊂ DD mit der endlichen Topologie. Für Unterringe A ⊂ B ⊆ EndZ(D) sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

1. A ⊂ B liegt dicht;

2. für jede endliche Menge F = {d1, ..., dk} ⊂ D existiert für jedes b ∈ B ein a ∈ A, so
dass bdi = adi für i = 1, ..., k.

3. σ[AD] = σ[BD].

2.2.16. Satz. Für jedes messendes Paar P = (A,C) sind die folgenden Aussagen äquiva-
lent:

(i) P ∈ Pαm.
(ii) C ist eine α-Koalgebra (gleichbedeutend RC ist lokal projektiv) und κP (A) ⊂ C∗ ist

dicht.
(iii) Es gibt Kategorie-Isomorphismen

MC ' RatC(AM̃) = RatC(AM) = σ[AC]

' RatC(C∗M̃) = RatC(C∗M) = σ[C∗C].
(2.14)

Ist R ein injektiver Kogenerator, dann ist weiter dazu äquivalent:

(iv) C ist eine α-Koalgebra und C
χP
↪→ A∗ ist eine Einbettung.

Beweis. (ii) =⇒ (iii) Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 2.2.13 (da A ein Eins-
elemnt hat und κ(1A) = εC).

(iii) =⇒ (ii) Nach Voraussetzung ist MC ' RatC(C∗M) = σ[C∗C] und es folgt [Wis],
dass C die α-Bedingung erfüllt (gleichbedeutend RC lokal projektiv ist laut Lemma 2.1.15).
Außerdem ist nach Voraussetzung σ[AC] ' σ[C∗C] und daher ist κP (A) ⊆ C∗ nach Lemma
2.2.15 dicht.

(ii) =⇒ (i) folgt aus Proposition 2.1.7.
(i) =⇒ (iv) trivial.
Sei R ein injektiver Kogenerator.

(iv) =⇒ (ii). Ist C
χP
↪→ A∗, dann gilt nach Proposition A.0.5:

κP (A) = AnKe(κP (A)) = An(A⊥) = An(0C) = C∗,

also ist κP (A) ⊂ C∗ dicht.�
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Als Korollar von Proposition 2.1.7 und Satz 2.2.16 bekommen wir:

2.2.17. Folgerung. Seien Q = (B,C) ∈ Pm, ξ : A −→ B ein Algebra-Morphismus und
betrachte das induzierte messende Paar P := (A,C). Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(i) P ∈ Pαm.
(ii) Q ∈ Pαm und κP (A) ⊂ κQ(B) ist dicht.
(iii) C erfüllt die α-Bedingung und κP (A) ⊂ C∗ ist dicht.
(iv) es gibt Kategorie-Isomorphismen

MC ' RatC(AM) = σ[AC]
' RatC(C∗M) = σ[C∗C]
' RatC(BM) = σ[BC].

(2.15)

2.2.18. Folgerung. Sei C eine α-Koalgebra. Für jede R-Koalgebra D ⊆ C gilt:

1. D ⊆ C ist eine R-Unterkoalgebra genau dann, wenn Q := (C∗, D) ∈ Pαm. In die-
sem Falle ist D eine α-Koalgebra, ι∗D(C∗) ⊆ D∗ liegt dicht und es gibt Kategorie-
Isomorphismen

MD ' RatD(D∗M) = σ[D∗D].
' RatD(C∗M) = σ[C∗D].

2. Sei R C-injektiv. Dann ist D ⊂ C eine R-Unterkoalgebra genau dann, wenn D eine
α-Koalgebra ist.

3. Ist D ⊆ C eine R-Unterkoalgebra, dann gilt:

D = C ⇐⇒MD =MC ⇐⇒ C∗C D-rational ist.

Beweis. 1. Die Aussage folgt aus der Kommutativität des Diagramms

M ⊗D
αQM

**

idM⊗ιD //

αDM
��

M ⊗ C
αCM
��

HomR(D∗,M)
(ι∗D,M)

// HomR(C∗,M)

und Satz 2.2.16.

2. Standard.

3. Es genügt zu zeigen: C ∈ RatD(C∗M) =⇒ D = C.

Sei C ∈ RatD(C∗M) 'MD. Dann existiert eine R-lineare Abbildung

% : C −→ C ⊗R D, c 7−→
kc∑
i=1

ci ⊗ di,
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so dass g ⇀ c =
kc∑
i=1

< g, di > ci für jedes g ∈ C∗.

Betrachte das folgende Diagramm

C
% //

∆C ''PPPPPPPPPPPPP C ⊗D� _
idC⊗ι
��

C ⊗ C

(2.16)

und das α-Paar P := (C∗⊗C∗, C ⊗C) (vgl. Lemma 2.1.11). Ist c ∈ C, dann gilt für
alle f, g ∈ C∗ :

χP (
∑
c1 ⊗ c2)(f ⊗ g) =

∑
f(c1)g(c2) = f(g ⇀ c)

= f(
kc∑
i=1

< g, di > ci) = χP (
kc∑
i=1

ci ⊗ ι(di))(f ⊗ g),

und somit ist
∑
c1 ⊗ c2 =

kc∑
i=1

ci ⊗ ι(di) für jedes c ∈ C, also ist Diagramm (2.16)

kommutativ. Folglich gilt für jedes c ∈ C :

c =
∑

ε(c1)c2 =
kc∑
i=1

ε(ci)ι(di) ∈ ι(D).

Daher ist C = D.�

Als Korollar von Lemma 2.1.24 und Satz 2.2.16 bekommen wir:

2.2.19. Folgerung. Sind P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm, dann ist P ⊗Q := (A⊗ B,C ⊗
D) ∈ Pαm. Insbesondere ist C ⊗D eine α-Koalgebra, κP⊗Q(A⊗ B) ⊂ (C ⊗D)∗ liegt dicht
und es gibt Kategorie-Isomorphismen

MC⊗D ' RatC⊗D(A⊗BM) = σ[A⊗BC ⊗D]
' RatC⊗D(C∗⊗D∗M) = σ[C∗⊗D∗C ⊗D].

2.2.20. Birationale Moduln. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm und betrachte P ⊗
Q := (A⊗B,C⊗D) ∈ Pαm (vgl. Lemma 2.1.24). Sei (M,ρAM , ρ

B
M) ein (A,B)-treuer (A,B)-

Bimodul. Dann ist DRat(MB) ein A-Linksmodul, RatC(AM) ist ein B-Rechtsmodul und
wir nennen

RatC(A(DRat(MB))) = DRat(MB)∩RatC(AM) = DRat((RatC(AM))B) (2.17)

den (D,C)-birationalen Unterbimodul von M. Wir nennen M (D,C)-birational, falls
M = RatC(A(DRat(MB)).

Mit DRatC(AM̃B) ⊂ AM̃B bezeichnen wir die volle Unterkategorie der (D,C)-birationalen
(A,B)-Bimoduln. Die Kategorie der unitären (D,C)-birationalen (A,B)-Bimoduln be-
zeichnen wir mit DRatC(AMB).
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Als Verallgemeinerung von der entsprechenden Aussage [DNR, Theorem 2.3.3] im
Körper-Fall bekommen wir:

2.2.21. Satz. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pm (A,B nicht notwendig mit Einheiten).
Sind C,D α-Koalgebren und liegen κP (A) ⊂ C∗ und κQ(B) ⊂ D∗ dicht, dann gilt es
Kategorie-Isomorphismen

DMC ' DRatC(AM̃B) = DRatC(AMB) = σ[A(D ⊗ C)B]

q ' DRatC(C∗M̃D∗) = DRatC(C∗MD∗) = σ[C∗(D ⊗ C)D∗ ].

MC⊗Dcop ' RatC⊗D
cop

(A⊗BopM̃) = RatC⊗D
cop

(A⊗BopM) = σ[A⊗BopC ⊗Dcop]

' RatC⊗D
cop

(C∗⊗D∗opM̃) = RatC⊗D
cop

(C∗⊗D∗opM) = σ[C∗⊗D∗opC ⊗Dcop].

Beweis. Offensichtlich haben wir einen Kategorie-Isomorphismus DMC ' MC⊗Dcop und
daher läßt sich die Aussage aus Lemma 2.1.24 und Satz 2.2.13 mühelos ableiten.

2.2.22. Folgerung. Sei P = (A,C) ∈ Pm (A nicht notwendig mit Einheit) und betrachte
das Einhüllende-Paar P e := (Ae, Ce) ∈ Pm. Ist C eine α-Koalgebra und ist κP (A) ⊂ C∗

dicht, dann bekommen wir Kategorie-Isomorphismen:

CMC 'MCe ' CRatC(AM̃A) = CRatC(AMA) = σ[A(C ⊗ C)A].

' RatC
e

(AeM̃) = RatC
e

(AeM) = σ[AeC
e].

Eine große Rolle beim Studium der Kategorie der rationalen Darstellungen eines
P ∈ Pαm spielt der:

2.2.23. Endlichkeitssatz. Sei P = (A,C) ∈ Pαm.

1. Ist M ∈ RatC(AM) (bzw. M ∈ CRat(MA), M ∈ CRatC(AMA)), dann existiert für
jede endliche Menge {m1, ...,mk} ⊂ M ein N ∈ RatC(AM) (bzw. N ∈ CRat(MA),
N ∈ CRatC(AMA)), so dass RN e.e. ist.

2. Jede endliche Menge von C ist in einem C-Rechtskoideal (bzw. einem C-Linkskoideal,
einem C-Bikoideal) enthalten, die jeweils e.e. in RM sind.

Beweis. 1. Seien M ∈ RatC(AM) und {m1, ...,mk} ⊂ M. Dann ist Ami ⊂ M ein
A-Untermodul und somit ist ein C-Unterkomodul. Außerdem ist mi ∈ Ami und es

existiert eine Teilmenge {(mij, cij)}nij=1 ⊂ Ami × C, so dass %M(mi) =
ni∑
j=1

mij ⊗ cij

für i = 1, ..., k. Offensichtlich ist dann N :=
k∑
i=1

Ami =
k∑
i=1

ni∑
j=1

Rmij ⊂ M ein C-

Unterkomodul und enthält {m1, ...,mk}.
Die entsprechende Aussage für M ∈ CRat(MA) bzw. M ∈ CRatC(AMA) folgt aus
analogen Argumenten.
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2. Die Aussage ist ein Spezialfall von (1).�

Für jedes (A,C) ∈ Pαm folgt aus den Kategorie-Isomorphismen (2.14) und [Wis99,
2.9]:

2.2.24. Folgerung. Sei (A,C) ∈ Pαm.

1. RatC(AM) ist (A,R)-endlich (d.h. ein C-rationaler A-Linksmodul ist genau dann
e.e. in AM, wenn er e.e. in RM ist).

2. Ist R perfekt, dann erfüllt jeder C-rationale A-Linksmodul die absteigende Ketten-
Bedingung bzgl. der endlich erzeugten A-Untermoduln.

3. Ist R noethersch, dann ist jeder C-rationale A-Linksmodul lokal noethersch.

4. Ist R artinsch, dann hat jeder endlich erzeugte C-rationale A-Linksmodul endliche
Länge.

2.2.25. Proposition. Sei R noethersch. Ist (A,C) ∈ Pαm, dann sind die folgenden Aus-
sagen äquivalent:

1. A/AnlA(C) ist e.e. in RM.

2. RC ist endlich erzeugt;

3. CC∗ ist endlich erzeugt;

4. MC ' A/AnlA(C)M.

Beweis. (1) =⇒ (2) Betrachte C mit der A-Linksmodul-Struktur. Nach Voraussetzung ist

R noethersch und somit ist C
χP
↪→ (A/AnlA(C))∗ e.e. in RM.

(2) =⇒ (3) trivial.
(3) =⇒ (4) Nach 2.2.12 ist (EndA−(C), ◦) ' C∗op als R-Algebren. Nach Satz 2.2.16 ist

MC ' σ[C∗C] und die Aussage folgt aus [Wis88, 15.4].
(4) =⇒ (1) Nach Voraussetzung ist A/AnlA(C) ∈MC und daher ist der endlich erzeugte

A-Linksmodul A/AnlA(C) nach Folgerung 2.2.24 (1) e.e. in RM.�

Die folgende Aussage gibt topologische Charakterisierungen der C-rationalen A-
Linksmoduln. Dabei erweitern wir die von D. Radford in [Rad73, 2.2] gegebenen Charakte-
risierungen im Körper-Fall auf beliebige (artinsche) Ringe (siehe auch [LR97, Proposition
1.4.4]).

2.2.26. Proposition. Sei P = (A,C) ∈ Pαm und betrachte A mit der C-adischen Topologie
TC−(A) = A[Tls(C)] (siehe Lemma 2.2.4). Ist M ein unitärer A-Linksmodul, dann sind
für jedes m ∈M die folgenden Aussagen äquivalent:

1. es existiert eine endliche Menge W = {c1, ..., ck} ⊂ C, so dass (0 : W ) ⊂ (0 : m) ist;
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2. Am ist C-suberzeugt;

3. m ∈ RatC(AM).

4. es existiert ein endlich erzeugter R-Untermodul K ⊂ C, so dass K⊥ ⊂ (0 : m).

Ist R artinsch, dann sind dazu weiter äquivalent:

5. (0 : Am) enthält einen R-koendlichen abgeschlossenen R-Untermodul von A;

6. (0 : Am) ist ein R-koendliches abgeschlossenes A-Ideal;

7. (0 : m) enthält ein R-koendliches abgeschlossenes A-Ideal;

8. (0 : m) ist ein R-koendliches abgeschlossenes A-Linksideal.

Beweis. (1) =⇒ (2) Nach 2.2.2 ist m ∈ N := Sp(σ[AC],M). Also ist Am ⊂ N ein A-
Untermodul und daher C-suberzeugt.

(2) =⇒ (3) Nach Vorausetzung und Satz 2.2.16 ist m ∈ Am ⊂ RatC(AM).

(3) =⇒ (4) Sei %(m) =
k∑
i=1

mi ⊗ ci und setze K :=
k∑
i=1

Rci ⊂ C. Dann ist offensichtlich

K⊥ ⊂ (0 : m).
(4) =⇒ (1) Für jeden R-Untermodul K ⊆ C ist (0 : K) ⊆ K⊥.
Sei R artinsch.
(3) =⇒ (5). Nach Lemma 2.2.9 ist RatC(AM) ein rationaler A-Linksmodul. Nehme an

%M(m) =
k∑
i=1

mi ⊗ ci ∈ RatC(AM) ⊗ C, %M(mi) =
ni∑
j=1

mij ⊗ cij für i = 1, ..., k und setze

K :=
k∑
i=1

ni∑
j=1

Rcij. Dann gilt für jedes a ∈ K⊥ und beliebiges b ∈ A :

a(bm) = a(
k∑
i=1

< b, ci > mi) =
k∑
i=1

ni∑
j=1

< b, ci >< a, cij > mij = 0,

d.h. K⊥ ⊆ (0 : Am). Der R-Modul K ist e.e. und es folgt aus A/K⊥ ↪→ K∗, dass K⊥ ⊂ A
ein R-koendlicher R-Untermodul ist. Außerdem ist K⊥ laut Lemma A.0.4 (1) abgeschlos-
sen.

Ist R artinsch, dann folgen die Implikationen (5) =⇒ (6) =⇒ (7) =⇒ (8) =⇒ (4) aus
Lemma A.0.4 (4).�

2.2.27. Lemma. Sei C eine R-koerzeugte R-Koalgebra und betrachte C∗ mit der endlichen
Topologie. Für jedes f ∈ C∗ ist

ξrf : C∗ −→ C∗, g 7−→ g ? f bzw. ξlf : C∗ −→ C∗, g 7−→ f ? g

stetig. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann ist ξrf (X) ⊂ C∗ (bzw. ξlf (X) ⊂ C∗) abge-
schlossen für jeden abgeschlossenen R-Untermodul X ⊂ C∗.
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Beweis. Betrachte für jedes f ∈ C∗ die R-linearen Abbildungen

θlf : C −→ C, c 7−→ f ⇀ c bzw. θrf : C −→ C, c 7−→ c ↼ f .

Dann gilt für jedes g ∈ C∗ und c ∈ C

((θlf )
∗(g))(c) = g(θlf (c)) = g(f ⇀ c) =

∑
g(c1)f(c2) = (g ? f)(c).

Somit ist ξrf = (θlf )
∗ und analog ξlf = (θrf )

∗. Die Aussage folgt dann aus Lemma A.0.7.�

Ist P = (A,C) ∈ Pαm, dann ist die Grothendieck Kategorie RatC(AM) ' σ[AC] im
Allgemeinen nicht abgeschlossen gegen Erweiterungen:

2.2.28. Beispiel. Seien R ein Körper, V ein R-Vektorraum mit dim(V ) = ∞ und be-
trachte die R-Koalgebra C := R⊕ V mit ∆(v) = 1⊗ v + v ⊗ 1, ε(v) = 1R. Sei I ⊂ V ∗ ein
nicht abgeschlossener R-Untervektorraum und betrachte die exakte Folge

0 −→ V ∗/I −→ C∗/I −→ C∗/V ∗ −→ 0.

Nach [Rad73, Seite 520] sind V ∗/I und C∗/V ∗ rational, während C∗/I nicht rational ist.

2.2.29. Lemma. ([Swe69, Lemma 6.1.1, Corollary 6.1.2]) Sei I C A ein Ideal.

1. Sei M ein endlich erzeugter A-Linksmodul (A-Rechtsmodul). Ist AI (IA) e.e., dann
ist auch IM ⊂ M (MI ⊂ M) ein endlich erzeugter A-Untermodul. Ist I ⊂ A R-
koendlich, dann ist IM ⊂M (MI ⊂M) ein R-koendlicher A-Untermodul.

2. Ist AI (IA) e.e., dann ist AI
n (InA) e.e. für jedes n ≥ 1. Ist außerdem I ⊂ A R-

koendlich, dann ist In ⊂ A R-koendlich.

Die folgende Aussage verallgemeinert [Rad73, 2.5] vom Körper-Fall auf QF Ringe.

2.2.30. Proposition. Seien R ein QF Ring, C eine projektive R-Koalgebra und

0 −→ N −→M −→ L −→ 0

eine exakte Folge von C∗-Linksmoduln. Sind N,L ∈ RatC(C∗M) und ist C∗(0 : l) e.e. für
jedes l ∈ L, dann ist M C-rational.

Beweis. Seien m ∈ M und {f1, ..., fk} ein Erzeugendensystem von C∗(0 : π(m)). Nach
Voraussetzung ist π(m) C-rational und es existieren nach Proposition 2.2.26 R-koendliche
abgeschlossene Ideale Ji ⊂ (0 : fim) für i = 1, ..., k. Damit gilt für das R-koendliche

abgeschlossene Ideal J :=
k⋂
i=1

Ji C C∗ :

J(0 : π(m)) ⇀ m = (J ? f1 + ...+ J ? fk) ⇀ m = 0,

also ist J(0 : π(m)) ⊆ (0 : m). Nach Lemmata 2.2.27, 2.2.29 und A.0.7 (3.d) ist J(0 :

π(m)) =
k∑
i=1

J ?fi R-koendlich und abgeschlossen. Nach Lemma A.0.4 (4) ist (0 : m) Cl C∗

R-koendlich und abgeschlossen, also ist m ∈ RatC(C∗M) nach Proposition 2.2.26.�
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2.2.31. Definition. Eine R-Algebra A heißt fast links-noethersch (bzw. fast rechts-
noethersch, fast noethersch), falls jedesR-koendlicheA-Linksideal (bzw. A-Rechtsideal,
zweiseitige A-Ideal) e.e. in AM (bzw. MA, AMA) ist.

Als Korollar von Satz 2.2.13 und Proposition 2.2.30 bekommen wir:

2.2.32. Folgerung. Seien R ein QF Ring und C eine projektive R-Koalgebra. Ist C∗ fast
links-noethersch (bzw. fast rechts-noethersch), dann ist die Kategorie RatC(C∗C) ' σ[C∗C]
(bzw. CRat(MC∗) ' σ[CC∗ ]) abgeschlossen gegen Erweiterungen.

Dualitätsbeziehungen zwischen Unterstrukturen

Sei P = (A,C) ∈ Pm. Als Anwendung von unseren Ergebnissen in diesem Paragraphen
und den Beobachtungen über die linear schwache Topologie A[Tls(C)] im Anhang übert-
ragen wir die für dichte Paare (A,C) über Körpern (siehe [Swe69], [Abe80], und [DNR,
1.5.29]) bekannten Dualitätsbeziehungen zwischen den Unterstrukturen von A und den
Unterstrukturen von C auf die messenden α-Paare über beliebigen kommutativen Ringen.

Als Schlussfolgerung von Lemmata 2.2.8, 2.2.9 und Proposition A.0.5 bekommen
wir:

2.2.33. Proposition. Sei P = (A,C) ∈ Pm.

1. Sei K ⊂ C ein R-Untermodul.

Ist K ein C-Rechtskoideal (bzw. C-Linkskoideal, C-Bikoideal), dann ist K⊥ = AnrA(K)
ein A-Rechtsideal (bzw. K⊥ = AnlA(K) ein A-Linksideal).

Ist K ein C-Koideal, dann ist K⊥ ⊂ A eine R-Unteralgebra mit Einheit 1A.

2. Sei P ∈ Pαm.

(a) Für jeden R-Untermodul I ⊂ A gilt:

Ist I ⊂ A ein A-Rechtsideal (bzw. A-Linksideal), dann ist I⊥ ⊂ C ein C-
Rechtskoideal (bzw. C-Linkskoideal).

Ist I C A ein zweiseitiges Ideal (und ist I⊥ ⊂ C rein), dann ist I⊥ ⊂ C ein
C-Bikoideal (bzw. eine R-Unterkoalgebra).

(b) Sei R ein injektiver Kogenerator. Für einen abgeschlossenen R-Untermodul I ⊂
A gilt:

I ist ein A-Rechtsideal (bzw. A-Linksideal) genau dann, wenn I⊥ ⊂ C ein
Rechtskoideal (bzw. Linkskoideal) ist.

I ist ein zweiseitiges Ideal (und I⊥ ⊂ C ist rein) genau dann, wenn I⊥ ⊂ C ein
Bikoideal (eine R-Unterkoalgebra) ist.

2.2.34. Lemma. 1. Seien R ein QF Ring, C eine projektive R-Koalgebra und A ⊂ C∗

eine R-Unteralgebra (mit εC ∈ A). Ist Ke(A) ⊂ C rein, dann ist ∆C(Ke(A)) ⊂
Ke(A)⊗ C + C ⊗Ke(A) (Ke(A) ⊂ C ist ein Koideal).
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2. Seien R noethersch, B eine α-Algebra und betrachte das α-Paar (B,B◦). Ist A ⊂ B
eine α-Unteralgebra mit 1B ∈ A, dann ist µ◦B(A⊥) ⊂ A⊥ ⊗B◦ +B◦ ⊗A⊥ und daher
ist A⊥ ⊂ B◦ ein Koideal.

Beweis. 1. Sei A ⊂ C∗ eine R-Unteralgebra und betrachte die R-lineare Abbildung

ψ : A⊗ A −→ (C ⊗ C)∗.

Ist Ke(A) ⊂ C rein, dann folgt aus Folgerung 2.1.10 und Lemma A.0.7 (3.c):

Ke(A) ⊆ Ke(∆∗C(ψ(A⊗ A))) = ∆−1
C (Ke(A)⊗ C + C ⊗Ke(A)), (2.18)

also ist ∆C(Ke(A)) ⊂ Ke(A)⊗C +C ⊗Ke(A). Ist εC ∈ A, dann ist εC(Ke(A)) = 0,
also Ke(A) ⊂ C ist ein C-Koideal.

2. Die Einbettung ιA : A ↪→ B ist ein Algebra-Morphismus und somit ist ι◦A : B◦ −→ A◦

ein Koalgebra-Morphismus (vgl. Lemma 2.1.23 (1)). Nach dem Homomorphie-Satz
1.1.15 ist A⊥ := Ke(ι◦A) ⊂ B◦ ein B◦-Koideal.�

Aus Propositionen 2.2.33, 2.2.34 und A.0.5 ergibt sich die folgende Aussage:

2.2.35. Folgerung. Seien R ein QF Ring, A eine α-Algebra, P = (A,A◦) und betrach-
te A mit der linear schwachen Topologie A[Tls(A

◦)]. Ein abgeschlossener R-Untermodul
I ⊂ A ist ein A-Rechtsideal (A-Linksideal) genau dann, wenn I⊥ := An(I) ∩ A◦ ein A◦-
Rechtskoideal (A◦-Linkskoideal). Außerdem ist I ⊂ A ein A-Ideal (und An(I) ∩ A◦ ⊂ A◦

ist rein) genau dann, wenn An(I)∩A◦ ⊂ A◦ ein A◦-Bikoideal (eine R-Unterkoalgebra) ist.

Nach Propositionen 2.2.33 und A.0.5 bekommen wir:

2.2.36. Folgerung. Seien R ein injektiver Kogenerator und C eine α-Koalgebra. Bezeich-
net C die Menge der R-Untermoduln von C und H die Menge der R-Untermoduln von C∗,
dann induzieren die Ordnungsumkehrenden Abbildungen

An(−) : C −→ H und Ke(−) : H −→ C (2.19)

Bijektionen

{K ⊂ C ein C-Rechtskoideal} ↔ {I Cr C∗ ein abgeschlossenes Rechtsideal}
{K ⊂ C ein C-Linkskoideal} ↔ {I Cl C∗ ein abgeschlossenes Linksideal}
{K ⊂ C eine Unterkoalgebra} ↔ {I C C∗ ein abgeschlossenes Ideal, Ke(I) ⊂ C rein}.

2.3 Induktionsfunktoren für Pαm
Ziel dieses Paragraphen ist es, für geeignete Paare aus Pαm, verschiedene (Ko)Induktions-

funktoren als Induktionsfunktoren zwischen Kategorien vom Typ σ[M ] zu beschreiben.
Eine große Rolle dabei spielt der Kotensorfunktor, der sich für Paare aus Pαm in Form eines
geeigneten Hom-Funktors beschreiben läßt.
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Der Kotensorfunktor

Dual zum Tensorprodukt von Moduln haben J. Milnor und J. Moore in [MM65] das Ko-
tensorprodukt von Komoduln eingeführt. Für nähere Betrachtungen des Kotensorprodukts,
siehe auch [Guz85] und [Alt99].

2.3.1. Seien C eine R-Koalgebra, (M,%M) ∈ MC , (N, %N) ∈ CM und betrachte die R-
lineare Abbildung

%M,N := %M ⊗ idN − idM ⊗ %N : M ⊗R N −→M ⊗R C ⊗R N.

Das Kotensorprodukt vom M und N (Schreibweise M�CN) ist definiert durch die
Exaktheit der folgenden Folge in RM :

0 −→M�CN −→M ⊗R N
%M,N−→ M ⊗R C ⊗R N.

Sind M,M ′ ∈ MC und N,N ′ ∈ CM, dann definiert man das Kotensorprodukt von
f ∈ HomC(M,M ′) und g ∈ CHom(N,N ′) als die R-lineare Abbildung

f�Cg : M�CN −→M ′�CN
′,

die das folgende Diagramm kommutativ ergänzt:

0 //M2CN //

f2Cg
���
�
� M ⊗N

%M,N //

f⊗g
��

M ⊗ C ⊗N
f⊗idC⊗g
��

0 //M ′2CN
′ //M ′ ⊗N ′

%M′,N′ //M ′ ⊗ C ⊗N ′

(2.20)

2.3.2. Definition. Seien C eine R-Koalgebra und U ein C-Rechtskomodul.

1. Für W ∈ MC heißt U W -injektiv, falls für jeden Monomorphismus f : V −→ W
in MC die induzierte Mengen-Abbildung

HomC(W,U) −→ HomC(V, U) −→ 0

surjektiv ist. Ist U W -injektiv für jedes W ∈ MC , dann nennt man U einen injek-
tiven C-Rechtskomodul.

2. Für W ∈MC heißt U W -projektiv, falls für jeden Epimorphismus g : W −→ V in
MC die induzierte Mengen-Abbildung

HomC(U,W ) −→ HomC(U, V ) −→ 0

surjektiv ist. Ist U W -projektiv für jedes W ∈ MC , dann nennt man U einen pro-
jektiven C-Rechtskomodul.
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2.3.3. Sei C eine flache R-Koalgebra. Wir nennen eine Folge von C-Rechtskomoduln
(C,R)-exakt, wenn sie exakt inMC und zerfallend in RM ist. Einen Funktor F :MC −→
RM nennen wir (C,R)-exakt, falls F exakt ist bezüglich aller (C,R)-exakten Folgen von
C-Rechtskomoduln ist.

2.3.4. Definition. Sei C eine flache R-Koalgebra.

1. Einen C-Rechtskomodul U nennen wir (C,R)-injektiv, falls HomC(−, U) :MC −→
RM (C,R)-exakt ist.

2. Die R-Koalgebra C nennen wir (C,R)-kohalbeinfach, falls jeder C-Rechtskomodul
(C,R)-injektiv ist.

3. Man nennt C kohalbeinfach, falls jeder C-Rechtskomodul injektiv ist.

Das folgend Lemma läßt sich leicht nachweisen:

2.3.5. Lemma. Sei RC eine flache R-Koalgebra. Für jedes M ∈MC (bzw. N ∈ CM) ist
der Kotensorfunktor

M�C− : CM−→ RM (bzw. −�CN :MC −→ RM)

(C,R)-linksexakt. Ist RM (bzw. RN flach), so ist M�C− (bzw. −�CN) linksexakt.

2.3.6. Definition. Sei C ein flache R-Koalgebra (und damitMC eine abelsche Kategorie).
Ein C-Rechtskomodul M heißt koflach, falls der Funktor M�C− : CM −→ RM exakt
ist.

2.3.7. Lemma. (vgl. [Sch90], [Tak73]) Seien C eine R-Koalgebra und M ∈ MC , N ∈
CM. Ist RW flach oder sind RC flach und M (bzw. N) koflach, dann gibt es Isomorphismen
von R-Moduln

W ⊗R (M�CN) ' (W ⊗RM)�CN und (M�CN)⊗RW 'M�C(N ⊗RW ). (2.21)

Mit Hilfe von Lemma 2.3.7 läßt sich die folgende Aussage mühelos ableiten:

2.3.8. Folgerung. Seien C,D R-Koalgebren und (M,%CM , %
D
M) ∈ CMD.

1. Sei RC flach. Für jedes N ∈ DM ist M�DN ein C-Linkskomodul durch

%CM�DidN : M�DN −→ (C ⊗RM)�DN ' C ⊗R (M�DN).

2. Sei RD flach. Für jedes L ∈MC ist L�CM ein D-Rechtskomodul durch

idL�C%
D
M : L�CM 7−→ L�C(M ⊗R D) ' (L�CM)⊗R D.
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2.3.9. Bemerkung. (vgl. [Alt99, Lemma II.2.5, Folgerung II.2.6]) Sei C eine flache R-
Koalgebra. Für jedes M ∈ MC ist %M : M −→ M�CC ein Isomorphismus in MC mit
Inversem m⊗ c 7−→ mε(c) und es gilt außerdem

M ⊗R − : M�C(C ⊗−) : RM−→ ZM.

Ist M koflach in MC , dann ist RM flach.

Die Assoziativität des Kotensorprodukts gilt im Allgemeinen nicht (siehe [GP87]).
Allerdings läßt sich die Koassoziativität in Spezialfällen zeigen, etwa:

2.3.10. Lemma. (vgl. [Alt99]) Seien C,D flache R-Koalgebren, N ∈ DM, M ∈ CMD und
L ∈MC . Ist L ∈MC (bzw. N ∈ DM) koflach, dann haben wir einen R-Isomorphismus

(L�CM)�DN ' L�C(M�DN). (2.22)

2.3.11. Lemma. Seien A eine R-Algebra, N,M A-Linksmoduln und betrachten A und
HomR(N,M) mit den kanonischen Ae-Linksmodul-Strukturen. Dann gibt es einen in M
und N funktoriellen-Isomorphismus

HomAe−(A,HomR(N,M)) ' HomA−(N,M).

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch

ΦN,M : HomAe−(A,HomR(N,M)) −→ HomA−(N,M), f 7−→ f(1A)

mit Inversem

ΨN,M : HomA−(N,M) −→ HomAe−(A,HomR(N,M)), g 7−→ [a 7−→ ag(−)]].

Es läßt sich leicht nachweisen, dass ΦN,M und ΨN,M funktoriell in M und N sind.

Im Körper-Fall läßt sich der Kotensorfunktor als geeigneten Hom-Funktor beschreiben
(z.B. [AW, Proposition 3.1]). Über beliebigen Ringen bekommen wir die folgende Aussage:

2.3.12. Proposition. Seien P = (A,C) ∈ Pm, (M,%M) ∈ MC , (N, %N) ∈ CM und
betrachte A und M ⊗R N mit den kanonischen Ae-Linksmodul-Strukturen.

1. Ist αPM⊗N injektiv, dann gilt für
∑
mi ⊗ ni ∈M ⊗R N :∑

mi ⊗ ci ∈M�CN ⇐⇒
∑

ami ⊗ ci =
∑

mi ⊗ nia ∀a ∈ A.

2. Ist P ∈ Pαm, dann gibt es einen in M und N funktoriellen Isomorphismus

M�CN ' HomAe−(A,M ⊗R N).
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Beweis. 1. Sei αPM⊗N injektiv und setze ψ := αPM⊗N ◦ τ (23). Dann gilt:∑
mi ⊗ ni ∈M�CN

⇐⇒
∑
mi<0> ⊗mi<1> ⊗ ni =

∑
mi ⊗ ni<−1> ⊗ ni<0>,

⇐⇒ ψ(
∑
mi<0> ⊗mi<1> ⊗ ni)(a) = ψ(

∑
mi ⊗ ni<−1> ⊗ ni<0>)(a) ∀ a ∈ A

⇐⇒
∑
mi<0> < a,mi<1> > ⊗ni =

∑
mi⊗ < a, ni<−1> > ni<0> ∀ a ∈ A

⇐⇒
∑
ami ⊗ ni =

∑
mi ⊗ nia ∀ a ∈ A.

2. Der Isomorphismus ist gegeben durch

γM,N : M�CN −→ HomAe−(A,M ⊗R N),m⊗ n 7−→ [a 7−→ am⊗ n (= m⊗ na)].

mit Inversem

βM,N : HomAe−(A,M ⊗R N) −→M�CN, f 7−→ f(1A).

Es ist leicht zu zeigen, dass γM,N und βM,N funktoriell in M,N sind.�

2.3.13. Lemma. ([Wis96, 15.7], [Bou74, II, 4.2, Proposition 2]) Seien A eine R-Algebra,
K,K ′ A-Linksmoduln, L ein R-Modul und betrachte die R-lineare Abbildung

υ : HomA−(K,K ′)⊗R L −→ HomA−(K,K ′ ⊗R L), h⊗ l 7−→ h(−)⊗ l. (2.23)

1. Ist RL projektiv (bzw. endlich), dann ist υ injektiv (bzw. bijektiv).

2. Sind RL flach und AK e.e. (bzw. e.p.), dann ist υ injektiv (bzw. bijektiv).

3. Sei AK K ′-projektiv. Ist AK e.e. oder ist RL e.p., dann ist υ ein bijektiv.

2.3.14. ([Wis2000, 14.12]) Seien RC eine flache R-Koalgebra, M ein C-Linkskomodul und
betrachte die R-lineare Abbildung

γ : M∗ −→ HomR(M,C), f 7−→ [m 7−→ f(m<−1>)m<0>]. (2.24)

Ist RM e.p., dann ist M∗⊗R C ' HomR(M,C) (siehe Lemma 2.3.13) und daher bekommt
M∗ eine C-Rechtskomodul-Struktur durch

%M∗ : M∗ γ−→ HomR(M,C) 'M∗ ⊗R C. (2.25)

Analog, ist M ∈MC und ist RM e.p., so bekommt M∗ eine C-Linkskomodul-Struktur.

Mit Hilfe von Lemmata 2.3.11, 2.3.13 ergibt sich aus Proposition 2.3.12 unmittelbar
die folgende Aussage:

2.3.15. Folgerung. Sei P = (A,C) ∈ Pαm.
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1. Seien M,N ∈ MC . Sind RM flach und RN e.p., oder ist RN endlich, dann gibt es
in M,N funktorielle Isomorphismen

M�CN∗ ' HomAe−(A,M ⊗R N∗) ' HomAe−(A,HomR(N,M))
' HomA−(N,M) = HomC(N,M).

2. Sind M ∈ MC , N ein C-Bikomodul und betrachten wir N mit der induzierten Ae-
Linksmodul-Struktur, dann gibt es R-Isomorphismen

M�CN ' HomAe−(A,M ⊗R N) ' M ⊗R HomAe−(A,N),

falls eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(a) AeA e.p. (z.B. A eine affine R-Algebra [Wis96, 23.6]) und RM flach ist; oder

(b) AeA N-projektiv und e.e. ist; oder

(c) AeA N-projektiv und RM e.p. ist; oder

(d) RM endlich ist.

3. Sind N ∈ CM, M ein C-Bikomodul und betrachten wir M mit der induzierten Ae-
Linksmodul-Struktur, dann gibt es R-Isomorphismen

M�CN ' HomAe−(A,M ⊗R N) ' HomAe−(A,M)⊗R N,

falls eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(a) AeA e.p. (z.B. A eine affine R-Algebra [Wis96, 23.6]) und RN flach sind; oder

(b) AeA M-projektiv und e.e. ist; oder

(c) AeA M-projektiv und RN e.p. sind; oder

(d) RN endlich ist.

Für jedes P = (A,C) ∈ Pαm ergibt sich aus [Wis88, 16.3] die folgenden Charakte-
risierungen der injektiven Objekte in MC ' RatC(AM) = σ[AC]:

2.3.16. Lemma. Sei P = (A,C) ∈ Pαm. Für jedes U ∈ RatC(AM) sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

1. U ist injektiv in RatC(AM).

2. HomC(−, U) ' HomA(−, U) : RatC(AM) −→ RM ist exakt;

3. U ist C-injektiv in RatC(AM).

4. U ist K-injektiv für jeden (endlich erzeugten, zyklischen) A-Linksuntermodul K ⊂ C.
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5. jede exakte Folge 0 −→ U −→ L −→ N −→ 0 in RatC(AM) zerfällt.

6. jede exakte Folge 0 −→ U −→ L −→ N −→ 0 in RatC(AM), in der N Faktormodul
von C (oder A) ist, zerfällt.

Das folgende Lemma spielt eine große Rolle beim Studium der injektiven Objekten
in der Kategorie RatC(AM) für ein (A,C) ∈ Pαm:

2.3.17. Lemma. Sei (A,C) ∈ Pαm. Ist R ein QF Ring, dann ist ein R-flacher C-rationaler
A-Linksmodul M genau dann injektiv in RatC(AM), wenn M koflach in MC ist.

Beweis. Nach Satz 2.2.16 haben wir die Kategorie-Isomorphismen

σ[AC] = RatC(AM) 'MC

und daher folgt die Aussage aus [Wis2000, 18.8].

2.3.18. Lemma. Ist P = (A,C) ∈ Pαm, so respektiert − ⊗R C : RM −→ RatC(AM) die
injektiven Objekte.

Beweis. Nach Satz 2.2.16 ist MC ' RatC(AM) = σ[AC], also ist RatC(AM) ⊂ AM
eine abgeschlossene Unterkategorie. Der exakte Vergissfunktor z : MC −→ RM ist nach
Proposition 1.2.4 links-adjungiert zu − ⊗ C : RM −→ MC und die Aussage folgt daher
aus [Wis88, 45.6].

2.3.19. Proposition. Seien (A,C) ∈ Pαm und M ∈ RatC(AM).

1. M ist ein A-Untermodul eines injektiven C-rationalen A-Linksmoduls.

2. Ist M injektiv in RatC(AM), dann wird M von C-erzeugt in RatC(AM).

3. M ist injektiv in RatC(AM) genau dann, wenn ein injektiver R-Modul X existiert,
so dass M ein direkter Summand von X ⊗R C in AM ist.

4. Sei M injektiv in RM. Dann ist M genau dann injektiv in RatC(AM), wenn %M :
M −→M ⊗R C zerfallend in AM ist.

5. Sei R noethersch. Dann ist M injektiv in RatC(AM) genau dann, wenn M (Λ) in-
jektiv in RatC(AM) ist für jede Indexmenge Λ. Außerdem ist der direkte Limes von
injektiven Objekten in RatC(AM) injektiv.

6. Sei A separabel (d.h. AeA sei projektiv). Dann ist M ∈ MC koflach genau dann,
wenn RM flach ist.

Beweis. 1. Sei M ∈ RatC(AM) und bezeichne mit E(M) die injektive Hülle von M in

RM. Nach Lemma 2.3.18 ist E(M) ⊗R C injektiv in RatC(AM). Offensichtlich ist
(ιM ⊗ idC) ◦ %M : M ↪→ E(M)⊗R C A-linear und die Aussage folgt.
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2. Sei (M,%M) ∈ RatC(AM) injektiv. Nach Lemma 2.3.16 existiert einA-Epimorphismus
β : M ⊗R C −→M, so dass β ◦ %M = idM . Ist

R(Λ) π−→M −→ 0

eine freie Darstellung von M in RM, dann bekommen wir eine exakte Folge in
RatC(AM) :

C(Λ) ' R(Λ) ⊗R C
β◦(π⊗idC) //M // 0 .

3. Sei X ein injektiver R-Modul, so dass AM ein direkter Summand von X ⊗R C ist.
Nach Lemma 2.3.18 ist X ⊗R C injektiv RatC(AM) und folglich ist M injektiv in
RatC(AM). Andererseits, sei M injektiv in RatC(AM) und bezeichne mit E(M) die
injektive Hülle von M in RM. Dann bekommen wir eine exakte Folge in RatC(AM)

0 //M
(ι⊗idC)◦%M // E(M)⊗ C (2.26)

Nach Lemma 2.3.16 zerfällt (2.26) in RatC(AM) und die Aussage folgt.

4. Folgt aus Lemmata 2.3.16 und 2.3.18.

5. Nach Folgerung 2.2.24 ist AC lokal noethersch und somit folgt die Aussage aus der
Gleichung RatC(AM) = σ[AC] und [Wis88, 27.3].

6. Ist M ∈MC koflach, dann ist RM flach (nach Bemerkung 2.3.9). Sei AeA projektiv.
Ist RM flach, dann ist nach Proposition 2.3.12

M�C− ' HomAe−(A,−) ◦ (M ⊗R −)

exakt, also ist M koflach.�

2.3.20. Folgerung. Sei (A,C) ∈ Pαm. Ist R halbeinfach (z.B. ein Körper), dann gilt:

1. M ∈ RatC(AM) ist injektiv genau dann, wenn AM ein direkter Summand von AC
(Λ)

für eine Indexmenge Λ ist.

2. Ist A separabel, dann ist C kohalbeinfach.

Induktionsfunktoren in Pαm
Bei seinem Studium der induzierten Darstellungen von Quantengruppen, hat Z. Lin

([Lin93, 3.2], [Lin94]) eine Art von Induktionsfunktoren für zulässige Hopf-Paare über
Dedekind-Ringen betrachtet. Als Inspiration für diesen Aspekt gelten die Induktionsfunk-
toren in der Theorie der Affinen Algebraischen Gruppen bzw. der Quantengruppen. Wir
verallgemeinern seinen Ansatz auf Induktionsfunktoren für die Kategorie Pαm und zeigen
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dabei, dass diese Funktoren isomorph sind zu Induktionsfunktoren zwischen Kategorien
vom Typ σ[M ] und sich außerdem als Kompositionen von geeigneten Hom-Funktoren und
Spur-Funktoren beschreiben lassen.

Wir betrachten zunächst Induktionsfunktoren zwischen Kategorien vom Typ σ[M ].

2.3.21. Seien A,B R-Algebren und ξ ∈ AlgR(A,B). Dann bekommen wir kovariante Funk-
toren, den ξ-Restriktionsfunktor

(−)ξ : BM−→ AM, (M,ϕM) 7−→ (M,ϕM ◦ (ξ ⊗ idM)) (2.27)

und den kovarianten ξ-Induktionsfunktor

HomA−(B,−) : AM−→ BM. (2.28)

Außerdem ist ((−)ξ,HomA−(B,−)) ein adjungiertes Paar mittels der in M ∈ BM und N ∈
AM funktoriellen kanonischen Isomorphismen

HomA−(Mξ, N) ' HomA−(B ⊗B M,N) ' HomB−(M,HomA−(B,N)).

Betrachten wir den kovarianten Funktor

B ⊗A − : AM−→ BM, M 7−→ (B ⊗AM,µB ⊗ idM),

so ist (B ⊗A −, (−)ξ) ein adjungiertes Paar mittels der in M und N funktoriellen kanoni-
schen Isomorphismen

HomB−(B ⊗A N,M) ' HomA−(N,HomB−(B,M)) ' HomA−(N,Mξ).

2.3.22. Der Induktionsfunktor IndLK(−). Seien A,B R-Algebren und ξ : A −→ B ein
Algebra-Morphismus. Sind K ein A-Linksmodul und L ein B-Linksmodul, dann bekommen
wir einen kovarianten Funktor, den Induktionsfunktor

IndLK(−) := Sp(σ[BL],HomA−(B,−)) : σ[AK] −→ σ[BL]. (2.29)

2.3.23. Seien C,D R-Koalgebren und θ : D −→ C ein Koalgebra-Morphismus. Dann
bekommen wir einen kovarianten Funktor, den θ-Korestriktionsfunktor

(−)θ :MD −→MC , (M,%M) 7−→ (M, (idM ⊗ θ) ◦ %M). (2.30)

Sind RC,RD flach, dann ist (−)θ exakt. Andererseits, betrachteD als einen C-Linkskomodul
vermöge

%CD : D
∆D−→ D ⊗D θ⊗id−→ C ⊗D.

Sei RD flach. Für jedes M ∈MC wird das Kotensorprodukt M�CD ein D-Rechtskomodul
durch

M�CD
id�C∆D−→ M�C(D ⊗R D) ' (M�CD)⊗R D.

und man bekommt einen kovarianten Funktor, den θ-Koinduktionsfunktor

−�CD :MC −→MD, M 7−→M�CD.
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2.3.24. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm. Für jeden Morphismus

(ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C)

in Pαm nennen wir den kovarianten Funktor

IndQP (−) : RatC(AM) −→ RatD(BM), M 7−→ RatD(BHomA−(B,M)).

den Induktionsfunktor von P nach Q.

2.3.25. Proposition. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pm und

(ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C)

ein Morphismus in Pm.

1. Ist RD flach, dann ist ((−)θ,−�CD) ein adjungiertes Paar von kovarianten Funkto-
ren.

2. Sind P,Q ∈ Pαm und ist B kommutativ, dann gilt für jeden N ∈ AM

RatD(BHomA−(B,N)) = RatD(BHomA−(B,RatC(AN))).

Beweis. 1. Analog zu [Wis2000, 19.7.1] gibt es einen in N ∈ MD und L ∈ MC funk-
toriellen Isomorphismus

ΦN,L : HomD(N,L�CD) −→ HomC(N θ, L), f 7−→ (idL�Cθ) ◦ f

mit Inversem g 7−→ (g�CidD) ◦ %N .

2. Ist g ∈ RatD(BHomA−(B,N)), dann gilt für alle a ∈ A und b ∈ B :

a(g(b)) = g(a ⇀ b) = g(ξ(a)b)
= g(bξ(a)) = (ξ(a)g)(b)
=

∑
g<0>(b) < ξ(a), g<1> > =

∑
g<0>(b) < a, θ(g<1>) > .

Damit ist g(B) ⊆ RatC(AN) und die Aussage folgt.�

2.3.26. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm, (ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C) ein Morphismus
in Pαm und bezeichne die Einschränkungen vom ξ-Restriktionsfunktor (−)ξ : BM −→
AM auf RatD(BM) = σ[BD] auch mit (−)ξ. Mittels der Kategorie-IsomorphismenMC '
RatC(AM) = σ[AC] undMD ' RatD(BM) = σ[BD] (vgl. Satz 2.2.16) bekommen wir eine
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Funktor-Äquivalenz (−)θ ≈ (−)ξ. Außerdem bekommen wir ein kommutatives Diagramm

MD
B(−)

//

(−)θ

��

RatD(BM)

(−)Doo

(−)ξ

��

σ[BD] �
�

ιD
//

(−)ξ

��

BM
Sp(σ[BD],−)oo

(−)ξ

��
MC

A(−) //

−2CD

OO

RatC(AM)

IndQ
P (−)

OO

(−)C
oo

σ[AC] �
� ιC //

IndD
C(−)

OO

AM
Sp(σ[AC],−)

oo

HomA−(B,−)

OO

(2.31)

2.3.27. Satz. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm und (ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C) ein
Morphismus in Pαm. Mittels der Kategorie-Isomorphismen MC ' RatC(AM) = σ[AC] und
MD ' RatD(BM) = σ[BD] (vgl. Satz 2.2.16) sind die folgenden Funktoren äquivalent

−�CD : MC −→ MD,

IndQP (−) : RatC(AM) −→ RatD(BM),
HomAe−(A,−⊗R D) : RatC(AM) −→ RatD(BM),
IndDC (−) : σ[AC] −→ σ[BD].

Beweis. Betrachte für jedes N ∈MC die injektive R-lineare Abbildung

γN := (αQN)|N�CD : N�CD −→ HomR(B,N),
∑

ni ⊗ di 7−→ [b 7−→
∑

< b, di > ni].

Dann gilt für alle a ∈ A und b ∈ B :

γN(
∑
ni ⊗ di)(ab) =

∑
< ab, di > ni

=
∑

< b, di ↼ a > ni
= γN(

∑
ni ⊗ di ↼ a)(b)

= γN(
∑
ani ⊗ di)(b) (vgl. Lemma 2.3.12 (1))

=
∑

< b, di > ani
= a(γN(ni ⊗ di)(b))

also ist γN(N�CD) ⊂ HomA−(B,N). Außerdem gilt für beliebiges
∑
ni ⊗ di ∈ N�CD

und b̃, b ∈ B :

γN (̃b(
∑
ni ⊗ di))(b) = γN(

∑
ni ⊗ b̃ ⇀ di)(b) =

∑
< b, b̃ ⇀ di > ni

=
∑

< b̃b, di > ni = γN(
∑
ni ⊗ di)(b̃b)

= (̃bγN(
∑
ni ⊗ di))(b),
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d.h. γN ist B-linear. Nach Bemerkung 2.1.5 ist RD flach und somit ist nach Folgerung 2.3.8
N�CD ∈ MD. Nach Lemma 2.2.7 (4) ist dann γN(N�CD) ⊂ RatD(BHomA−(B,N)).
Betrachte die R-lineare Abbildung

βN : RatD(BHomA−(B,N)) −→ N�CD, f 7−→
∑

f<0>(1B)⊗ f<1>.

Ist f ∈ RatD(BHomA−(B,N)) beliebig, dann gilt für alle a ∈ A und b ∈ B :

γN(
∑
af<0>(1B)⊗ f<1>)(b) =

∑
(ξ(a)f<0>)(1B) < b, f<1> >

=
∑
f<0><0>(1B) < ξ(a), f<0><1> >< b, f<1> >

=
∑
f<0>(1B) < ξ(a), f<1>1 >< b, f<1>2 >

=
∑
f<0>(1B) < ξ(a)b, f<1> >

=
∑
f<0>(1B) < a ⇀ b, f<1> >

=
∑
f<0>(1B) < b, f<1> ↼ a >

= γN(
∑
f<0>(1B)⊗ f<1> ↼ a)(b),

also ist
∑
a(f<0>(1B)) ⊗ f<1> =

∑
f<0>(1B) ⊗ f<1> ↼ a (da γN := αQN : N ⊗R D −→

HomR(B,N) injektiv ist). Laut Proposition 2.3.12 (1) ist dann
∑
f<0>(1B) ⊗ f<1> ∈

N�CD, also ist β wohl definiert. Außerdem gilt für alle f ∈ RatD(BHomA−(B,N)) und
b ∈ B :

(γN ◦ βN)(f)(b) = γN(
∑
f<0>(1B)⊗ f<1>)(b)

=
∑
f<0>(1B) < b, f<1> >

= (bf)(1B) = f(b).

Daher ist γN ◦βN = id. Offensichtlich ist βN ◦γN = id, also sind γN , βN Isomorphismen. Es
ist leicht zu zeigen, dass γN und βN funktoriell in N sind und daher ist −�CD ≈ IndQP (−).
Die Äquivalenz IndQP (−) ≈ IndDC (−) bzw. −�CD ≈ HomAe−(A,− ⊗R D) folgt aus Satz
2.2.16 bzw. Proposition 2.3.12 (2).�

2.3.28. Beispiel. betrachte das triviale Paar P = (R,R) ∈ Pαm. Ist Q = (B,D) ∈ Pαm
und betrachten wir den trivialen Morphismus in Pαm

(ηB, εD) : (B,D) −→ (R,R),

so gilt für jedes M ∈MR ' RM

IndQP (−) := RatD(BHomR(B,−)) ' −⊗R D.

Bezeichne z ' (−)ε :MD −→ RM den Vergissfunktor, dann ist (z, IndQP (−)) ein adjun-
giertes Paar.

2.3.29. Universelle Eigenschaft. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm und

(ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C)

ein Morphismus in Pαm. Dann hat IndQP (−) die folgende universelle Eigenschaft: Sind N ∈
MD, M ∈ MC und φ ∈ HomC(N θ,M), dann existiert ein eindeutig bestimmtes φ̃ ∈
HomD(N, IndQP (M)), so dass φ(n) = φ̃(n)(1B) für jedes n ∈ N.
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Im Folgenden zeigen wir einige Eigenschaften des Induktionsfunktors:

2.3.30. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm und

(ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C)

ein Morphismus in Pαm.

1. Ist {Nλ}Λ ein direktes System in RatC(AM), so gilt

IndQP (lim−→Nλ) ' lim−→Nλ�CD ' lim−→(Nλ�CD) = lim−→IndQP (Nλ),

also respektiert IndQP (−) direkte Limites.

2. RatD(−) und HomA−(B,−) sind links-exakt und somit ist IndQP (−) := RatD(−) ◦
HomA−(B,−) links-exakt. Ist AB projektiv und ist RatD(−) exakt, dann ist IndQP (−)
exakt.

3. IndQP (−) ' −�CD ist genau dann exakt, wenn D koflach in CM ist. Ist R ein QF
Ring, dann ist IndQP (−) exakt genau dann, wenn D injektiv in CRat(MA) ist.

4. Nach Lemma 2.3.25 (1) ist ((−)θ,−�CD) adjungiert und daher respektiert IndQP (−) '
−�CD inverse Limites, also direkte Produkte und Kerne. Offensichtlich ist (−)θ :
MD −→ MC exakt und somit respektiert IndQP (−) injektive Objekte. Insbesonde-
re gilt: Ist C injektiv in RatC(AM), dann ist D ' C�CD ' IndQP (C) injektiv in
RatD(BM).

5. Sei A separabel . Dann ist IndQP (−) ' HomAe−(A,− ⊗R D) exakt und D ist koflach
in CM. Ist R ein QF Ring, dann ist D injektiv in CM.

Folgende Aussage hat Y. Doi [Doi81, Proposition 5] für den Körper-Fall bewiesen:

2.3.31. Proposition. Seien P = (A,C), Q = (B,D) ∈ Pαm und

(ξ, θ) : (B,D) −→ (A,C)

ein Morphismus in Pαm. Ist R ein QF Ring, dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. Der Funktor IndQP (−) : RatC(AM) −→ RatD(BM) ist exakt;

2. D ist koflach in CM.

3. D ist injektiv in CRat(MA).

4. Jeder injektiver D-Linkskomodul, der flach in RM ist, ist injektiv in CRat(MA).
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Beweis. (1)⇐⇒ (2) Folgt aus dem Funktor-Isomorphismus IndQP (−) ' −�CD :MC −→
MD.

(2) ⇐⇒ (3) RD ist flach und somit folgt die Äquivaelnz aus Lemma 2.3.17.

(2) =⇒ (4) Sei M ein D-Linkskomodul. Ist M injektiv in DRat(MB) und flach in RM,
dann ist M koflach in DM (nach Lemma 2.3.17). Außerdem haben wir einen Funktor-
Isomorphismus

−�CM ' (−�CD)�DM :MC −→RM

(vgl. Lemma 2.3.10). Nach Voraussetzung sind −�CD : MC −→ MD und −�DM :
MD −→ RM exakt und daher ist −�CM exakt. Nach Lemma 2.3.17 ist M injektiv in
CRat(MA).

(4) =⇒ (3) R ist injektiv und somit ist D injektiv in DRat(MB) ' DM. Nach Voraus-
setzung ist D dann injektiv in CRat(MA).�

2.4 Stetige duale Koalgebren

Jeder R-Koalgebra C ist eine duale R-Algebra zugeordnet, nämlich C∗ mit dem Kon-
volutionsprodukt (1.1). Ist A eine endliche R-Algebra, dann ist A∗ eine R-Koalgebra. Ist
A nicht endlich, dann induziert µA auf A∗ im Allgemeinen (auch wenn R ein Körper ist)
keine R-Koalgebra-Struktur. Ist R ein Körper und betrachten wir eine R-Algebra A mit
der koendlichen Topologie Cf(A) (siehe 2.4.4), so ist der Charaktermodul A◦ der steti-
gen Abbildungen von A nach R eine R-Koalgebra. Diese Aussage wurde in [CN90] auf
Dedekind-Ringe und in [AG-TW2000] auf beliebige noethersche erbliche Ringe erweitert.

Dieser Paragraph befaßt sich mit R-Koalgebra-Strukturen auf dem Charaktermodul A◦F
einer R-Algebra A, versehen mit einer linearen Topologien T(F) induziert von einem Filter
F ⊂ KA über einem beliebigen (noetherschen) Ring.

2.4.1. Sei A eine R-Algebra und betrachte die Klasse der R-koendlichen zweiseitigen A-
Ideale KA. Jeder Filter F ⊂ KA induziert auf A eine Topologie T(F), so dass (A,T(F)) eine
linear topologische R-Algebra ist und F eine Umgebungsbasis der 0A wird. Mit

A◦F := {f ∈ A∗| ∃ I ∈ F, so dass f(I) = 0} = lim−→F
(A/I)∗

bezeichnen wir den Charaktermodul der stetigen R-linearen Abbildungen von A nach R
und mit

ÂF := lim←−{A/I| I ∈ F}

die Vervollständigung von A bzgl. F. Ist A◦F eine R-Koalgebra, so nennt man A◦F die stetige
duale R-Koalgebra von A bzgl. F.
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2.4.2. Bemerkung. (vgl. [CG-RTvO2001, Proposition 3.1]) Seien R noethersch und A eine

R-Algebra. Sei I ein R-koendliches A-Linksideal, A/I =
k∑
i=1

R(ai + I), und betrachte das

zweiseitiges A-Ideal

J :=
k⋂
i=1

(I : ai) = (I : A) ⊂ (I : 1A) = I.

Dann ist

ϕI : A −→ EndR(A/I), a 7−→ [b+ I 7−→ ab+ I]

ein Algebra-Morphismus mit Ke(ϕI) = J, also ist J ein R-koendliches A-Ideal.
Analog zeigt man, dass jedes R-koendliche A-Rechtsideal ein R-koendliches zweiseitiges

A-Ideal enthält.�

2.4.3. Lokal endliche Moduln. Seien R noethersch und A eine R-Algebra. Ein A-
Linksmodul M heißt lokal endlich, falls Am e.e. ist für jedes m ∈ M. Mit Loc(AM) ⊂
AM bezeichnen wir die volle Unterkategorie der lokal endlichen A-Linksmoduln. Für jeden
A-Modul M ist Loc(M) ⊂M ein A-Untermodul (da der Grundring R noethersch ist) und
wir bekommen ein Präradikal

Loc(−) : AM−→ Loc(AM), M 7−→ {m ∈M | Am e.e. in RM}

mit Prätorsionsklasse Loc(AM). Analog definiert man die Kategorie der lokal endlichen
A-Rechtsmoduln Loc(MA).

Notation. Sei A eine R-Algebra. Für jeden A-Linksmodul (bzw. A-Rechtsmodul) M set-
zen wir

KM := {L ⊂M ist ein A-Untermodul und M/L ist e.e. in RM}.

2.4.4. Die koendliche Topologie. Sei R noethersch. Für jede R-Algebra A ist KA of-
fensichtlich ein Filter und induziert auf A somit sowohl eine rechts lineare Topologie als
auch eine links-lineare Topologie, die sogenannten koendlichen Topologie, so dass KA
Umgebungsbasis der 0A wird. Wir werden beide Topologien mit Cf(A) bezeichnen. Ist
A◦ := A◦KA eine R-Koalgebra, so nennt man A◦ die stetige duale R-Koalgebra von A.

Wir setzen außerdem Â := ÂKA .
Betrachte A mit der links linearen Topologie Cf(A). Sei M eine A-Linksmodul und

betrachte den Filter den R-koendlichen A-Untermoduln KM . Sei L ⊂M ein R-koendlicher
A-Untermodul und betrachte die R-lineare Abbildung

ϕL : A −→ EndR(M/L), a 7−→ [m+ L 7−→ am+ L].

Dann ist A/Ke(ϕL) ↪→ EndR(M/L) und somit ist

IL := Ke(ϕL) = {a ∈ A| aM ⊆ L}
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ein R-koendliches zweiseitiges A-Ideal. Ist m ∈ M beliebig, dann ist IL := (L : M) ⊂ (L :
m), also ist (L : m) offen bzgl. Cf(A). Daher bekommtM eine Topologie Cf(M), die koend-
liche Topologie, so dass (M,Cf(M)) ein linear topologischer (A,Cf(A))-Linksmodul und
KM eine Umgebungsbasis der 0M ist.

Analog definiert man für jeden A-Rechtsmodul M die koendliche Topologie Cf(M).

Die folgende Aussage erweitert [AG-TW2000, 1.11] und [AG-TL2001, Remark
2.14]:

2.4.5. Satz. Seien R noethersch, A eine R-Algebra, C ⊆ A◦ ein A-Unterbimodul und
betrachte das Paar P := (A,C). Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. C erfüllt die α-Bedingung und κP (A) ⊂ C∗ liegt dicht.

2. (A,C) ist ein α-Paar;

3. C ⊂ RA ist rein (im Sinne von Cohn);

4. C ist eine R-Koalgebra und (A,C) ∈ Pmα .
Ist R ein QF Ring, dann ist weiter dazu äquivalent

5. RC ist projektiv.

Beweis. Die Äquivalenz (2) ⇐⇒ (3) folgt aus Proposition 2.1.8 (3).
(1) =⇒ (2) folgt aus Proposition 2.1.7 (2).
(3) =⇒ (4) Ist C ⊂ RA rein, dann ist C nach [AG-TW2000, 1.11] eine R-Koalgebra.

Es gilt außerdem für alle f ∈ C und beliebige a, ã ∈ A :

κP (aã)(f) = f(aã) =
∑

f1(a)f2(ã) = (κP (a)⊗κP (ã))(∆(f)) = (κP (a) ? κP (ã))(f)

und

κP (1A)(f) = f(1A) = εC(f) für alle f ∈ C.

Somit ist κP : A −→ C∗ ein Algebra-Morphismus, also ist P ∈ Pm. Nach Proposition 2.1.8
erfüllt P die α-Bedingung, also ist P ∈ Pmα .

(4) =⇒ (1) ergibt sich aus Satz 2.2.16.
Sei R ein QF Ring.
(1) =⇒ (5) folgt aus Bemerkung 2.1.5.
(5) =⇒ (1) Ist C projektiv, dann erfüllt C die α-Bedingung nach Lemma 2.1.13 (3).

Betrachte den R-Untermodul κP (A) ⊂ C∗. Nach Proposition A.0.5 (1) gilt:

κP (A) := AnKe(κP (A)) = An(A⊥) = An(0C) = C∗,

also ist κP (A) ⊂ C∗ dicht.
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Notation. Für R-Algebren A, B und jedes ξ ∈ HomR(A,B), setzen wir ξ◦ := ξ∗|B◦ .

2.4.6. Lemma. Seien R noethersch, A,B α-Algebren und ζ : A −→ B ein Algebra-
Morphismus. Dann bekommen wir einen Morphismus in Pαm

(ζ, ξ◦) : (B,B◦) −→ (A,A◦).

Beweis. Ist f ∈ B◦, dann existiert ein R-koendliches B-Ideal I C B, so dass f ∈ (B/I)∗.
Nach Voraussetzung ist R noethersch und somit ist ξ−1(I) ⊂ A ein R-koendliches A-Ideal,
also ist ξ◦(f) ∈ A◦ und wir bekommen ein Paar-Morphismus

(ζ, ξ◦) : (B,B◦) −→ (A,A◦).

ζ ist ein Algebra-Morphismus und nach Folgerung 2.1.10 (1) haben wir eine kanonische
Einbettung A◦⊗A◦ ↪→ (A⊗A)∗. Es folgt dann aus Lemma 2.1.23 (1), dass ξ◦ : B◦ −→ A◦

ein Koalgebra-Morphismus ist.

Dual zur Konvolutionsalgebra hat D. Radford [Rad73] die Konvolutionskoalgebra
über Körpern eingeführt. Über beliebigen noetherschen Ringen erweist sich die folgende
Version seiner Definition als sinnvoll:

2.4.7. Sei R noethersch. Sind C eine R-Koalgebra und A eine α-Algebra, dann nennen
wir A ? C := A◦ ⊗R C die Konvolutionskoalgebra von A und C. Im Spezialfall C = R
ergibt sich A ? R ' A◦.

Das folgende Resultat verallgemeinert u.a. Aussagen von D. Radford [Rad73] über
die Konvolutionskoalgebra vom Körper-Fall auf α-Algebren und α-Koalgebren über noether-
schen Ringen:

2.4.8. Seien R noethersch, C eine α-Koalgebra und A eine α-Algebra. Dann sind (A,A◦),
(C∗, C) ∈ Pαm und somit ist laut Folgerung 2.2.19 P := (A⊗C∗, A?C) ∈ Pαm. Nach [Rad73]
sind die folgenden Abbildungen Algebra-Morphismen:

β : HomR(C,A) −→ (A◦ ⊗ C)∗, f 7−→ [h⊗ c 7−→ h(f(c))].
γ : A⊗ C∗ −→ HomR(C,A), a⊗ g 7−→ [c 7−→ g(c)a].

Nach Folgerung 2.2.17 ist Q := (HomR(C,A), A ? C) ∈ Pαm, γ(A⊗ C∗) ⊂ β(HomR(C,A))
liegt dicht und wir bekommen Kategorie-Isomorphismen

MA?C ' RatA?C(A⊗C∗M) = σ[A⊗C∗A ? C]
' RatA?C((A?C)∗M) = σ[(A?C)∗A ? C]
' RatA?C(HomR(C,A)M) = σ[HomR(C,A)A ? C].

2.4.9. Proposition. Ist R noethersch, dann gibt es Bifunktoren

− ?− : AlgαR ×Cog −→ CogR und − ?− : AlgαR ×CogαR −→ CogαR. (2.32)
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Beweis. Ist A ∈ AlgαR, dann ist A◦ nach Satz 2.4.5 eine α-Koalgebra. Ist C eine R-
Koalgebra (bzw. α-Koalgebra), dann ist A ? C := A◦ ⊗ C eine R-Koalgebra (bzw. α-
Koalgebra nach Folgerung 2.2.19). Analog zu [Par73] zeigt man, dass 2.32 Bifunktoren
sind.

2.4.10. Definition. Sei A eine R-Algebra und betrachte die Klasse der R-koendlichen
A-Ideale KA.

1. Einen Filter F = {Iλ}Λ ⊂ KA nennen wir:

α-Filter, falls (A,A◦F) ein α-Paar ist;

kofinitär, falls für jedes Iλ ∈ F ein Iκ ⊂ Iλ für ein κ ∈ Λ existiert, so dass A/Iκ
endlich in RM ist;

R-c-koerzeugt, falls A/I R-koerzeugt für jedes I ∈ F ist.

2. Wir nennen A :

α-Algebra, falls KA ein α-Filter ist;

kofinitär, falls KA ein kofinitärer Filter ist;

R-c-koerzeugt, falls A/I R-koerzeugt für jedes I ∈ KA ist.

2.4.11. Definition. ([Tak81]) Eine R-Koalgebra C heißt infinitesimal flach, falls C =
lim−→Cλ für ein (mit der Inklusion) direktes System von endlichen R-Unterkoalgebren {Cλ}Λ

ist.

2.4.12. Proposition. Seien A eine R-Algebra, F ⊂ KA ein Filter und setze P := (A,A◦F).

1. Ist F R-c-koerzeugt, dann ist T(F ) genau dann Hausdorff, wenn κP : A −→ A◦∗F eine
Einbettung ist.

2. Ist R noethersch und ist F ein α-Filter, dann ist A◦F eine α-Koalgebra, (A,A◦F) ∈ Pαm
und κP (A) ⊂ A◦∗F liegt dicht.

Beweis. 1. Ist A/I R-koerzeugt für jedes I ∈ F, dann folgt aus A.0.3 (1)

0A =
⋂
I∈F

I =
⋂
I∈F

KeAn(I) = Ke(
⋃
I∈F

An(I)) = Ke(A◦F) = Ke(κP ).

2. Jedes I ∈ F ist ein zweiseitiges A-Ideal und somit ist A◦F ⊂ A◦ ein A-Unterbimodul.
Die Aussage folgt dann aus Satz 2.4.5.

Die folgende Aussage erweitert die entsprechenden Beobachtungen in [Lar98] (bzw.
[AG-TL2001]) über kofinitäre R-Algebren über Dedekind-Ringen (bzw. noetherschen Rin-
gen) auf kofinitäre Filter für Algebren über beliebigen Ringen:
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2.4.13. Proposition. Seien A eine R-Algebra, F ⊂ KA ein Filter, P := (A,A◦F) und
betrachte A als eine linear topologische R-Algebra mit der induzierten Topologie T(F). Ist
F kofinitär, dann gilt:

1. T(F ) ist Hausdorff genau dann, wenn κP : A −→ A◦∗F eine Einbettung ist.

2. A◦F ist eine infinitesimal flache α-Koalgebra, P ∈ Pαm und κP (A) ⊂ A◦∗F liegt dicht.

3. Â ' A◦∗F als linear topologische R-Algebren.

Beweis. 1. Für jedes I ∈ EA ist A/I endlich erzeugt und projektiv, insbesondere ist
A/I R-koerzeugt und es gilt daher

0A :=
⋂
I∈F

I =
⋂

I∈F∩EA

I =
⋂

I∈F∩EA

KeAn(I) = Ke(
⋃

I∈F∩EA

An(I)) = Ke(A◦F) = Ke(κP ).

2. Für I, J ∈ F ∩ EA setze I ≤ J , falls I ⊇ J und betrachte den kanonischen Algebra-
Epimorphismus πI,J : A/J −→ A/I. Dann ist

{((A/I)∗, π∗I,J)| I ∈ F ∩ E(A), π∗I,J : (A/I)∗ ↪→ (A/J)∗}

ein direktes System von R-Koalgebren mit Koalgebra-Morphismen π∗I,J : (A/I)∗ −→
(A/J)∗. Nach Lemma 1.1.10 ist A◦F = A◦F∩E(A) ' lim−→F∩E(A)

(A/I)∗ eine R-Koalgebra.

Für jedes I ∈ F ∩ E(A) ist A/I eine endliche R-Algebra und daher ist (A/I)∗ ↪→
A◦F eine R-Unterkoalgebra, also ist A◦F = lim−→F∩EA(A/I)∗ eine infinitesimal flache R-
Koalgebra.

Sei M ein beliebiger R-Modul. Ist
k∑
i=1

mi⊗gi ∈ Ke(αPM), dann existiert I ∈ F, so dass

{g1, ..., gn} ⊂ An(I). Ist {(al + I, fl)}kl=1 eine duale Basis für (A/I)∗, dann gilt:

n∑
i=1

mi ⊗ gi =
n∑
i=1

mi ⊗ (
k∑
l=1

gi(al + I)fl)

=
n∑
i=1

mi ⊗ (
k∑
l=1

gi(al)fl)

=
k∑
l=1

(
n∑
i=1

gi(al)mi)⊗ fl = 0.

Daher ist P ein α-Paar und die Aussage folgt aus Satz 2.4.5.

3. Für jedes I ∈ F ∩ EA ist A/I endlich und somit ist

Â = lim←−F∩EAA/I ' lim←−F∩EA(A/I)∗∗ ' (lim−→F∩EA
(A/I)∗)∗ =: (A◦F)∗.

Aus Propositionen 2.4.12, 2.4.13 und Satz 2.2.16 ergibt sich die folgende Aussage:
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2.4.14. Folgerung. Seien A eine R-Algebra, F ⊂ KA ein Filter und betrachte A als eine
linear topologische R-Algebra mit der induzierten Topologie T(F). Sind R noethersch und
F ein α-Filter, oder ist F kofinitär gibt es Kategorie-Isomorphismen

MA◦F ' RatA
◦
F(AM) = σ[AA

◦
F]

' RatA
◦
F(A◦∗F M) = σ[A◦∗F A

◦
F].

2.4.15. Folgerung. ([AG-TL2001, Proposition 2.15]) Seien R noethersch und A eine α-
Algebra. Es gibt eine 1-1 Korrespondenz

{P = (A,C)| P ∈ Pαm} ←→ {C| C ⊆ A◦ ist eine R-Unterkoalgebra}.

2.4.16. Seien A,B R-Algebren, FA ⊂ KA, FB ⊂ KB Filter und setze

FA × FB := {Im(ιI ⊗ idB) + Im(idA ⊗ ιJ)| I ∈ FA, J ∈ FB}. (2.33)

Offensichtlich ist FA × FB eine Filterbasis. Sei F der von FA × FB erzeugte Filter. Daher
induziert FA×FB auf A⊗B eine Topologie T(FA×FB), so dass (A⊗B,T(FA×FB)) eine
linear topologische R-Algebra ist und FA × FB eine Umgebungsbasis der 0A⊗B wird.

Mit Hilfe von Lemma 2.1.9 lassen sich [AG-TL2001, Proposition 4.9, Theorem 4.10]
auf die folgende allgemeinere Aussage erweitern:

2.4.17. Satz. Seien A,B R-Algebren, FA ⊂ KA, FB ⊂ KB Filter und betrachte die kano-
nische R-lineare Abbildung δ : A∗ ⊗B∗ −→ (A⊗B)∗ und sei F ⊂ KA⊗B der von FA × FB
erzeugte Filter.

1. Sind FA und FB kofinitär, dann ist F kofinitär und (A⊗B)◦FA×FB
ist eine R-Koalgebra.

Ist R noethersch, dann induziert δ einen Koalgebra-Isomorphismus

A◦FA ⊗B
◦
FB
' (A⊗B)◦FA×FB

. (2.34)

2. Sei R noethersch. Sind FA ⊂ KA ein α-Filter und FB ⊂ KB ein kofinitärer Filter,
dann ist F ⊂ KA⊗B ein α-Filter, (A⊗B)◦FA×FB

ist eine R-Koalgebra und δ induziert
einen Koalgebra-Isomorphismus

A◦FA ⊗B
◦
FB
' (A⊗B)◦FA×FB

.

2.4.18. Proposition. Seien R noethersch und A eine R-Algebra.

1. Jeder A◦-suberzeugte A-Linksmodul ist lokal endlich.

2. Ist A R-c-koerzeugt, dann ist σ[AA
◦] = Loc(AM).

3. Ist A eine (R-c-koerzeugte) α-Algebra, dann gibt es Kategorie-Isomorphismen

MA◦ ' RatA
◦
(AM) = σ[AA

◦] (= Loc(AM)).

' RatA
◦
(A◦∗M) = σ[A◦∗A

◦]
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Beweis. 1. Sei M ∈ σ[AA
◦]. Dann existiert nach 2.2.2 für jedes m ∈ M eine endliche

Menge W = {f1, ..., fk} ⊂ A◦, so dass (0 : W ) ⊂ (0 : m). Wähle für jedes i = 1, ..., k
ein R-koendliches A-Ideal Ji ⊂ Ke(fi) aus und betrachte das R-koendliche A-Ideal
J :=

⋂k
i=1 Ji. Ist a ∈ J, dann gilt für jedes ã ∈ A und i = 1, ..., k : (a ⇀ fi)(ã) =

fi(ãa) = 0. Folglich ist J ⊂ (0 : W ) ⊂ (0 : m) und somit ist Am ' A/(0 : m) e.e. in

RM. Daher ist AM lokal endlich.

2. Nach (1) ist σ[AA
◦] ⊂ Loc(AM). Sei A R-c-koerzeugt. Sei N ein lokal endlicher A-

Linksmodul. Für jedes n ∈ N ist A/(0 : n) ' An e.e. in RM und es existiert nach
Bemerkung 2.4.2 ein R-koendliches A-Ideal I ⊂ (0 : n). Nach Voraussetzung ist A/I

R-koerzeugt und somit ist I = KeAn(I). Ist An(I) ' (A/I)∗ =
k∑
i=1

Rgi und setzen

wir W := {g1, ..., gk}, dann gilt für jedes a ∈ (0 : W ) : gi(a) = (a ⇀ gi)(1A) = 0.
Daher ist (0 : W ) ⊂ KeAn(I) = I ⊂ (0 : n). Also ist AN A◦-suberzeugt.

3. Die Kategorie-Isomorphismen folgen aus Satz 2.2.16 (und (2)).

2.4.19. Proposition. Seien R noethersch und A eine R-Algebra.

1. Ist A proper (d.h. die kanonische Abbildung λA : A −→ A◦∗ sei injektiv), dann ist
Cf(A) Hausdorff.

2. Sei A R-c-koerzeugt. Dann ist A proper genau dann, wenn Cf(A) Hausdorff ist.

3. Ist R ein QF Ring, dann gilt:

A ist proper ⇐⇒ Cf(A) Hausdorff ist⇐⇒ A◦ ⊂ A∗ dicht ist.

Beweis. 1. Offensichtlich ist 0A :=
⋂
KA
I ⊂ Ke(λA) und die Aussage folgt.

2. Nehme an Cf(A) sei Hausdorff. Ist A nicht proper, dann existiert 0 6= ã ∈ A, so dass
f(ã) = 0 für jedes f ∈ A◦. Ist I C A ein beliebiges R-koendliches A-Ideal, dann ist
ã ∈ KeAn(I) = I (vgl. A.0.3 (1)) und daher ist

⋂
KA
I 6= 0 (Widerspruch).

3. Nach Proposition A.0.5 (1) gilt

A◦ = AnKe(A◦) = An(Ke(
⋃
KA

An(I)) = An(
⋂
KA

KeAn(I)) = An(
⋂
KA

I).

Somit ist A◦ ⊂ A∗ dicht genau dann, wenn
⋂
KA
I = 0 ist.

2.4.20. Folgerung. Seien R noethersch, A,B R-Algebren und ξ : A −→ B ein Algebra-
Morphismus.
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1. Seien A,B R-c-koerzeugte α-Algebren. Setzen wir P := (A,A◦) und Q := (B,B◦),
dann gilt für jeden A◦-Rechtskomodul N :

IndQP (N) = {f ∈ HomA−(B,N)| Bf ist e.e. in RM}.

2. Seien FA ⊂ KA, FB ⊂ KB R-c-koerzeugte α-Filter und ξ : A −→ B ein (T(FA),T(FB))-
stetiger Algebra-Morphismus. Setzen wir P := (A,A◦FA) und Q := (B,B◦FB), dann gilt

für jedes N ∈MA◦FA :

IndQP (N) = {f ∈ HomA−(B,N)| (0 : f) ⊃ Ĩ für ein Ĩ ∈ FB}.

2.4.21. Lemma. (Satz von Krull) Sei A ein kommutativer noetherscher Ring. Für
jeden endlich erzeugten A-Modul M und jedes A-Ideal I C A gilt:

∞⋂
k=0

MIk+1 = {m ∈M | ∃ b ∈ I, so dass m(1A − b) = 0}.

Die folgende Aussage wurde in [Swe69, 6.1.3] für kommutative affine Algebren über
Körpern gezeigt:

2.4.22. Lemma. Seien R ein QF Ring und A eine kommutative noethersche R-Algebra.
Ist jedes maximale A-Ideal R-koendlich, dann ist A◦ ⊂ A∗ dicht.

Beweis. Sei 0 6= a ∈ A beliebig und betrachte das A-Ideal J := (0 : a). Sei m C A ein
maximales A-Ideal, so dass J ⊂ m. A ist noethersch und somit ist mA endlich erzeugt. Ist
a ∈

⋂
k≥0 mk+1, dann existiert nach Lemma 2.4.21 ein b ∈ m, so dass a(1A − b) = 0 und

folglich 1A ∈ m (Widerspruch). Daher existiert k ≥ 0, so dass a /∈ mk+1. Nach Vorausset-
zung ist m ⊂ A R-koendlich und damit ist Lemma 2.2.29 zufolge mk+1 R-koendlich, also
ist a /∈

⋂
KA I. Da 0 6= a ∈ A nach Auswahl beliebig ist, gilt

⋂
K(A) I = 0, also ist A◦ ⊂ A∗

nach Lemma 2.4.19 dicht.

2.4.23. Definition. Der Ring R ist erblich (bzw. halberblich), falls jedes (bzw. jedes end-
lich erzeugte) Ideal I C R projektiv ist.

2.4.24. Satz. Sei R erblich und noethersch.

1. Alle R-Algebren erfüllen die α-Bedingung, also ist AlgαR = AlgR.

2. Es gibt eine Dualität zwischen AlgR und CogR mittels der rechts adjungierten kon-
travarianten Funktoren

(−)∗ : CogR −→ AlgR, (−)◦ : AlgR −→ CogR.

Beweis. 1. Sei A eine beliebige R-Algebra. Nach [AG-TW2000, Proposition 2.11] ist
A◦ ⊂ RA rein und somit ist (A,A◦) nach Proposition 2.1.8 ein α-Paar.
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2. Für jede R-Algebra A ist die kanonische Abbildung λA : A −→ A◦∗ ein Algebra-
Morphismus und für jede R-Koalgebra C ist die kanonische Abbildung ΦC : C −→
C∗◦ ein Koalgebra-Morphismus (vgl. Lemma 2.4.6). Außerdem ist jedes für jedes
A ∈ AlgR und jedes C ∈ CogR

ΥA,C : AlgR(A,C∗) −→ CogR(C,A◦), ξ 7−→ ζ◦ ◦ ΦC

ein Isomorphismus mit Inversem

ΨA,C : CogR(C,A◦) −→ AlgR(A,C∗), θ 7−→ θ∗ ◦ λA.

Es ist leicht nachzuprüfen, dass ΥA,C und ΨA,C funktoriell in A und C sind.

2.5 Hopf-Paare

Das Konzept eines Hopf-Paares wurde von M. Takeuchi in [Tak77, Seite 15] über
beliebigen Ringen eingeführt. In [Maj90, 1.4] hat S. Majid die sogenannten Bialgebra-
Paare im Körper-Fall betrachtet. Die Bialgebra-Paare bzw. die Hopf-Paare haben sich
beim Studium der affinen algebraischen Gruppen bzw. Quantengruppen über beliebigen
Ringen vorteilhaft erwiesen (siehe auch [FRT89], [Tak92], [Tak95]). Im Folgenden fassen
wir die Kategorie der Hopf-Paare PHopf und die Kategorie der Bialgebra-Paare PBig als
Unterkategorien der Kategorie der messenden Paare Pm auf. Außerdem betrachten wir
Dualitätssätze für die vollen Unterkategorien der α-Hopf-Paare PαHopf ⊂ PHopf und der
Kategorie der α-Bialgebra-Paare PαBig ⊂ PBig.

2.5.1. Die Kategorie PBig. Betrachte ein Paar von R-Bialgebren P = (H,K). Sind
die induzierten Abbildungen κP : H −→ K∗ und χP : K −→ H∗ Algebra-Morphismen,
so nennt man P ein Bialgebra-Paar. Sind (H,K), (Y,K) Bialgebra-Paare, so heißt ein
Morphismus in Pm

(ξ, θ) : (Y, Z) −→ (H,K)

ein Morphismus von Bialgebra-Paaren, falls ξ : H −→ Y und θ : Z −→ K Bialgebra-
Morphismen sind. Mit PBig ⊂ Pm bezeichnen wir die Unterkategorie der Bialgebra-Paaren.
Mit PαBig ⊂ PBig bezeichnen wir die volle Unterkategorie der α-Bialgebren-Paare.

Ist P = (H,K) ∈ PBig, Z ⊂ K eine R-Unterbialgebra und J ⊂ H ein H-Bi-Ideal mit
< J,Z >= 0, dann ist Q = (H/J, Z) ein Bialgebra-Paar,

(πJ , ιZ) : (H/J, Z) −→ (H,K)

ein Morphismus in PBig und wir nennen Q ⊂ P ein Bialgebra-Unterpaar. Offensichtlich
ist PαBig ⊂ PBig abgeschlossen gegen Unterpaare.
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2.5.2. Die Kategorie PHopf . Ein Hopf-Paar P = (H,K) ist ein Bialgebra-Paar mit
H,K Hopf-Algebren. Mit PHopf ⊂ PBig bezeichnen wir die volle Unterkategorie der Hopf-
Paare. Mit PαHopf ⊂ PHopf bezeichnen wir die volle Unterkategorie, deren Objekte die
α-Bedingung erfüllen.

Sind P = (H,K) ein Hopf-Paar, Z ⊂ K eine R-Hopf-Unteralgebra und J ⊂ H ein
Hopf-Ideal mit < J,Z >= 0, dann ist Q = (H/J, Z) ein Hopf-Paar,

(πJ , ιZ) : (H/J, Z) −→ (H,K)

ein Morphismus in PHopf und man nennt Q ⊂ P ein Hopf-Unterpaar von (H,K). Of-
fensichtlich ist PαHopf ⊂ PHopf abgeschlossen gegen Unterpaare.

2.5.3. Eine R-Bialgebra (bzw. eine R-Hopf-Algebra) H nennen wir eine α-Bialgebra
(bzw. α-Hopf-Algebra), falls die Klasse der R-koendlichen H-Ideale KH ein α-Filter ist.
Mit BigαR ⊂ BigR (bzw. HopfαR ⊂ HopfR) bezeichnen wir die volle Unterkategorie der
α-Bialgebren (bzw. der α-Hopf-Algebren). Ist KH ein kofinitärer Filter, so nennen wir H
eine kofinitäre R-Bialgebra (bzw. eine kofinitäre R-Hopf-Algebra). Ist R noethersch
und ist H eine α-Bialgebra (bzw. eine α-Hopf-Algebra), dann ist das Paar (H,H◦) ein
α-Bialgebra-Paar (bzw. ein α-Hopf-Paar).

2.5.4. Bemerkungen. 1. (vgl. [Tak92]) Ist P = (H,K) ein Hopf-Paar, dann gilt

< SH(h), k >=< h, SK(k) > für alle h ∈ H und k ∈ K.

2. Sei R noethersch. Ist P = (H,K) ein Bialgebra-Paar (bzw. ein Hopf-Paar), dann ist
κP (H) ⊂ K◦ und χP (K) ⊂ H◦. Ist (H,K) ∈ PBig und H ∈ BigαR (bzw. K ∈ BigαR),
dann ist χP : K −→ H◦ (bzw. κP : H −→ K◦) ein Bialgebra-Morphismus.

Beim Studium der induzierten Darstellungen für Quantengruppen haben Z. Lin
[Lin93] und M. Takeuchi [Tak94] die sogenannten zulässigen Filter von Idealen einer R-
Hopf-Algebra betrachtet. Im Folgenden verallgemeinern wir dir dort gewonnen Aussagen
auf die zulässigen α-Filter von Idealen einer R-Bialgebren (bzw. R-Hopf-Algebra).

2.5.5. Zulässige Filter. Seien H eine R-Bialgebra, F ⊂ KH ein Filter und betrachte die
induzierten linear topologische R-Algebren (H,T(F)) und (H ⊗H,T(F×F)) (vgl. 2.4.16).
Wir nennen F zulässig , falls ∆ : H −→ H ⊗H und ε : H −→ R stetig sind, also wenn F

die folgenden Axiome erfüllt:

(A1) ∀ I, J ∈ F existiert L ∈ F, so dass ∆H(L) ⊆ Im(ιI ⊗ idH) + Im(idH ⊗ ιJ)
(2.35)

und

(A2) ∃ I ∈ F, so dass Ke(εH) ⊃ I. (2.36)

Ist H eine R-Hopf-Algebra, dann heißt ein Filter F ⊂ KH zulässig, falls (A1, A2) und

(A3) für jedes I ∈ F existiert J ∈ F, so dass SH(J) ⊆ I (2.37)

erfüllt sind (d.h. wenn ∆H , εH und SH : H −→ H stetig sind).
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2.5.6. Lemma. Sei R noethersch. Für jede R-Bialgebra bzw. R-Hopf-Algebra H ist KH
ein zulässiger Filter.

Beweis. Sei H eine R-Bialgebra. Offensichtlich ist KH ein Filter. Außerdem ist H ' R⊕
Ke(εH), also ist Ke(εH) ∈ KH . Seien I, J ∈ KH und setze L := Im(ιI⊗ idH)+Im(idH⊗ ιJ).
Nach Lemma 2.1.9 ist (H⊗H)/L ' H/I⊗H/J und daher ist L ∈ KH⊗H . Nach Definition
ist ∆ : H −→ H ⊗ H ist ein Algebra-Morphismus und somit ist ∆−1(L) C H ein R-
koendliches Ideal. Daher ist KH zulässig.

Ist H eine R-Hopf-Algebra, dann ist SH : H −→ H ein Algebra-Anti-Morphismus. Ist
I C H ein R-koendliches Ideal, dann ist S−1

H (I) C H ein R-koendliches Ideal.

2.5.7. Proposition. Seien H eine R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) und F ⊂ KH ein
zulässiger Filter.

1. Ist R noethersch und ist F ein α-Filter, dann ist H◦F eine R-Bialgebra (bzw. eine
R-Hopf-Algebra) und (H,H◦F) ein α-Bialgebra-Paar (bzw. ein α-Hopf-Paar).

2. Ist F kofinitär, dann ist H◦F eine infinitesimal flache R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra)
und (H,H◦F) ein α-Bialgebra-Paar (α-Hopf-Paar).

Beweis. 1. Sei H eine R-Bialgebra. H◦F ⊂ H◦ ist ein H-Unterbimodul und somit ist
nach Satz 2.4.5 eine R-Koalgebra. Sind f ∈ An(I), g ∈ An(J) für I, J ∈ F, dann
existiert nach 2.35 ein L ∈ F, so dass ∆(L) ⊆ Im(ιI ⊗ idH + idH ⊗ ιJ). Daher ist
∆◦(f ⊗ g)(L) = (f⊗g)(∆(L)) = 0, d.h. f ? g ∈ An(L) ⊂ H◦F. Nach 2.36 ist εH ∈ H◦F
und daher ist H◦F ⊂ H∗ eine R-Unteralgebra. Man sieht leicht, dass ∆◦ : H◦F⊗H◦F −→
H◦F und η◦ : H◦F −→ R Koalgebra-Morphismen sind, also ist H◦F eine R-Bialgebra. Ist
H eine R-Hopf-Algebra mit Antipode S, dann folgt aus 2.37 S◦(H◦F) ⊆ H◦F. Damit
ist H◦F eine R-Hopf-Algebra mit Antipode S◦.

2. Vgl. [Tak94].

Aus Lemma 2.5.6 und Proposition 2.5.7 ergibt sich das folgende Korollar:

2.5.8. Folgerung. Sei R noethersch. Ist H eine α-Bialgebra (bzw. α-Hopf-Algebra), dann
ist H◦ eine R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra). Ist H kofinitär, dann ist H◦ eine infinite-
simal flache R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra).

2.5.9. Proposition. Seien H eine R-Bialgebra und F ⊂ KH ein zulässiger Filter. Ist R
ein injektiver Kogenerator, dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. T(F) ist Hausdorff;

2. Die kanonische R-lineare Abbildung λ : H −→ H◦∗F ist injektiv;

3. H◦F ⊂ H∗ ist dicht;

4. σ[H◦FH] = σ[H∗H].
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Beweis. Die Äquivalenz (1) ⇐⇒ (2) folgt aus Proposition 2.4.13. Die Äquivalenz (2)
⇐⇒ (3) folgt aus Proposition A.0.5 (2). Nach Voraussetzung ist F zulässig und somit ist
H◦F ⊂ H∗ eine R-Unteralgebra. Daher folgt die Äquivalenz (3) ⇐⇒ (4) aus Lemma 2.2.15.

2.5.10. Folgerung. Seien H, K R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren) mit zulässigen Filtern
FH ⊂ KH , FK ⊂ KK und betrachte die kanonische R-lineare Abbildung δ : H∗ ⊗ K∗ −→
(H ⊗K)∗ und den von FH × FK induzierte Filter F ⊂ KA⊗B.

1. Sind FH und FK kofinitär, dann ist F kofinitär und (H ⊗ K)◦FH×FK
ist eine R-

Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra). Ist R noethersch, dann induziert δ einen Bialgebra-
Isomorphismus (bzw. Hopf-Algebra-Isomorphismus)

H◦FH ⊗K
◦
FK
' (H ⊗K)◦FH×FK

. (2.38)

2. Sei R noethersch. Sind FK ein α-Filter und FH kofinitär, dann ist F ein α-Filter,
(H⊗K)◦FH×FK

ist eine R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra) und δ induziert einen Bialgebra-
Isomorphismus (Hopf-Algebra-Isomorphismus)

H◦FH ⊗K
◦
FK
' (H ⊗K)◦FH×FK

.

2.5.11. Satz. Sei R noethersch.

1. Ist H eine α-Bialgebra (α-Hopf-Algebra), dann ist (H,H◦) ∈ PαBig ((H,H◦) ∈ PαHopf).
Ist außerdem H kommutativ (kokommutativ), dann ist H◦ kokommutativ (kommuta-
tiv).

2. Ist R erblich, dann gibt es selbst-adjungierte kontravariante Funktoren

(−)◦ : BigR −→ BigR. (−)◦ : HopfR −→ HopfR.
: CBigR −→ CCBigR. : CCBigR −→ CBigR
: CCBigR. −→ CBigR : CCHopfR −→ CHopfR

Beweis. 1. Ist H eine α-Bialgebra (α-Hopf-Algebra), dann ist H◦ nach Folgerung 2.5.8
eine R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra). Offensichtlich ist dann (H,H◦) ∈ PαBig (bzw.
(H,H◦) ∈ PαHopf ). Die Dualität zwischen der Kommutativität und der Kokommuta-
tivität folgt aus Lemma 2.1.23.

2. IstR erblich, dann ist für jedeR-Bialgebra (bzw.R-Hopf-Algebra)H der stetige duale
R-Modul H◦ ⊂ RH rein ([AG-TW2000, Proposition 2.11]), also ist jede R-Bialgebra
(bzw. R-Hopf-Algebra) eine α-Bialgebra (bzw. eine α-Hopf-Algebra). Außerdem ist

ΥH,K : BigR(H,K◦) −→ BigR(K,H◦), f 7−→ [k 7−→ f(−)(k)]

ein Isomorphismus ist mit Inversem

ΨH,K : BigR(K,H◦) −→ BigR(H,K◦), g 7−→ [h 7−→ g(−)(h)].

Es ist leicht nachzuprüfen, dass ΥH,K und ΨH,K funktoriell in H,K sind.



KAPITEL 2. MESSENDE α-PAARE 69

Induktionsfunktoren in PHopf
Die sogenannten Induktionsfunktoren tauchen in verschiedenen Bereichen der Mathe-

matik in verschiedenen Formen auf. Als interessante Beispiele ergeben sich die Induktions-
funktoren in der Theorie der Affinen Algebraischen Gruppen bzw. der Quantengruppen.
Im Folgenden betrachten wir Induktionsfunktoren für die Kategorie der α-Hopf-Paare bzw.
α-Bialgebra-Paare, die wichtige Situationen subsumieren (siehe [Don80], [APW91], [Lin93,
3.2]). Wir zeigen außerdem, dass diese Funktoren als Funktoren zwischen Kategorien vom
Typ σ[M ] anzusehen sind (vgl. 2.3.22).

2.5.12. Definition. Sei H eine R-Bialgebra.
Für jeden H-Linksmodul M nennt man den R-Untermodul

MH := {m ∈M | hm = ε(h)m für alle h ∈ H}

den Invariantenuntermodul von M.
Für jeden H-Rechtskomodul M nennt man

M coH := {m ∈M | %M(m) = m⊗ 1H}

den Koinvariantenuntermodul von M.

2.5.13. Sei H eine R-Bialgebra. Sind M, N H-Rechtsmoduln, dann ist M ⊗R N ein H-
Rechtsmodul mit der kanonischen H-Modul-Struktur

(m⊗ n)h :=
∑

mh1 ⊗ nh2 für alle m ∈M,n ∈ N und h ∈ H. (2.39)

Sind M,N H-Linksmoduln, dann ist M⊗N analog ein H-Linksmodul mit der kanonischen
H-Linksmodul-Struktur

h(m⊗ n) :=
∑

h1m⊗ h2n für alle m ∈M,n ∈ N und h ∈ H.

Außerdem ist der Grundring R ein H-Bimodul vermöge

hr := ε(h)r = rh für alle h ∈ H, r ∈ R.

2.5.14. Sei K eine R-Bialgebra. Sind M,N K-Rechtskomoduln, so ist M ⊗R N ∈ KM
mit der kanonischen K-Rechtskomodul-Struktur vermöge

ψ : M ⊗N −→M ⊗N ⊗K, m⊗ n 7−→
∑

m<0> ⊗ n<0> ⊗m<1>n<1>. (2.40)

Sind M,N K-Linkskomoduln, dann ist analog M ⊗ N ∈ MK mit der kanonischen K-
Linkskomodul-Struktur induziert von

% : M ⊗N −→ K ⊗M ⊗N, m⊗ n 7−→
∑

m<−1>n<−1> ⊗m<0> ⊗ n<0>.

Außerdem ist der Grundring R ein K-Bikomodul durch

R −→ R⊗K, r 7−→ r ⊗ 1K und R −→ K ⊗R, r 7−→ 1K ⊗ r.
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2.5.15. Lemma. Seien P = (H,K) ∈ PBig, (M,%M) ein K-Rechtskomodul und betrachte
M mit der induzierten H-Linksmodul-Struktur. Ist αPM : M⊗K −→ HomR(H,M) injektiv,
dann ist MH = M coK .

Beweis. Ist m ∈MK , dann gilt für jedes h ∈ H :

hm =< h, 1K > m = εH(h)m für jedes h ∈ H,

also ist m ∈MH . Andererseits, ist m ∈MH und ist %M(m) =
∑
m<0> ⊗m<1>, dann gilt

für jedes h ∈ H :

αPM(
∑
m<0> ⊗m<1>)(h) =

∑
< h,m<1> > m<0> = hm

= εH(h)m = < h, 1K > m
= αPM(m⊗ 1K)(h).

Nach Voraussetzung ist αPM injektiv und daher ist %M(m) =
∑
m<0> ⊗m<1> = m ⊗ 1K ,

also ist m ∈MK . Somit ist MH = M coK .

2.5.16. Lemma. Sei H eine R-Hopf-Algebra und M,N ∈ HM. Dann ist HomR(M,N)
ein H-Linksmodul vermöge

(hf)(m) =
∑

h1f(SH(h2)m) für alle h ∈ H,m ∈M und f ∈ HomR(M,N). (2.41)

Außerdem ist HomH−(M,N) = HomR(M,N)H .

Beweis. Sind h, h̃ ∈ H, dann gilt für beliebige f ∈ HomR(M,N) und m ∈M :

((hh̃)f)(m) :=
∑

(hh̃)1f(SH((hh̃)2)m) =
∑
h1h̃1f(SH(h2h̃2)m)

=
∑
h1h̃1f(SH(h̃2)SH(h2)m) =

∑
h1((h̃f)(SH(h2)m))

= (h(h̃f))(m). =

Daher ist HomR(M,N) ein H-Linksmodul.
Ist f ∈ HomH−(M,N), dann gilt für alle h ∈ H und m ∈M :

(hf)(m) :=
∑

h1f(SH(h2)m) =
∑

h1SH(h2)f(m) = (ε(h)1H)f(m) = (ε(h)f)(m),

also ist f ∈ HomR(M,N)H . Andererseits, ist g ∈ HomR(M,N)H , dann gilt für jedes h ∈ H
und m ∈M :

g(hm) = g(
∑
ε(h1)h2m) =

∑
(ε(h1)g)(h2m)

=
∑

(h1g)(h2m) =
∑
h11(g(SH(h12)h2m))

=
∑
h1(g(SH(h21)h22m)) =

∑
h1g(ε(h2)1Hm)

= (
∑
h1ε(h2))g(m) = hg(m),

also ist g ∈ HomH−(M,N).
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Das folgende Lemma verallgemeinert die entsprechenden Aussagen in [Lin93, Seite
165] und [Lin94, Seite 103]:

2.5.17. Lemma. Seien P = (H,K), Q = (Y, Z) ∈ PαHopf ,

(ξ, θ) : (Y, Z) −→ (H,K)

ein Morphismus in PαHopf und N ∈ HM.

1. HomR(Y,N) ist ein H-Linksmodul vermöge

(hf)(y) =
∑

h1f(SY (ξ(h2)y)) für alle h ∈ H, f ∈ HomR(Y,N) und y ∈ Y. (2.42)

2. Betrachten wir HomR(Y,N) mit der kanonischen Y -Linksmodul-Struktur, dann gilt

h(yf) = y(hf) für alle h ∈ H, y ∈ Y und f ∈ HomR(Y,N).

Daher ist HomR(Y,N)H ⊆ HomR(Y,N) ein Y -Linksuntermodul.

3. Ist HN K-rational, dann ist N ⊗ Z ein K-Rechtskomodul vermöge

ψ : N ⊗ Z −→ N ⊗ Z ⊗K, n⊗ z 7−→
∑

n<0> ⊗ z2 ⊗ n<1>SK(θ(z1)). (2.43)

Beweis. 1. ξ : H −→ Y ist ein Hopf-Algebra-Morphismus und somit gilt

ξ(SH(h)) = SY (ξ(h)) für jedes h ∈ H.

Betrachten wir den H-Linksmodul Yξ, dann stimmt die H-Wirkung auf HomR(Yξ, N)
in (2.41) mit der in (2.42) überein und daher ist HomR(Y,N) nach Lemma 2.5.16 ein
H-Linksmodul.

2. trivial.

3. Offensichtlich ist Z ein K-Rechtskomodul vermöge

%Z : Z −→ Z ⊗K, z 7−→
∑

z2 ⊗ SK(θ(z1)) für jedes z ∈ Z.

Nach Lemma 2.2.9 ist N ein K-Rechtskomodul und somit ist (N ⊗ Z,ψ) laut 2.5.14
ein K-Rechtskomodul.

2.5.18. Seien P = (H,K), Q = (Z, Y ) ∈ PαHopf ,

(ξ, θ) : (Y, Z) −→ (H,K)

ein Morphismus in PαHopf . Für jedes N ∈ RatK(HM) betrachte N ⊗ Z mit der K-
Rechtskomodul-Struktur (2.43). Betrachten wir den Induktionsfunktor

IndQP (−) : RatK(HM) −→ RatZ(YM), N 7−→ RatZ(Y HomH−(Y,N))
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so gilt gibt es in N funktorielle Isomorphismen

(N ⊗R Z)coK ' (N ⊗R Z)H (Lemma 2.5.15);
' (RatZ(Y HomR(Y,N))H (Beispiel 2.3.28);
= RatZ(Y (HomR(Y,N)H))

= IndQP (N) (Lemma 2.5.16);
' N�KZ (Satz 2.3.27);
' HomHe(H,N ⊗R Z). (Proposition 2.3.12).

2.5.19. Folgerung. Seien P = (H,K), Q = (Y, Z) ∈ PαHopf und

(ξ, θ) : (Y, Z) −→ (H,K)

ein Morphismus in PαHopf . Seien M ∈ MZ , N ∈ MK und betrachte M θ ⊗R N mit der
kanonischen K-Rechtskomodul-Struktur. Ist RM flach, dann gibt es einen Z-Komodul-
Isomorphismus

IndQP (M θ ⊗R N) ' (M θ ⊗R N)�KZ 'M ⊗R (N�KZ) 'M ⊗R IndQP (N).

2.6 Klassische Dualitäten

Über einem Körper R hat man eine Dualität zwischen den Gruppen und den kommu-
tativen R-Hopf-Algebren (vgl. [Abe80], [Mon93, 9.3]). In diesem Paragraphen beschäftigen
wir uns mit dieser Dualität über (erblichen) noetherschen Ringen. Wir wenden außer-
dem unsere Ergebnisse im Paragraphen 2.2 auf die Kategorie der G-Moduln eines affinen
Gruppen-Schema an.

Notation. Seien M ein R-Modul, G eine Menge, RG der freie R-Modul mit Basis G und
betrachte den R-Modul-Isomorphismen

HomR(RG,M) 'MG ' {f : G −→M eine beliebige Abbildung}

Für N ∈ RM und jedes γ ∈ HomR(M,N) setzen wir

γ• : MG −→ NG, f 7−→ γ ◦ f.

Andererseits, setzen wir für jede Menge G′ und jede Mengen-Abbildung ξ : G −→ G′

ξ• : MG′ −→MG, g 7−→ g ◦ ξ.

2.6.1. G-Moduln. Sei (G, µ, e) ein Monoid. Unter einem unitären (bzw. G-treuen) G-
Linksmodul verstehen wir einen unitären (bzw. RG-treuen) RG-Linksmodul. Sind M,N G-
Linksmoduln, so wird eine RG-lineare Abbildung von M nach N G-linear genannt. Den R-
Modul der G-linearen Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit HomG−(M,N). Die
Kategorie der unitären (bzw. G-treuen) G-Linksmoduln mit Morphismen den G-linearen

Abbildungen bezeichnen wir mit GM (bzw. GM̃).
Analog definiert man die Kategorien der unitären (bzw. G-treuen) G-Rechtsmoduln

MG (bzw. M̃G). Für G-Rechtsmoduln M,N bezeichnen wir mit Hom−G(M,N) den R-
Modul der G-linearen Abbildungen von M nach N.
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2.6.2. SindG,G′ Monoide, so ist mit einem unitären (bzw. (G,G′)-treuen) (G,G′)-Bimodul
ein unitärer (bzw. (RG,RG′)-treuer) (RG,RG′)-Bimodul gemeint. Sind M,N (G,G′)-
Bimoduln, so nennen wir eine (RG,RG′)-bilineare Abbildung. Mit Hom(G,G′) bezeichnen
wir den R-Modul von M nach N. Die Kategorie der unitären (bzw. (G,G′)-treuen) (G,G′)-

Bimoduln mit den (G,G′)-bilinearen Abbildungen bezeichnen wir mit GMG′ (bzw. GM̃G′).

2.6.3. Definition. Sei (C,∆, ε) eine R-Koalgebra. Nach [Gru69] nennen wir

G(C) := {0 6= x ∈ C| ∆(x) = x⊗ x und ε(x) = 1}

die Menge der gruppen-ähnlichen Elemente von C. Sind x, y ∈ G(C), so bezeichne

P(x,y)(c) := {c ∈ C| ∆(c) = x⊗ c+ c⊗ y}

die Menge der (x, y)-primitiven Elemente in C. Ist H eine R-Bialgebra, so werden die
(1, 1)-primitiven Elemente in H primitiv genannt.

Das folgende Lemma läßt sich leicht nachprüfen:

2.6.4. Lemma. Sei C eine R-Koalgebra.

1. Ist D eine R-Koalgebra und f : D −→ C ein Koalgebra-Morphismus, dann ist
f(G(D)) ⊆ G(C).

2. Sind {0R, 1R} die einzigen Idempotenten in R und ist ∆(x) = x⊗ x, dann ist ε(x) =
1R, also ist x ∈ G(C).

3. Sind x, y ∈ G(C) und ist c ∈ P(x,y)(C), dann ist ε(c) = 0.

4. Für jede R-Koalgebra C haben wir eine Bijektion

CogR(R,C)↔ G(C), f 7→ f(1R) und x 7−→ [1R 7→ x] ∀ f ∈ CogR(R,C), x ∈ G(C).

5. Sind R noethersch und A eine α-Algebra, dann ist

AlgR(A,R) = G(A◦) = CogR(R,A◦).

2.6.5. Für jede Menge G ist RG, der freie R-Modul mit Basis G, eine kokommutative
R-Koalgebra K(G) = (RG,∆g, εg), wobei

∆g(x) = x⊗ x und εg(x) = 1 für jedes x ∈ G.

Ist (G, µG, eG) ein Monoid, dann induziert µG bzw. eG auf RG eine Multiplikation µ bzw.
eine Einheit η, so dass K(G) = (RG, µ, η,∆g, εg) eine R-Bialgebra wird. Ist G eine Gruppe,
dann ist RG eine R-Hopf-Algebra mit Antipode

Sg : RG −→ RG, x 7−→ x−1 für jedes x ∈ G.
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Ist H eine R-Bialgebra, dann ist ∆H(1H) = 1H und es gilt für alle x, y ∈ G(H) :

∆H(xy) = ∆H(x)∆H(y) = (x⊗ x)(y ⊗ y) = xy ⊗ xy,

also ist x, y ∈ G(H) ein Monoid. Ist H eine R-Hopf-Algebra und ist x ∈ G(H), dann ist
x−1 := SH(x) ∈ G(H), also ist G(H) eine Gruppe.

Notation. Mit Ens (bzw. Mon, Gr) bezeichnen wir die Kategorie der Mengen (bzw.
Kategorie der Monoide, Kategorie der Gruppen).

2.6.6. Proposition. ([Gru69]) Es gibt kovariante Funktoren

K(−) : Ens −→ CCogR, G(−) : CCogR −→ Ens
: Mon −→ CCBialgR, : CCBialgR −→ Mon
: Gr −→ CCHopfR, : CCHopfR −→ Gr.

Außerdem ist (K(−),G(−)) ein adjungiertes Paar. Ist R ein Integritätsbereich, dann gibt
es einen natürlichen Isomorphismus G(−) ◦ K(−) ' id.

2.6.7. ([Abe80, Theorem 2.1.3]) Sei L eine R-Lie-Algebra und bezeichne mit U(L) die
universelle Einhüllende von L. Betrachten wir die R-Algebra U(L) mit der üblichen
Multiplikation und der üblichen Einheit, so wird U(L) eine R-Hopf-Algebra durch

∆p(l) := 1⊗ l + l ⊗ 1, εp(l) := 0 und Sp(x) := −l für jedes l ∈ L.

2.6.8. Repräsentative Abbildungen. Seien R noethersch, (G, µ, e) ein Monoid (bzw.
eine Gruppe) und setze

R(G) := {f ∈ RG| GfG ist e.e. in RM}.

Man nennt jedes f ∈ R(G) eine repräsentative Abbildung. Wir nennen G ein α-
Monoid (bzw. eine α-Gruppe), falls (RG,R(G)) ein α-Paar.

Als Konsequenz von Lemma 2.1.26 und Folgerung 2.5.8 bekommen wir:

2.6.9. Folgerung. Sei R noethersch. Ist G ein α-Monoid, dann ist R(G) ' (RG)◦ eine
R-Bialgebra. Ist G eine α-Gruppe, dann ist R(G) eine R-Hopf-Algebra mit Antipode

S : R(G) −→R(G), S(f)(x) = f(x−1) für alle f ∈ R(G), x ∈ G.

Als Schlussfolgerung von Satz 2.4.5 bekommen wir:

2.6.10. Folgerung. Seien R noethersch, G ein Monoid und C ⊂ R(G) ein G-Unterbimodul.
Ist P = (RG,C) ein α-Paar, dann ist C eine R-Koalgebra und wir bekommen Kategorie-
Isomorphismen

MC ' RatC(GM) = σ[RGC]
' RatC(C∗M) = σ[C∗C].
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Notation. Für jedes Monoid G bezeichne Loc(GM) (Loc(MG)) die Kategorie der lokal
endlichen G-Linksmoduln (G-Rechtsmoduln).

Als Schlussfolgerung von Proposition 2.4.18 bekommen wir:

2.6.11. Proposition. Seien R noethersch und G ein Monoid.

1. Jeder R(G)-suberzeugte G-Linksmodul ist lokal endlich.

2. Ist RG R-c-koerzeugt, dann ist σ[AR(G)] = Loc(GM). Ist außerdem G ein α-
Monoid, dann gibt es Kategorie-Isomorphismen

MR(G) ' RatR(G)(GM) = σ[GR(G)] = Loc(GM).

Die folgende Aussage überträgt die klassische Dualität zwischen den kommutati-
ven R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren) und den Monoiden (Gruppen) vom Körper-Fall auf
beliebige erbliche noethersche Ringe (siehe [Mon93, 9.3]).

2.6.12. Satz. Ist R noethersch und erblich, dann gibt es eine Dualität zwischen den
Monoiden (Gruppen) und den kommutativen R-Bialgebren (R-Hopf-Algebren) mittels der
rechts adjungierten kontravarianten Funktoren

R(−) : Mon −→ CBigR, AlgR(−, R) : CBigR −→ Mon,
: Gr −→ CHopfR, : CHopfR −→ Gr.

Beweis. Ist R noethersch und erblich, dann erfüllt jede R-Algebra die α-Bedingung (Lem-
ma 2.1.28 (1)). Ist G ein Monoid (eine Gruppe), dann ist K(G) = (RG, µ, η,∆g, εg) nach
2.6.5 eine kokommutative R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra) und R(G) = (RG)◦ ist nach Satz
2.5.11 eine kommutative R-Bialgebra (R-Hopf-Algebra). Ist H eine R-Bialgebra (R-Hopf-
Algebra), dann ist H◦ nach Satz 2.5.11 eine R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) und daher
ist AlgR(H,R) = G(H◦) ein Monoid (eine Gruppe). Man sieht leicht, dass wir Funktor-
Isomorphismen haben

R(−) ' (−)◦ ◦ K(−) und AlgR(−, R) ' G(−) ◦ (−)◦.

Die Aussage folgt dann aus Satz 2.5.11 und 2.6.6.

Affine Gruppen-Schemata

Die affinen Gruppen-Schemata wurden von J. Jantzen [Jan87] eingeführt. Ist G ein affines
Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G), dann sind die Kategorie derG-Linksmoduln
und die Kategorie der R(G)-Rechtskomoduln äquivalent [Jan87]. Ist RR(G) loakl projektiv,
so erweitern wir diese Kategorie-Äquivalenz auf die Kategorie der R(G)-rationalen R(G)∗-
Linksmoduln RatR(G)(R(G)∗M) = σ[R(G)∗R(G)]. Damit kann man die Kategorie GM als
eine Grothendieck-Kategorie vom Typ σ[M ] betrachten und die gut entwickelte Theorie
solchen Kategorien (siehe [Wis88], [Wis96]) zum Studium der Kategorie GM heranziehen.
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Notation. Mit Ens (bzw. Mon, Gr) bezeichnen wir die Kategorie der Mengen (bzw.
Kategorie der Monoide, Kategorie der Gruppen).

2.6.13. Unter einem R-Funktor (bzw. Monoid-Funktor, Gruppen-Funktor) verste-
hen wir einen Funktor von der Kategorie der kommutativen R-Algebren CAlgR in Ens
(bzw. Mon, Gr).

Ein affines Schema (bzw. affines Monoid-Schema, affines Gruppen-Schema)
ist ein darstellbarer Funktor (bzw. Monoid-Funktor, Gruppen-Funktor)

G = AlgR(H,−) : CAlgR −→ Ens,
: CBigR −→ Mon,
: CHopfR −→ Gr.

Die kommutative R-Algebra (bzw. R-Bialgebra, R-Hopf-Algebra) R(G) := H nennt man
den Koordinaten-Ring von G. Mit AffR (bzw. AffMonR, AffGrR) bezeichnen wir die
Kategorie deren Objekte die affinen Schemata (bzw. die affinen Monoid-Schemata, die
affinen Gruppen-Schemata) mit Morphismen den natürlichen Transformationen.

2.6.14. G-Moduln. (vgl. [Jan87, 2.7]) Sei G = AlgR(H,−) ein affines Gruppen-Schema.
Zu einen R-Modul M betrachte den Gruppen-Funktor

Ma : CAlgR −→ Gr, Ma(A) := (M ⊗R A,+).

Dann heißt M ein G-Linksmodul, falls G(A) auf Ma(A) := M ⊗R A, für jede kommuta-
tive R-Algebra A, durch R-lineare Abbildungen wirkt. Die Kategorie der G-Moduln mit
Morphismen den G-linearen Abbildungen bezeichnen wir mit GM.

2.6.15. Lemma. ([Wis88, 44.3]) Seien C eine Kategorie und F : C −→ Ens ein kova-
rianter Funktor. Für A ∈ C bezeichne Nat(MorC(A,−), F ) die Klasse der funktoriellen
Morphismen zwischen MorC(A,−) und F, dann ist die folgende Yoneda-Abbildung bi-
jektiv:

Nat(MorC(A,−), F ) −→ F (A), φ 7−→ φA(idA).

Mit Hilfe von Yoneda-Lemma läßt sich die folgende Aussage beweisen:

2.6.16. Proposition. (vgl. [Jan87, Chapter 2]) Sei R ein beliebiger Ring.

1. Es gibt Kategorie-Äquivalenzen

AffMonR ≈ (CBigR)op und AffGrR ≈ (CHopfR)op.

2. Sei G ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G). Dann sind die Kate-
gorie der G-Linksmoduln GM und Kategorie der R(G)-RechtskomodulnMR(G) äqui-
valent.
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2.6.17. Seien G ein ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G) und setze
ω := Ke(εR(G)). Dann induziert Fω := {ωn| n ≥ 1} auf R(G) eine lineare Topologie T(Fω).
Nach [Jan87, 7.7] ist

hy(G) := {f ∈ R(G)∗| f(ωn) = 0 für ein n ≥ 1} (2.44)

eine R-Unteralgebra von R(G)∗. Wir nennen hy(G) die Hyperalgebra von G. Daher
bekommen wir ein messendes Paar G = (hy(G), R(G)). Ist hy(G) ⊂ R(G)∗ dicht, so
nennen wir G zusammenhängend. Ist R(G)/ωn endlich in RM für jedes n ≥ 1, dann
heißt G infinitesimal flach . Wir sagen G erfüllt die α-Bedingung oder G ist ein affines
α-Gruppen-Schema, falls (hy(G), R(G)) die α-Bedingung erfüllt. Wir nennen G lokal
projektiv, falls RR(G) lokal projektiv ist.

2.6.18. Satz. Sei G ein affines Gruppen-Schema mit Koordinaten-Ring R(G).

1. Ist R(G) lokal projektiv, dann gibt es Kategorie-Äquivalenzen

GM≈MR(G) ' RatR(G)(R(G)∗M) = σ[R(G)∗R(G)].

2. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(a) G ist ein affines α-Gruppen-Schema;

(b) G ist lokal projektiv und zusammenhängend.

(c) Es gibt Kategorie-Äquivalenzen

GM ≈ MR(G) ' RatR(G)(R(G)∗M) = σ[R(G)∗R(G)]

' RatR(G)(hy(G)M) = σ[hy(G)R(G)]

3. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) G ist zusammenhängend, also ist hy(G) ⊂ R(G)∗ dicht;

(ii) σ[hy(G)R(G)] = σ[R(G)∗R(G)].

Ist R ein injektiver Kogenerator, so ist weiter dazu äquivalent:

(iii) R(G) ↪→ hy(G)∗;

(iv) T(Fω) ist Hausdorff.

Beweis. 1. Die Äquivalenz GM≈MR(G) folgt aus [Jan87, Chapter 2] und die Kategorie-
Isomorphismus folgen aus Satz 2.2.13.

2. Folgt aus Satz 2.2.16.
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3. hy(G) ⊂ R(G)∗ ist eine R-Unteralgebra und somit folgt die Äquivalenz (i) ⇐⇒ (ii)
aus Lemma 2.2.15.

Sei R ein injektiver Kogenerator.

Die Äquivalenz (i) ⇐⇒ (iii) folgt aus Proposition A.0.5 (2). Betrachte das messende
Paar G := (hy(G), R(G)). Dann gilt nach A.0.3 (1):

0R(G) =
⋂
n≥1

ωn =
⋂
n≥1

KeAn(ωn) = Ke(
⋃
n≥1

An(ωn)) = Ke(hy(G)) = Ke(χG).

Also ist T(Fω) Hausdorff genau dann, wenn R(G)
χG
↪→ hy(G)∗ (und wir bekommen

(iii) ⇐⇒ (iv)).

2.6.19. Der Induktionsfunktor für affine α-Gruppen-Schemata.
Induktionsfunktor. Seien G, G̃ affine α-Gruppen-Schemata und ϕ : G −→ G̃ ein

Morphismus in AffGrR. Dann induziert ϕ einen Hopf-Algebra-Morphismus ϕ# : R(G̃) −→
R(G) (Komorphismus genannt) und wir bekommen einen Morphismus in Pαm

(ϕ∗#, ϕ#) : (R(G̃)∗, R(G̃)) −→ (R(G)∗, R(G)).

Nach Satz 2.6.18 sind GM≈ σ[R(G)∗R(G)], G̃M≈ σ[R(G̃)∗R(G̃)] und daher haben wir den
Induktionsfunktor

IndG̃G(−) := Ind
R(G̃)
R(G)(−) : GM−→ G̃M, M 7−→ RatR(G̃)(R(G̃)∗HomR(G)∗−(R(G̃)∗,M)).

2.6.20. Folgerung. Sei G ein affines Monoid-Schema (bzw. ein affines Gruppen-Schema)
mit Koordinaten-Ring R(G).

1. Sind R noethersch, R(G)ω e.e. und hy(G) ⊂ RR(G) rein, dann ist hy(G) eine R-
Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) und (R(G), hy(G)) ∈ PαBig (bzw. (R(G), hy(G)) ∈
PαHopf).

2. Ist G infinitesimal flach, dann ist hy(G) eine infinitesimal flache R-Bialgebra (bzw.
R-Hopf-Algebra) und (R(G), hy(G)) ∈ PαBig (bzw. (R(G), hy(G)) ∈ PαHopf).

Beweis. 1. Ist R(G)ω e.e., dann ist Fω ⊂ KR(G), (vgl. Lemma 2.2.29), also ist hy(G) ⊂
R(G)◦ ein R(G)-Unterbimodul und die Aussage folgt aus Proposition 2.5.7 (1).

2. Sei G infinitesimal flach. Analog zu [Mon93, Lemma 9.2.1] ist Fω ⊂ KR(G) ist ein
zulässiger Filter und die Aussage folgt aus Proposition 2.5.7 (2).



Kapitel 3

Dualität zwischen den Moduln und
den Komoduln

In diesem Kapitel wird die Dualität zwischen den Wirkungen von Algebren und den
Kowirkungen von R-Koalgebren untersucht. Im Paragraphen 3.1 wird für jedes messende
α-Paar P = (A,C) die Dualität zwischen den A-Moduln und den C-Komoduln untersucht.
Im Paragraphen 3.2 untersuchen wir für jede α-AlgebraA über einem noetherschen Ring die
Dualität zwischen den A-Moduln und den A◦-Komoduln. Im Paragraphen 3.3 beschäftigen
wir uns mit der natürlichen Fragestellung bei Dualitätssätzen der (Ko)Reflexivität. Im Pa-
ragraphen 3.4 führen wir eine nicht endliche Version der Dualitätssätze für Doi-Koppinen-
Hopf-Moduln. Paragraph 3.5 ist der Dualitätssätze für die sogenannten verschränkten Pro-
dukte gewidmet.

3.1 Duale Komoduln

Für jedes (A,C) ∈ Pαm untersuchen wir in diesem Paragraphen die Dualität zwi-
schen der Kategorie der A-Rechtsmoduln (A-Linksmoduln) und der Kategorie der C-
Rechtskomoduln (C-Linkskomoduln).

3.1.1. Sei P = (A,C) ∈ Pm. Nach Lemma 2.2.8 ist MC ⊂ AM eine Unterkategorie und
somit bekommen wir einen kontravarianten Funktor

(−)∗ :MC −→MA, (N, %N) 7−→ (N∗, ρN∗), (3.1)

wobei

ρN∗ : N∗ −→ HomR(A,N∗), f 7−→ [a 7−→ [n 7−→
∑

f(n<0>) < a, n<1> >]]. (3.2)

Erfüllt P die α-Bedingung, so bekommen wir (nach Lemma 2.2.9) einen kontravarianten
Funktor

(−)r :MA −→ RatC(AM) 'MC , M 7−→M r := RatC(AM
∗).

79
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Sind M,N A-Rechtsmoduln und ist f ∈ HomA−(M,N), so ist f ∗ ∈ Hom−A(N∗,M∗) und
wir bezeichnen mit f r ∈ HomC(N r,M r) die Einschränkung von f ∗ auf N r ⊂ N∗ (vgl.
Lemmata 2.2.7 (4), 2.2.9). Für jeden A-Rechtsmodul M nennen wir den C-Rechtskomodul
M r den dualen C-Komodul von M bzgl. P .

3.1.2. Satz. Für jedes Paar (A,C) ∈ Pαm gibt es eine Dualität zwischen der Kategorie der
C-Rechtskomoduln und der Kategorie der A-Rechtsmoduln mittels der rechts adjungierten
kontravarianten Funktoren

(−)∗ :MC −→MA und (−)r :MA −→MC .

Beweis. Für jeden C-Rechtskomodul N ist die kanonische Abbildung ΦN : N −→ N∗∗

A-linear und folglich ist ΦN(N) ⊆ N∗r (nach Lemma 2.2.7 (4)). Andererseits ist für jeden
A-Rechtsmodul M die kanonische Abbildung λM : M −→ M r∗ A-linear. Es ist leicht
nachzuprüfen, dass es (in M ∈MA und N ∈MC) funktorielle Homomorphismen gibt

ΥN,M : Hom−A(M,N∗) −→ HomC(N,M r), f 7−→ f r ◦ ΦN ,
ΨN,M : HomC(N,M r) −→ Hom−A(M,N∗), g 7−→ g∗ ◦ λM .

Außerdem ist ΥN,M bijektiv mit Inversem ΨN,M .

Notation. Für jede R-Algebra A bezeichne mit Mf
A (AMf ) die Kategorie der endlich

erzeugten A-Rechtsmoduln (A-Linksmoduln).

3.1.3. Lemma. Sei R noethersch. Für jedes (A,C) ∈ Pαm gibt es eine Dualität zwischen
RatC(Mf

A) und CRat(Mf
A) mittels der rechts adjungierten kontravarianten Funktoren

CRat(Mf
A) −→ RatC(AMf ) −→ CRat(Mf

A) und (−)∗ : (−)∗ : RatC(AMf ) .

Beweis. Sei M ∈ CRat(Mf
A) (bzw. M ∈ RatC(AMf )). Laut Folgerung 2.2.24 ist RM e.e.

und somit ist AM
∗ (bzw. M∗

A) endlich erzeugt. Nach Voraussetzung ist R noethersch, also
ist RM e.p. und M∗ wird nach 2.3.14 ein C-rationaler A-Linksmodul (bzw. ein C-rationaler
A-Rechtsmodul). Die Dualität zwischen CRat(Mf

A) und RatC(AMf ) folgt dann aus Satz
3.1.2.

D. Radford [Rad73] hat -im Körper-Fall- für jedes Paar messende P = (A,C) die
sogenannten P -Rechtspaare (bzw. P -Linkspaare) eingeführt. Im Folgenden betrachten wir
die Dualitätsbeziehungen für solche Paare.

3.1.4. Sei P = (A,C) ∈ Pm. Ein Paar ausR-ModulnQ = (M,N) heißt ein P -Rechtspaar
(bzw. P -Linkspaar ), falls M ein A-Rechtsmodul, N ein C-Rechtskomodul (bzw. M ein
A-Linksmodul, N ein C-Linkskomodul) und die induzierte Abbildung κQ : M −→ N∗

A-linear ist. Mit QrP ⊂ P (bzw. QlP ⊂ P ) bezeichnen wir die Kategorie der P -Rechtspaare
(bzw. die Kategorie der P -Linkspaare) mit den im Folgenden erklärten Morphismen: sind
(M,N), (M ′, N ′) P -Rechtspaare (bzw. P -Linkspaare), dann ist ein Paar-Morphismus

(ξ, θ) : (N,N ′) −→ (M,M ′)
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ein Morphismus in QrP (bzw. in QlP ), falls ζ : M −→ M ′ A-Linear und θ : N ′ −→ N
C-kolinear ist.

Ein P -Bi-Paar ist ein Paar P = (M,N), wobei M ein A-Bimodul, N ein C-Bikomodul
und κQ : M −→ N∗ A-bilinear ist. Mit QP bezeichnen wir die Kategorie der P -Bi-Paare:
sind (M,N), (M ′, N ′) P -Bi-Paare, dann ist ein Paar-Morphismus

(ξ, θ) : (N,N ′) −→ (M,M ′)

ein Morphismus in QP , falls ξ : M −→ M ′ A-bilinear und θ : N ′ −→ N C-bikolinear ist.
Insbesondere ist jedes messende Paar P selbst ein P -Bi-Paar.

3.1.5. Seien P = (A,C) ∈ Pm, Q = (M,N) ∈ QrP und setze für jedes m ∈M :

ξm : A −→ M, a 7−→ ma für alle a ∈ A,
θm : N −→ C, n 7−→

∑
< m,n<0> > n<1> für alle n ∈ N.

Dann gilt für alle a ∈ A und n ∈ N :

< ξm(a), n >=< ma, n >=< m, an >=
∑

< m,n<0> >< a, n<1> >=< a, θm(n) > .

Offensichtlich ist ζm : A −→M A-linear. Außerdem gilt für alle n ∈ N, a ∈ A :

αPN(
∑
θm(n)1 ⊗ θm(n)2)(a) =

∑
θm(n)1 < a, θm(n)2 >

= a ⇀ θm(n)
=

∑
< m,n<0> > a ⇀ n<1>

=
∑

< m,n<0> > n<1>1 < a, n<1>2 >
=

∑
< m,n<0><0> > n<0><1> < a, n<1> >

= αPN(
∑
θm(n<0>)⊗ n<1>)(a).

Ist αPN : N ⊗ C −→ HomR(A,N) injektiv, dann ist∑
θm(n)1 ⊗ θm(n)2 =

∑
θm(n<0>)⊗ n<1> für jedes n ∈ N,

also ist θm : N −→ C C-kolinear und

(ξm, θm) : (M,N) −→ (A,C)

ist ein Morphismus in QrP .

Notation. Seien P = (A,C) ∈ Pm und Q = (M,N) ∈ QrP . Für R-Untermoduln L ⊂ M,
K ⊂ N setzen wir

K⊥ := {m ∈M | < m,K >= 0}, AnM(K) := {m ∈M | θm(k) = 0 ∀ k ∈ K},
L⊥ := {n ∈ N | < L, n >= 0}, AnN(L) := {n ∈ N | θm(n) = 0 ∀ m ∈ L}.

Als Schlussfolgerung von Lemmata 2.2.8 und 2.2.9 läßt sich das folgende Lemma
mühelos ableiten:
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3.1.6. Lemma. Seien P = (A,C) ∈ Pm und Q = (M,N) ∈ QrP (bzw. Q ∈ QlP , Q ∈ QP ).

1. Für jeden C-Rechtsunterkomodul (bzw. C-Linksunterkomodul, C-Unterbikomodul)
K ⊂ N ist K ein A-Linksuntermodul (bzw. A-Rechtsuntermodul, A-Unterbimodul)
und K⊥ ⊂M ist ein A-Rechtsuntermodul (bzw. A-Linksuntermodul, A-Unterbimodul).

2. Sei (A,C) ∈ Pαm. Ist L ⊂ M ein A-Rechtsuntermodul (bzw. A-Linksuntermodul, A-
Unterbimodul), dann ist L⊥ ⊂ N ein C-Rechtsunterkomodul (bzw. C-Linksunterkomod-

ul, C-Unterbikomodul).

3.1.7. Ist C eine α-Koalgebra, dann erhalten wir nach Satz 3.1.2 rechts adjungierte kon-
travariante Funktoren

(−)∗ : MC −→ MC∗ , N 7−→ N∗,
(−)2 : MC∗ −→ MC , M 7−→ M2 := RatC(C∗M

∗).

3.1.8. Lemma. Seien R ein injektiver Kogenerator und C eine α-Koalgebra. Sind M ein
C∗-Rechtsmodul, L ⊂ M ein C∗-Untermodul und ist M2 ⊂ M∗ dicht, dann ist L2 ⊂ L∗

dicht.

Beweis. Nach Lemma 2.2.7 ist ι∗L(M2) ⊂ L2 und es folgt aus Lemma A.0.7 (3.b):
ι∗L(M2) = ι∗L(M2) = ι∗L(M∗) = L∗.

3.1.9. Definition. Eine R-Koalgebra C heißt rechts semiperfekt (links semiperfekt),
falls jeder einfache C-Rechtskomodul (C-Linkskomodul) eine projektive Hülle in MC (in
CM) hat.

3.1.10. Lemma. Für jedes (A,C) ∈ Pαm sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. C ist rechts-semiperfekt;

2. Jeder einfache Modul in RatC(AM) hat eine projektive Hülle;

3. RatC(AM) hat eine aus komplementierten (lokalen) projektiven A-Linksmoduln be-
stehende Generatormenge;

4. Jeder endlich erzeugte Modul in RatC(AM) hat eine projektive Hülle.

Ist R perfekt, dann ist weiter dazu äquivalent:

5. RatC(AM) hat eine aus endlich erzeugten projektiven A-Linksmoduln bestehende Ge-
neratormenge.

Beweis. Nach Satz 2.2.16 istMC ' RatC(AM) = σ[AC] und daher folgt die Aussage aus
[Wis99, 2.11].
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M. Takeuchi hat in [Tak74] u.a. die Kategorie der lokal endlichen A-Moduln einer
kommutativen R-Algebra über einem Körper R studiert. Im Folgenden übertragen wir
manche Eigenschaften dieser Kategorie auf die Kategorie RatC(AM) für ein Paar P =
(A,C) ∈ Pαm mit A kommutativ über einem beliebigen Grundring.

3.1.11. Proposition. Sei P = (A,C) ∈ Pαm. Ist A kommutativ, dann gibt es einen
Funktor-Isomorphismus

HomA(−, C) ' (−)r :Mf
A −→M

C .

Beweis. Schritt 1. SeiM ∈Mf
A beliebig und betrachte HomA(M,C) mit der kanonischen

A-Modul induzierten von MA. Für beliebiges f ∈ HomA(M,C) ist N := f(M) ⊂ C ein
A-Untermodul und folglich ein C-Bikoideal. NA ist e.e. und nach Folgerung 2.2.24 e.e.

in RM. Nehme an N =
l∑

i=1

Rci mit ∆(ci) =
li∑
j=1

cij ⊗ c̃ij für jedes i = 1, ..., k und setze

K :=
l∑

i=1

li∑
j=1

Rcij. Dann ist K⊥ ⊂ (0 : f) und daher ist f laut Proposition 2.2.26 C-rational.

Nach Wahl ist f ∈ HomA(M,C) beliebig, also ist HomA(M,C) ∈ RatC(AM) 'MC .
Schritt 2. (−)r ' HomA(−, C).
Sind N ∈ MC , M ∈ MA und betrachten wir HomA(M,C) als einen C-Komodul wie

im Schritt (1) gezeigt wurde, so folgt die Aussage aus den funktoriellen Isomorphismen:

HomC(N,HomA(M,C)) = HomA(N,HomA(M,C)) (Lemma 2.2.9 (2))
' HomA(M,HomA(N,C))
' HomA(M,HomC(N,C)) (Lemma 2.2.9 (2))
' HomA(M,N∗) (Proposition 1.2.4 (2))
' HomC(N,M r) (Satz 3.1.2)

Als Schlussfolgerung von Proposition 3.1.11 bekommen wir:

3.1.12. Folgerung. 1. Seien R noethersch, A eine α-Algebra und betrachte den Funk-
tor

(−)0 = RatA
◦
(−) ◦ (−)∗ :MA −→MA◦ , M 7−→M0 := RatA

◦
(AM

∗)

(siehe 3.2.1). Ist A kommutativ, dann gibt es einen funktoriellen Isomorphismus

HomA(−, A◦) ' (−)0 :Mf
A −→M

A◦ .

2. Ist C eine kokommutative α-Koalgebra, dann gibt es einen funktoriellen Isomorphis-
mus

HomC∗(−, C) ' (−)2 :Mf
C∗ −→M

C .

3.1.13. Folgerung. Sei P = (A,C) ∈ Pαm , wobei A kommutativ und noethersch ist. Ist
(−)r :Mf

A −→ σ[AC] exakt, dann ist C ein injektiver A-Modul.



84 3.2. STETIGE DUALE KOMODULN

Beweis. Nach dem Baer’schen Kriterium (siehe [Wis88, 16.4]) genügt es zu zeigen, dass
C A-injektiv ist. Ist I ein A-Ideal, dann ist IA e.e. und nach Voraussetzung ist die folgende
Mengen-Abbildung surjektiv

Ar
ιr−→ Ir −→ 0.

Nach Proposition 3.1.11 ist HomA(−, C) ' (−)r und daher ist

HomA(A,C)
(ι,C)−→ HomA(I, C) −→ 0

eine surjektive Mengen-Abbildung, also ist C A-injektiv und folglich ein injektiver A-
Modul.

3.2 Stetige duale Komoduln

In diesem Paragraphen betrachten wir die dualen Komoduln von Moduln einer α-
Algebra über einem noetherschen Ring. Diese wurden im Körper-Fall von verschiedenen
Autoren betrachtet (etwa [Tak74], [Liu94], [GK97] und [Lu98]) und von R. Larson [Lar98]
über Dedekind-Ringen.

3.2.1. Seien R noethersch, A eine R-Algebra, F ⊂ KA ein Filter und betrachte A mit der
induzierten linearen Topologie T(F).

1. Ist F ein α-Filter, dann ist A◦F nach Proposition 2.4.12 (2) eine R-Koalgebra und
(A,A◦F) ∈ Pαm. Nach Satz 3.1.2 bekommen wir rechts adjungierte kontravariante
Funktoren

(−)∗ : MA◦F −→ MA, M 7−→ M∗,

(−)0
F : MA −→ MA◦F , M 7−→ M0

F := RatA
◦
F(AM

∗).

Für jedes M ∈ MA nennen wir M0
F den dualen Komodul von M bzgl. F. Ist A

eine α-Algebra, so nennen wir M0 := RatA
◦
(AM

∗) den dualen Komodul von M.

2. Für jeden A-Rechtsmodul M nennen wir

M◦
F := {f ∈M∗| f(MI) = 0 für ein I ∈ F} = lim−→F

(M/MI)∗

den stetigen dualen Modul von M bzgl. F. Sind A◦F eine R-Koalgebra und M◦
F

ein A◦F-Rechtskomodul, so nennen wir M◦
F den stetig dualen Komodul von M bzgl.

F.

Notation. Seien R noethersch, A eine (α)-Algebra und M,N A-Rechtsmoduln. Für jede
A-lineare Abbildung γ : M −→ N bezeichnen wir mit γ◦ : N◦ −→ M◦ (γ0 : N0 −→ M0)
die Einschränkung von γ∗ auf N◦ (auf N0).
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3.2.2. Lemma. Seien R noethersch und A eine R-Algebra. Für jeden A-Rechtsmodul M
gilt:

M◦ := {f ∈M∗| f(MI) = 0 für ein R-koendliches A-(Rechts)Ideal I ⊂ A}
= {f ∈M∗| Af ist e.e. in RM} (= Loc(AM

∗))
= {f ∈M∗| f(L) = 0 für einen R-koendlichen A-Untermodul L ⊂M}.

(3.3)

Beweis. Sei f ∈ M∗ mit f(MI) = 0 für ein R-koendliches A-Rechtsideal I. Ist {a1 +
I, ..., ak+I} ein Erzeugendensystem für A/I, dann ist {a1f, ..., akf} ein Erzeugendensystem
für Af, also ist f ∈ Loc(AM

∗).

Sei f ∈ Loc(AM
∗) und nehme an Af =

k∑
i=1

Rfi für {f1, ..., fk} ⊂ M∗. Dann ist

L := Ke(Af) =
k⋂
i=1

Ke(fi) ⊂ M ein A-Rechtsuntermodul und es gilt außerdem M/L ↪→
k⊕
i=1

M/Ke(fi), also ist L ⊂M ein R-koendlicher A-Untermodul.

Sei f ∈ (M/L)∗ ' An(L) für einen R-koendlichen A-Untermodul L ⊆ M. Dann ist
(L : M) ein R-koendliches zweiseitiges A-Ideal (vgl. 2.4.4) und es gilt außerdem f(MIL) ⊆
f(L) = 0, also ist f ∈M◦.

Die folgende Aussage verallgemeinert die entsprechende Aussage [DNR, Corollary
2.2.16] für das kanonische Paar (C∗, C) im Körper-Fall auf die Kategorie Pαm über beliebigen
noetherschen Ringen:

3.2.3. Proposition. Seien P = (A,C) ∈ Pαm, N ∈ CRat(MA) und betrachte das P -
Linkspaar Q := (N∗, N). Betrachte für jedes f ∈ N∗ die R-lineare Abbildung

θf : N −→ C, θf (n) =
∑

n<−1>f(n<0>).

Ist R noethersch, dann gilt:

RatC(AN
∗) = Sp(σ[AC], AN

∗) :=
∑
{Im(g)| g ∈ HomA−(U,N∗), U ∈ σ[AC]}

= {f ∈ N∗| Af ist e.e} (= Loc(AN
∗))

= {f ∈ N∗| ∃ I ⊂ A ein R-koendliches (Rechts)ideal mit f(NI) = 0}
= {f ∈ N∗| ∃ L ⊂ N ein R-koendlicher A-Untermodul mit f(L) = 0}
= {f ∈ N∗| ∃ L ⊂ N ein R-koendlicher C-Unterkomodul mit f(L) = 0}
= {f ∈ N∗| θf (N) ist e.e. in RM}.

Beweis. Die Gleichung RatC(AN
∗) = Sp(σ[AC], AN

∗) folgt aus Satz 2.2.16. Offensichtlich
ist RatC(AN

∗) ⊆ Loc(AN
∗).

Nach Lemmata 2.2.8, 2.2.9 und 3.2.2 ist f ∈ Loc(AN
∗) ⇐⇒ f(NI) = 0 für ein R-

koendliches Ideal I C A⇐⇒ f(L) = 0 für einen R-koendlichen A-Untermodul L ⊂ N ⇐⇒
f(L) = 0 für einen R-koendlichen C-Unterkomodul L ⊂ N.



86 3.2. STETIGE DUALE KOMODULN

Sei f ∈ N∗ mit f(L) = 0 für einen R-koendlichen C-Unterkomodul L ⊂ N. Analog zu
3.1.5 ist θf : N −→ C C-kolinear. Bemerke θf (L) = 0 und somit existiert ein Komodul-
Morphismus θf : N/L −→ C, so dass θf ◦ π = θf . Somit ist θf (N) = θf (N/L) e.e. in

RM.
Für jedes f ∈ N∗ ist θf (N) ⊂ C ein C-Linkskoideal. Ist θf (N) e.e. in RM, dann ist

(θf (N))∗ ein C-Rechtskomodul (nach 2.3.14). Außerdem gilt für jedes n ∈ N :

ε(θf (n)) = ε(
∑

n<−1>f(n<0>)) = f(
∑

ε(n<−1>)n<0>) = f(n),

also ist f ∈ (θf (N))∗ ⊂ RatC(AN
∗).

Als Spezialfall von Proposition 3.2.3 bekommen wir:

3.2.4. Folgerung. Sei R noethersch. Für jede α-Koalgebra C gilt:

RatC(C∗C
∗) = Sp(σ[C∗C], C∗C

∗) :=
∑
{Im(g)| g ∈ HomC∗−(U,C∗), U ∈ σ[C∗C]}

= {f ∈ C∗| C∗ ? f ist e.e. in RM}
= {f ∈ C∗| ∃ I ⊂ C∗ ein R-koendliches (Rechts)ideal mit f(CI) = 0}
= {f ∈ C∗| ∃ K ⊂ C ein R-koendlicher C∗-Untermodul mit f(K) = 0}
= {f ∈ C∗| ∃ K ⊂ C ein R-koendlicher C-Linkskoideal mit f(K) = 0}
= {f ∈ C∗| f ⇀ C ist e.e. in RM}.

3.2.5. Kofreie Komoduln. Einen C-Rechtskomodul (M,%M) nennt man kofrei, falls
K ∈ RM existiert, so dass (M,%M) ' (K ⊗R C, idK ⊗ ∆C) als C-Rechtskomoduln ist.
Bemerke, ist K = R(Λ) ein freier R-Modul, dann ist M ' R(Λ) ⊗ C ' C(Λ) als C-
Rechtskomoduln.

3.2.6. Lemma. Seien R noethersch und A eine kofinitäre R-Algebra. Sei M ein R-Modul
und betrachte den A-Rechtsmodul N := M ⊗A. Dann ist N◦ 'M∗ ⊗A◦ und N◦ wird ein
kofreier A◦-Rechtskomodul.

Beweis. Ist N 'M ⊗R A als A-Rechtsmoduln, so gibt es Isomorphismen in AM :

N◦ := lim−→{((M ⊗R A)/(M ⊗R A)I)∗| I ∈ KA}
= lim−→{((M ⊗R A)/(M ⊗R A)Ĩ)∗| Ĩ ∈ EA} (A ist kofinitär)

= lim−→{((M ⊗R A)/(M ⊗R Ĩ))∗| Ĩ ∈ EA}
' lim−→{(M ⊗R A/Ĩ)∗| Ĩ ∈ EA} (nach Lemma 2.1.9);

' lim−→{M
∗ ⊗R (A/Ĩ)∗| Ĩ ∈ EA} (A/Ĩ ist e.e. und projektiv in RM);

' M∗ ⊗R lim−→{(A/Ĩ)∗| Ĩ ∈ EA}
' M∗ ⊗R A◦, (A ist kofinitär)

und N◦ wird ein kofreier A◦-Rechtskomodul durch

idM∗ ⊗ µ◦A : M∗ ⊗ A◦ −→M∗ ⊗ A◦ ⊗ A◦.
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Im Widerspruch zu [Wit79, Corollary 2] zeigt das folgende Beispiel, dass für eine
beliebig R-Algebra A das Präradikal Loc(−) : AM −→ Loc(AM) im Allgemeinen kein
Torsionsradikal ist:

3.2.7. Gegenbeispiel. (vgl. [Mon93, Seite 155]) Sei R ein Körper und betrachte die R-
Hopf-Algebra H := R[x1, x2, ..., xn, ...], mit der üblichen Multiplikation, der üblichen Ein-
heit und der Komultiplikation, Koeinheit bzw. Antipode definiert auf die Erzeuger durch

∆(xi) = 1⊗ xi + xi ⊗ 1, ε(xi) = 0, S(xi) := (−1)ixi.

Betrachten wir H mit der koendlichen Topologie Cf(H), so ist (H,Cf(H)) eine links-lineare
topologische R-Algebra mit Präradikal Loc(−) : HM −→ HM und Prätorsionsklasse
Loc(HM) (siehe 2.4.4 und Proposition 2.4.18). Betrachten wir das H-Ideal ω := Ke(εH),
dann ist H/ω ' R während dim(H/ω2) = ∞, also ω2 /∈ KH . Daher ist Cf(H) keine
Gabriel-Topologie und daher ist Loc(HM) nicht abgeschlossen gegen Erweiterungen (siehe
[Ste75, Chapter VI, Theorem 5.1, Lemma 5.3]).

3.3 Koreflexive Komoduln

In [Taf72], [Taf77] hat E. Taft einen algebraischen Aspekt für die Untersuchung der
koreflexiven Koalgebren über Körpern (d.h. Koalgebren C mit C ' C∗◦) entwickelt. Un-
abhängig davon haben R. Heyneman und D. Radford [Rad73], [HR74] die koreflexiven
Koalgebren mit Hilfe der linear schwachen Topologie C∗[Tls(C)] studiert. In diesem Para-
graphen studieren wir für jedes (A,C) ∈ Pαm über einem beliebigen noetherschen Ring die
koreflexiven C-Komoduln. Wir erzielen sowohl algebraische als auch topologische Charak-
terisierungen für die koreflexiven Komoduln. Unsere Ergebnisse werden wir dann bei der
Betrachtung der koreflexiven Koalgebren anwenden und verallgemeinern u.a. Resultate aus
den oben genannten Artikeln und aus [Wit79].

Im Folgenden führen wir für jedes P ∈ Pm und jedes Q = (M,N) ∈ QrP auf M
eine Topologie TN(M) ein, so dass (M,TN(M)) ein linear topologischer (A, T−C(A))-Modul
wird.

3.3.1. Seien P = (A,C) ∈ Pm, Q = (M,N) ∈ QrP und betrachte C mit der kanoni-
schen A-Rechtsmodul-Struktur und Amit der rechts-linearen C-adischen Topologie T−C(A)
(vgl.2.2.2). Sind K ⊂ N ein R-Untermodul und m ∈ AnM(K), dann gilt für beliebige
n ∈ K und a ∈ A :

θma(n) :=
∑

< ma, n<0> > n<1>

=
∑

< m, an<0> > n<1>

=
∑

< m,n<0><0> >< a, n<0><1> > n<1>

=
∑

< m,n<0> >< a, n<1>1 > n<1>2

= [(αPC ◦∆cop
C )(

∑
< m,n<0> > n<1>)](a)

= [(αPC ◦∆cop
C )(θm(n))](a) = 0,
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also ist AnM(K) ⊂ M ein A-Untermodul. Sei K =
l∑

i=1

Rni ⊂ N ein beliebiger endlich

erzeugterR-Untermodul mit %N(ni) =
li∑
j=1

nij⊗cij für i = 1, ..., l und setzeW :=
l∑

i=1

li∑
j=1

Rcij.

Sei m ∈M beliebig. Ist a ∈ AnrA(K), dann gilt für i = 1, ..., l :

θma(ni) =
l∑

i=1

li∑
j=1

< ma, nij > cij

=
l∑

i=1

li∑
j=1

< m, anij > cij

=
l∑

i=1

li∑
j=1

∑
nij

< m,nij<0> >< a, nij<1> > cij

=
l∑

i=1

li∑
j=1

∑
nij

< m,nij >< a, cij1 > cij2

=
l∑

i=1

li∑
j=1

< m,nij > (cij ↼ a) = 0,

also ist (AnM(K) : m) ⊃ AnrA(W ) und daher ist offen bzgl. der C-adischen Topologie
T−C(A). Dann ist

B(0M):= {AnM(K)| K ⊂ N ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}

eine aus A-Untermoduln von M bestehende Umgebungsbasis der 0M und M bekommt eine
Topologie TN(M), so dass (M,TN(M)) ein linear topologischer (A, T−C(A))-Modul ist.

3.3.2. Seien P = (A,C) ∈ Pm und Q = (M,N) ∈ QrP . Dann ist

F(0M) := {K⊥| K ⊂ N ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}

eine aus R-Untermoduln bestehende Filterbasis und induziert auf M somit eine Topologie,
die linear schwache Topologie M [Tls(N)], so dass (M,M [Tls(N)]) ein linear topologischer
R-Modul und F(0M) eine Umgebungsbasis der 0M wird (siehe den Anhang).

3.3.3. Seien R noethersch, P = (A,C) ∈ Pm und bezeichne mit Cf(C∗) die koendliche
Topologie auf C∗ (siehe 2.4.4). Dann induziert der Algebra-Morphismus κP : A −→ C∗ auf
A eine lineare Topologie κP -Cf(A) mit Umgebungsbasis der 0A :

BκP (0A) := {κ−1
P (J)| J C C∗ ist ein R-koendliches zweiseitiges Ideal}.

Nach Definition ist κP -Cf(A) die feinste lineare Topologie T auf A, so dass (A,T) eine
linear topologische R-Algebra und κP : A −→ C∗ (T,Cf(C∗))-stetig ist.

3.3.4. Sei Q = (M,N) ∈ QrP und betrachte AN
∗ mit der R-koendlichen Topologie Cf(N∗).

Dann induziert die A-lineare Abbildung κQ : M −→ N∗ auf M eine Topologie κQ-Cf(M)
mit Umgebungsbasis der 0M

BκQ(0M) := {κ−1
Q (L)| L ⊂ N∗ ist ein R-koendlicher A-Untermodul}.
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Klar ist κQ-Cf(M) ein linear topologischer Cf(A)-Rechtsmodul und ist die feinste Topologie
T auf M, so dass (M,T) ein linear topologischer (A,Cf(A))-Rechtsmodul ist und κQ :
M −→ N∗ (T,Cf(N∗))-stetig ist.

3.3.5. Lemma. Seien P = (A,C) ∈ Pm und Q = (M,N) ∈ QrP .

1. Die linear schwache Topologie M [Tls(N)] und die Topologie TN(M) stimmen überein.
Somit ist M, versehen mit der linear schwachen Topologie, ein linear topologischer
(A, T−C(A))-Rechtsmodul.

2. Ist R noethersch und erfüllt P die α-Bedingung, dann ist M [Tls(N)] ≤ κQ-Cf(M) ≤
Cf(M).

Beweis. 1. Sei U ⊂ M eine Umgebung der 0M bzgl. M [Tls(N)]. Dann existiert ein
endlich erzeugter R-Untermodul K ⊂ N, so dass K⊥ ⊆ U. Ist m ∈ AnM(K), dann
gilt für beliebiges n ∈ K :

< m,n >=< m,
∑

n<0>ε(n<1>) >= ε(
∑

< m,n<0> > n<1>) = ε(θm(n)) = 0.

Somit ist AnM(K) ⊆ K⊥ ⊆ U, also ist U eine Umgebung der 0M bzgl. TN(M).

Andererseits, ist U ⊂ M eine Umgebung der 0M bzgl. TN(M), dann existiert ein

endlich erzeugter R-Untermodul K =
l∑

i=1

Rni ⊂ N, so dass AnM(K) ⊆ U. Nehme an

%N(ni) =
li∑
j=1

nij ⊗ cij und setze W :=
l∑

i=1

li∑
j=1

Rnij. Dann ist W⊥ ⊆ AnM(K) ⊆ U,

also ist U eine Umgebung der 0M bzgl. M [Tls(N)]. Daher ist M [Tls(N)] = TN(M).

2. Sei U ⊂ M eine Umgebung der 0M bezüglich M [Tls(N)]. Dann existiert ein endlich
erzeugter R-Untermodul K ⊂ N, so dass K⊥ ⊆ U. Nach Voraussetzung ist P ∈ Pαm
und daher existiert nach dem Endlichkeitssatz 2.2.23 ein A-Untermodul K̃ ⊂ N, so
dass K ⊆ K̃ und RK̃ e.e. in RM ist. Außerdem ist N∗/An(K̃) ↪→ K̃∗ und somit ist

An(K̃) ⊂ N∗ ein R-koendlicher A-Untermodul und κ−1
Q (An(K̃)) := K̃⊥ ⊆ K⊥ ⊂ U,

also ist U eine Umgebung der 0M bezüglich κQ-Cf(M).

Ist U ⊂ M eine Umgebung der 0M bezüglich κQ-Cf(M), dann existiert ein R-
koendlicher A-Untermodul L ⊂ N∗, so dass κ−1

Q (L) ⊆ U. Dann ist M/κ−1
Q (L) ↪→

N∗/L, und daher ist κ−1
Q (L) ⊂ M ein R-koendlicher A-Untermodul, also ist U eine

Umgebung der 0M bezüglich Cf(M).

3.3.6. Definition. Seien P = (A,C) ∈ Pm und Q = (M,N) ∈ QrP mit N ⊂M∗.

1. Ist P ∈ Pαm, dann nennen wir Q schwach-koreflexiv, wenn N = M r ist.

2. Ist R noethersch, dann nennen wir Q koreflexiv, falls M [Tls(N)] = Cf(M) ist.
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3. Wir nennen Q proper (bzw. schwach-reflexiv, reflexiv), wenn κQ : M −→ N∗

injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv) ist.

3.3.7. Definition. 1. Seien C eine R-Koalgebra, N ein C-Rechtskomodul und nehme
N sei R-koerzeugt.

(a) Erfüllt C die α-Bedingung, dann nennen wir N schwach-koreflexiv, falls N =
N∗2 ist.

(b) Ist R noethersch, dann nennen wir N koreflexiv, falls N∗[Tls(N)] = Cf(N∗)
ist.

2. Seien R noethersch und A eine R-Algebra. Einen A-Rechtsmodul M nennen wir:

proper (bzw. schwach-reflexiv, reflexiv), wenn die kanonische A-lineare Abbil-
dung λM : M −→M◦∗ injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv) ist.

3.3.8. Bemerkungen. 1. Betrachte den Grundring R als eine triviale R-Bialgebra. Dann
ist R∗ ' R,MR 'MR und es gilt für jeden R-(Ko-)Modul N : N∗∗ = RatR(N∗∗) =
Loc(R∗N

∗∗). Somit ist N genau dann (ko)reflexiv, wenn N reflexiv ist im üblichen
Sinne, also wenn die kanonische R-lineare Abbildung ΦN : N −→ N∗∗ bijektiv ist.

2. Für jedes P = (A,C) ∈ Pαm ist C = Ar (nach Folgerung 2.2.10 (1)) und somit ist
P ∈ QrP schwach-koreflexiv.

3.3.9. Definition. Seien A eine R-Algebra, M ein A-Linksmodul (bzw. A-Rechtsmodul)
und betrachte die Klasse der R-koendlichen A-Untermoduln KM . Wir nennen M R-c-
koerzeugt, falls M/L R-koerzeugt ist für jedes L ∈ KM .

Analog zum Beweis von Proposition 2.4.19 bekommen wir:

3.3.10. Proposition. Seien R noethersch, A eine R-Algebra und M ein A-Rechtsmodul.

1. Ist M proper, dann ist Cf(M) Hausdorff.

2. Sei M R-c-koerzeugt. Dann ist Cf(M) Hausdorff genau dann, wenn M proper ist.

3. Ist R ein QF Ring, dann gilt:

M ist proper ⇐⇒ Cf(M) Hausdorff ist⇐⇒ M◦ ⊂M∗ dicht ist.

3.3.11. Satz. Seien R noethersch, P = (A,C) ∈ Pαm und Q = (M,N) ∈ QrP mit N ⊂M∗.

1. Ist Q koreflexiv, dann ist M r = M◦.

2. Sei M R-c-koerzeugt.

(a) Ist N
χQ' M◦, dann ist Q koreflexiv.
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(b) Sei Q schwach koreflexiv. Dann ist Q koreflexiv genau dann, wenn N
χQ' M◦ ist.

Beweis. 1. Sei f(L) = 0 für einen R-koendlichen A-Untermodul L ⊂ M und neh-

me an M/L =
k∑
i=1

R(mi + L). Nach Voraussetzung ist M [Tls(N)] = Cf(M) und

somit ist L offen bezüglich M [Tls(N)]. Nach Folgerung A.0.6 ist ξmi : A −→ M
(A[Tls(C)],M [Tls(N)])-stetig für i = 1, ..., k und es existieren somit endlich erzeugte

R-Untermoduln Z1, ..., Zk ⊆ C, so dass Z⊥i ⊆ ξ−1
mi

(L). Daher ist (
k∑
i=1

Zi)
⊥ =

k⋂
i=1

Z⊥i ⊆

(0 : f), also ist f ∈ M r (nach Proposition 2.2.26). Offensichtlich ist M r ⊂ M◦ und
die Aussage folgt.

2. Sei M R-c-koerzeugt.

(a) Nehme an N
χQ' M◦. Ist L ⊂ M ein R-koendlicher A-Untermodul und ist

{f1, ..., fk} ein Erzeugendensystem von An(L) ' (M/L)∗, dann existieren nach
Voraussetzung {n1, ..., nk} ⊂ N, so dass χQ(ni) = fi. Nach A.0.3 gilt dann

(
k∑
i=1

Rni)
⊥ =

k⋂
i=1

Ke(fi) = Ke(
k∑
i=1

Rfi) = KeAn(L) = L,

also ist L offen bzgl. M [Tls(N)]. Daher ist Cf(M) ≤ M [Tls(N)]. Laut Lemma
3.3.5 ist M [Tls(N)] ≤ Cf(M) und somit ist M [Tls(N)] = Cf(M), d.h. Q ist
koreflexiv.

(b) Die Aussage folgt aus (1) und (a).

3.3.12. Folgerung. Seien R noethersch, C eine α-Koalgebra und N ein R-koerzeugter
C-Rechtskomodul.

1. Ist N koreflexiv, dann ist N∗2 = N∗◦ := Loc(C∗N
∗∗).

2. Sei N∗ R-c-koerzeugt.

(a) Ist N ' N∗◦, dann ist N koreflexiv.

(b) Sei N schwach-koreflexiv. Dann ist N genau dann koreflexiv, wenn N ' N∗◦

ist.

3.3.13. Satz. Seien R noethersch und P = (A,C) ∈ Pαm.

1. Ist P koreflexiv, dann ist C = A◦.

2. Ist R artinsch, dann ist P koreflexiv genau dann, wenn alle R-koendlichen A-Ideale
abgeschlossen sind bzgl. A[Tls(C)] = T−C(A).
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3. Ist A R-c-koerzeugt, dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) P ist koreflexiv;

(ii) C = A◦.

(iii) jeder lokal endlicher A-Linksmodul ist C-rational, also Loc(AM) ' σ[AC].

Beweis. 1. Nach Folgerung 2.2.10 (1) ist C = Ar und die Aussage folgt daher aus Satz
3.3.11 (1).

2. Sei R artinsch. Dann ist laut Folgerung A.0.4 jedes R-koendliche abgeschlossene A-
Ideal offen und die Aussage folgt.

3. (i) ⇐⇒ (ii) folgt aus Satz 3.3.11 (3).

(ii) =⇒ (iii) Nach Proposition 2.4.18 (2) ist Loc(AM) = σ[AA
◦] und die Aussage

folgt aus C = A◦.

(iii) =⇒ (ii) Seien alle lokal endlichen A-Linksmoduln C-rational. Dann ist insbeson-
dere AA

◦ C-rational und es folgt aus Folgerung 2.2.10 (2) C = A◦.

3.3.14. Folgerung. Seien R noethersch und C eine α-Koalgebra.

1. Ist C koreflexiv, dann induziert die kanonische Abbildung φC : C −→ C∗∗ einen

Isomorphismus C
ΦC' C∗◦.

2. Sei R artinsch. Dann ist C koreflexiv genau dann, wenn alle R-koendlichen C∗-Ideal
abgeschlossen sind bzgl. der endlichen Topologie.

3. Ist C∗ R-c-koerzeugt, dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) C ist koreflexiv;

(ii) C ' C∗◦;

(iii) jeder lokal endliche C∗-Linksmodul ist C-rational.

Als Schlussfolgerung von Lemma 3.2.2 und Satz 3.3.13 (3) bekommen wir:

3.3.15. Proposition. Sei R noethersch. Ist A eine R-c-koerzeugte α-Algebra (M,φM) ein
A-Rechtsmodul, dann sind für jedes f ∈M∗ die folgenden Aussagen äquivalent:

1. f ∈M◦.

2. φ∗M(f) ∈M◦ ⊗ A◦.

3. φ∗M(f) ∈M◦ ⊗ A∗.

4. Af ist e.e. in RM.

5. f(MI) = 0 für ein R-koendliches A-(Rechts)-Ideal.
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6. f(L) = 0 für einen R-koendlichen A-Untermodul L ⊂M.

Analog zu [Taf72] bekommen wir die folgende Aussage:

3.3.16. Folgerung. Sei R ein QF Ring.

1. Eine projektive R-Koalgebra C ist genau dann koreflexiv, wenn C∗ eine reflexive
R-Algebra ist.

2. Sei A eine α-Algebra. Ist A schwach-reflexiv, dann ist A◦ eine koreflexive R-Koalgebra.

3.3.17. Beispiel. ([Lin77, Example 5]) Seien R ein Körper und betrachte die R-Hopf-
Algebra (H,µ, η,∆, ε, S) mit abzählbarer Basis {h0, h1, h2, ...} und

µ(hn ⊗ hk) :=
(
n+k
n

)
hn+k, ∆(hn) :=

∑
i+j=n

hi ⊗ hj, S(hn) := (−1)nhn.

η(1R) := h0, ε(hn) := δ0,n,

1. H∗ ' R[[x]] ist ein Hauptideal-Ring und es gilt

MH ' RatH(H∗M) = {M ∈ H∗M| M ist ein Torsionsmodul}.

Somit ist RatH(−) ein Radikal und RatH(H∗M) ist abgeschlossen gegen Erweiterun-
gen.

2. H2 := RatH(HH
∗) = 0.

3. Es gibt keine endlich-dimensionalen ungleich-Null projektiven H-Rechtskomoduln.

4. H ' H∗◦, also ist H eine koreflexive R-Koalgebra.

3.4 Duale Doi-Koppinen-Hopf-Moduln

Die sogenannten Doi-Koppinen-Hopf-Moduln wurden von Y. Doi [Doi92] und M. Kop-
pinen [Kop95] eingeführt und gelten als Subsumierung von verschiedenen Arten von Mo-
duln (etwa den Hopf-Moduln, den Dimoduln und den Yetter-Drinfeld-Moduln). In diesem
Paragraphen führen wir eine nicht endliche Version der dualen Doi-Koppinen-Hopf-Moduln
über kommutativen Ringen ein. Unabhängig davon wurden diese von L. Zhang ( [Zha97])
über Körpern betrachtet.

Als Vorbereitung dafür übertragen wir zunächst die benötigten Aussagen vom Körper-
Fall auf beliebige noethersche Ringe.

3.4.1. Definition. Sei H eine R-Bialgebra.
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1. Eine H-Rechtsmodul-Algebra ist eine R-Algebra (A, µA, ηA) mit einer H-Rechts-
modul-Struktur vermöge φA : A⊗H −→ A, so dass µA und ηA H-linear sind, d.h.

aã ↼ h =
∑

(ah1)(ãh2) und 1Ah = ε(h)1A für alle a, ã ∈ A und h ∈ H. (3.4)

Analog definiert man die H-Linksmodul-Algebren.

2. Eine H-Rechtsmodul-Koalgebra ist eine R-Koalgebra (C,∆C , εC) mit einer H-
Rechtsmodul-Struktur vermöge φC : C ⊗R H −→ C, so dass ∆C und εC H-linear
sind (gleichbedeutend φC ist ein Koalgebra-Morphismus), d.h.

∆C(ch) =
∑

c1h1 ⊗ c2h2 und εC(ch) = εC(c)εH(h) ∀ c ∈ C, h ∈ H. (3.5)

Analog definiert man die H-Linksmodul-Koalgebren.

3.4.2. Definition. Sei H eine R-Bialgebra.

1. EineH-Rechtskomodul-Algebra ist eineR-AlgebraAmit einerH-Rechtskomodul-
Struktur vermöge %A : A −→ A⊗R H, so dass µA und ηA H-kolinear sind (gleichbe-
deutend %A ein Algebra-Morphismus ist), d.h.

%A(aã) =
∑

a<0>ã<0> ⊗ a<1>ã<1> und %A(1A) = 1A ⊗ 1H . (3.6)

Analog definiert man die H-Linkskomodul-Algebren.

2. EineH-Rechtskomodul-Koalgebra ist eineR-Koalgebra C, die auch einH-Rechts-

komodul vermöge %C : C −→ C ⊗H, so dass ∆C und εC H-kolinear sind, d.h.∑
c<0>1 ⊗ c<0>2 ⊗ c<1> =

∑
c1<0> ⊗ c2<0> ⊗ c1<1>c2<1>,

∑
ε(c<0>)c<1> = ε(c)1H .

(3.7)

Analog definiert man die H-Linkskomodul-Koalgebren.

3.4.3. Lemma. Seien R noethersch und H eine R-Bialgebra. Ist A eine H-Rechtsmodul-
Algebra (bzw. H-Linksmodul-Algebra), dann ist A◦ ⊂ A∗ ein H-Linksuntermodul (bzw.
H-Rechtsuntermodul).

Beweis. Sei A eine H-Rechtsmodul-Algebra. Ist f ∈ A◦, dann gilt für beliebige h ∈ H
und a, ã ∈ A :

(ã(hf))(a) = (hf)(aã)
= f((aã)h)
= f(

∑
(ah1)(ãh2))

=
∑
f1(ah1)f2(ãh2)

= [
∑

(h2f2)(ã)(h1f1)](a).

Daher ist hf ∈ Loc(AA
∗) = A◦ für jedes h ∈ H, also ist A◦ ⊂ A∗ ein H-Linksuntermodul.

Ist A eine H-Linksmodul-Algebra, dann zeigt man analog, dass A◦ ⊂ A∗ ein H-
Rechtsuntermodul ist.
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3.4.4. Lemma. (vgl. [Mon93, Example 4.1.10.]) Sei H eine R-Bialgebra und betrachte

H∗ als einen H-Bimodul mit der regulären H-Biwirkung.

1. H∗ ist sowohl eine H-Rechtsmodul-Algebra als auch eine H-Linksmodul-Algebra.

2. Seien R noethersch und H eine α-Bialgebra.

(a) H◦ ⊂ H∗ ist eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und eine H-Linksuntermodul-
Algebra.

(b) Ist U ⊆ H◦ eine R-Unterbialgebra, dann ist H sowohl eine U-Linksmodul-
Algebra als auch eine U-Rechtsmodul-Algebra vermöge

f ⇀ h :=
∑

f(h2)h1 und h ↼ f :=
∑

f(h1)h2 für alle f ∈ U , h ∈ H.

3.4.5. Proposition. Seien R noethersch, H eine α-Bialgebra und A eine α-Algebra. Ist
A eine H-Linkskomodul-Algebra (bzw. H-Rechtskomodul-Algebra), dann ist A◦ eine H◦-
Linksmodul-Koalgebra (bzw. H◦-Rechtsmodul-Koalgebra).

Beweis. SeiA eineH-Linkskomodul-Algebra vermöge eines Algebra-Morphismus % : A −→
H ⊗A und betrachte die kanonische R-lineare Abbildung δ : H◦⊗A◦ −→ (H ⊗A)◦. Dann
sind (H ⊗ A,H◦ ⊗ A◦), (A,A◦) ∈ Pαm und wir haben einen Paar-Morphismus

(%, %◦ ◦ δ) : (H ⊗ A,H◦ ⊗ A◦) −→ (A,A◦).

Außerdem ist A◦ ⊗A◦ ↪→ (A⊗A)∗ und es folgt aus der Voraussetzung und Lemma 2.1.23
(1), dass %◦ ◦ δ : H◦ ⊗ A◦ −→ A◦ ein Koalgebra-Morphismus ist, also ist (A◦, %◦ ◦ δ) eine
H◦-Linksmodul-Koalgebra.

IstA eineH-Rechtskomodul-Algebra, so zeigt man analog, dassA◦ eineH◦-Rechtsmodul-
Koalgebra ist.

3.4.6. Proposition. Seien R noethersch und H eine α-Bialgebra. Dann ist für jede H-
Rechtskomodul-Koalgebra (bzw. H-Linkskomodul-Koalgebra) C die duale R-Algebra C∗ eine
H◦-Rechtsmodul-Algebra (bzw. H◦-Linksmodul-Algebra).

Beweis. Sei C eine H-Rechtskomodul-Koalgebra vermöge %C : C −→ C ⊗H. Dann ist C
nach Lemma 2.2.8 ein H∗-Linksmodul und C∗ ist ein H∗-Rechtsmodul. H◦ ⊂ H∗ ist eine
R-Unteralgebra und somit ist C∗ ein H◦-Rechtsmodul vermöge

φ : C∗ ⊗H◦ −→ C∗, f ⊗ g 7−→ [c 7−→ f(c<0>)g(c<1>)].

Sind f, f ′ ∈ C∗ und g ∈ H◦, dann gilt für beliebiges c ∈ C :

((f ? f ′)g)(c) :=
∑

(f ? f ′)(gc)
=

∑
(f ? f ′)(c<0>)g(c<1>)

=
∑
f(c<0>1)f ′(c<0>2)g(c<1>)

=
∑
f(c1<0>)f ′(c2<0>)g(c1<1>c2<1>) (vgl. 3.7)

=
∑
f(c1<0>)g1(c1<1>)f ′(c2<0>)g2(c2<1>)

=
∑

(fg1)(c1)(f ′g2)(c2)
= (

∑
(fg1) ? (f ′g2))(c).
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Außerdem gilt für alle g ∈ H◦ und c ∈ C :

(εCg)(c) := εC(gc) =
∑

εC(c<0>)g(c<1>) = g(εC(c<0>)c<1>) = g(1H)ε(c) = (εH0(g)1C∗)(c).

Daher ist C∗ eine H◦-Rechtsmodul-Algebra.
Ist C eineH-Linkskomodul-Koalgebra, dann ist C∗ analog eineH◦-Linksmodul-Algebra.

Im Folgenden führen wir für jedeR-c-koerzeugte α-BialgebraH über einem noether-
schen Grundring R und jede H-Rechtsmodul-Koalgebra (H-Linksmodul-Koalgebra) C eine
H◦-Rechtskomodul R-Algebra (H◦-Linkskomodul-Algebra) C◦ ein, die eine große Rolle bei
den Dualisierungen in diesem Paragraphen spielt. Diese wird bei unseren nicht endlichen
Dualitätssätzen die Rolle von C∗ in den endlichen Versionen übernehmen.

3.4.7. Proposition. Seien R noethersch und H eine R-c-koerzeugte α-Bialgebra. Ist C
eine H-Rechtsmodul-Koalgebra (bzw. H-Linksmodul-Koalgebra), dann ist

C◦ := {f ∈ C∗| ∃ ein R-koendliches Ideal I C A, so dass f(CI) = 0 (bzw. f(IC) = 0)}
(3.8)

eine H◦-Rechtskomodul-Algebra (bzw. H◦-Linkskomodul-Algebra).

Beweis. Sei C eine H-Rechtsmodul-Koalgebra vermöge φC : C ⊗ H −→ C. Nach Pro-
position 2.4.18 und Lemma 3.2.2 ist C◦ = Loc(HC

∗) = RatH
◦
(HC

∗), also ist ein H◦-
Rechtskomodul. Sind f, g ∈ C◦, dann gilt für beliebige h ∈ H und c ∈ C :

[h(f ? g)](c) = (f ? g)(ch)
= (f⊗g)(

∑
c1h1 ⊗ c2h2) 3.5

=
∑
f(c1h1)g(c2h2)

=
∑

(h1f)(c1)(h2g)(c2)
=

∑
[f<0>(c1)f<1>(h1)][g<0>(c2)g<1>(h2)]

= [
∑

(f<1> ? g<1>)(h)(f<0> ? g<0>)](c),

also ist f ? g ∈ Loc(HC
∗) = C◦. Nach Voraussetzung ist φC : C ⊗H −→ C ein Koalgebra-

Morphismus und somit ist φ∗C : C∗ −→ (C ⊗ H)∗ ein Algebra-Morphismus. Daher ist
φ◦C : C◦ −→ C◦⊗H◦ ein Algebra-Morphismus, also ist C◦ eine H◦-Rechtskomodul-Algebra.

Analog bekommt man die entsprechende Aussage für die H-Linksmodul-Koalgebren.

3.4.8. Ein Links-Rechts-Doi-Koppinen-Datum (H,A,C) besteht aus einerR-Bialgebra
H, einer H-Linkskomodul-Algebra (A, %A) und einer H-Rechtsmodul-Koalgebra (C, φC).
Ein (H,A,C)-Doi-Koppinen-Rechts-Linksmodul ist ein Tripel (M,φM , %M), wobei
(M,ϕM) ein A-Rechtsmodul und (M,%M) ein C-Linkskomodul sind, so dass

%M(ma) =
∑

m<−1>a<−1> ⊗m<0>a<0> für alle a ∈ A und m ∈M. (3.9)

Mit CM(H)A bezeichnen wir die Kategorie der Rechts-Links-Doi-Koppinen-Moduln mit
Morphismen den A-linearen C-kolinearen Abbildungen.
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Ein Rechts-Links-Doi-Koppinen-Datum (H,A,C) besteht aus einer R-Bialgebra H, ei-
ner H-Rechtskomodul-Algebra (A, %A) und einer H-Linksmodul-Koalgebra (C, φC). Die
Kategorie der (H,A,C)-Links-Rechtsmoduln AMC(H) hat als Objekte (N,ϕN , %N) ∈
AM

⋂
MC , so dass

%M(an) =
∑

a<0>n<0> ⊗ a<1>n<1> für alle a ∈ A und n ∈ N (3.10)

und hat als Morphismen die A-linearen C-kolinearen Abbildungen.
Analog definiert man die Kategorien C

AM(H) und MC
A(H) (siehe [CMZ97]). Für eine

R-Bialgebra (bzw. R-Hopf-Algebra) Hstimmen die Kategorie MH
H(H) und die Katego-

rie der H-Rechtsbimoduln (H-Hopf-Rechtsmoduln) im Sinne von [Abe80, Chapter 3, 1.3]
([Swe69]) überein.

3.4.9. Proposition. Seien R noethersch, H eine R-c-koerzeugte α-Bialgebra, A eine R-
c-koerzeugte α-Algebra und (H,A,C) ein Links-Rechts-Doi-Koppinen-Datum.

1. (H◦, C◦, A◦) ein Rechts-Links-Doi-Koppinen-Datum.

2. Es gibt einen kontravarianten Funktor

(−)◦ : CM(H)A −→ C◦M(H◦)A
◦
, M 7−→M◦. (3.11)

3. Ist (C◦, C) ein α-Paar, dann gibt es einen kontravarianten Funktor:

(−)3 : C◦M(H◦)A
◦ −→ CM(H)A, N 7−→ N3 := CRat(N∗C◦). (3.12)

Außerdem sind die kontravarianten Funktoren (3.11) und (3.12) rechts adjungiert.

Beweis. 1. Folgt aus Propositionen 3.4.5 und 3.4.7.

2. Sei (M,ϕM , %M) ∈ CM(H)A. Laut Propositionen 2.4.18 und 3.3.15 ist (M◦, ϕ◦M)
ein A◦-Rechtskomodul. M ∈ CM ⊂ MC∗ und daher ist M∗ ein C∗-Linksmodul.
Nach Proposition 3.4.7 ist C◦ ⊂ C∗ eine R-Unteralgebra und damit ist M∗ ein C◦-
Linksmodul. Außerdem gilt für beliebige a ∈ A, f ∈ C◦, g ∈M◦ und m ∈M :

[a(fg)](m) = (fg)(ma)
= (f⊗g)(%M(ma))
=

∑
(f⊗g)(m<−1>a<−1> ⊗m<0>a<0>)

=
∑
f(m<−1>a<−1>)g(m<0>a<0>)

=
∑

[(a<−1>f)(m<−1>)][(a<0>g)(m<0>)]
=

∑
[f<0>(m<−1>)f<1>(a<−1>)][g<0>(m<0>)g<1>(a<0>)]

=
∑

[g<0>(mf<0>)][g<1>(af<1>)]
= (

∑
(f<1>g<1>)(a)(f<0>g<0>))(m),

d.h. fg ∈ Loc(AM
∗) = M◦. Daher ist M◦ ein C◦-Linksmodul.
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Sind f ∈ C◦ und g ∈M◦, dann gilt wie oben gezeigt für φ◦M : M◦ −→M◦ ⊗ A◦ :

φ◦M(fg)(m⊗ a) = (fg)(ma) = (
∑

f<0>g<0>⊗f<1>g<1>)(m⊗ a).

Nach Folgerung 2.1.10 (1) ist die kanonische R-lineare Abbildung δ : M◦ ⊗ A◦ −→
(M ⊗ A)∗ injektiv und daher ist

φ◦M(fg) =
∑

f<0>g<0> ⊗ f<1>g<1>,

also ist M◦ ein (H◦, C◦, A◦)-Doi-Koppinen-Links-Rechtsmodul (vgl. (3.10)).

Seien M,N ∈ CM(H)A, h ∈ CHom−A(M,N) und betrachte M◦, N◦ ∈ C◦MA◦(H◦).
Nach Lemmata 2.2.8 und 2.2.9 ist h◦ : N◦ −→M◦ A◦-kolinear und C◦-linear.

3. Nehme an (C◦, C) erfüllt die α-Bedingung. Sei N ∈ C◦MA◦(H◦). Dann ist N∗ ein
C◦-Rechtsmodul und somit ist N3 := CRat(N∗C◦) ∈ CM (vgl. Lemma 2.2.9). Ande-
rerseits ist N ∈ MA◦ und somit ist N ∈ AM und N∗ ∈ MA. Ist g ∈ N3, dann gilt
für beliebige a ∈ A, f ∈ C◦ und n ∈ N :

((ga)f)(n) = (ga)(fn)
= g(a(fn))
=

∑
g(f<0>n<0>) < a, f<1>n<1> >

=
∑

(gf<0>)(n<0>) < af<1>, n<1> >
=

∑
f<0>(g<−1>)g<0>(n<0>)f<1>(a<−1>) < a<0>, n<1> >

=
∑
f<0>(g<−1>)f<1>(a<−1>)g<0>(n<0>) < a<0>, n<1> >

=
∑

(a<−1>f)(g<−1>)g<0>(a<0>n)
= [

∑
f(g<−1>a<−1>)(g<0>a<0>)](n),

also ist N3 ⊂ N∗ ist ein A-Untermodul.

Seien M ∈ CM(H)A und N ∈ C◦M(H◦)A
◦

und betrachte die kanonischen R-linearen
Abbildungen

λM : M −→M◦∗ und λN : N −→ N3∗.

Offensichtlich sind λM C◦-linear und λN A-linear und daher gilt nach Lemma 2.2.7

λM(M) ⊂M◦3 und λN(N) ⊂ N3◦.

Man sieht leicht, dass wir in M,N funktorielle Morphismen haben:

ΦM,N : CHom−A(M,N3) −→ A◦HomC◦−(N,M◦), f 7−→ f ◦ ◦ λN ,
ΨM,N : A◦HomC◦−(N,M◦) −→ CHom−A(M,N3), g 7−→ g3 ◦ λM .

Außerdem ist ΦM,N◦ ΨM,N = id, ΨM,N ◦ ΦM,N = id und die Aussage folgt.

Inspiriert von [Liu94] und im Widerspruch zu [Abe80, Seite138] zeigt das folgende
Beispiel, dass für eine R-Hopf-Algebra H über einem Körper die duale R-Koalgebra A◦

einer H-Modul-Algebra A im Allgemeinen keine H◦-Komodul-Koalgebra ist.
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3.4.10. Gegenbeispiel. Seien R ein Körper und H eine koreflexive R-Hopf-Algebra mit
dim(H) =∞ (z.B. die R-Hopf-Algebra von Beispiel 3.3.17). Nach Lemma 3.4.4 ist H∗ eine
H-Rechtsmodul-Algebra. Ist H ' H∗◦ eine H◦-Rechtskomodul-Koalgebra, dann existiert
ein R-koendliches Ideal J C H, so dass

0 =< 1H , H
∗ ↼ J >=< J,H∗ > .

Daher ist aber J = 0 (Widerspruch, da dim(H) =∞).

Cleft H-Erweiterungen

Die Hopf-Galois-Erweiterungen wurden von S. Chase und M. Sweedler [CS69] für die
auf eine kommutative R-Algebra wirkenden R-Hopf-Algebren eingeführt und gelten als
Verallgemeinerung von den klassischen Galois-Erweiterungen über Körpern (siehe [Mon93,
8.1.2]). In [KT81] haben H. Kreimer und M. Takeuchi diese auf die nicht kommutative
Situation erweitert.

3.4.11. H-Erweiterungen. ([Doi85]) Seien H eine R-Bialgebra und B eine H-Rechts-
komodul-Algebra. Setzen wir A := BcoH , so ist A eine R-Algebra und man nennt die
R-Algebra-Erweiterung A ⊂ B eine H -Rechtserweiterung.

Ein (totales) Integral für B ist eine H-kolineare Abbildung γ : H −→ B (mit γ(1H) =
1B). Existiert für B ein in (HomR(H,B), ?) invertierbares Integral, dann nennt man A ⊂ B
eine cleft H-Rechtserweiterung.

3.4.12. Beispiel. Sei H eine R-Bialgebra. Nach [DT86, Corollary 6] ist H/R genau dann
eine cleft H-Erweiterung, wenn H eine R-Hopf-Algebra ist. In diesem Falle ist idH ein
invertierbares Integral für H mit Inversem SH (der Antipode von H).

3.4.13. H-Koerweiterungen. Seien H eine R-Bialgebra und D eine H -Rechtsmodul-
Koalgebra. Dann ist H+ := Ke(εH) ein H-Koideal, DH+ ist ein D-Koideal und C :=
D/DH+ ist eine H-Rechtsmodul-Koalgebra mit der induzierten H-Modul-Struktur. Man
nennt den kanonischen Koalgebra-Epimorphismus π : D −→ C eineH-Rechtskoerweiter-

ung von D.
Ein (totales) Kointegral für D ist eine H-lineare Abbildung φ : D −→ H (mit

εH ◦ φ = εD). Eine H-Rechtskoerweiterung π : D −→ C heißt cocleft, falls ein in
(HomR(D,H), ?) invertierbares Kointegral existiert.

Als Schlussfolgerung von unseren Ergebnissen in diesem Paragraphen bekommen
wir die folgende Aussage:

3.4.14. Proposition. Seien R noethersch und H eine R-c-koerzeugte α -Hopf-Algebra
mit bijektiver Antipode. Sei D eine H-Rechtsmodul-Koalgebra und setze C := D/DH+. Ist
π : D −→ C eine ( cocleft) H-Rechtskoerweiterung, dann ist π◦ : C◦ ↪→ D◦ eine ( cleft)
H◦-Rechtserweiterung.
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Beweis. Sei D eine H-Rechtsmodul-Koalgebra vermöge ϕD : D ⊗ H −→ D. Nach Pro-
position 3.4.7 ist D◦ eine H◦-Rechtskomodul-Algebra durch ϕ◦D : D◦ −→ D◦ ⊗H◦. Es gilt
außerdem C∗ = (D∗)H und folglich ist (nach Lemma 2.5.15) (D◦)coH

◦
= (D◦)H = C◦, also

ist π◦ : C◦ ↪→ D◦ eine H◦-Rechtserweiterung.
Ist ψ : D −→ H ein Kointegral für D, dann ist ψ nach Definition H-linear und somit

ist ψ◦ ∈ HomH−(H◦, D◦) = HomH◦(H◦, D◦) (nach Lemma 2.2.9), also ist ψ◦ ein Integral
für D◦.

Sei ψ invertierbar in (HomR(D,H), ?) mit Inversem ψ−1 : D −→ H. Analog zu [Zha98]
bekommen wir

ψ−1(dh) = SH(h)d für alle h ∈ H und d ∈ D.

Ist f ∈ H◦, dann gilt für alle d ∈ D und h ∈ H :

(h(ψ−1)◦(f))(d) = ((ψ−1)◦(f))(dh) = f(ψ−1(dh)
= f(S(h)ψ−1(d)) =

∑
f1(S(h))f2(ψ−1(d))

=
∑

(S◦(f1))(h)((ψ−1)◦(f2))(d) = (
∑
S◦(f1)(h)(ψ−1)◦(f2))(d),

d.h. (ψ−1)◦ ∈ Loc(HD
∗) = D◦. Außerdem gilt für alle f ∈ H◦ und d ∈ D :

((ψ◦ ? (ψ−1)◦)(f))(d) = ((ψ◦⊗(ψ−1)◦)(∆(f)))(d)
= (

∑
ψ◦(f1) ? (ψ−1)◦(f2))(d)

= (
∑
ψ◦(f1)⊗(ψ−1)◦(f2))(d1 ⊗ d2)

=
∑
ψ◦(f1)(d1)(ψ−1)◦(f2)(d2)

=
∑
f1(ψ(d1))f2((ψ−1)(d2))

=
∑
f(ψ(d1)(ψ−1)(d2))

= f((ψ ? (ψ−1))(d))
= f(εD(d)1H)
= εH◦(f)εD(d) = idHomR(H◦,D◦)(f)(d),

also ist ψ◦ ? (ψ−1)◦ = idHomR(H◦,D◦). Analog zeigt man, dass (ψ−1)◦ ? ψ◦ = idHomR(H◦,D◦).
Damit ist ψ◦ ∗-invertierbar mit Inversem (ψ−1)◦, also ist π◦ : C◦ ↪→ D◦ eine cleft H-
Rechtserweiterung.

3.5 Dualitätssätze für die verschränkten Produkte

Verschränkte Produkte wurden unabhängig von Y. Doi, M. Takeuchi [DT86, Lemma
10] und R. Blattner, M. Cohen und S. Montgomery [BCM86] eingeführt und haben ihre
Wurzeln u.a. in der Theorie der Gruppen-Ringe befinden, etwa der Cohen-Montgomery-
Dualitätssatz ([CM84]).

3.5.1. Definition. ([BM89]) SeienH eineR-Bialgebra undA eineR-Algebra. Eine schwa-
che H-Linkswirkung auf A ist eine R-lineare Abbildung

w : H ⊗ A −→ A, h⊗ a 7−→ ha, (3.13)
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so dass die induzierte R-lineare Abbildung

κ : A −→ HomR(H,A), a 7−→ [h 7−→ ha]

ein Algebra-Morphismus ist und 1Ha = a für alle a ∈ A.

3.5.2. ([BCM86], [DT86]) Seien H eine R-Bialgebra, A eine R-Algebra mit einer schwa-
chen H-Linkswirkung w : H⊗RA −→ A und σ ∈ HomR(H⊗H,A). Betrachte den R-Modul
A#σH := A⊗R H und setze

(a#σh)(ã#σh̃) =
∑

a(h1ã)σ(h2 ⊗ h̃1)#σh3h̃2. (3.14)

Dann ist A#σH eine (nicht unbedingt assoziative) R-Algebra und hat im Allgemeinen
keine Einheit. Ist A#σH eine assoziative R-Algebra mit Einheit 1A#σ1H , dann heißt
A#σH ein H-verschränktes Produkt .

3.5.3. Definition. Seien H eine R-Bialgebra, A eine R-Algebra mit einer schwachen H
-Linkswirkung w : H ⊗R A −→ A und σ ∈ HomR(H ⊗H,A). Dann sagt man:

1. σ ist normal, falls

σ(h⊗ 1H) = ε(h)1A = σ(1H ⊗ h) für alle h ∈ H. (3.15)

2. σ ist ein Kozykel , falls∑
(h1σ(k1 ⊗ l1))σ(h2 ⊗ k2l2) =

∑
σ(h1 ⊗ k1)σ(h2k2 ⊗ l) für alle h, k, l ∈ H.

(3.16)

3. σ erfüllt die getwistete Modul-Bedingung , wenn∑
(h1(k1a))σ(h2 ⊗ k2) =

∑
σ(h1 ⊗ k1)((h2k2)a) ∀ h, k ∈ H, a ∈ A. (3.17)

3.5.4. Bemerkung. Sind H eine kokommutative R-Bialgebra und A eine kommutative H-
Linksmodul-Algebra, dann erfüllt jedes σ ∈ HomR(H ⊗ H,A) die getwistete Modul-
Bedingung (3.17).

3.5.5. Lemma. ([BCM86], [DT86, Lemma 10]) Seien H eine R-Bialgebra, A eine R-
Algebra mit einer schwachen H-Linkswirkung w : H⊗RA −→ A und σ ∈ HomR(H⊗H,A).

1. 1#σ1 ist genau dann eine Einheit für A#σH, wenn σ normal ist.

2. Sei σ normal. Dann ist A#σH genau dann assoziativ, wenn σ ein Kozykel ist und
die getwistete Modul-Bedingung (3.17) erfüllt.
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3.5.6. Linkssmash-Produkt ([Swe69, Seiten 155-156]) Seien H eine R-Bialgebra und A
eine H-Linksmodul-Algebra vermöge einer H-Linkswirkung wA : H ⊗R A −→ A. Dann ist

σ ∈ H ⊗R H −→ A, h⊗ k 7−→ ε(h)ε(k)1A

ein trivialer normaler Kozykel und erfüllt die getwistete Modul-Bedingung (3.17). Nach
Lemma 3.5.5 ist A#H := A#σH eine assoziative R-Algebra mit Einheit 1A#1H und
Multiplikation

(a#h)(ã#h̃) =
∑

a(h1ã)#h2h̃.

Man nennt die R-Algebra A#H das Smashprodukt-Algebra . Ist die H-Linkswirkung
auf A auch trivial, dann ist A#H = A⊗R H als R-Algebren.

3.5.7. Beispiel. Sei A eine R-Algebra. Wirkt eine Gruppe G auf A durch ρ : G −→
AutR(A), dann ist der Schief-Gruppenring A ? G = A#RG eine R -Algebra mit Multipli-
kation

(ag)(ãg̃) = a(gã) ? gg̃́ für alle a, ã ∈ A und g, g̃ ∈ G.

3.5.8. Das Rechtssmash-Produkt. Sei H eine R-Bialgebra und betrachte H∗ als einen
H-Rechtsmodul mit der regulärenH-Rechtswirkung. SindB eineH-Rechtskomodul-Algebra
und U ⊆ H∗ eine H-Rechtsuntermodul-Algebra, dann ist B#U := B⊗RU eine assoziative
R-Algebra mit der Multiplikation

(b#f)(̃b#f̃) =
∑

b̃b<0>#((f b̃<1>) ? f̃) für alle b, b̃ ∈ B und f, f̃ ∈ U. (3.18)

3.5.9. Die Algebra #(H,B). ([Doi84]) SeienH eineR-Bialgebra,B eineH-Rechtskomodul-
Algebra und setze #(H,B) := (HomR(H,B), ?̂), wobei

(f?̂g)(h) =
∑

f(g(h2)<1>h1)g(h2)<0> f ür alle f, g ∈ HomR(H,B) und h ∈ H. (3.19)

Dann ist #(H,B) eine assoziative R-Algebra mit Einheit ηB ◦ εH .

3.5.10. Bemerkungen. Seien H eine R-Bialgebra, A ⊂ B eine H-Rechtserweiterung und
U ⊂ H∗ eine H-Rechtsuntermodul-Algebra.

1. Ist %B trivial (d.h. %B(b) = b⊗1H f ür alle b ∈ B), dann ist #(H,B) = (HomR(H,B), ?).

2. Ist RH endlich, dann ist B eine H∗-Linksmodul-Algebra und es gibt einen Algebra-
Isomorphismus #(H,B) ' B#H∗.

3. Wir haben Einbettungen von R-Algebren

B ↪→ #(H,B), b 7−→ [h 7−→ ε(h)b]

U ↪→ #(H,B), f 7−→ [h 7−→ f(h)1B].
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4. #(H,B) ist eine H-Linksmodul-Algebra, vermöge

(hf)(k) = f(kh) für alle h, k ∈ H und f ∈ #(H,B).

Es gilt außerdem (#(H,B))H = A.

3.5.11. Definition. SeienH eineR-Hopf-Algebra und U ⊆ H∗ eineH -Rechtsuntermodul-
Algebra. Man sagt U erfüllt die RL-Bedingung bzgl. H, falls für jedes f ∈ U gilt:

∃ {(hi, fi)} ⊂ H × U, so dass h ↼ f =
∑

ki(fi ⇀ h) für jedes h ∈ H. (3.20)

3.5.12. Beispiele. ([Mon93, 9.4.6., 9.4.7.]) Seien H eine R-Bialgebra und U ⊆ H∗ eine
H-Rechtsuntermodul-Algebra. Ist H endlich und ist U = H∗, oder ist H kokommutativ,
dann erfüllt U die RL-Bedingung bzgl. H.

3.5.13. Lemma. ([Che93, Theorem 3]) Seien H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Anti-
pode, U ⊆ H∗ eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und A#σH ein verschränktes Produkt mit
invertierbarem Kozykel. Nehme außerdem an, dass U die RL-Bedingung (3.20) bezüglich
H erfüllt und es für jedes (a, h) ∈ A×H Unterklassen {au, fu}, {aw, gw} ⊂ A×U existieren
mit ∑

(S(l2)a)σ(S(l1)⊗ h) =
∑
u

fu(l)au für jedes l ∈ H, (3.21)∑
σ−1(l3 ⊗ S(l2))(l4a)σ(l5 ⊗ S(l1)h) =

∑
w

fw(l)aw für jedes l ∈ H. (3.22)

Sind die folgenden R-linearen Abbildungen injektiv:

α : (A⊗H)⊗ U → HomR(H,A⊗H), (a⊗ h)⊗ f 7→ [k 7→ f(k)(a⊗ h)]
β : A⊗ (H ⊗ U) → End−A(H ⊗R A), a⊗ (h⊗ f) 7→ [(k ⊗ ã) 7→ h(fk)⊗ aã],

(3.23)

dann gibt es einen R-Algebra-Isomorphismus

(A#σH)#U ' A⊗R (H#U). (3.24)

Die folgende Aussage verallgemeinert [Che93, Corollary 4] (bzw. [Che93, Corolla-
ry 5]) von Körpern (bzw. Dedekind-Ringen) auf beliebige noethersche Ringe unter sehr
schwachen Bedingungen:

3.5.14. Satz. Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipode, U ⊂
H∗ eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und A#σH ein H-verschränktes Produkt mit in-
vertierbarem Kozykel. Nehme außerdem an, dass U die RL-Bedingung (3.20) bzgl. H
und die Bedingungen (3.21, 3.22) erfüllt. Ist U ⊂ RH (A ⊗R H)-rein (z.B. falls H eine
α-Hopf-Algebra und U ⊆ H◦ eine R-Unterbialgebra sind), dann gibt es einen R-Algebra-
Isomorphismus

(A#σH)#U ' A⊗R (H#U).
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Beweis. Sei U ⊂ H∗ eine H-Rechtsuntermodul-Algebra und betrachte das Paar P :=
(H,U). Ist U ⊂ RH (A⊗R H)-rein, dann ist α : (A⊗H)⊗ U −→ HomR(H,A⊗H) nach
Proposition 2.1.8 (2) injektiv. Wir bemerken, dass die R-lineare Abbildung

ε : HomR(H,A⊗H) −→ End−A(H ⊗ A), g 7−→ [k ⊗ ã 7−→ τ(g(k2))(k1 ⊗ ã)] (3.25)

bijektiv ist mit Inversem

ε−1 : End−A(H ⊗ A) −→ HomR(H,A⊗H), f 7−→ [k 7−→ τ(f(k2 ⊗ 1A))(1A ⊗ S(k1))]

(siehe [Che93, Lemma 1]). Außerdem gilt für a⊗ (h⊗ f) ∈ A⊗ (H ⊗ U) und k ∈ H :

(ε ◦ α)(a⊗ (h⊗ f))(k ⊗ ã) = τ [α(a⊗ (h⊗ f))(k2)](k1 ⊗ ã)
=

∑
f(k2)(h⊗ a)(k1 ⊗ ã)

=
∑
hf(k2)k1 ⊗ aã

= h(fk)⊗ aã
= β(a⊗ (h⊗ f))(k ⊗ ã).

Daher ist β = ε ◦ α und ist somit injektiv genau dann, wenn α injektiv ist.
IstH◦ ⊂ RH rein, dann istH◦ eine R -Hopf-Algebra. Ist U ⊂ H◦ eine R-Unterbialgebra,

dann ist U ⊂ H◦ nach Definition rein, also ist U ⊂ RH rein. Die Aussage folgt dann aus
Lemma 3.5.13.

Folgende Definition wurde von R. Blattner und S. Montgomery in [BM85, Defini-
tion 1.3] für R-Hopf-Algebren und R -Hopf-Unteralgebren über Körpern formuliert.

3.5.15. Definition. Seien R noethersch, H eine α-Bialgebra, und U ⊂ H◦ eine R-Unterbi-
algebra. Eine H-Linksmodul-Algebra A heißt U-lokal-endlich, falls für jedes a ∈ A eine
endliche Teilmenge {f1, ..., fk} ⊂ U existiert, so dass

⋂k
i=1 Ke(fi) ⊂ (0 : a).

Das folgende Lemma verallgemeinert [BM85, Lemma 1.5] vom Körper-Fall auf die
Kategorie BigαR für einen beliebigen noetherschen Ring R.

3.5.16. Lemma. Seien R noethersch und H eine α-Bialgebra. Ist U ⊂ H◦ eine R-
Unterbialgebra, dann ist eine H-Linksmodul-Algebra A genau dann U-lokal-endlich, wenn
A eine U-Rechtskomodul-Algebra ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist H◦ ⊂ RH rein. Nach Definition ist jede R-Unterbialgebra
U ⊂ H◦ ein reiner R-Untermodul und folglich ist (H,U) ∈ Pαm (vgl. Proposition 2.1.8).
Sei A eine U-lokal-endliche H-Linksmodul-Algebra. Dann existiert für jedes a ∈ A eine
Menge W = {f1, ..., fk}, so dass

⋂k
i=1 Ke(fi) ⊆ (0 : a). Ist h ∈ AnlH(W ), dann ist fi(h) =

(hfi)(1H) = 0 für i = 1, ..., k, also ist AnlH(W ) ⊆
⋂k
i=1 Ke(fi) ⊆ (0 : a). Nach 2.2.2 ist dann

A ∈ σ[HU ] ' RatU(HM) ' MU (vgl. Satz 2.2.16). Es läßt sich leicht nachprüfen, dass A
eine U -Rechtskomodul-Algebra ist.

Andererseits, sei (A, %) eine U -Rechtskomodul-Algebra. Ist a ∈ A mit %(a) =
n∑
j=1

aj ⊗

gj ∈ A⊗R U, dann ist offensichtlich
⋂n
j=1 Ke(gi) ⊂ (0 : a), also ist HA U -lokal-endlich. Es

läßt sich mühelos ableiten, dass A eine H-Linksmodul-Algebra ist.
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Die folgende Aussage überträgt die in [Che93] verbesserte Version des bekannten Blatt-
ner-Montgomery-Dualitätssatzes [BM85] auf beliebige noethersche Ringe. In der originalen
Aussage, die in [AG-TL2001, 3.2] auf beliebige noethersche Ringe erweitert wurde, war
U ⊂ H◦ eine R-Hopf-Unteralgebra mit bijektiver Antipode.

3.5.17. Folgerung. Seien R noethersch, H eine α-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipode
und U ⊆ H◦ eine R-Unterbialgebra. Ist A eine U-lokal-endliche H -Linksmodul-Algebra
und erfüllt U die RL-Bedingung bzgl. H (3.20), dann gibt es einen R-Algebra-Isomorphismus

(A#H)#U ' A⊗ (H#U).

Beweis. Nach Lemma 3.5.16 ist A eine U -Rechtskomodul-Algebra. Für den trivialen
Kozykel σ(h⊗ k) := ε(h)ε(k)1A ist A#σH = A#H und die Bedingungen (3.21, 3.22) sind
erfüllt. Die Aussage folgt daher aus Satz 3.5.14.

3.5.18. Folgerung. ([AG-TL2001]) Seien R noethersch, G eine Gruppe und nehme an
(RG)◦ ⊂ RRG sei rein (das gilt insbesondere, falls |G| < ∞ oder wenn R erblich ist).
Wirkt G auf eine R-Algebra A als eine Automorphismengruppe, dann gibt es einen R-
Algebra-Isomorphismus

(A#RG)#(RG)◦ ∼= A⊗ (RG#(RG)◦).

Ist |G| = n <∞, dann ist (RG)◦ = (RG)∗ und es gilt

(A#RG)#(RG)∗ ∼= A⊗ (RG#(RG)∗) ' A⊗Mn(R) 'Mn(A). (3.26)

3.5.19. Lemma. ([DT86, Theorems 9, 11], [BM89, Theorem 1.18], [DT89, 1.1.]) Sei H
eine R-Bialgebra.

1. Ist B/A eine cleftH-Rechtserweiterung mit totalem invertierbarem Integral γ : H −→
B, dann ist A eine H-Linksmodul-Algebra vermöge

ha =
∑

γ(h1)aγ−1(h2) für alle h ∈ H und a ∈ A. (3.27)

Außerdem ist B ' A#σH ist ein H-verschränktes Produkt mit invertierbarem Kozy-
kel

σ(h⊗ k) =
∑

γ(h1)γ(k1)γ−1(h2k2) mit σ−1(h⊗ k) =
∑

γ(h1k1)γ−1(k2)γ−1(h2).

(3.28)

2. Sei H eine R-Hopf-Algebra. Ist B ' A#σH ein H -verschränktes Produkt mit inver-
tierbarem Kozykel σ ∈ HomR(H⊗H,A), dann ist B/A eine cleftH-Rechtserweiterung
mit invertierbarem totalem Integral

γ : H −→ A#σH, γ(h) = 1A#hmit γ−1(h) =
∑

σ−1(S(h2)⊗ h3)#σS(h1).
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Außerdem ist

ν : A#σH −→ H ⊗R A, a#σh 7−→
∑

h4 ⊗ [S(h3)a]σ(S(h2), h1) (3.29)

ein Isomorphismus von A-Rechtsmoduln mit Inversem

ν−1 : H ⊗R A −→ A#σH, h⊗ a 7−→
∑

σ−1(h2, S(h1))a#σh3. (3.30)

Mit Hilfe von Lemma 3.5.19 läßt sich die folgende Version von Satz 3.5.14 für cleft
H-Rechtserweiterungen ableiten:

3.5.20. Satz. Seien R noethersch, H eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipode, B/A
eine cleft H-Rechtserweiterung mit invertierbarem totalem Integral γ : H −→ B und U ⊆
H∗ eine H -Rechtsuntermodul-Algebra. Nehme außerdem an, dass U die RL-Bedingung
(3.20) erfüllt und es für jedes (a, h) ∈ A×H Unterklassen {(au, gu)}, {(aw, gw)} ⊂ A× U
existieren, so dass∑

γ(S(l2))aγ(h1)γ−1(S(l1)h2) =
∑

gu(l)au für jedes l ∈ H. (3.31)∑
γ−1(S(l3))aγ(S(l2)h1)γ−1(l4S(l1)h2) =

∑
fw(l)aw für jedes l ∈ H. (3.32)

Ist U ⊂ RH (A ⊗R H)-rein (z.B. falls H eine α -Hopf-Algebra und U ⊂ H◦ eine R-
Unterbialgebra sind), dann gibt es einen R-Algebra-Isomorphismus

B#U ' A⊗R (H#U). (3.33)



Kapitel 4

Folgen über Moduln: ein
koalgebraischer Aspekt

Wegen Anwendungen in der Kodierungstheorie gewinnen die linear rekursiven Fol-
gen über beliebigen Ringen und Moduln in letzter Zeit mehr an Interesse (siehe [HN99],
[KKMMN99]). Als Anwendung von unseren Ergebnissen im zweiten und dritten Kapitel
über die stetigen dualen Koalgebren und die stetigen dualen Komoduln verallgemeinern wir
Resultate über die linear rekursiven Folgen über Körpern (siehe [PT80], [LT90], [Taf95])
und über Vektorräumen (vgl. [GO93], [GK97]) auf beliebige noethersche Ringe und Mo-
duln. Dabei erweitern wir die schon in [AG-TW2000] gewonnenen Aussagen über die linear
rekursiven Folgen auf die lineare rekursiven (k)-Folgen. Als Referenz für die Theorie der
linear rekursiven Folgen über Moduln dient die umfassende Arbeit von A. Mikhalev et. al.
[KKMN95].

4.1 Vorbereitung

Für jeden R-Modul M setze

M [x] := M [x1, ..., xk] und M [x,x−1] := M [x1, x
−1
1 ..., xk, x

−1
k ].

Wir betrachten den Polynomring R[x] und den Ring der Laurent-Polynome R[x,x−1] als
R-Algebren mit der üblichen Multiplikation und der üblichen Einheit. Für jeden R-Modul
M sind M [x] und M [x,x−1] R[x]-Moduln mit den von M induzierten Modul-Strukturen
und wir haben außerdem einen kanonischen R-Modul-Isomorphismen

M [x] 'M ⊗R R[x] 'M (Nk) und M [x,x−1] 'M ⊗R R[x,x−1] 'M (Zk).

Für jedes n = (n1, ..., nk) ∈ Nk bzw. z = (z1, ..., zk) ∈ Zk setzen wir xn := xn1
1 ...x

nk
k bzw.

xz := xz11 ...x
zk
k .

4.1.1. Für einen R-Modul M und k ≥ 1 sei

S<k>M := {u : Nk −→M} 'MN
k

107
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der R-Modul der k-Folgen über M. Ist M (bzw. k) nicht erwähnt, so ist M = R (bzw.
k = 1) gemeint.

Setzen wir für f(x) =
∑
i

rix
i ∈ R[x] und w ∈ S<k>M :

f(x) ⇀ w = u ∈ S<k>M , wobei u(n) :=
∑

i

riw(i + n) für alle n ∈ Nk, (4.1)

so wird S<k>M ein R[x]-Modul. Für Untermengen I ⊂ R[x] und L ⊂ S<k>M betrachte die
Annullator-Untermoduln

AnS<k>M
(I) = {w ∈ S<k>M | f(x) ⇀ w = 0 für jedes f(x) ∈ I},

AnR[x](L) = {h(x) ∈ R[x]|h(x) ⇀ u = 0 für jedes u ∈ L}.

Bemerke, An<k>SM (I) ⊂ S<k>M ist ein R[x]-Untermodul und AnR[x](L) C R[x] ist ein Ideal.

4.1.2. Definition. Ein Polynom f(y) ∈ R[y] heißt normiert, falls der leitende Koeffizient
von f(y) gleich 1R ist. Ein Ideal I C R[x] nennt man normiert, falls I eine nicht leere
Menge von normierten Polynomen

E = {fj(xj) = x
lj
j + r

(j)
lj−1x

lj−1
j + ...+ r

(j)
1 xj + r

(j)
0 | j = 1, ..., k} (4.2)

enthält. In diesem Falle nennt man ein solches System von Polynomen (4.2) ein System
von elementaren Polynomen und das Ideal (f1(x1), ..., fk(xk)) C R[x] ein elementares
Ideal.

4.1.3. Definition. Sei M ein R-Modul. Eine k-Folge u ∈ S<k>M heißt linear rekursiv,
falls AnR[x](u) ein normiertes Ideal ist, also wenn AnR[x](u) eine Menge von normierten
Polynomen E = {f1(x1), ..., fk(xk)} enthält. In diesem Falle nennt man die normierten
Polynome f1(x1), ..., fk(xk) elementare charakteristische Polynome von u. Den R[x]-
Modul der linear rekursiven k-Folgen über M bezeichnen wir mit L<k>M .

4.1.4. ([MN96, Seite 170]) Die lexikographische lineare Ordnung (�) auf Nk ist de-
finiert wie folgt: Für i = (i1, ..., ik), n = (n1, ..., nk) ∈ Nk setzen wir i � n, wenn die erste
von Null verschiedene Zahl in der Folge von ganzen Zahlen

(n1 + ...+ nk)− (i1 + ...+ ik), n1 − i1, ..., nk − ik

positiv ist.
Seien M ein R-Modul, E = {f1(x1), ..., fk(xk)} eine Menge von normierten Polynomen

in R[x] mit Grad(fj(xj)) = lj für jedes j = 1, ..., k und setze l = (l1, ..., lk), 1 : = (1, ..., 1).
Betrachte die von (≤) auf Nk induzierte partielle Ordnung und das Polyeder

ΠE = Π(l) :={i ∈ Nk| i ≤ l− 1}.

Das Anfangspolyeder einer k-Folge ω ∈ S<k>M definiert man als

ω(ΠE) := {ω(i)| i ∈ ΠE}.
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Für l = l1 · ... · lk bilden die Punkte des polyeders ΠE eine Kette

0 = i0 � i1 � ... � il−1,

und wir können ω(ΠE) als einen Anfangsvektor (ω(0), ω(i1), ..., ω(il−1)) ∈M l schreiben.
Sei ω ∈ AnS<k>M

(f1(x1), ..., fk(xk)) und schreibe für jedes n = (n1, ..., nk) ∈ Nk

x
nj
j = hj(xi)fj(xj) + aj(xj),

wobei Grad(aj(xj)) < lj. Setzen wir

g(n)(x) :=
k∏
j=1

aj(xj) =
∑
i∈ΠE

r
(n)
i xi,

und v := xnω = g(n)(x)ω, so ist dann

ω(n) = v(0) =
∑
i∈ΠE

r
(n)
i ω(i) für jedes n ∈ Nk,

also ist ω durch das Anfangspolyeder ω(ΠE) eindeutig bestimmt.

4.1.5. Die Impulsfolge. Sei E = {f1(x1), ..., fk(xk)} eine Menge von normierten Polyno-
men in R[x], f := (f1, ..., fk) und setze If := (f1(x1), ..., fk(xk)). Betrachte für jedes t ∈ ΠE

die Folgen in AnS<k>R
(If ) bestimmt durch das Anfangspolyeder

ef
t(i) = δi,t für alle i ∈ ΠE.

Man nennt ef
l−1 die Impulsfolge von AnS<k>R

(f1, ..., fk).

4.1.6. Beispiel. Die Fibonacci Folge ω = (0, 1, 1, 2, 3, 5, ...) ist eine linear rekursive Fol-
ge über Z mit Anfangsvektor (0, 1) und elementarem charakteristischem Polynom f(x) :=
x2 − x− 1 ∈ Z[x]. Also ist ω ∈ LZ und es gilt

ω(0) = 0, ω(1) = 1, ω(n+ 2) = ω(n+ 1) + ω(n) für alle n ≥ 2.

4.1.7. Beispiel. (Geometrische Progression) Seien M ein R-Modul, m ∈ M, q ∈ R
und betrachte w ∈ SM :

w(n) := qnm für alle n ∈ N.

Dann ist w ∈ LM mit w(0) = m und mit elementarem charakteristischem Polynom f(x) =
x− q. Außerdem ist AnR[x](w) = R[x](x− q) +R[x]AnR(m).

4.1.8. Beispiel. (Arithmetische Progression) SeienM einR-Modul, {m0,m1, ...,mk} ⊂
M und betrachte

w ∈ S<k>M , w(n) := m0 + n1m1 + ...+ nkmk für alle n∈ Nk.

Dann ist w ∈ L<k>M mit elementaren charakteristischen Polynomen {(x1−1)2, ..., (xk−1)2}.
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4.1.9. Lemma. 1. Ist I C R[x] ein normiertes Ideal, so ist R[x]/I e.e. in RM.

2. Sei R noethersch. Ein R[x]-Ideal I ist R-koendlich genau dann, wenn I ein normier-
tes Ideal ist. Insbesondere ist R[x] eine kofinitäre R-Algebra.

Beweis. 1. Sei I C A ein normiertes Ideal, das eine Menge von normierten Polynomen
E = {f1(x1), · · · , fk(xk)} enthält. Ist Grad(fj(xj)) = lj für j = 1, ..., k, dann ist {1 +
I, x1+I, · · · , xl1−1

1 +I, · · · , xk+I, · · · , xlk−1
k +I} offensichtlich ein Erzeugendensystem

für A/I.

2. Sei I C R[x] ein R-koendliches Ideal und setze Ij := I ∩R[xj] für jedes j = 1, · · · , k.
Dann ist R[xj]/Ij ↪→ R[x]/I und daher ist Ij C R[xj] R-koendlich für j = 1, ..., k.
Betrachte die Kette

R{1 + Ij} ⊂
1∑
i=0

R{xij + Ij} ⊂
2∑
i=0

R{xij + Ij} ⊂ · · ·

von R-Untermoduln von R[xj]/Ij. Dann ist der endlich erzeugte R-Modul R[xj]/Ij
ist noethersch und somit existiert eine positive natürliche Zahl lj, so dass

lj−1∑
i=0

R{xij + Ij} =

lj∑
i=0

R{xij + Ij}.

Damit existiert eine Menge {r(j)
lj−1, ..., r

(j)
1 , r

(j)
0 } ⊂ R, so dass

fj(xj) = x
lj
j − r

(j)
lj−1x

lj−1
j − ...− r(j)

1 xj − r(j)
0 ∈ Ij.

Somit enthält I eine Menge von normierten Polynomen E := {f1(x1), ..., fk(xk)},
also ist I C R[x] ein normiertes Ideal.

Setzen wir Ĩj := (fj(xj)), dann ist R[xj]/Ĩj endlich erzeugt frei in RM und daher ist
R[xj] eine kofinitäre R-Algebra für j = 1, ..., k. Nach Induktion folgt aus Satz 2.4.17
(1), dass

R[x] ' R[x1]⊗ ...⊗R[xk]

eine kofinitäre R-Algebra ist.

4.1.10. Definition. Sei U(R) = {r ∈ R| r ist invertierbar} die Einheitengruppe von
R. Ein normiertes Polynom q(x) ∈ R[x] nennt man reversibel, falls q(0) ∈ U(R). Ein
Ideal I C R[x,x−1] nennen wir reversibel , falls I eine Menge von reversiblen Polynomen

Ẽ = {q1(x1), ..., qk(xk)} enthält.

Das folgende Lemma verallgemeinert die entsprechende Aussage für den Körper-Fall
[LT90, Seite 123]:
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4.1.11. Lemma. ([AG-TL2001, Lemma 4.12]) Für ein reversibles Polynom q(x) ∈ R[x]
gilt:

R[x]/(q(x)) ' R[x, x−1]/(q(x)).

Beweis. Sei q(x) = r0 + r1x+ · · ·+ rn−1x
n−1 + xn ein reversibles Polynom. Bemerke, dass

R[x, x−1]/(q(x)) ' R[x, y]/(yx− 1, q(x)).

Setze I := (yx− 1, q(x)) und betrachte den R-Algebra-Morphismus

Ψ : R[x] −→ R[x, y]/I, x 7−→ x+ I.

Dann ist Ke(Ψ) = I ∩R[x] = R[x]q(x) und Ψ ist offensichtlich surjektiv genau dann, wenn
y + I ∈ Im(Ψ). Es gilt aber:

yq(x)− xn−1(yx− 1) = r0y + r1yx+ · · ·+ rn−1yx
n−1 + xn−1

= r0y + r1 + · · ·+ rn−1x
n−2 + xn−1(mod I),

und somit

y = −r−1
0 [r1 + ...+ rn−1x

n−2 + xn−1] (mod I),

also ist y + I ∈ Im(Ψ).

4.1.12. Lemma. 1. Ist I C R[x,x−1] ein reversibles Ideal, dann ist R[x,x−1]/I e.e. in

RM.

2. Sei R noethersch. Ist I C R[x,x−1] R-koendlich, so ist I ein reversibles Ideal. Insbe-
sondere ist R[x,x−1] eine kofinitäre R-Algebra.

Beweis. 1. Sei Ẽ = {q1(x1), ..., qk(xk)} ⊆ I eine Menge von reversiblen Polynomen und
setze Ij := I ∩R[xj, x

−1
j ] für jedes j = 1, ..., k. Das Polynom qj(xj) ∈ Ij ist normiert

und folglich ist R[xj, x
−1
j ]/(qj(xj)) ' R[xj]/(qj(xj)) e.e. in RM (siehe Lemmata 4.1.9

(1) und 4.1.11). Damit ist

R[xj, x
−1
j ]/Ij ' (R[xj, x

−1
j ]/(qj(xj)))/(Ij/(qj(xj)))

e.e. in RM. Für j, l = 1, ..., k, setze

Tl :=

{
R[xj, x

−1
j ], falls l 6= j,

Ij, falls l = j
und T :=

k∑
j=1

(
k⊗
l=1

Tl).

Dann ist

R[x,x−1]/T ' R[x1, x
−1
1 ]/I1 ⊗ ...⊗R[xk, x

−1
k ]/Ik

und somit sind R[x,x−1]/T und folglich R[x,x−1]/I e.e. in RM.
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2. Sei I C R[x,x−1] ein R-koendliches Ideal. Für jedes j = 1, ..., k haben wir eine
Einbettung

R[xj]/(R[xj] ∩ I) ↪→ R[x1, x
−1
1 , ..., xk, x

−1
k ]/I

und somit ist Ij := R[xj, x
−1
j ]∩I C R[xj, x

−1
j ] ein R-koendliches Ideal. Daher ist aber

auch R[xj]∩ Ij C R[xj] R-koendlich und enthält laut Lemma 4.1.9 (2) ein normiertes

Polynom fj(xj) = xlj + r
(j)
lj−1x

lj−1 + ...+ r
(j)
1 xj + r

(j)
0 . Für j = 1, ..., k ist der Ring von

Laurent-Polynomen R[xj, x
−1
j ] eine R-Hopf-Algebra mit bijektiver Antipode

Sj : R[xj, x
−1
j ] −→ R[xj, x

−1
j ], xj 7−→ x−1

j .

Somit ist R[xj, x
−1
j ]/Sj(Ij) ' R[xj, x

−1
j ]/Ij, also ist Sj(Ij) C R[xj, x

−1
j ] R-koendlich.

Daher ist auch R[xj]∩Sj(Ij) C R[xj] R-koendlich und enthält nach Lemma 4.1.9 (2)

ein normiertes Polynom gj(xj) = r̃
(j)
0 + r̃

(j)
1 xj + ...+ r̃

(j)
tj−1x

tj−1 + x
tj
j .

Setzen wir

qj(xj) := x
tj
j (fj(xj) + S(gj(xj)))

= 1 + r̃tj−1xj + ...+ (r0 + r̃0)x
tj
j + ...rlj−1x

tj+lj−1 + xlj+tj ,

so ist qj(xj) ∈ R[xj] ∩ Ij und Ẽ := {q1(x1), ..., qk(xk)} ⊂ I, also ist I ein reversibles
Ideal.

Behauptung: R[x,x−1] ist kofinitär.

Sei I C R[x,x−1] ein R-koendliches Ideal. Wie oben gezeigt enthält I eine Menge

von reversiblen Polynomen Ẽ = {q1(x1), ..., qk(xk)}. Nach Lemma 4.1.11 haben wir
für j = 1, ..., k den Isomorphismus

R[xj, x
−1
j ]/(qj(xj)) ' R[xj]/(qj(xj)),

also ist R[xj, x
−1
j ]/(qj(xj)) ein endlicher R-Modul. Damit ist R[xj, x

−1
j ] eine kofinitäre

R-Algebra und es folgt nach Induktion aus Satz 2.4.17 (1), dass

R[x,x−1] ' R[x1, x
−1
1 ]⊗ ...⊗R[xk, x

−1
k ]

eine kofinitäre R-Algebra ist.

4.1.13. Bemerkung. Nach Anfertigung dieser Arbeit wurde uns bekannt, dass die Aussagen
von Lemmata 4.1.9 (2) und 4.1.12 (2) auch für nicht notwendig noethersche kommutative
Ringe gelten (siehe [Kur]).
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4.2 Linear rekursive Folgen über noetherschen Rin-

gen

In einer Reihe von Artikeln haben E. Taft et. al. (etwa [PT80], [LT90], [Taf95]) einen
koalgebraischen Aspekt für das Studium der linear rekursiven Folgen über Körpern ent-
wickelt. Außerdem hat L. Grünenfelder et. al. ([GO93], [GK97]) die linear rekursiven Folgen
über einem endlich dimensionalen Vektorraum V über einem Körper betrachtet. Linear
rekursive Folgen über beliebigen Ringen und Moduln wurden in einer Reihe von Artikeln
bei A. Nechaev et. al. studiert (z.B. [Nec96], [KKMN95], [Nec93]).

In diesem Paragraphen betrachten wir einen koalgebraischen Aspekt für das Studium
der linear rekursiven Folgen von Moduln über beliebigen noetherschen Ringen und Moduln.

4.2.1. Bialgebra-Strukturen auf R[x]. Betrachte den Polynomring R[x]. Mit der übli-
chen Multiplikation und dem üblichen Einselement ist G = {xnj | n ∈ N, j = 1, ..., k}
ein Monoid und daher wird R[x] = RG eine kokommutative R-Bialgebra (vgl. 2.6.5) mit
Komultiplikation ∆g und Koeinheit εg :

∆g : R[x] −→ R[x]⊗R[x], xsj 7−→ xsj ⊗ xsj , ∀ s ≥ 0, j = 1, ..., k,
εg : R[x] −→ R, xsj 7−→ 1R, ∀ s ≥ 0, j = 1, ..., k.

Betrachten wir die Elemente der Basis G als primitive Elemente, so wird R[x] eine kokom-
mutative R-Hopf-Algebra mit Komultiplikation ∆p, Koeinheit εg und Antipode Sp :

∆p : R[x] −→ R[x]⊗R[x], xsj 7−→
s∑
t=0

(
s
t

)
xtj ⊗ xs−tj , ∀ s ≥ 0, j = 1, ..., k,

εp R[x] −→ R, xsj 7−→ δs,0, ∀ s ≥ 0, j = 1, ..., k,
Sp R[x] −→ R[x], xsj 7−→ (−xj)s, ∀ s ≥ 0, j = 1, ..., k.

4.2.2. Bemerkungen. 1. Ist R ein Integritätsbereich, dann läßt sich analog zum Körper-
Fall ([CG93]) zeigen, dass die zwei R-Bialgebra-Strukturen auf R[x] in 4.2.1 die einzi-
gen möglichen R-Bialgebra-Strukturen auf R[x] mit der üblichen Multiplikation und
der üblichen Einheit sind.

2. Betrachtet man R[x] als R-Bialgebra mit Komultiplikation ∆g, so erhält R[x] keine
R-Hopf-Algebra-Struktur, weil in einer R-Hopf-Algebra die gruppen-ähnlichen Ele-
mente invertierbar sein müssen.

Ist M ein beliebiger R-Modul, dann gibt es offensichtlich einen R[x]-Isomorphismus

ΦM : M [x]∗ −→ S<k>M∗ , κ 7−→ [n 7−→ [m 7−→ κ(mxn)]] (4.3)

mit Inversem u 7−→ [xnm 7−→ u(n)(m)].

4.2.3. Proposition. Ist R noethersch, dann gibt es für jeden R-Modul M einen R[x]-
Modul-Isomorphismus

M [x]◦ ' L<k>M∗ . (4.4)
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Beweis. Betrachte den R[x]-Modul-Isomorphismus ΦM : M [x]∗ −→ S<k>M∗ (4.3). Sei κ ∈
M [x]◦. Dann existiert ein R-koendliches R[x]-Ideal I C R[x], so dass I ⇀ κ = 0. Daher
ist I ⇀ Φ(κ) = Φ(I ⇀ κ) = 0, also ist I ⊂ AnR[x](Φ(κ)). Nach Lemma 4.1.9 (2) ist I ein
normiertes Ideal, also ist Φ(κ) ∈ L<k>M∗ .

Andererseits, sei u ∈ L<k>M∗ . Nach Definition ist J := AnR[x](u) ein normiertes Ideal und
nach Lemma 4.1.9 (1) ist J C R[x] R-koendlich. Daher gilt für κ := Φ−1(u) : J ⇀ κ =
J ⇀ Φ−1(u) = Φ−1(J ⇀ u) = 0, also ist κ ∈M [x]◦.

4.2.4. Die Koalgebra-Struktur auf L<k>.
Sei R noethersch. Nach Lemma 4.1.9 (2) ist R[x] eine kofinitäre R-Algebra und somit

ist R[x]◦ nach Proposition 2.4.13 eine R-Koalgebra mit Komultiplikation bzw. Koeinheit
induziert von der üblichen Multiplikation bzw. der üblichen Einheit von R[x] und gegeben
durch

µ◦ : R[x]◦ → R[x]◦ ⊗R R[x]◦, f 7→ [xsi ⊗ xtj 7−→ f(xsix
t
j), i, j = 1, ..., k, s, t ≥ 0.

η◦ : R[x]◦ → R, f 7→ f(1R).

(4.5)

Der R[x]-Isomorphismus (4.4) induziert auf L<k> eine R-Koalgebra-Struktur, die wir im
Folgenden wie in [KKMN95, Proposition 14.16] erklären:

Sei u ∈ L<k>, {f1(x1), ..., fk(xk)} ⊆ AnR[x](u) eine Menge von elementaren charakte-
ristischen Polynomen mit Grad(fj(xj)) = lj und setze f := (f1, ..., fk), l : = (l1, ..., lk). So
gilt für alle i,n ∈ Nk :

u(i + n) = (xiu)(n) = (
∑

t≤l−1

(xi ⇀ u)(t) · ef
t)(n) =

∑
t≤l−1

(xt ⇀ u)(i) · ef
t(n).

Somit sind die Komultiplikation und die Koeinheit von L<k> gegeben durch

∆L<k> : L<k> −→ L<k>⊗RL<k>, u 7−→
∑

t≤l−1

(xt ⇀ u)⊗ ef
t,

εL<k> : L<k> −→ R, u 7−→ u(0).
(4.6)

4.2.5. Das Hadamard-Produkt. Betrachte die R-Bialgebra (R[x], µ, η,∆g, εg). Dann

ist S<k> ' RN
k ' R[x]∗ eine R-Algebra mit dem Hadamard Produkt

∗g : S<k> ⊗ S<k> −→ S<k>, u⊗ v 7−→ [n 7→ u(n)v(n)] (4.7)

und der Einheit

ηg : R −→ S<k>, 1R 7−→ [n 7−→ 1R] für jedes n ∈ Nk. (4.8)

Ist R noethersch, dann ist R[x] nach Lemma 4.1.9 (2) eine kofinitäre R-Algebra und so-
mit ist R[x]◦ nach Folgerung 2.5.8 eine R-Bialgebra. Durch den Isomorphismus L<k> '
R[x]◦ (4.4) wird L<k> eine R-Bialgebra mit der Koalgebra-Struktur gegeben in (4.6), dem
Hadamard-Produkt (4.7) und der Einheit (4.8).
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4.2.6. Das Hurwitz-Produkt. Betrachte die R-Hopf-Algebra (R[x], µ, ηp,∆p, εp, Sp).
Dann bekommt S<k> ' R[x]∗ ' R[[x1, ..., xk]] eine R-Algebra-Struktur mit dem Hurwitz-
Produkt

∗p : S<k> ⊗ S<k> −→ S<k>, u⊗ v 7−→ [n 7→
∑
t≤i

(
n

t

)
u(t)v(n− t)] (4.9)

und der Einheit

ηp : R −→ S<k>, 1R 7−→ [n 7−→ δn,0] für jedes n ∈ Nk. (4.10)

Ist R noethersch, dann ist R[x] nach Lemma 4.1.9 (2) eine kofinitäre R-Algebra und somit
ist R[x]◦ nach Folgerung 2.5.8 eine R-Hopf-Algebra. Daher induziert der Isomorphismus
(4.4) eine R-Hopf-Algebra-Struktur auf L<k> ' R[x]◦ mit der Koalgebra-Struktur (4.6),
dem Hurwitz-Produkt (4.9), der Einheit (4.10) und der Antipode

S : L<k> −→ L<k>, u 7−→ [i 7−→ (−1)iu(i)].

4.2.7. Bemerkung. In [CV95] haben U. Cerruti und F. Vaccarino mit Mitteln aus der
Matrizen-Theorie gezeigt, dass die linear rekursiven Folgen (für k = 1) über beliebigen Rin-
gen eine R-Algebra bildet sowohl mit dem Hadamard-Produkt als auch mit dem Hurwiz-
Produkt.

Aus Lemma 3.2.6 bekommen wir das folgende Korollar:

4.2.8. Folgerung. Sei R noethersch. Für jeden R-Modul M haben Isomorphismen von
R[x]-Moduln

L<k>M∗ 'M [x]◦ 'M∗ ⊗R[x]◦ 'M∗⊗RL<k>.

Insbesondere ist M [x]◦ (L<k>M∗ ) ein kofreier R[x]◦-Komodul (L<k>-Komodul).

4.3 Linear rekursive Folgen über artinschen Ringen

In diesem Paragraphen betrachten wir die reversiblen k-Folgen über Moduln von ar-
tinschen Ringen. Wir verallgemeinern dabei Aussagen aus [LT90] und [KKMN95] über die
Struktur der Algebra der linear rekursiven Folgen vom Körper-Fall auf beliebige artinsche
Ringe.

4.3.1. Bifolgen. Für einen R-Modul M und k ≥ 0 sei

S̃<k>M = {ν̃ : Zk −→M}

der R-Modul der k-Bifolgen über M. Ist M (bzw. k) nicht erwähnt, so ist M = R (bzw.

k = 1) gemeint. Setzen wir für w̃ ∈ S̃<k>M und f(x) = (
∑
i

rix
i) ∈ R[x] :

f(x) ⇀ w̃ = ν̃ ∈ S̃<k>M , wobei ν̃(z) :=
∑

i

riw̃(i + z) für alle z ∈ Zk,
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so wird S̃<k>M ein R[x]-Modul. Für Untermengen I ⊂ R[x] und Y ⊂ S̃<k>M betrachte die

AnS̃<k>M
(I) = {w̃ ∈ S̃<k>M | g(x) ⇀ w̃ = 0 für jedes g(x) ∈ I},

AnR[x](Y ) = {h(x) ∈ R[x] |h(x) ⇀ ν̃ = 0 für jedes ν̃ ∈ Y }.

Offensichtlich ist An<k>SM (I) ⊂ S<k>M ein R[x]-Untermodul und AnR[x](Y ) C R[x] ist ein
Ideal.

4.3.2. Definition. Sei M ein R-Modul. Eine k-Bifolge w̃ ∈ S̃<k>M heißt linear rekursiv,
falls AnR[x](w̃) ein normiertes Ideal ist. Den R[x]-Modul der linear rekursiven k-Bifolgen

über M bezeichnen wir mit L̃<k>M .

4.3.3. Reversible Folgen. Sei M ein R-Modul.

1. Eine k-Bifolge ũ heißt ein Reverses von u ∈ S<k>M , falls ũ|Nk = u und AnR[x](ũ) =
AnR[x](u).

2. Eine linear rekursive k-Folge nennen wir reversibel, falls u ein Reverses ũ ∈ L̃<k>M

besitzt.

Mit R<k>
M ⊂ L<k>M bezeichnen wir den R[x]-Untermodul der reversiblen k-Folgen

über M.

4.3.4. Lemma. (vgl. [KKMN95, Proposition 14.11]) Sei R artinsch.

1. Jedes normierte Ideal I C R[x] enthält eine Menge von normierten Polynomen

E ′ = {xtjj qj(xj)| qj(xj) ist reversibel für jedes j = 1, ..., k}. (4.11)

2. Sind M ein R-Modul und ũ ∈ L̃<k>M , dann ist AnR[x](ũ) ein reversibles Ideal.

Beweis. 1. Laut [AM69, 8.7] ist jeder kommutative artinsche Ring (bis auf Isomorphie)
eine direkte Summe von lokalen artinschen Ringen. Sei R o.E. ein lokaler artinscher
Ring und bezeichne mit U(R) die Menge der Einheitengruppe von R. Das Jacobson-
radikal von R

J(R) = {r ∈ R| r ist nicht invertierbar in R}

ist nilpotent, also existiert eine positive natürliche Zahl n, so dass J(R)n = 0. Sei I ein
normiertes Ideal E = {g1(x1), ..., gk(xk)} ⊂ I eine Menge von normierten Polynomen.
Ist gj(xj) = fj(xj) (mod J(R)[xj]) für j = 1, ..., k, dann ist gj(xj)|fj(xj)n, also

ist fj(xj)
n ∈ I. Schreiben wir fj(xj)

n = x
tj
j qj(xj) mit (xj, qj(xj)) = 1, dann ist

qj(0) ∈ U(R), also ist qj(xj) ein reversibles Polynom für jedes j = 1, ..., k. Daher ist

E ′ := {fj(xj)n = x
tj
j qj(xj), j = 1, ..., k} ⊂ I und die Aussage folgt.
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2. Nach (1) enthält AnR[x](ũ) eine Menge von normierten Polynomen

E ′ = {xtjj qj(xj)| qj(xj) ist reversibel für j = 1, ..., k}.

Offensichtlich ist Ẽ := {qj(xj)| i = 1, ..., k} ⊂ AnR[x](ũ), also ist AnR[x](ũ) ein
reversibles Ideal.

4.3.5. Lemma. ([KKMN95, 14.11]) Für u ∈ S<k>M gilt:

1. Ist AnR[x](u) reversibel, dann ist u reversibel. Ist Ẽ = {q1(x1), ..., qk(xk)} ⊆ AnR[x](u)}
eine Menge von reversiblen Polynomen, dann ist das Reverse von u durch Ẽ eindeutig
bestimmt.

2. Ist R artinsch, dann ist u genau dann reversibel, wenn AnR[x](u) C R[x] ein reversi-
bles Ideal ist.

Für jeden R-Modul M haben wir einen Isomorphismus von R[x]-Moduln

ΨM : M [x,x−1]∗ −→ S̃<k>M∗ , ϕ̃ 7−→ [z 7−→ [m 7−→ ϕ̃(xzm)]] (4.12)

mit Inversem ũ 7−→ [xzm 7−→ ũ(z)(m)].
Analog zum Beweis von Proposition 4.2.3 bekommen wir:

4.3.6. Proposition. Ist R artinsch, dann induziert der R[x]-Isomorphismus (4.12) für
jeden R-Modul M einen R[x]-Isomorphismus

M [x,x−1]◦ ' L̃<k>M∗ . (4.13)

Beweis. Betrachte den R[x]-Modul-Isomorphismus ΨM : M [x,x−1]∗ −→ S̃<k>M∗ (4.12). Sei
κ ∈M [x,x−1]◦. Dann ist I ⇀ κ = 0 für ein R-koendliches R[x]-Ideal I C R[x] und somit
ist I ⇀ Ψ(κ) = Ψ(I ⇀ κ) = 0. Nach Lemma 4.1.12 (2) ist I ein reversibles Ideal, also

enthält I eine Menge von reversiblen Polynomen Ẽ = {q1(x1), ..., qk(xk)}. Die reversiblen

Polynome qj(xj) sind nach Definition normiert, also ist Ψ(κ) ∈ L̃<k>M∗ .

Andererseits, sei ũ ∈ L̃<k>M∗ . Dann ist AnR[x](ũ) nach Definition ein normiertes Ideal und
enthält nach Lemma 4.3.4 (1) eine Menge E ′ = {xtjqj(xj)| j = 1, ..., k}, wobei qj(xj) ein
reversibles Polynom für j = 1, ..., k ist. Für j = 1, ..., k gilt daher für Ψ−1(ũ) und beliebiges
g(xj, x

−1
j ) ∈M [xj, x

−1
j ] :

(qj(xj)Ψ
−1(u))(g(xj, x

−1
j )) = (x

tj
j qj(xj)Ψ

−1(u))(x
−tj
j g(xj, x

−1
j )) = 0.

Nach Lemma 4.1.12 (1) ist das reversible Ideal Ĩ := (q1(x1), ..., qk(xk)) C R[x] R-koendlich,
also ist Ψ−1(u) ∈M [x,x−1]◦.

4.3.7. Definition. (vgl. [KKMN95, 5.18, 5.23]) Eine k-Folge u ∈ S<k>M nennen wir aus-
geartet, falls xt ⇀ u = 0 für ein t ∈ Nk. Mit D<k>

M bezeichnen wir den R[x]-Modul der
ausgearteten k-Folgen über M.
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Die folgende Proposition verallgemeinert die Aussage [KKMN95, Proposition 5.27] über
die R[x]-Modul-Struktur der periodischen Folgen über einem Modul auf die R[x]-Modul-
Struktur der linear rekursiven Folgen von Moduln über artinschen Ringen:

4.3.8. Proposition. Sei M ein R-Modul. Ist R artinsch, dann gibt es R[x]-Isomorphismen

L<k>M ' D<k>
M ⊕ L̃<k>M ' D<k>

M ⊕R<k>
M . (4.14)

Beweis. Sei k = 1 und u ∈ LM . Dann ist AnR[x](u) ein normiertes Ideal und enthält
nach Lemma 4.3.4 ein normiertes Polynom der Form p(x) = xtq(x) für ein t ≥ 0 und ein
reversibles Polynom q(x) = xl + rl−1x

l−1 + ...+ r1x+ r0, also es gilt

r0u(i+ t) + r1u(i+ t+ 1) + ...+ rl−1u(i+ t+ l − 1) + u(i+ t+ l) = 0 für alle i ≥ 0.

Analog zu [LT90] (siehe auch [KKMN95, 14.11]) konstruieren wir durch Backsolving eine
Bifolge

ũ(i) :=

{
u(i), i ≥ t+ l

−r−1
0 (r1u(i+ 1) + ...+ rn−1u(i+ l − 1) + u(i+ l)), i ∈ Z und i < t+ l.

(4.15)

Offensichtlich ist ũ ∈ L̃M . Für k > 1 existiert für jedes u ∈ L<k>M eine Menge von reversiblen
Polynomen E ′ = {xtjqj(xj)| j = 1, ..., k} ⊂ AnR[x](u) und wir bekommen wie oben gezeigt
und durch Backsolving mittels qj(xj) entlang der j-ten Reihe für j = 1, ..., k ein ũ ∈ L<k>M .
Auf dieser Weise bekommen wir einen R[x]-Modul-Morphismus

γ : L<k>M −→ L̃<k>M , u 7−→ ũ (4.16)

mit Ke(γ) = D<k>
M . Andererseits gibt es einen R[x]-Modul-Morphismus

β = L̃<k>M −→ L<k>M , w̃ 7−→ w̃|
Nk
, (4.17)

und es gilt γ ◦ β = idL̃<k>M
. Daher zerfällt die exakte Folge von R[x]-Moduln

0 −→ D<k>
M −→ L<k>M

γ−→ L̃<k>M −→ 0,

und wir bekommen einen R[x]-Modul-Isomorphismus

L<k>M ' D<k>
M ⊕ L̃<k>M . (4.18)

Ist u ∈ R<k>
M , dann existiert ein Reverses ũ ∈ L̃<k>M . Angenommen w̃ ∈ L̃<k>M ist auch

ein Reverses von u, dann ist nach Definition ũ|
N<k>

= u = w̃|
N<k>

und man zeigt durch
Backsolving, dass ũ = w̃, also ist das Reverse von u eindeutig bestimmt. Offensichtlich ist

Im(β) = R<k>
M und somit ist L̃<k>M

β
' R<k>

M als R[x]-Moduln.
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4.3.9. Die R-Hopf-Algebra R<k>. Betrachten wir G = {xzj | j = 1, ..., k, z ∈ Z}
als Gruppe mit der üblichen Multiplikation, so wird der Ring der Laurent-Polynome
R[x,x−1] ' RG nach 2.6.5 eine kokommutative R-Hopf-Algebra (R[x,x−1], µ, η,∆, ε, S)
mit Komultiplikation ∆, Koeinheit ε und Antipode S :

∆ : R[x,x−1] −→ R[x,x−1]⊗R[x,x−1], xzj 7−→ xzj ⊗ xzj , ∀ j = 1, ..., k, z ∈ Z,
ε : R[x,x−1] −→ R, xzj 7−→ δz,0, ∀ j = 1, ..., k, z ∈ Z,
S : R[x,x−1] −→ R[x,x−1], xzj 7−→ x−zj , ∀ j = 1, ..., k, z ∈ Z.

(4.19)

Somit ist S̃<k> ' RZ
k ' R[x,x−1]∗ eine R-Algebra mit dem Hadamard Produkt

? : S̃<k> ⊗ S̃<k> −→ S̃<k>, ũ⊗ ṽ 7−→ [z 7−→ ũ(z)ṽ(z)] für alle ũ, ṽ ∈ S̃<k> (4.20)

und der Einheit

η : R −→ S̃<k>, 1R 7−→ [z 7−→ 1R] für jedes z ∈ Zk. (4.21)

Ist R noethersch, dann ist R[x,x−1] nach Lemma 4.1.12 (2) eine kofinitäre R-Algebra und
somit ist R[x,x−1]◦ nach Folgerung 2.5.8 eine R-Hopf-Algebra. Ist R artinsch, so bekommt

L̃<k> durch den Isomorphismus L̃<k> ' R[x,x−1]◦ (4.13) eine R-Hopf-Algebra-Struktur
mit dem Hadamard-Produkt (4.20), der Einheit (4.21) und der Antipode

SL̃<k> : L̃<k> −→ L̃<k>, ũ 7−→ [z 7−→ ũ(−z)] für alle ũ ∈ L̃<k>, z ∈ Z.

Außerdem wird R<k> eineR-Hopf-Algebra mit derR-Koalgebra-Struktur (4.6), dem Hadam-

ard-Produkt (4.7), der Einheit 4.8 und der Antipode

SR<k> : R<k> −→ R<k>, u 7−→ [n 7−→ γ(u)(−n)] für alle u ∈ R<k>, n ∈ Nk.

Außerdem ist β : L̃<k> −→ R<k> ein Hopf-Algebra-Isomorphismus.

Der folgende Satz erweitert die entsprechenden Aussagen im Körper-Fall [LT90, Seite
124] (siehe auch [KKMN95, 14.15]) auf beliebige artinsche Ringe:

4.3.10. Satz. Ist R artinsch, dann gibt es Bialgebra-Isomorphismen

L<k> ' D<k> ⊕ L̃<k> ' D<k> ⊕R<k>.

Beweis. Betrachte den R[x]-Isomorphismus L<k> ' D<k> ⊕ L̃<k> (4.18). Mit Hilfe von

Lemmata 4.1.11 und 4.3.4 zeigt man analog zu [LT90, Seite 123], dass β : L̃<k> −→
L<k> (4.17) und γ : L<k> −→ L̃<k> (4.16) Bialgebra-Morphismen sind. Offensichtlich ist
Ke(γ) = D<k> ⊂ L<k> eine R-Unterbialgebra. Nach 4.3.9 gibt es einen Hopf-Algebra-

Isomorphismus L̃<k> ' R<k> und die Aussage folgt.
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Aus Satz 2.4.17 und Folgerung 2.5.10 ergibt sich unmittelbar die folgende Aussage:

4.3.11. Folgerung. Sei R noethersch die R-Bialgebra (bzw. die R-Hopf-Algebra) R[x]◦

und die R-Hopf-Algebra R[x,x−1]◦. Ist A eine α-Algebra (bzw. α-Bialgebra, α-Hopf-Algebra),
dann haben wir Koalgebra-Isomorphismen (bzw. Bialgebra-Isomorphismen, Hopf-Algebra-
Isomorphismen)

A[x]◦ ' A◦ ⊗R R[x]◦ und A[x,x−1]◦ ' A◦ ⊗R R[x,x−1]◦.



Anhang A

Die linear schwache Topologie

Dieser Anhang ist der Betrachtung der linear schwachen Topologie gewidmet (sie-
he [Köt66]). Wir stellen die Eigenschaften dieser Topologie induziert von einem dualen
Paar über einem beliebigen kommutativen Ring bereit. Die entsprechenden Aussagen im
Körper-Fall findet man u.a. in [Rad73], [HR74] und [LR97, Anhang A]. Für die benötigten
Definitionen und Aussagen aus der Theorie der (linear) topologischen Moduln dient u.a.
[Ste75].

R bezeichne nach wie vorher einen assoziativen kommutativen Ring mit 1R 6= 0R.
Wir betrachten R immer als einen linear topologischen Ring mit der diskreten Topologie.
Für die Betrachtung der Kategorie der Paare über R siehe Paragraph 2.1.

A.0.1. Die endliche Topologie. Seien E ein R-Modul, W eine Menge und betrachte E
mit der diskreten Topologie und EW mit der Produkttopologie. Identifiziere das direkte
Produkt EW mit der Menge der Abbildung von W nach E und sei Z ⊂ EW ein R-
Untermodul. Für jede Teilmenge F ⊂ W setze

F⊥ := {f ∈ Z| f(w) = 0E für jedes w ∈ F}.

Dann ist

Bf (0Z) := {F⊥| F = {w1, ..., wk} ⊂ W ist eine endliche Teilmenge},

eine aus R-Untermoduln von Z bestehende Filterbasis und induziert auf Z eine Topologie,
die sogenannte endliche Topologie T(Bf (0Z)), so dass Z ein linear topologischer R-
Modul und Bf (0Z) eine Umgebungsbasis der 0Z sind. Die abgeschlossene Hülle für eine
Teilmenge X ⊂ Z ist gegeben durch

X =
⋂
{X + F⊥| F ⊂ W ist eine endliche Teilmenge}. (A.1)

Somit liegt X ⊂ Y ⊆ Z dicht genau dann, wenn für jede endliche Untermenge F =
{w1, ..., wk} ⊂ W und jedes f ∈ Y ein g ∈ X existiert, so dass f(wi) = g(wi) für i = 1, ..., k.
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A.0.2. Die linear schwache Topologie. Sei P = (V,W ) ein Paar von R-Moduln mit
einer bilinearen Form

α : V ×W −→ R, (v, w) 7−→< v,w > .

Betrachten wir W ∗ ⊂ RW (bzw. V ∗ ⊂ RV ) mit der endlichen Topologie, so induziert α
auf V (bzw. auf W ) eine eindeutig bestimmte lineare Topologie, die linear schwache
Topologie V [Tls(W )] (bzw. W [Tls(V )]), so dass die induzierte Abbildung κP : V −→ W ∗

(bzw. χP : W −→ V ∗) stetig ist. Außerdem ist V [Tls(W )] (bzw. W [Tls(V )]) genau dann

Hausdorff , wenn V
κP
↪→ W ∗ (bzw. W

χP
↪→ V ∗) eine Einbettung ist.

Eine wichtige Rolle bei der Betrachtung der linear schwachen Topologien spielen die:

A.0.3. Annullator-Bedingungen ([Wis88, 28.1]) Sei N ein R-Modul.

1. Für jeden R-Untermodul L ⊂ N gilt

KeAn(L) = L⇐⇒ N/L R-koerzeugt ist. (A.2)

2. Ist R N -injektiv, dann ist

An(L1 ∩ L2) = An(L1) + An(L2) für alle R-Untermoduln L1, L2 ⊂ N. (A.3)

3. Ist R injektiv, oder sind RN e.e. und R FP-injektiv, dann gilt für jeden endlich
erzeugten R-Untermodul X ⊂ N∗ : AnKe(X) = X.

Im Folgenden sei P = (V,W ) ein Paar, W ⊂ V ∗ und betrachte V mit der linear
schwachen Topologie V [Tls(W )].

A.0.4. Lemma. 1. Für X ⊂ V gilt X ⊆ X⊥⊥. Somit sind alle orthogonal abgeschlos-
senen R-Untermoduln von V abgeschlossen.

2. Ist R noethersch, dann sind alle offenen R-Untermoduln von V R-koendlich.

3. Sei X ⊂ V ein R-Untermodul, so dass V/X R-koerzeugt ist. Ist χP (X⊥) = An(X),
dann ist X abgeschlossen. Ist R noethersch und ist X außerdem R-koendlich, dann
ist X offen.

4. Sei R artinsch.

(a) Jeder R-koendliche abgeschlossene R-Untermodul X ⊂ V ist offen.

(b) Sind X ⊂ Y ⊂ V R-Untermoduln und ist X ⊂ V abgeschlossen und R-
koendlich, dann ist auch Y ⊂ V abgeschlossen und R-koendlich.

5. Ist V ⊂ W ∗, dann gilt:
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(a) Seien R injektiv, oder RW endlich erzeugt und R FP-injektiv. Dann ist jeder
endlich erzeugte R-Untermodul X ⊂ V abgeschlossen.

(b) Seien R ein QF Ring und RW endlich erzeugt. Dann sind alle R-Untermoduln
von V abgeschlossen.

Beweis. 1. Ist x̃ ∈ X, dann gibt es für jedes w ∈ X⊥ : xw ∈ X und vw ∈ {w}⊥, so dass
x̃ = xw + vw (vgl. A.1). Damit ist < x̃, w >= 0; also ist X ⊆ X⊥⊥. Ist X orthogonal
abgeschlossen, dann ist X ⊆ X⊥⊥ = X und folglich ist X abgeschlossen.

2. Sei X ⊂ V ein offener R-Untermodul. Nach Definition existiert ein endlich erzeugter
R-Untermodul K ⊂ W, so dass K⊥ ⊂ X. Ist R noethersch, dann ist RK

∗ endlich
erzeugt in RM und K⊥ ⊂ V ist R-koendlich. Folglich ist X ⊂ V R-koendlich.

3. Sei X ⊂ V ein R-Untermodul, so dass V/X R-koerzeugt ist. Ist An(X) = χP (X⊥),
dann gilt nach A.0.3 (1):

X = KeAn(X) = Ke(χP (X⊥)) = X⊥⊥.

Nach (1) ist X abgeschlossen. Ist R noethersch und ist X ⊂ V außerdem R-koendlich,
dann ist X⊥ = An(X) ' (V/X)∗ e.e. in RM und somit ist X = (X⊥)⊥ offen.

4. Seien R artinsch und X ⊂ V ein R-Untermodul.

(a) Ist V/X endlich koerzeugt, so ist X ⊂ V offen genau dann, wenn X abgeschlos-
sen ist ([Ber89, 2.6]). Die artinschen Ringe sind aber dadurch gekennzeichnet,
dass jeder endlich erzeugte R-Modul endlich koerzeugt ist ([Wis88, 31.4]) und
die Aussage folgt.

(b) Sei X ⊂ V R-koendlich und abgeschlossen. Dann ist X nach (a) offen und
damit ist auch Y ⊃ X offen und folglich abgeschlossen. Offensichtlich ist Y ⊂ V
R-koendlich.

5. Sei V
κP
↪→ W ∗ eine Einbettung.

(a) Ist X ⊂ V ein endlich erzeugter R-Untermodul, dann gilt nach A.0.3 (3): X⊥⊥ =
V ∩ AnKe(X) = X und somit ist X nach (1) abgeschlossen.

(b) Ist RW e.e., dann sind alle R-Untermoduln von V e.e. und die Aussage folgt
aus (a).

Die folgende Aussage bestimmt die abgeschlossenen bzw. offenen R-Untermoduln
von V bzgl. V [Tls(W )] :

A.0.5. Proposition. Sei R ein injektiver Kogenerator.

1. Für jeden R-Untermodul X ⊆ V ist X = X⊥⊥.
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2. Für R-Untermoduln X ⊂ Y ⊆ V liegt X dicht in Y genau dann, wenn X⊥ = Y ⊥.
Insbesondere ist X ⊂ V dicht genau dann, wenn X⊥ = 0 ist.

3. Die Menge der abgeschlossenen R-Untermoduln von V ist gegeben durch

C(V ) = {K⊥| K ⊂ W ist ein beliebiger R-Untermodul}.

4. Ist R ein QF Ring, dann ist die Menge der offenen R-Untermodul von V gegeben
durch

O(V ) = {K⊥| K ⊂ W ist ein endlich erzeugter R-Untermodul}.

Beweis. 1. Nach Lemma A.0.4 (1) ist X ⊆ X⊥⊥. Auf der anderen Seite, sei ṽ ∈
X⊥⊥\X. Dann existiert ein endlich erzeugter R-Untermodul K ⊂ W, so dass ṽ /∈
X +K⊥. Nach Voraussetzung ist V/(X +K⊥) R-koerzeugt, also ist ṽ /∈ X +K⊥ =
KeAn(X + K⊥) (vgl. A.2). Daher existiert δ ∈ V ∗, so dass δ(X + K⊥) = 0 und
δ(ṽ) 6= 0. Nach Voraussetzung ist R injektiv und es folgt aus A.0.3 (3): δ ∈ An(K⊥) =
AnKe(χP (K)) = χP (K), d.h. es existiert w ∈ K, so dass δ = χP (w). Nach Wahl von
δ ist w ∈ X⊥. Nach Vorassetzung ist aber ṽ ∈ X⊥⊥ und daher

0 =< ṽ, w >= χP (w)(ṽ) = δ(ṽ) 6= 0

(Widerspruch). Daraus folgt ṽ ∈ X.

2. Es liegt X dicht in Y genau dann, wenn X = Y . Die Aussage folgt dann schon aus
(1).

3. folgt aus (1) und Lemma A.0.4.

4. Für jeden endlich erzeugten R-Untermodul K ⊂ W ist K⊥ nach Definition offen.
Andererseits, ist X ⊂ V ein offener R-Untermodul, dann ist X abgeschlossen, also

ist X = X⊥⊥. Nach Lemma A.0.4 (2) ist X ⊂ V R-koendlich und somit ist X⊥
χP
↪→

An(X) ' (V/X)∗ e.e. in RM.

A.0.6. Folgerung. Seien (V,W ), (V ′,W ′) rechts-nicht-ausgearteten Paare und betrachte
V bzw. V ′ mit der linear schwachen Topologie V [Tls(W )] bzw. V ′[Tls(W

′)]. Ist

(ξ, θ) : (V ′,W ′) −→ (V,W )

ein Paar-Morphismus (siehe 2.1.1), dann gilt:

1. Für jeden R-Untermodul K ′ ⊂ W ′ ist ξ−1(K ′⊥) = (θ(K ′))⊥. Insbesondere ist ξ :
V −→ V ′ stetig.

2. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann ist ξ−1(Y ′) ⊂ V abgeschlossen für jeden abge-
schlossenen R-Untermodul Y ′ ⊂ V ′.
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Beweis. 1. Trivial.

2. Ist Y ′ ⊂ V ′ abgeschlossen dann existiert nach Proposition A.0.5 (3) einR-Untermodul
K ′ ⊂ W ′, so dass Y ′ = K ′⊥. Nach (1) gilt aber ξ−1(Y ′) = ξ−1(K ′⊥) = (θ(K ′))⊥, also
ist ξ−1(Y ′) ⊂ V abgeschlossen bzgl. V [Tls(W )].

A.0.7. Lemma. Seien W,W ′ R-koerzeugte R-Moduln, θ : W ′ −→ W eine R-lineare Ab-
bildung und betrachte W ∗ und W ′∗ mit den endlichen Topologien. Es gilt:

1. θ∗−1(An(K ′)) = An(θ(K ′)) für jeden R-Untermodul K ′ ⊂ W ′. Insbesondere ist θ∗ :
W ∗ −→ W ′∗ stetig.

2. Ist R W -injektiv, dann ist θ∗(An(K)) = An(θ−1(K)) für jeden R-Untermodul K ⊆
W.

3. Ist R ein injektiver Kogenerator, dann gilt:

(a) θ∗ : W ∗ −→ W ′∗ ist linear abgeschlossen (also ist θ∗(X) ⊂ W ′∗ abgeschlossen
für jeden abgeschlossenen R-Untermodul X ⊂ W ∗).

(b) θ∗(X) = θ∗(X) für jeden R-Untermodul X ⊂ W ∗.

(c) Ke(θ∗(X)) = θ−1(Ke(X)) für jeden R-Untermodul X ⊂ W ∗.

(d) jede endliche Summe von abgeschlossenen R-Untermoduln von W ∗ ist abge-
schlossen.

Beweis. 1. Klar.

2. Sei K ⊆ W ein R-Untermodul. Offensichtlich ist θ∗(An(K)) ⊂ An(θ−1(K)). Ande-
rerseits, betrachte die induzierte R-lineare Abbildung

0 −→ W ′/θ−1(K) ↪→ W/K.

Nach Voraussetzung ist R W -injektiv und somit ist es W/K-injektiv ( [Wis88, 16.2]).
Der Epimorphismus

(W/K)∗ −→ (W ′/θ−1(K))∗ −→ 0

induziert dann einen Epimorphismus

An(K)
θ∗−→ An(θ−1(K)) −→ 0.

3. Sei R ein injektiver Kogenerator.

(a) Ist X ⊂ W ∗ ein abgeschlossener R-Untermodul, dann existiert nach Proposi-
tion A.0.5 (3) ein R-Untermodul K ⊂ W, so dass X = An(K). Nach (2) ist
θ∗(X) = θ∗(An(K)) = An(θ−1(K)), also ist θ∗(X) ⊂ W ′∗ abgeschlossen bzgl.
W ′∗[T

ls
(W ′)]. Daher ist θ∗ : W ∗ −→ W ′∗ linear abgeschlossen.
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(b) Sei X ⊂ W ∗ ein R-Untermodul. Nach (a) ist θ∗ linear abgeschlossen, also ist
θ∗(X) ⊆ θ∗(X). Nach (1) ist θ∗−1(θ∗(X)) abgeschlossen und somit ist X ⊂
θ∗−1(θ∗(X)), also θ∗(X) ⊆ θ∗(X) und die Aussage folgt.

(c) Es gilt für jeden R-Untermodul X ⊂ W ∗ :

Ke(θ∗(X)) = KeAnKe(θ∗(X)) = Ke(θ∗(X))
= Ke(θ∗(X)) = Ke(θ∗(AnKe(X)))
= θ−1(KeAnKe(X)) = θ−1(Ke(X)).

(d) Sei {X1, ..., Xl} eine endliche Menge von abgeschlossenen R-Untermoduln von
W ∗. Für jedes i = 1, ..., l existiert nach Proposition A.0.5 (3) ein R-Untermodul
Ki ⊂ W, so dass Xi = An(Ki). Nach Voraussetzung ist R W -injektiv und es
folgt nach Induktion aus A.0.3 (2):

l∑
i=1

Xi =
l∑

i=1

An(Ki) = An(
l⋂

i=1

Ki),

also ist
l∑

i=1

Xi ⊂ W ∗ abgeschlossen.
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[GP87] L. Grünenfelder and R. Paré, Families parametrized by coalgebras, J. Al-
gebra 107, 316-375 (1987).

[GR71] L. Gruson and M. Raynaud, Critères de platitude et de projektivè, Inv.
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S̃<k>M∗ , 117
∆cop, 9
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Π(l), 108
ΠE, 108
α-Algebra, 26, 60
α-Bedingung, 16
α-Bialgebra, 26, 66
α-Bialgebra-Paar, 67
α-Filter, 60
α-Gruppe, 74
α-Hopf-Algebra, 26, 66
α-Hopf-Paar, 67
α-Koalgebra, 26
α-Monoid, 74
α-Paar, 16
αM , 16
αPM , 16
αWM , 16
χP , 15
κP , 15
κP -Cf(A), 88
λM , 90
AffGrR, 76, 78
AffMonR, 76
AffR, 76
AlgR, 7, 64
BigR, 10, 68
BigαR, 66, 104
CAlgR, 9, 76
CBigR, 10, 68, 76
CCBialgR, 74
CCBigR, 10, 68
CCHopfR, 11, 68, 74
CCogR, 9, 74
CHopfR, 11, 68, 76
CogR, 8, 64
CogαR, 26
D<k>
M , 117

Ens, 74
Gr, 74
HopfR, 68
HopfαR, 66
Mon, 74
R<k>, 119
R<k>
M , 116

EA, 25
G(C), 73
K(G), 75
KA, 25
KH , 66
KM , 57
L<k>, 114
L<k>M∗ , 113
L<k>M , 108
MC , 14
MA, 13
MC

A(H), 97
MG, 72
MH

H(H), 97
P , 16
Pα, 16
PBig, 65
PαBig, 65
PHopf , 66
PαHopf , 66
Pm, 23
Pαm, 24
QlP , 80
QrP , 80, 81
R(G), 74
S<k>M , 107
TC(A), 28
T−C(A), 28
AnA(X), 28
AnlA(X), 28
AnrA(X), 28
AnM(K), 81
AnN(L), 81
AnS<k>M

(I), 108

Cf(A), 57, 63
Cf(C∗), 88
Cf(M), 58
IndDC (−), 53
IndLK(−), 51
IndQP (−), 52
Loc(MA), 57
Loc(AM), 62
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Loc(GM), 75
RatC(AM), 30

RatC(AM̃), 30
ω(ΠE), 108
X, 121
ρM , 12
σ[M ], 27
σ[AA

◦], 62, 92
σ[AC], 28
τ , 7
τ$, 7
θf , 85
θlf , 41
θrf , 41
θm, 81
ϑlM , 7
ϑrM , 7

Â, 57
ÂF, 56

M̃A, 13
M̃G, 72
ξlf , 40
ξrf , 40
ξm, 81
CM(H)A, 96
CM, 14
CRat(MA), 30
CRat(M̃A), 30
DMC , 14
DRatC(AMB), 37
DRatC(AM̃B), 37

AMC(H), 97

AM, 13

AM̃B, 13
C
AM(H), 97

GM, 72

GMG′ , 73

GM̃, 72

GM̃G′ , 73
f�Cg, 44
f r, 80
hy(G), 77

k-Bifolgen, 115
k-Folgen, 108
L̃<k>M , 116

A(−), 34

AM̃, 13
(C,R)-exakte Folge, 45
(C,R)-exakter Funktor, 45
(x,y)-primitives Element, 73
Loc(AM), 57

A-treuer Modul, 12
abgeschlossene Hülle, 121
affine Algebra, 48
affines α-Gruppen-Schema, 77
affines Gruppen-Schema, 78
affines Monoid-Schema, 78
Anfangspolyeder, 108, 109
Anfangsvektor, 109
Annullator-Bedingungen, 122
Annullatoren, 16
Antipode, 10
Arithmetische Progression, 109
ausgeartete Folge, 117

Backsolving, 118
Bi-Ideal, 11
Bialgebra, 10
Bialgebra-Morphismus, 10
Bialgebra-Paar, 65
Bialgebra-Unterpaar, 65
Bikoideal, 9
bikolineare Abbildung, 14
Bikomodul, 14
Bikomodul-Morphismus, 14
birationaler Bimodul, 37
biunitärer Bimodul, 13

Charaktermodul, 56
cleft H-Erweiterung, 99, 105, 106
cocleft H-Koerweiterung, 99

dichte Untermenge, 121
dichter Untermodul, 29
dichtes Paar, 16, 18
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Dimodul, 93
diskrete Topologie, 121
Doi-Koppinen-Datum, 96, 97
Doi-Koppinen-Hopf-Modul, 96
duale Algebra, 10
dualer Komodul, 80, 84
Dualität, 75, 80

Einhüllende-Algebra, 9
Einhüllende-Koalgebra, 9
Einhüllendes-Paar, 38
elementares charakteristisches Polynom, 108
endliche Koalgebra, 8
endliche Topologie, 121
endlicher Modul, 7
Endlichkeitssatz, 38, 89
erblicher Ring, 68

fast-noethersche Algebra, 42
Fibonacci Folge, 109
FP-injektiver Ring, 122

Geometrische Progression, 109
getwistete Modul-Bedingung, 101
getwistetes messendes Paar, 33
gruppen-ähnliches Element, 73
Gruppen-Funktor, 76

Hadamard-Produkt, 114, 119
Hausdorff-Topologie, 29, 60, 61, 67, 122
Hopf-Algebra, 10
Hopf-Algebra-Morphismus, 11
Hopf-Ideal, 11, 66
Hopf-Modul, 93, 97
Hopf-Paar, 66
Hopf-Unteralgebra, 11
Hopf-Unterpaar, 66
Hurwiz-Produkt, 115
Hyperalgebra, 77

Impulsfolge, 109
Induktionsfunktor, 51, 52, 78
infinitesimal flache affines Gruppen-Schema,

77

infinitesimal flache affines Monoid-Schema,
77

infinitesimal flache Bialgebra, 67, 78
infinitesimal flache Hopf-Algebra, 67, 78
infinitesimal flache Koalgebra, 60, 61
infinitesimal flacher A-Modul, 21
infinitesimal flaches Gruppen-Schema, 78
infinitesimal flaches Monoid-Schema, 78
injektiver Komodul, 44, 48
Integral, 99
Invariantenuntermodul, 69
invers-isomorphe Algebra, 9
invers-isomorphe Koalgebra, 9

Kategorie der α-Algebren, 26
Kategorie der α-Bialgebren, 26
Kategorie der α-Hopf-Algebren, 26
Kategorie der α-Koalgebren, 26
Kategorie der messenden α-Paare, 24
Kategorie der messenden Paare, 23
Kategorie der Paare, 16
Klassische Dualitäten, 72
Koalgebra, 8
Koalgebra-Morphismus, 8
koassoziative Koalgebra, 8
Koeinheit, 8
koendliche Topologie, 57, 58, 88
kofinitäre Algebra, 60, 112
kofinitäre Bialgebra, 66
kofinitäre Hopf-Algebra, 66
kofinitärer Filter, 60
koflacher Komodul, 45
kofreier Funktor, 14
kofreier Komodul, 86
kohalbeinfache Koalgebra, 45, 50
Koideal, 9
Koinduktionsfunktor, 51
Kointegral, 99
Koinvariantenuntermodul, 69
kokommutative Koalgebra, 9
kolineare Abbildung, 13
Komodul, 13
Komodul-Algebra, 94
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Komodul-Koalgebra, 94
Komodul-Morphismus, 13
Komorphismus, 78
komplementierter Modul, 82
Komultiplikation, 8
Konvolutionsalgebra, 9
Konvolutionskoalgebra, 59
Konvolutionsprodukt, 9
Koordinaten-Ring, 76, 78
koreflexive Koalgebra, 93
koreflexiver Komodul, 90
koreflexives Paar, 89
Korestriktionsfunktor, 51
Kotensorfunktor, 45
Kotensorprodukt, 44
kounitärer Komodul, 13
Kozykel, 101
Krull’sches Durchschnitt-Lemma, 64

Laurent-Polynome, 107
Lemma von Yoneda, 76
lexikographische lineare Ordnung, 108
Lie-Algebra, 74
linear abgeschlossener Morphismus, 125
linear rekursive Bifolge , 116
linear rekursive Folge, 108
linear schwache Topologie, 16, 28, 88, 122
links semiperfekte Koalgebra, 82
Linkskoideal, 9
lokal endlicher A-Modul, 57
lokal projektive Koalgebra, 35
lokal projektiver Modul, 16
lokal projektives affines Gruppen-Schema,

77

messendes Paar, 23
Modul-Algebra, 94
Modul-Koalgebra, 94
Modul-Morphismus, 12
Monoid-Funktor, 76

normiertes Ideal, 108
normiertes Polynom, 108

orthogonal abgeschlossene Untermenge, 16

Paar, 15
Paar-Morphismus, 15
partielle Ordnung, 108
Polyeder, 108
primitives Element, 73
Produkt-Topologie, 121
projektiver Komodul, 44, 93
proper Algebra, 63
proper Modul, 90
proper Paar, 90

rational-freier Modul, 30
rationaler Modul, 30
rationales Element, 30
rechts semiperfekte Koalgebra, 82
Rechtskoideal, 9
Rechtssmash-Produkt, 102
reflexive Algebra, 93
reflexiver Modul, 90
reflexives Paar, 90
reiner Untermodul, 8
repräsentative Abbildung, 74
Restriktionsfunktor, 51
Reverses, 116
reversible Folge, 116
reversibles Ideal, 110, 116
reversibles Polynom, 110
RL-Bedingung, 103

s-flacher Modul, 21
Schief-Gruppenring, 102
schwach-koreflexiver Komodul, 90
schwach-koreflexives (A,C)-Paar, 89
schwach-reflexive Algebra, 93
schwach-reflexiver Modul, 90
schwach-reflexives Paar, 90
schwache Wirkung, 100
separable Algebra, 50, 55
Smashprodukt, 102
Spur-Modul, 23
stark flacher Modul, 21
stetige duale Koalgebra, 56, 57
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stetiger dualer Komodul, 84
stetiger dualer Modul, 84
suberzeugter Modul, 27
Subgenerator, 27
Sweedler’sche Hopf-Algebra, 11
System von elementaren Polynomen, 108

totales Integral, 99
totales Kointegral, 99

unitärer Modul, 12
universell torsionsfreier Modul, 16
universelle Algebra, 74
Unterbialgebra, 10
Unterkoalgebra, 9
Unterkomodul, 14
Unterpaar, 24

Vergissfunktor, 54
verschränktes Produkt, 101
Vervollständigung, 29

Yetter-Drinfeld-Modul, 93
Yoneda-Abbildung, 76

zulässiger Filter, 66, 67


