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EINLEITUNG 5

Einleitung

Sei GG eine endlich erzeugte Gruppe und sei S ein Erzeugendensystem von G. Dann
lassen sich fiir GG folgende Zeta-Funktionen definieren

[e.9]
a,s -
Cprim(s) = Z ann °
n=1
und
o
¢“5(s) =D ban™*
n=1
mit s € C. Die Koeffizienten a,, und b,, sind definiert als
a, = Anzahl der primitiven Konjugationsklassen der Wortnorm n

und
b, = Anzahl der Konjugationsklassen der Wortnorm n.

Eine Konjugationsklasse heifit primitiv, falls sie kein Element enthélt, das eine ech-
te Potenz eines anderen Elementes aus G ist. Die Wortnorm eines Elementes aus
G ist das Minimum der Langen der Worte, die das Element darstellen. Und die
Wortnorm einer Konjugationsklasse ist das Minimum der Wortnormen der Elemente
dieser Konjugationsklasse. Damit héngen die Zeta-Funktionen von dem gewdihlten
Erzeugendensystem S ab. Diese Begriffe werden in den Abschnitten 1.1 und 1.2 ge-
nauer definiert. Uber die hier gemachten Definitionen hinaus gibt es noch andere
Moéglichkeiten, eine Zeta-Funktion fiir endlich erzeugte Gruppen zu definieren. In
[Aut90] wird z.B. ein anderer Ansatz fiir Fuchssche Gruppen verfolgt. Darauf wird
im Abschnitt 1.4 néher eingegangen.

In dieser Arbeit wird gjii(s) und (%9(s) fiir die 2-dimensionalen kristallographi-
schen Gruppen untersucht. Diese Gruppen sind die Bewegungsgruppen einer 2-
dimensionalen Figur in der Ebene. Es gibt 17 solcher Gruppen, wenn man die
Gruppen nicht mitzahlt, die nur Bewegungen in eine Richtung enthalten. Die 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppen lassen sich als Erweiterungen von Z x 7Z
durch endliche Gruppen darstellen. Die in dieser Arbeit verwendeten Erzeugenden-
systeme S enthalten alle die Erzeugenden z und y, die jeweils Z x Z als Untergruppe
erzeugen. Abschnitt 2.1 enthélt eine Liste dieser Erzeugendensysteme, die im Fol-
genden als zugehorige Erzeugendensysteme bezeichnet werden.

Fiir die Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen mit die-
sen FErzeugendensystemen gilt der folgender Satz.

Satz: Sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zugehérige
Erzeugendensystem. Dann sind die Zeta-Funktionen ¢S (5) und C95(s) fir s € C

prim
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mit Re(s) > 2 absolut konvergent. Beide Zeta-Funktionen besitzen eine meromorphe
Fortsetzung nach ganz C.

Zum Beweis dieser Aussage werden Cﬁ;i(s) und ¢9(s) fiir jede dieser Gruppen
berechnet. Dazu miissen die Worte, die die Elemente von G reprisentieren, ge-
nauer untersucht werden. Fiir jedes Wort wird gepriift, ob es konjugiert ist zu ei-
nem bereits untersuchten Wort oder zu einem kiirzeren Wort, und ob es primitiv
ist oder nicht. Mit diesen Informationen lassen sich dann die Zeta-Funktionen be-
rechnen. Die meisten der dabei auftretenden unendlichen Reihen konvergieren ge-
gen Funktionen, die sich aus der Riemannschen Zeta-Funktion ((s) zusammenset-
zen. Weiter kommen noch Reihen der Form H,(2,s) = >0°¢(n)(n + 2)~° und
F(z,s) = >0 (2" + 2)™° mit x € RT vor. Bei der genaueren Untersuchung der
allgemeineren Reihe Hy(z,s) = Y00 dp(n + x)~* erhélt man den folgenden Satz

Satz: Sei s € C. Sei Dy(s) =302, d,n~* eine Dirichlet-Reihe, sodass
1. Dy(s) konvergiert absolut fiir s € C mit Re(s) > « fir ein geeignetes o € R

2. Dy(s) hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.
Weiter sei x € RT und .
Hy(z,s) =Y dn(z+n)""
n=0

Dann hat Hy(x,s) eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Und fiir die Reihe F'(z, s) gilt der folgende Satz.

Satz: Es sei s € C und x € RT. Weiter sei

o0

F(z,s) =) (2" +z)"

n=0

F(z,s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Beide Sétze werden mit einer Methode nach Weil [Wei76] bewiesen. Damit hat dann
jede der berechneten Zeta-Funktionen eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Da fiir die Berechnung der Zeta-Funktionen die Worte, die die Elemente einer 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppe repréasentieren, untersucht werden, sind
mit der Erstellung der Liste dieser Worte bereits alle Informationen zur Berechnung
der Wachstumsfunktion vorhanden. Die Wachstumsfunktion ist definiert als die for-
male Potenzreihe

Wes(z) = Z cn2"
n=0
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mit den Koeffizienten
¢, = Anzahl der Elemente von GG der Wortnorm n.

Auch die Wachstumsfunktion ist wieder von dem gewéhlten Erzeugendensystem S
abhéangig. Es zeigt sich die folgende Aussage.

Satz: Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zugehérige
Erzeugendensystem. Dann ist die Wachstumsfunktion We s(z) rational.

Wendet man den Taubersatz von Ikehara auf die erhaltenen Zeta-Funktionen an, so
lasst sich noch eine Aussage tiber das Wachstum der Koeffizienten a,, und b,, machen.

Satz: Fs sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zugehdérige
Erzeugendensystem. Es seien a,, und b,, die Koeffizienten der Zeta-Funktionen. Dann
gibt es Qprim € R und o € R, sodass

00
aprim 2
> a, O

n<x 2
und -
(6]
Z b, ~ — - 22
n<x ! 2

Weiter sind o und 72 - auypim, Tational.
prim

Es wird nun der Aufbau der Arbeit ndher beschrieben.

Zu Beginn werden im Kapitel 1 die verwendeten Begriffe definiert. Zunéchst wird
eine kurze Einfiihrung in die kombinatorische Gruppentheorie gegeben. Dann wer-
den die Zeta-Funktionen eingefiihrt. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird noch
kurz auf andere Definitionen einer Zeta-Funktion fiir endlich présentierte Gruppen
eingegangen.

Kapitel 2 enthélt eine Beschreibung der 2-dimensionalen kristallographischen Grup-
pen. Fiir jede dieser Gruppen wird eine endliche Présentation angegeben. Damit wird
jeder Gruppe ein Erzeugendensystem zugeordnet, das dann immer fiir diese Gruppe
im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet wird. Weiter wird hier der Hauptsatz iiber
die Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen formuliert.
Schlieflich wird noch die Vorgehensweise bei der Berechnung der Zeta-Funktionen
erlautert, d.h. es wird der Aufbau der einzelnen Abschnitte des Kapitels 5 naher
beschrieben.

Um die Berechnungen der Zeta-Funktionen iibersichtlich zu halten, werden im Ka-
pitel 3 allgemeine Aussagen bewiesen, die in mehreren Berechnungen angewendet
werden. So enthélt z.B. jede 2-dimensionale kristallographische Gruppe die Gruppe
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7Z.x7 als Untergruppe. Die Worte, die nur aus den Erzeugenden von Z xZ gebildet wer-
den und kurz in ihren Aquivalenzklassen sind, werden daher vorab aufgelistet und auf
Primitivitdt untersucht. Ebenso gibt es Relationen, die in mehreren 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen gelten. Es kommen immer wieder Erzeugende vor, die
einen der Erzeugenden der Untergruppe Z x Z invertieren. Auch Relationen der Form
x! = 2y treten in mehreren 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen auf,
wobei x einer der Erzeugenden von Z X Z ist, t ein weiterer Erzeugender der Gruppe
und ,,¢, € {—1,1} ist. Die Auswirkungen dieser Relationen auf die Worte, die die
Elemente der Gruppe darstellen, werden ebenfalls in Kapitel 3 vorab betrachtet.
Im darauf folgenden Kapitel werden dann Funktionen und Reihen néher betrachtet,
die bei der Berechnung der einzelnen Zeta-Funktionen fiir die 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen eine Rolle spielen. Es werden die Definitionen der Eulerschen
Funktion und der Riemannschen Zeta-Funktion angegeben. Weiter wird die Reihe
Hy(x,s) = 32%, dy(n+ z)~* untersucht. Der Beweis der Konvergenz wird analog zu
einem Konvergenzbeweis einer dhnlichen Reihe in [Wei76] gefiihrt. Mit derselben Be-
weismethode wird auch die Konvergenz der Reihe F(z,s) = 300 (2" + ) ~° gezeigt.
Im Kapitel 5 werden dann die einzelnen Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen berechnet. Dazu werden zunéchst die Worte, die die Elemente
jeder einzelnen Gruppe représentieren, aufgelistet. Diese werden dann auf Primiti-
vitat untersucht und in Konjugationsklassen eingeteilt. Mit den dadurch gewonnenen
Informationen lassen sich die Koeffizienten der Zeta-Funktionen bestimmen und die
Zeta-Funktionen berechnen. Zur Ubersicht befinden sich am Anfang des Kapitels
Listen der berechneten Funktionen ngi‘:l(s) und (&5 (s).

Da bei der Berechnung der Zeta-Funktionen bereits fiir jede Gruppe die Worte, die
die Elemente der Gruppe beziiglich des gewéhlten Erzeugendensystems représen-
tieren, aufgelistet wurden, konnen im Kapitel 6 die Wachstumsfunktionen der 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppen berechnet werden. Es werden zuerst
einige allgemeine Aussagen zur Berechnung gezeigt, bevor dann eine Liste der be-
rechneten Wachstumsfunktionen angegeben wird.

Schlieflich wird im Kapitel 7 der Taubersatz von Ikehara auf die berechneten Zeta-
Funktionen angewendet. Dadurch lésst sich die Anzahl der primitiven Konjugations-
klassen bzw. der Konjugationsklassen iiberhaupt bei wachsender Wortnorm asym-
ptotisch beschreiben.

Zum Schlufl méchte ich mich insbesondere bei Herrn Prof. Fritz Grunewald fiir das
interessante Thema dieser Arbeit und die geduldige Unterstiitzung bei der Erstel-
lung der Arbeit bedanken. Aulerdem mochte ich mich bei Christine Priplata, Colin
Stahlke, Wolfgang Huntebrinker und Dietrich Burde dafiir bedanken, dass sie mir
stets freundlich zur Seite gestanden haben. Einen entscheidenden Beitrag zur Fer-
tigstellung der Arbeit haben auch Thorsten und Dominic Meiser geleistet, wofiir ich
ihnen sehr dankbar bin.



1 Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel wird der Begriffsapparat fiir diese Arbeit bereitgestellt. Dazu wer-
den zunéchst einige Aspekte der kombinatorischen Gruppentheorie dargestellt. Da-
zu gehort der Begriff des Wortes und die Definition einer Wortnorm. AnschlieSend
wird der Begriff der primitiven Konjugationsklasse eingefiihrt und eine Wortnorm fiir
Konjugationsklassen definiert. Weiter werden die in dieser Arbeit untersuchten Zeta-
Funktionen angegeben. Schliellich werden noch kurz andere Ansétze einer Definition
einer Zeta-Funktion fiir endlich prasentierte Gruppen vorgestellt.

1.1 Worte

In diesem Abschnitt werden nur einige Grundbegriffe der kombinatorischen Grup-
pentheorie eingefiihrt. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich z.B. in [LS77].

Es sei nun G = (S, R) eine endlich erzeugte Gruppe. Die Elemente von S heiflen Er-
zeugende von G. Weiter sei S™' = {s7! | s € S}. Die Elemente von S U S~! werden
Buchstaben genannt. Schliellich bezeichnet man die Elemente von R als Relationen.
Buchstaben werden durch einfaches Hintereinanderschreiben miteinander verkniipft.
Diese Verkniipfung wird im Folgenden immer ohne Operationszeichen dargestellt.
Ein Wort w entsteht durch Hintereinanderschreiben von Buchstaben

W=3S81...8p.
Das zu w inverse Wort w™! ist durch w™! = s;%...s7" definiert. Weiter wird das
leere Wort mit e bezeichnet. |w| = n heifit die Linge von w. Die Lénge des leeren
Wortes ist gleich 0, die Lange der Buchstaben ist gleich 1. Die Buchstaben sind die
einzigen Worte der Lénge 1.
Jedes Wort stellt ein Gruppenelement g € G dar. Und zwar erhdlt man g aus w =
S1...Sy, in dem man die Buchstaben s; in der Reihenfolge, in der sie in w vorkommen,
mit der Gruppenoperation verkniipft. Es ist also

g=S51"..."Sp,

wobei - die Operation in G darstellt. Dabei konnen mehrere Worte dasselbe Gruppen-
element darstellen, aber zwei Gruppenelemente kénnen nicht durch dasselbe Wort
dargestellt werden.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird meist nicht mehr zwischen dem Wort und dem
von diesem Wort dargestellten Gruppenelement unterschieden. Diese mogliche Zwei-
deutigkeit vereinfach die Sprache, da dadurch z.B. von der Potenz eines Wortes w
gesprochen werden kann anstelle von einem Wort, das die Potenz des von dem Wort
w dargestellten Gruppenelements darstellt.

In einem reduzierten Wort gibt es keine Teilworter der Form ss~! bzw. s~!s, wobei
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s und s~! zueinander inverse Buchstaben sind. Durch Streichen von Teilwortern der
obigen Form kann man aus jedem Wort ein reduziertes Wort erzeugen. Die Lénge
des reduzierten Wortes wird als reduzierte Linge l(w) bezeichnet. Offensichtlich gilt
l(w) < |wl.

Eine weitere Moglichkeit ein Wort zu verkiirzen besteht in der Dehn-Reduktion des
Wortes. Dabei bezeichnet man r; als langen Relationenteil, falls es ein r € R gibt
mit r = mry, oder r = 7y und |ri| < |ry|. r heiBt dann kurzer Relationenteil.
Ersetzt man nun in einem Wort alle langen Relationenteile durch die Inversen der
entsprechenden kurzen Relationenteile, so nennt man dieses Wort Dehn-reduziert.
Ein Dehn-reduziertes Wort stellt immer noch dasselbe Element von G dar, ist aber
kiirzer als das urspriingliche Wort.

Es 1Bt sich nun eine Aquivalenzrelation zwischen Worten definieren. Zwei Worte w;
und ws heilen dquivalent, wenn ws durch endlich viele Umformungen von folgender
Form aus w; entsteht

e Streichen oder Hinzufiigen eines Teilwortes der Form ss~! oder s7's

e Ersetzen eines langen Relationenteils durch das Inverse des entsprechenden
kurzen Relationenteils bzw. Ersetzen eines kurzen Relationenteils durch das
Inverse des entsprechenden langen Relationenteils.

D.h. zwei Worte sind genau dann dquivalent, wenn sie dasselbe Gruppenelement
darstellen. Hierbei handelt es sich offensichtlich um eine Aquivalenzrelation. Jede
Aquivalenzklasse stellt genau ein Element aus G dar. Diese Zuordnung ist bijektiv.
Damit kann man jetzt fiir ein Gruppenelement eine Lange definieren.

Definition 1.1.1 Fir g € G heifit
| g ||:= min{|w| | w liegt in der Aquivalenzklasse, die g darstellt}

die Wortnorm von g. Ein Wort w aus der Aquivalenzklasse, die g darstellt, heifst
kurz, falls |w| =] g |

Das Problem besteht nun darin, einen geeigneten kurzen Reprisentanten einer Aqui-
valenzklasse auszuwéahlen. Es kann nédmlich mehrere kurze Worter in einer Aquiva-
lenzklasse geben.

1.2 Primitive Konjugationsklassen

Fiir ein Element g € G bezeichnet {g} die Konjugationsklasse von ¢, d.h. {g} =
{hgh™' | h € G}. Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt definierten Wortnorm eines
Elementes g € G ldsst sich nun auch die Wortnorm einer Konjugationsklasse defi-
nieren.
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Definition 1.2.1 Die Wortnorm einer Konjugationsklasse ist definiert als

[ {g} ll:= min{{| L[| | h < {g}}.

Seiw ein Wort aus einer Aquivalenzklasse, die ein Element aus {g} darstellt. Dann
heifit w kurz in seiner Konjugationsklasse, wenn |w| =|| {g} ||-

Auch hier besteht wieder das Problem, einen geeigneten kurzen Représentanten einer
Konjugationsklasse auszuwéhlen, da es mehrere Worte geben kann, die kurz sind in
derselben Konjugationsklasse. Als néchstes werden jetzt die primitiven Konjugati-
onsklassen definiert.

Definition 1.2.2 Ein Element g € G heifst primitiv, wenn aus g = h"™ mit h € G
bereits n = 1 folgt. Eine Konjugationsklasse {g} heifft primitiv, wenn alle Elemente
aus {g} primitiv sind.

Insbesondere kann ein Element g € G von endlicher Ordnung n nicht primitiv sein, da
dann ¢"*! = ¢g. Damit sind auch alle Konjugationsklassen, die ein Element von endli-
cher Ordnung enthalten, nicht primitiv. Damit eine Konjugationsklasse {g} primitiv
ist, geniigt es zu zeigen, dass sie ein primitives Element enthéilt, da alle Elemente,
die zu einem primitiven Element konjugiert sind, selbst primitiv sind.

1.3 Zeta-Funktionen

Es sei G = (S, R) eine endlich erzeugte Gruppe. Ziel dieser Arbeit ist es, Aussagen
iiber die Verteilung von Konjugationsklassen zu machen. Da in einigen Gruppen, z.B.
Fuchsschen Gruppen, jede Konjugationsklasse einen kurzen Repréasentanten enthélt,
der die Potenz eines kurzen Reprasentanten einer primitiven Konjugationsklasse ist,
und diese Beziehung eindeutig ist, liegt es nahe, zunéchst die primitiven Konjugati-
onsklassen zu betrachten. Daher wird zuerst die Folge (ay,),cn durch

a, = Anzahl der primitiven Konjugationsklassen der Wortnorm n

definiert. Mit Hilfe dieser Folge kann nun eine Zeta-Funktion iiber primitive Konju-
gationsklassen definiert werden:

00
G,S . Z -
Cprim(s) = ann °

n=1

mit s € C. Ebenso lésst sich durch die Folge (by,),cn mit
b, = Anzahl der Konjugationsklassen der Wortnorm n

eine Zeta-Funktion iiber alle Konjugationsklassen definieren. Es ist

CG’S(S) = i b,n"*
n=1

mit s € C.
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1.4 Andere Ansitze

Es gibt noch andere Méglichkeiten, auf der Grundlage von Konjugationsklassen eine
Zeta-Funktion fiir endlich erzeugte Gruppen zu definieren. So untersucht Autenrieth
in [Aut90] die Zeta-Funktion

Ca(z) = H (1-— Z\I{g}H)

{g}prim

fiir Fuchssche Gruppen G. Auch diese Definition hiangt von dem gewéhlten Erzeu-
gendensystem ab. Er zeigt, dass diese Zeta-Funktion fiir nichtexzeptionelle Fuchssche
Gruppen mit den von ihm gewihlten Erzeugendensystemen rational ist. Diese De-
finition lehnt sich an die Defintion einer Zeta-Funktion an, die von Ruelle [Rue76]
und Pollicott [Pol85] verwendet wird.

Gromov betrachtet in [Gro87] eine Zeta-Funktion, die auf stabilen Konjugations-
klassen basiert. Allerdings wird dort eine etwas andere Definition der Wortnorm
verwendet.
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2 2-dimensionale kristallographische Gruppen

Zuerst werden in diesem Kapitel die 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen
eingefiihrt. Dabei wird jeder Gruppe ein Erzeugendensystem zugeordnet, das dann
im weiteren Verlauf dieser Arbeit bei der Berechnung der Zeta-Funktionen dieser
Gruppe verwendet wird. Weiter werden die Hauptsétze iiber die Zeta-Funktionen
fiir 2-dimensionale kristallographische Gruppen formuliert und die Beweisfiihrung
nédher erldutert. D.h. es wird der Aufbau der einzelnen Abschnitte von Kapitel 5
beschrieben.

2.1 Endliche Prasentationen

Um aus einer 2-dimensionalen Figur ein Muster der Ebene zu bilden, ohne die Figur
selbst zu verdndern, ben6tigt man Rotationen, Translationen und Gleitreflektionen.
Diese Operationen bilden fiir jede Figur eine Gruppe. Diese Gruppen lassen sich in
24 Isomorphieklassen einteilen. Jede Klasse reprisentiert eine Moglichkeit, eine Figur
in der Ebene zu wiederholen. 7 Klassen verschieben die Figur nur auf einem Streifen
und nicht in der ganzen Ebene. Diese Gruppen sind also weniger interessant. Daher
werden in dieser Arbeit nur die iibrigen 17 sogenannten 2-dimensionalen kristallo-
graphischen Gruppen betrachtet.

Bereits die alten Agypter und Chinesen kannten viele dieser Gruppen. Die Mauren
verwendeten alle 17 Moglichkeiten bei der Gestaltung der Alhambra auf Granada.
Aber auch modernere Kiinstler wie z.B. M.C. Escher verwenden die 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen bei der Gestaltung ihrer Bilder.

In dieser Arbeit werden fiir die 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen die Be-
zeichnungen von Hermann und Mauguin [HL52] verwendet, die in der Literatur am
haufigsten gebraucht werden. Eine ausfiihrliche Beschreibung der 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen findet sich bei Coxeter und Moser [CM84]. Es wird
jetzt fiir jede der 17 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen ein Erzeugen-
densystem ausgewéhlt. Diese Erzeugendensysteme finden sich in einem Artikel von
du Sautoy [dSMS99]. Den ausgewihlten Erzeugendensystemen liegt zu Grunde, dass
die Gruppen Erweiterungen von ZxZ durch endliche Gruppen sind. D.h. in jedem der
ausgewahlten Erzeugendensysteme kommen die Erzeugenden z und y vor, die Z X Z
als Untergruppe in den 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen erzeugen. Die
folgende Liste enthélt alle 17 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen und die
zugehorigen ausgewdhlten Erzeugendensysteme. Dabei wird folgende Schreibweise
verwendet:

" =r o

wobei x und r beliebige Elemente der Gruppe sind.
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pl  =(z, | [, 9])

p2 = (z, y7 | [z, y], 22" =27y =y )

pm = (r,y,m |[zr,y],m?’ 2" =2,y" =y ")

pg  =(v,yt |[[vy.?=zy =y

p2mm = (z,y,p,q | [v,9],[p,q],p* ¢ 2P =z, 29 =27 yP =y 1yl =y)

p2mg _<$ y,m, t ‘ [xvy]7t27m2:yaxt:x>$m:x_layt:y_l7mt:m_l>

p2gg = (r,y,u,v | [z,yl, v’ =z,0v? =y, 2" =27 y* =y~ (ww)?)

cm =(z,y,t ||z, y], %yt =yl 2t = ay)

c2mm = (z,y,m,r | [z,y],m*,r*y" =y L am =ay,y =y La" =},
M=)

pd = (v,y;r  |[zyl,rty =2l =y)

pdmm = (z,y,r,m | [z,y],r*, m?y" =z 2" =y, 2" =y, r" =171

pdgm = (z,y,rt |[z,yl,r", 2y =2z 2" =y 2t =y, rt =r~ta7t)

p3  =(v,y,r |[[zy,r’ " =2ty = 1’71>

p3lm = (z,y,r.t |[x,y],r* % (tr)? " =z, —y,x =x lyy =ay )

p3ml = (z,y,r,m|[z,y],r* m? r" =r"t 2" =27y ¢y =7 2" =27,
y" =a"ly)

p6 = <x7 y,?ﬂ | [x7 y]7 T67 xr = y7 " = x_1y>

p6bmm = (z,y,r,m | [z,y], b, m?,y" =27y, 2" =y, 2™ = 7Ly = 271y,
rm =r~ly)

2.2 Zeta-Funktionen

Es wird zuerst die primitive Zeta-Funktion

Zann s

pmm

mit den Koeflizienten

a, = Anzahl der primitiven Konjugationsklassen der Wortnorm n

betrachtet. Fiir diese Zeta-Funktion gilt der folgende Satz.

Satz 2.2.1 FEs sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und es sei S
das in Abschnitt 2.1 fiir G ausgewdhlte Erzeugendensystem. Weiter sei s € C. Dann

qilt:
G,S
b prim
G,S
b prim

(s) konvergiert absolut fiir Re(s) > 2.

(s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

e Bei s =2 liegt ein Pol 1. Ordnung von Cpmm( s).
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Fiir die Zeta-Funktion .
C“5(s) = byn*
n=1

mit den Koeflizienten

b, = Anzahl der Konjugationsklassen der Wortnorm n

gilt ein entsprechender Satz.

Satz 2.2.2 FEs sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und es sei S
das in Abschnitt 2.1 fir G ausgewdhlte Erzeugendensystem. Weiter sei s € C. Dann
qgilt:

o (95(s) konvergiert absolut fiir Re(s) > 2.
o (3(s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.
o Bei s =2 liegt ein Pol 1. Ordnung von (%5 (s).

Beide Satze werden bewiesen, in dem die Zeta-Funktionen aller 17 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen berechnet werden. Die dabei auftretenden Funktionen
werden dann hinsichtlich der Aussagen der beiden obigen Sétze untersucht. Dies ge-
schieht in den folgenden Kapiteln.

Fiir die 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen lassen sich die Konjugations-
klassen nicht eindeutig aus den primitiven Konjugationsklassen erzeugen. So sind
z.B. in pm die Worte x und max kurz in ihren primitiven Konjugationsklassen. Aber
es ist (mx)? = 2. D.h. die Konjugationsklasse {x?} ldsst sich aus den primitiven
Konjugationsklassen {x} und {mzx} erzeugen. Daher gibt es fiir 2-dimensionale kri-
stallographische Gruppen keinen direkten Zusammenhang zwischen den Koeffizien-
ten von ngiil(s) und ¢%%(s), und es miissen beide Zeta-Funktionen fiir jede Gruppe
einzeln ausgerechnet werden.

2.3 Beweisfiihrung

Es sei G = (S, R) eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe, wobei S das in
Abschnitt 2.1 fiir G ausgewéhlte Erzeugendensystem ist. Fiir die Berechnung von
nggn(s) bzw. (%9(s) ist es notwendig, die Anzahl der primitiven Konjugationsklas-
sen bzw. der Konjugationsklassen iiberhaupt der Wortnorm n fiir jedes n > 1 zu
bestimmen.

Im ersten Schritt wird zunéchst fiir jedes Element ¢ € G aus der g darstellenden
Aquivalenzklasse ein kurzes Wort ausgewihlt. Dazu werden zuerst die Worte un-
tersucht, die nur aus x, y und ihren Inversen erzeugt werden. Danach werden die

Worte betrachtet, die aus den Erzeugenden x,y, einem weiteren Erzeugenden und
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ihren Inversen gebildet werden. Am Ende steht die Untersuchung der Worte, die aus
allen Buchstaben gebildet werden. Dabei wird festgestellt, ob ein Wort dquivalent
ist zu einem kiirzeren Wort oder zu einem bereits untersuchten Wort. Ist dies nicht
der Fall, ist das Wort ein geeigneter kurzer Représentant seiner Aquivalenzklasse.
Dieses Vorgehen ist sinnvoll, da die Erzeugenden x und y in jedem der hier aus-
gewdhlten Erzeugendensysteme der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen
vorkommen. Da z und y in allen Gruppen miteinander vertauschbar sind, besitzen
die aus x, y und ihren Inversen erzeugten Worte eine einfache Struktur. Je mehr Er-
zeugende man hinzunimmt, um so komplizierter kann die Struktur werden. Bei der
Untersuchung dieser Worte kann man aber oft auf Erkenntnisse zuriickgreifen, die
Teilworter betreffen, die bereits als Worter untersucht worden sind. Weiter kénnen
oft auch Ergebnisse aus anderen Gruppen verwendet werden, da viele 2-dimensionale
kristallographische Gruppen andere 2-dimensionale kristallographische Gruppen als
Untergruppen enthalten. Schliellich erhélt man eine Liste der Worte, die die Ele-
mente von G darstellen.

Im zweiten Schritt werden die Worte dieser Liste in Konjugationsklassen einge-
teilt und aus jeder primitiven Konjugationsklasse wird ein kurzer Reprédsentant aus-
gewahlt. Dazu wird jedes Wort zunéchst auf Primitivitdt untersucht. Ist ein Wort
nicht primitiv, so ist die Untersuchung dieses Wortes beendet, da es in keiner pri-
mitiven Konjugationsklasse liegen kann. Ist das Wort dagegen primitiv, so wird es
mit allen Buchstaben und gegebenenfalls mit bestimmten Wértern konjugiert, um
festzustellen, ob es konjugiert ist zu

e cinem kiirzeren Wort
e cinem bereits untersuchten gleichlangen Wort.

Ist das Wort konjugiert zu einer dieser Moglichkeiten, dann ist auch die Untersuchung
dieses Wortes beendet, da

e es nicht kurz ist in seiner Konjugationsklasse
e es bereits einen Représentanten gleicher Léange dieser Konjugationsklasse gibt.

Trifft dies aber alles nicht zu, so ist dieses primitive Wort ein geeigneter kurzer Re-
prasentant der von ihm erzeugten primitiven Konjugationsklasse.

In einem letzten Schritt werden dann aus diesen Informationen die Koeffizienten der
Zeta-Funktion (%“(s) bestimmt. Dazu miissen noch die nicht primitiven Worte in
Konjugationsklassen eingeteilt werden.

Da es Typen von Relationen gibt, die in mehreren der ausgewéhlten Présentationen
der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen vorkommen, werden die von der
speziellen Gruppe unabhéngigen Auswirkungen dieser Relationen auf die Ergebnisse
der Schritte 1 bis 3 vor den einzelnen Berechnungen im Kaptitel 3 untersucht.
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Um nun schliefSlich g:{jn(s) bzw. (%(s) zu berechnen, mufl nur noch die Linge der

ausgewéhlten kurzen Représentanten der (primitiven) Konjugationsklassen festge-
stellt werden und in die Formel fiir Cgﬁl(s) bzw. (%5(s) eingetragen werden. Ab-
schliefend miissen die dabei auftretenden unendlichen Reihen noch auf Konvergenz
untersucht werden. Da nur wenige verschiedene unendliche Reihen vorkommen, wird
das Konvergenzverhalten dieser Reihen vorab in Kapitel 4 behandelt. Die einzelnen

Berechnungen werden dann in Kapitel 5 durchgefiihrt.
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3 Einige Relationen

Einige Typen von Relationen kommen in mehreren der ausgewéhlten Présentationen
der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen vor. Um nicht bei jeder Gruppe,
in deren Présentation eine dieser Relationen vorkommt, die gleichen Untersuchun-
gen neu durchfiithren zu miissen, werden die Auswirkungen dieser Relationen auf die
Worte, die die Gruppenelemente darstellen, und gegebenenfalls auf das Verhalten
dieser Worte unter Konjugation, in den Abschnitten dieses Kapitels allgemein un-
tersucht. Insbesondere werden in diesem Kapitel die kurzen Représentanten der in
jeder 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe enthaltenen Untergruppe Z x 7%
betrachtet.

3.1 zXxz

Jede 2-dimensionale kristallographische Gruppe enthélt die Untergruppe Z x Z, die
aus den Translationen z und y gebildet wird. Dabei gilt [z, y] = 1. Der folgende Satz
gibt die kurzen Repréasentanten der Elemente aus Z x Z an.

Satz 3.1.1 1. Gilt in einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe keine
Relation der Form x' = x%y* bzw. y' = a2y mit e,,e, € {—1,1}, so sind
die Worte

%y’ mit a,b € Z

die kurzen Reprisentanten der Elemente aus 7 X Z.

2. Gilt in einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe eine Relation der
Form xt = x®y% bzw. y* = x*y™ mit e,,e, € {—1,1}, so sind die kurzen
Reprisentanten der Elemente aus Z X Z von folgender Form

—ega, eyb eza

xRyl ey b it g b > 0
gy 7y mit a,b > 1 und min(a,b) < 2

Beweis: Die freie abelsche Gruppe wird in jeder 2-dimensionalen kristallographi-
schen Gruppe durch die Erzeugenden x und y als Untergruppe erzeugt. Damit gibt
es in jeder 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe die Worte z%° mit a,b € Z.
Es muB jetzt nur noch untersucht werden, ob diese Worte auch kurz sind in ihren
Aquivalenzklassen.

1. Wenn in der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe keine Relation der
Form z' = 2%*y® bzw. y' = 2%y mit ,,¢, € {—1,1} gilt, so gibt es keine
Moglichkeit, Teilworter von x%° durch kiirzere Worte zu ersetzen. Damit sind
die Worte der Form 29" die kurzen Reprisentanten der Elemente aus Z x Z.
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2. i. Da genau einer der Exponenten das umgekehrte Vorzeichen im Vergleich
zur rechten Seite der zusétzlichen Relation hat, gibt es keine Moglich-
keit, Teilworte von z~%2%y® und von x°+%y~*¥* durch kiirzere Worte zu
ersetzen. Damit sind diese Worte kurze Représentanten der Elemente aus
Z X Z.

ii. Es sei m = min(a,b) und es sei ' = z°*y*v. Dann gilt

£z, Eyb

%y — t—lxmtxsxa—sxm eyb—abm‘

Yy
Damit 2=y kiirzer ist als ¢~ 'z ta= (@) yeub=m) myuf
a+b<24+m+a—m+b—m

gelten. Dies ist genau dann der Fall, wenn m = min(a, b) < 2 ist. Dasselbe
—EzQ fsyb'

gilt natiirlich fiir x=%=%y
Genauso lisst sich die Behauptung zeigen, falls y* = 2=y, O

Bei der Untersuchung dieser Worte auf Primitivitat erhélt man das folgende Ergebnis:

Satz 3.1.2 Fir die Untergruppe Z X Z gilt:

1. Die Worte
xa, ya
sind fiir |a| > 1 nicht primitiv.
2. Die Worte
xayb

sind fir (|al,|b|) > 1 nicht primitiv.
Beweis:

1. Ist |a] > 1, so gibt es offensichtlich ein anderes Wort in der Gruppe, so dass
das zu untersuchende Wort eine Potenz dieses Wortes ist.

2. Essei (Jal,|b]) =t > 1. Dann ist a =t - &’ und b =t -V und man erhilt

a

T yb — (J,’a yb )t‘

O
Inwiefern diese Worte zueinander konjugiert sind, hangt ausschliellich von den wei-
teren Erzeugenden und den weiteren Relationen der Gruppe ab, da die Konjugation

eines der obigen Worte mit x oder y aufgrund der Relation [z,y] = 1 wieder dieses
Wort ergibt. Daher muf} diese Frage fiir jede Gruppe neu untersucht werden.
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3.2 Invertierende Erzeugende

Es sei r ein Erzeugender einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe, sodass
2" = x~1. Wenn diese Relation gilt, lisst sich eine Aussage iiber die Ordnung von r
machen:

Satz 3.2.1 Wenn 2" = 27!, dann ist r von gerader oder unendlicher Ordnung.

Beweis: Sei k = 2 - k' + 1 die endliche Ordnung von .

Aus der Relation 2" = 2! folgt. dass xr = rz~! und zr~! = r— 1z~ L.
)

. — . ! /

Es ist 272 = ra~'r = r2z oder allgemeiner ar?* = r?F'g.
/ . . . . .
Da aber 72" = r=1 und z von unendlicher Ordnung, ist dies ein Widerspruch zu
)

xr—t =~ lg7L, O

Bei den in dieser Arbeit ausgewahlten Prisentationen der 2-dimensionalen kristallo-
graphischen Gruppen kommen nur 2 der méglichen Félle vor

e die Ordnung von r ist gleich 2

e die Ordnung von r ist unendlich, aber r* = y.

Deshalb werden auch nur diese beiden Fille im Weiteren betrachtet. Falls die Ord-
nung von 7 unendlich ist, lassen sich Worte, in denen der Betrag des Exponenten von
r grofer als 1 ist, durch das Ersetzen des Teilwortes r?* durch das Wort y verkiirzen.
Falls die Ordnung von r gleich 2 ist, konnen Worter, in denen der Betrag des Expo-
nenten von r grofler als 1 ist, ebenfalls verkiirzt werden. Daher werden im Folgenden
nur Worte betrachtet, in denen der Exponent von 7 gleich 1 oder -1 ist. Das Ergebnis
dieser Untersuchung stellt der folgende Satz dar.

Satz 3.2.2 Es sei " = x~ L. Weiter sei die Ordnung von r entweder gleich 2 oder,
falls die Ordnung von r unendlich ist, sei r> = y. Dann gilt:

1. Ist die Ordnung von r gleich 2, so sind die Worte rx® nicht primitiv.

2. Die Worte r¥la®y® sind fiir |a| > 2 konjugiert zu kiirzeren Worten.

3. Falls die Ordnung von r gleich 2 ist und zusdtzlich gilt y= = y=*

Worte rx®y® nicht primitiv.

, so sind die

4. Falls die Ordnung von r gleich 2 ist und zusdtzlich gilt y~ = vy, so sind die
Worte ra®y® fir |b| = (2k + 1)|V/| mit k > 1, |V/| > 1 nicht primitiv.

Analoge Aussagen kann man natiirlich zeigen, falls r den Erzeugenden y invertiert.

1 1

Beweis: Aus der Relation 2" = z~! folgt insbesondere zr = ra=! und ra = = !r
bzw. r1x= x71r~!. Diese Bezichung wird in den einzelnen Teilbeweisen immer wie-
der verwendet.
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1. Esist

(ra®)? = rara® = rra 2" =1r* = e.

D.h. rx® ist von endlicher Ordnung und damit nicht primitiv.

2. Es ist

rElrtyt = o7 lrt P20l falls a > 1

bzw.
rElrty = ortlyPaett falls a < —1.

Demach ist 71 2%® ~ r¥122724° wenn a > 2, bzw. r¥lz%® ~ rH 22y’ wenn

a < —2. D.h. ra%yb ist fiir |a] > 2 konjugiert zu kiirzeren Worten.

3. Es ist
(m“yb)t = ratybra®y’ = rra 0y Pty = r? =e.

D.h. ra%y® ist von endlicher Ordnung und damit nicht primitiv.

4. Es ist

2k+1)b 2kb' . a, b’

(yzb) (ra®y")

= (r?y®")(ray”)

= (rra” “x“yb yb)k(m“yb')
= (ra®y"ra®y” ) (ray")

(T$aybl)2k+1

D.h. rg9y@k+D 148t sich fiir k£ > 1 und |b’| > 1 als Potenz eines anderen Wor-
tes schreiben. O

3.3 Die Relation 2! = x%y°

Sei t ein Erzeugender einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe mit t* = e
und es sei 2! = z=y® mit ,,¢, € {—1, 1} eine Relation dieser Gruppe. Dann lassen
sich in einem kurzen Wort nicht alle x auf einer Seite von ¢ zusammenfassen.
Betrachtet man zunéchst nur die Worte, die aus x und ¢ gebildet werden, so sind
diese allgemein von der Form

AR e AL et A

mit a; € Z\{0}, &, = 1 fiir 0 < ¢ < k und ¢g,e, € {0,1}. Mit Hilfe der Relation
2t = 29 kann man das Wort z%z’tx¢ wie folgt so umformen, dass ein zu x%txtz*
dquivalentes Wort entsteht

xatxbtxc — xaxezbysyb c _ a+c z—:zbysyb — $a+ct$bt.
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Daraus folgt, dass alle Worte, die nur aus den Erzeugenden = und ¢ gebildet werden,
dquivalent sind zu Worten der Form #*0z%2%°! mit a,b € Z und &y, ¢; € {0,1}. Nun
ist aber tax%talt® = xe0yfvagbts = pbafeayfvits = 2%t D.h. bei Worten der Form
txtabte lisst sich das fithrende ¢ ans Ende verschieben, wobei die Lange nicht groBer
wird. Also sind nur noch die Worte der Form

2 tabte

mit a,b € Z und € € {0,1} zu betrachten. Aus der Relation 2! = z°=y* folgt, dass
ein kurzes Wort das Teilwort tx* nur dann enthalten kann, wenn |a| > 3. Weiter
kann in einem kurzen Wort kein Teilwort der Form x%z %, x=5=%2® x~%x%+® oder
2%+ 2% mit a,b > 1 vorkommen, da z.B. fiir b > a

—eab _ LS fue —eab _ tl,—sz(b—a) gya

x%x yex Y
und fiir b < a
xatx—exb _ tmem(a—b)yeya _ ttxa—btyey(a—(a—b)) _ $a_bty€yb

ein zu x%x°® dquivalentes kiirzeres Wort liefert. Genauso kann man zeigen, dass
auch die anderen Teilworter nicht auftreten konnen. Fasst man all diese Uberlegungen
zusammen, so kommt man zu folgendem Ergebnis:

Satz 3.3.1 In einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe G gelte t* = e und
x' = %y mit e, e, € {—1,1}. Die kurzen Reprdsentanten von Elementen aus G,
die nur aus den Erzeugenden x und t gebildet werden, lassen sich so wdhlen, dass
sie von ewner der folgenden Formen sind:

1. tz* mitbez

2.z mit a € z\{0}

3. 2%z =%z mit a,b > 1
4. txbt mit |b >3

5. x%xfbt x™%x % % mita > 1 und b > 3

Beweis: Ausgehend von den obigen Uberlegungen erhilt man diese Aussage aus der
allgemeinen Form der kurzen Worte z%2%, wenn

l.e=0,a=0und b#0

2.e=0,a#0und b=0
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3.e=0,a#0und b#0
In diesem Fall liefern die vier Moglichkeiten x%tz+?, x%=9%x® =%z ~%* und
x7%*%2 % nur zwei nicht zueinander dquivalente Worte.

4. e=1lunda=0
5. e=1und a #0

Wie oben bleiben auch hier nur zwei nicht zueinander &dquivalente Worte von
den vier Moglichkeiten iibrig. O

Nimmt man jetzt den Erzeugenden y hinzu und ist y* = y? mit o € {—1, 1}, so ist
t‘Eozzz‘”yblt‘El .. .x“kyb’“ta’“

mit a;,b; € Z, g; = 1 fiir 0 < i < k und eg,e, € {0,1} die allgemeine Form der
Worte aus diesen drei Erzeugenden. Analog zu oben zeigt man, dass |a;| > 3 sein
muf}, wenn &;_; = &; = 1. Da y%y® = y**°% ist, gibt es zu jedem dieser Worte ein
dquivalentes gleichlanges Wort, sodass b; = 0 fiir ¢ > 2 ist in diesem Wort. Fiir die
moglichen Teilworter t¥02%°t1 am Anfang eines solchen Wortes gilt, wenn o/, b’ > 1,
m = min(a’, V') und z.B. g9 = 1 ist,
tx€gga,y6yb,t61 — ttmmtmax(a’—m)ysy(b’—m)tsl
— Mt (a'—m) yey (b'—m) 161

2y =Mt fiir m = o’ und ¢’ € {0,1}
™t (@M fiir m o=

D.h. diese Worte sind dquivalent zu kiirzeren Worten. Fiir t?0z =% y~%s¥"t1 und fiir
g1 = 1 zeigt man diese Aussage entsprechend. Damit kommen nur

teo xsxay—eybtal und taox—axayaybtq

mit a,b > 1 als mogliche Teilworter am Anfang eines solchen Wortes in Frage. Aus
dem obigen Satz folgt nun, dass sich damit die kurzen Représentanten von Elementen
von G so wiahlen lassen, dass sie von folgender Form sind:

teo xaxay—eybtal ¢ oder teox—ewayeybtelx—c
mit a, b, c > 0.
Lassen sich weiter y~v**12¢ bzw. y®*¢*12=¢ mit Hilfe der Relation y' = y” so um-
formen, dass diese Teilworter gleich ¢! (z5=¢y»*)*! sind, so gibt es wie oben gezeigt
zu 120 ey b1 ¢ und 5035201 ¢ Hquivalente kiirzere Worte. Damit lassen

sich in diesem Fall die kurzen Repréasentanten von Elementen aus GG, die nur aus den
Erzeugenden x, y und t gebildet werden, so wéahlen, dass sie von der Form

teo xsmay—sybta und teox—smaysybtsl

mit a,b > 1 und gg,&; € {0,1} sind.
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4 Funktionen und Reihen

Bei der Berechnung der Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen
Gruppen treten einige bekannte Funktionen immer wieder auf. Die Riemannsche
Zeta-Funktion und die Eulersche ¢-Funktion spielen dabei eine wichtige Rolle. In den
folgenden Abschnitten werden allgemeine Eigenschaften dieser Funktionen und der
auftretenden unendlichen Reihen angegeben. Einen grofien Raum nimmt dabei die
Untersuchung der Reihen Hy(x,s) = Y00 g dn(n+2)° und F(z,s) = > 00 (2" +x)°
ein.

4.1 Riemannsche Zeta-Funktion

Die Riemannsche Zeta-Funktion ist definiert als die Dirichlet-Reihe
C(s)=>_n""%
n=1

wobei s € C. Eine dquivalente Definition lieferte Euler durch das Produkt

Uber das Konvergenzverhalten von ((s) gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 4.1.1 ((s) ist absolut konvergent fir Re(s) > 1 und besitzt eine meromorphe
Fortsetzung nach ganz C. An der Stelle s =1 hat ((s) einen Pol 1. Ordnung.

Dieser Satz wird unter anderem in [Tit67] bewiesen, wo auch eine detailliertere Be-
schreibung der Riemannschen Zeta-Funktion zu finden ist.

4.2 FEulersche Funktion

Die Eulersche Funktion ¢(n) fir n € N ist definiert als die Anzahl der positiven
ganzen Zahlen m, fiir die gilt:

0<m<n und (m,n)=1.
©(n) besitzt folgende Eigenschaft:

Lemma 4.2.1 Firn > 3 ist p(n) gerade.
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Beweis: Es sei 1 < a < § mit (a,n) = 1. Dannist § <n—a <nund (n—a,n) = 1.
Also gibt es zu jedem a mit 1 < a < § und (a,n) = 1 ein b mit § < b < n und
(b,n) = 1.

Falls n > 4 gerade ist, so ist (§,n) # 1. O

Fiir eine genauere Untersuchung der Eulerschen Funktion siehe z.B. [HW54].

Bei der Berechnung der Zeta-Funktionen fiir die einzelnen 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen tritt die Eulersche Funktion in folgendem Kontext auf:
Gesucht ist die Anzahl der Zerlegungen einer positiven ganzen Zahl n in zwei tei-
lerfremde Summanden. Sei n = a + b mit a,b € N\{0} eine solche Zerlegung. Da
(a,b) =1, ist auch (a,n) =1 = (b,n). Umgekehrt gibt es zu jedem @ mit (a,n) =1
ein b, ndmlich b = n —a, so dass a+b = n und (a,b) = 1. Also ist die Anzahl solcher
Zerlegungen von n gerade die Anzahl der zu n teilerfremden ganzen Zahlen m mit
0 < m < n, und damit gleich ¢(n).

Fiir die spétere Berechnung der Zeta-Funktionen ist das Verhalten von Y02, ¢(n)n™*
von Interesse.

Satz 4.2.2 Fir Re(s) > 2 gilt

C(S_l)_ = n)n=*
Gy - e

Dieser Satz wird unter anderem in [HW54] bewiesen.

4.3 Binomischer Lehrsatz

Bei der Untersuchung der Reihe Hy(x, s) >0, d,(n + x)~* und der Reihe F(z,s) =
o0 o(2"+x) 7" spielt der Binomische Lehrsatz eine wichtige Rolle. Aus Formelsamm-
lungen ist folgende Aussage bekannt:

Satz 4.3.1 Sei s € C, n € N und x € R. Dann gilt:

(’I’L + ZE)S _ i <S> ns—ixi

i—0 \!

konvergiert fir |z| < n.
Dabei ist der Binomialkoeffizient (‘:) wie folgt definiert:

(s) :s(s—1)---(5—.z'+2)(s—z'+1).

7 7!

Im folgenden Abschnitt wird eine Variante dieser Aussage benétigt.
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Satz 4.3.2 Seis € C, n € N und x € R. Dann gilt:

(o) =3 (‘S T 1) i (=)

i=0 t

konvergiert fir |z| < n.

Beweis: Y22, (_Sfi_l)ns_i(—x)i entsteht aus 350, (‘Z)ns_zxi durch

Umformen der einzelnen Summanden. Es gilt:

. xr =
1 7!

:(_1)i—s(—s+1)~--(—s;i—2)(—s+i—1).

(s4i—1)(—s+i—1—i+1)
il

_ <—s —{—ii - 1) ()

<S>ns—i i s(s—1)---(s _‘Z‘ +2)(s—i+1) i

S—1,.1

X

A ns—i(_x)i

4.4 Hy(z,s)
Weil betrachtet in [Wei76] die Reihe

o0

H(z,s) = Z(a: +n)”*

n=0

fir x > 0 und Re(s) > 1. Er zeigt, dass H(z, s) eine meromorphe Fortsetzung nach
ganz C besitzt.

Im Folgenden soll die Beweismethode von Weil angewendet werden auf die erweiterte
Reihe

Hy(z,s) = i}dn(x +n)"°.

Es soll damit folgender Satz bewiesen werden:
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Satz 4.4.1 Sei s € C. Sei Dy(s) =>.0°, d,n"* eine Dirichlet-Reihe, sodass
1. Dy(s) konvergiert absolut fiir s € C mit Re(s) > « fiir ein geeignetes o € R
2. Dy(s) hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.
Weiter sei x € RT und i,
Hy(z,s) =) dn(z+n)""
n=0
Dann hat Hy(x, s) eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Beweis: Es sei N > 0. Um eine Aussage iiber H,(z,s) machen zu kénnen, wird
folgende Gleichung betrachtet:

Hilfssatz 4.4.1 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.4.1 gilt:

N

i) =3 (711 ) s iay

=0

e S| 5 (1) 6]

Das Verhalten von Hy(z, s) hingt also mafigeblich von der rechten Seite dieser Glei-
chung ab. Eine genauere Untersuchung dieser Reihe liefert

Hilfssatz 4.4.2 Die Reihe

o= S ()£ (117 B

konvergiert absolut fir Re(s) > —N — 1+ a.

Da N beliebig gewihlt werden kann, konvergiert Ay also auch fir Re(s) < 0.

Da nun alle Teile der Gleichung aus Hilfssatz 4.4.1 meromorph sind auf ganz C bzw.
eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzen, mufl auch Hy(x,s) eine mero-
morphe Fortsetzung nach ganz C haben. O

Nun miissen nur noch die Hilfssatze bewiesen werden.

Beweis von Hilfssatz 4.4.1: Um die Gleichung des Hilfssatzes zu beweisen, wird
die rechte Seite der Gleichung néher betrachtet.

o |05 () G
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n=1 n n=1 =0 Z n
) N — 1\ &
=dor "+ ) dp(n+1)7" =) <8+z ) > dun” T (—a)
n=1 i=0 n=1
> L s+i—1 ;
=Y dy(n+a)" =) Dy(s+1i)(—x)
n=0 1=0
N o (s4i—1
= Hy(z,s) — Z < . )Dd(s +i)(—x)"
i=0

Fiir den Beweis von Hilfssatz 4.4.2 sind zwei weitere Hilfssétze notig.

Hilfssatz 4.4.3 Die Folge

(s+j+N

j+N+1>‘jzo ist fir Re(s) > 1 monoton wachsend.

Beweis: Da alle Folgenglieder den selben Imaginérteil haben, wird in der folgenden
Rechnung nur der Realteil betrachtet. Sei Re(s) = s'.

<5+j+N> <§+j+1+N>

j+N+1 j+N+2
@ﬂ§+j+ny+j+N—U~(§+j+N—j—N—1+U
(j+N+1)!
<(y+j+1+Nx§+j+1+Aﬁ—U~(y+j+1+Néj—JV—2+U
(j+ N +2)!
(5+j+NX5+j+N—l%~5<(§+j+1+NK5+j+N%~5
(j+ N+ 1)! (j+ N +2)!
@1<§+j+1+N
J+N+2
Sj+N+2<s+j+1+N
s1<d

O

Hilfssatz 4.4.4 Es seis € C,n, N € Nundx € R. Weiter seien x und n so gewdhlt,
dass | 2| < 1. Dann ist die Reihe

hn(s,n,x) = (_x)N+1 i_iNO;rl (S + z — 1) <_7x>i—]v_1

absolut konvergent fir Re(s) > 1.
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Beweis: Durch Umnummerierung der Reihe erhélt man
+7+ N\ (—x\
hy(s,n,z) )N ° (—) .
w( Z (j +N+1

Sei e > 0 gegeben. Und es sei k£ > [ > 0. Da nach Hilfssatz 4.4.3 die Folge

fiir Re(s) > 1 monoton wachsend ist, gilt
‘ N+1‘Z (3"'?\["']\[) <__x ’
J+N+1 n
s+k+N ‘ Nﬂi( )j
k+N+1 p
_|(s+k+N N1
- <k:+N+1>”( 7) ’Z

ist, gibt es zu jedem ¢ ein n(e), so dass fur alle k > 1 > n(e) gilt

(s+j+N)‘
J+N+1/15>0

IA

J Jj+1
S
n

Dag

st+k+N ‘_x)NJrl
k+N+1

O

Beweis von Hilfssatz 4.4.2: Sei ny minimal, sodass & < 1 fiir alle n > ng. Zu

jedem fest gewéhlten x gibt es ein ny mit dieser Eigenschaft.
Dann ist mit Hilfe von Satz 4.3.2

e e [
S BT 5T
— nio don" j:i;l (s + z - 1) (%x)]

B |G ET)

= i 4, (HNHD) [(_x)zvﬂ i <S+z:— 1) (__x>iN1]

n=ng i=N—+1
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Fiir die Konvergenz der Reihe ist das Verhalten des Ausdrucks in den eckigen Klam-
mern entscheidend. Deshalb wurde

Ner g (SIS e
hn(s,n,z) = (—x) 1%1 < i ) <n>

bereits vorab untersucht. Nach Hilfssatz 4.4.4 konvergiert hy(s,n,x) absolut.

Da in der folgenden Differenz zweier Partialsummen die Reihe hy (s, n, z) nur endlich
oft auftritt, wobei s und z immer den gleichen Wert haben, gibt es ein ni, so dass
fiir alle n mit n’ <n <n” gilt

|hN<8>n>x)| S |hN(S,n1,LU)|.
Damit gilt dann fiir ng < n’ < n’:

/ n//

> ’dnn_(s+N+1)hN(s,n,x)‘ -y ’dnn_(s+N+1)hN(s,n,x)‘

n=ng n=ng

= dyn~CTNEDB (5,0, x)‘

- dnn_(S+N+l)‘ |hN(87 n, (L’)|

<Y | N [y (5,10, )|

1

= |hN(3,n1’Qj‘)’ Z ’dnn7(3+N+1)‘

Laut Voraussetzung konvergiert Dy(s) absolut fiir s € C mit Re(s) > a. Und da das

Hinzufiigen von endlich vielen Summanden das Konvergenzverhalten nicht verdndert,
konvergiert damit auch Ay fiir Re(s + N + 1) > «, d.h. fiir Re(s) > —N —1+a. O

4.5 Hy(z,s)
Die Anwendung des Satzes 4.4.1 fiir a,, = ¢(n) liefert

Satz 4.5.1 Sei z € RT und s € C. Die Reihe
> en)(n+x)"°
n=0

hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.



4.6 F(z,s) 31

Beweis: Da nach 4.2.2 > °°, o(n)n™*® absolut konvergent ist fiir Re(s) > 2, kann
Satz 4.4.1 angewendet werden. O

4.6 F(z,s)

Mit Hilfe der im Abschnitt 4.4 angewendeten Beweismethode nach Weil 148t sich
auch zeigen, dass die Reihe

o

F(z,s)=)Y (2" +a)®

n=0

mit x € R" eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzt. Dazu wird diese
Aussage zunéchst fiir den Fall x = 0 bewiesen.

Satz 4.6.1 Es sei s € C. Weiter sei

o0

F(s)= Y (2)

n=0

F(s) konvergiert absolut fir Re(s) > 0 und besitzt eine meromorphe Fortsetzung
nach ganz C.

Beweis: F(s) lafit sich wie folgt umschreiben

(o)

F(s)=>_(27)"

n=0

Die geometrische Reihe Y ° 2" konvergiert absolut fiir |z| < 1. Also konvergiert
F(s) absolut, falls [27%| < 1 gilt. Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn
Re(s) > 0 ist. Damit gilt

1
127

und somit besitzt F'(s) eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. a

F(s)

Nun kann diese Aussage fiir die Reihe F'(z, s) bewiesen werden.

Satz 4.6.2 FEs sei s € C und v € RT. Weiter sei

o0

Fz,s) =Y (2"+z)"

n=0

F(z,s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.
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Beweis: Es sei N > 0. Es wird folgende Gleichung betrachtet:

Hilfssatz 4.6.1 Es sei s € C und x € R*. Dann gilt:

F(z,s) —Z: (s—i—i— 1>F(s+i)(—x)i

p 1

o) — N . —
r\~® s+1—1\ /—x\"*
S a) S (Y ()]
n=0 2n i=0 v 2n
Um etwas iiber F(x, s) heraus zu finden, wird die rechte Seite dieser Gleichung niher
untersucht. Es gilt folgende Aussage:

Hilfssatz 4.6.2 Es sei s € C und x € R". Dann konvergiert die Reihe

(s 5 (T E) ]

absolut fiir Re(s) > —(N +1).

AN — Z 9—ns
n=0

Da N beliebig gewihlt werden kann, konvergiert Ay fiir Re(s) < 0. Damit sind alle
Teile der Gleichung aus Hilfssatz 4.6.1 meromorph auf ganz C bzw. besitzen eine
meromorphe Fortsetzung nach ganz C. Also besitzt auch F(z,s) eine meromorphe
Fortsetzung nach ganz C. O

Die verwendeten Hilfssétze lassen sich genauso beweisen wie die entsprechenden
Hilfssétze im Abschnitt 4.4.
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5 Berechnungen der Zeta-Funktionen

In diesem Kapitel werden nun die Berechnungen der Zeta-Funktionen fiir die einzel-
nen 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen durchgefiihrt. Dabei werden die
Ergebnisse der letzten zwei Kapitel verwendet. In den ersten Abschnitten dieses Ka-
pitels stehen Listen der berechneten Zeta-Funktionen. Diese Listen dienen nur der
Ubersicht.

5.1 Liste der QG’S

prim

Die folgende Liste dient lediglich der Ubersicht. Sie beinhaltet die berechneten Zeta-
Funktionen Cpmm der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen bzgl. des in Ab-
schnitt 2.1 ausgewéahlten Erzeugendensystems S. In den néchsten Abschnitten wer-

den dann die jeweiligen Berechnungen ausgefiihrt.

pl
pl,8 C(S —1)
Cpmm( ) C(5>
p2
28 _ o C(5=1)
Cpmm(s) 2 C(5>
pm
(s) =2 1) +2Z (2" + 1) +22 (2" +2)+1
C(S) n=0 n=0
Pg
e =2 e ey
P2mm
¢rommS (5) = Cls = 1) +2§(2”+ 1)‘8+2i(2“+2)—5+1
C(S) n=0 n=0
p2mg
(EEna(s) = C(z_(;)l) 2y @2 )T 2
p2gg
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cm
CmS(s) = 2. “2@)” £23-270(s) 423 pln)n+2)
n=>6
—5—2767D _4.375 _2.57¢
c2mm
—1 00
()= L b 3206 + 3 ) +2)
n=6
+ > (2" 42 —2-27-3"°-5"°
n=0
p4
p4ZS _ C(S - 1)
Cpmm(s) C(S)
p4mm
S (s) = %C(z(;)l) + i(% +1)7° 4 i(? +2)7 4 i(?‘ +3) 4 % _ 9—(s+D)
n=0 n=0 n=0
p4gm
Corin ™ (5) = %C(z(;)l) +23 (@2 1) - % 43.9276+D
n=0
p3
mS o S(s—1)
Cpmm(s) 2 C(S)
p31lm
Corim () = C(z(;)l) +23 (2" 1) =142
n=0
p3ml
p3m1,S - C(S B 1) - n -5 __ o—s
p6
<P635 (S) _ C(S - 1)
prim g(S)
p6émm

Cgfﬁmﬁ({g) _ %C(é(;)l) +92 io:(2n + 1)—5 + i<2n + 2)—5 . % _ 2—(s+1)
n=0 n=0
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5.2 Liste der (¢°

Die folgende Liste dient lediglich der Ubersicht. Sie beinhaltet die berechneten Zeta-
Funktionen (%* der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen bzgl. des in Ab-
schnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems .S. Die einzelnen Berechnungen werden
in den néchsten Abschnitten ausgefiihrt.

pl
¢ (s) =4-((s = 1)

p2

("S(s)=2-C(s— 1)+ 1427670 4 37
pm

¢PmS(s) =2-C(s—1)+5-((s) —3—-27¢
Pg

(P (s) =2 (s — 1) +5-((s) — 2
P2mm
¢ (s) = C(s = 1) +5-C(s) =24+27°+2-37° +47°
p2mg
(PPm9S(s) =((s—1)+5-((s) —2+27°+37°
p2gg
(P995(s) = ((s = 1) +5-C(s) + 2707
cm
¢S (s) =3-((s—1)+27¢(s) +1+2-37°

c2mm

5 1
¢EmmS (5) = 5 (5= D+ 5(6+27¢(s) —1-27" =237~ 4=~ _ 5=(s=1)

p4
(PP (s)=C(s—1)+2+3-27°+375+47¢
p4mm
pdmm,S _ 1 X o 1 -5 o -5 —s -5
¢ (s)—2 ((s 1)+2(7+2 )C(s)—14+27°+37°+4
p4gm
1 1
() = 5 Cls = 1)+ 59+ 27)((s) = 14277437
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p3
(P9(s)=2-C(s — 1)+ 2+ 9~ (52)
p31lm
¢PtmS(s) = (s — 1) +5-((s) —3+27°+2.37°

p3ml

¢S (s) = (s = 1) + (2 +27)¢(s) + 2707
p6

(PF(s) =((s— 1)+ 2427670 p 37070 4 g7
p6mm

CrommS(g) = %C(s —1)+ %(11 +27)¢(s) =3+ 377 47

5.3 pl

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von
pl=(z,y | [z,y])

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.3.1 Die Elemente von pl werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensystems
S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:
Worte aus den Erzeugenden x und y:

%y’ mit a,b € Z
Beweis: pl ist mit dem ausgewéhlten Erzeugendensystem die freie abelsche Gruppe
aus zwei Erzeugenden. Damit erhédlt man nach Satz 3.1.1 genau die angegebenen

Worte als kurze Reprisentanten der Aquivalenzklassen der Elemente aus pl. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.3.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fir pl ausgewdhite Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

Gorim(5) = 4~
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Beweis: Da pl isomorph ist zu Z x Z, folgt aus Satz 3.1.2 zusammen mit Abschnitt
4.2, dass es 4 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 4 - ¢(n) primitive
Konjugationsklassen je Wortnorm n > 2 gibt. Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

S (s) =4+ 43 p(n)n

n=2

=4 2 e(n)n™*

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.3.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fir pl ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

¢"F(s) =4-((s = 1)

Beweis: Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 4n Konjugationsklassen
der Wortnorm n > 1 gibt. Es ist also

CPHo(s) =4 i n-n_°
n=1
=4-((s—1) fir Re(s) > 2

5.4 p2

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von
p2=(wy,r|[z,y),r% 2" =2y =y)

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.4.1 Die Elemente von p2 werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensystems
S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

%y’ mit a,b € Z
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2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:
ra®y® mit a,b € Z

Beweis:
1. Da r die Erzeugenden x und y invertiert, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Da r die Erzeugenden z und y beim Vertauschen invertiert und r Ordnung 2
hat, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende r nur einmal auftreten. Aus
demselben Grund lassen sich die Erzeugenden x und y alle auf einer Seite von
r sammeln. Man erhilt also die Worte rz%y® als kurze Reprisentanten ihrer
jeweiligen Aquivalenzklasse in p2. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.4.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fir p2 ausgewdhlite Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

p2,S s)=92. g(S - 1)
Cpm’m( ) =2 C(S)

Beweis:

1. Zueinander inverse Elemente aus Z X Z liegen in derselben Konjugationsklasse,
da durch Konjugation mit r ein Element aus Z X Z in sein Inverses iiberfiihrt
wird. Es gibt also 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 2-¢(n)
primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n > 2.

2. Nach Satz 3.2.2 sind die Worte r2%y® von endlicher Ordnung und liegen damit
nicht in einer primitiven Konjugationsklasse.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

() =242 pn)n

n=2

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion
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Satz 5.4.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fir p2 ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

("5(s) =2-C(s = 1)+ 142707V 437

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n Konjugationsklassen der
Wortnorm n > 1 gibt.

2. Da r die Erzeugenden x und y invertiert, sind die Worte rzy® fiir |a| > 1 bzw.
fiir |b| > 1 konjugiert zu kiirzeren Worten. Weiter gilt rzy® ~ re®y?, wenn
la| = |a’| und |b] = |V/|. Damit sind die Worte r, rz, ry und rzy kurz in ihrer
jeweiligen Konjugationsklasse.

Es ist also
(M5(s) =2y n-n P +1+2.-27°43°
n=1
=2-¢(s—1)+ 142767V +37 fiir Re(s) > 2
|
5.5 pm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

pm = (wy.m | 9] P 2" = g™ =)

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.5.1 Die Elemente von pm werden bzgl. des ausgewdihlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
%y’ mit a,b € 7
2. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:

may® mit a,b € Z
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Beweis:

1. Da m mit x vertauschbar ist und den Erzeugenden y invertiert, folgt die Be-
hauptung aus Satz 3.1.1.

2. Da m mit z vertauschbar ist, den Erzeugenden y beim Vertauschen invertiert
und m Ornung 2 hat, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende m nur ein-
mal auftreten. Aus demselben Grund lassen sich die Erzeugenden x und y alle
auf einer Seite von m sammeln. Man erhilt also die Worte ma%y® als kurze
Reprisentanten ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse in pm. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.5.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir pm ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

¢reS(s) =2 - S P i@" F1)7 42 i@” +2)7° 41
C<8) n=0 n=0

Beweis:

1. Da z nur y in sein Inverses iiberfiihrt, gibt es 3 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1 und 2 - ¢(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm
n > 2.

2. Nach Satz 3.2.2 gilt:

o maz®y’ ist fiir @ = 0 nicht primitiv

e ma%y’ ist fiir |b| > 2 konjugiert zu einem kiirzeren Wort mit

(2k+1)a’

e M y? ist fir £ > 1 und |a’| > 1 nicht primitiv.

Damit bleiben nur noch die Worte ma*?*, ma®?"y, ma™*y~! fir a > 0
als mogliche kurze Représentanten einer primitiven Konjugationsklasse iibrig.
Worte, die sich nur durch das Vorzeichen des Exponenten von y unterscheiden,
liegen in derselben Konjugationsklasse. D.h. es gibt 2 primitive Konjugations-
klassen der Wortnormen 2" + 1 und 2" + 2 mit n > 0.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann
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Chrd(s) =342 i p(n)n™* +2 fj(z" +1)75+2 i(zn +2)°

n=2 n=0 n=0
:2.M+2i(2”+1)_5+2i(2”+2)_8+1 fiir Re(s) > 2
C(S) n=0 n=0

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.5.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir pm ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

("™5(s) =2-((s—1)+5-((s) —3—2"°
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n > 1 gibt.

2. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte mx® und ma®y mit
a € 7 kurze Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also

n=2

Cpmvs(s):an.n_s—}-Zn_5+1+2_8+22n_5+22n_5
n=1 n=1 n=3

:2-2‘(3— 1)+5 -_((s) —3—2"% fir Re(s) > 2

5.6 pg
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

pg=(zy.t| [y, =2y =y
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.6.1 Die Elemente von pg werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensystems
S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

%y’ mit a,b € Z
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2. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:
tey t7 e % mita >0 und b e Z

Beweis:

1. Da t mit x vertauschbar ist und den Erzeugenden y invertiert, folgt die Be-
hauptung aus Satz 3.1.1.

2. Da t mit x vertauschbar ist und den Erzeugenden y beim Vertauschen inver-
tiert, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende t nur einmal auftreten. Aus
demselben Grund lassen sich die Erzeugenden x und y alle auf einer Seite von
t sammeln. Da aber t> = x, kann der Betrag des Exponenten von ¢ nicht grofer
als 1 sein. Weiter sind Worte, in denen der Exponent von x und der Expo-
nent von ¢ unterschiedliche Vorzeichen haben, dquivalent zu kiirzeren Worten.
Damit erhélt man die Worte tz%°, t~'2= %’ mit ¢ > 0 und b € Z als kurze
Reprisentanten ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.6.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fir pg ausgewdhite Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

09,8 5. ((s—1) —(s=1)
prim(s) =2 C(S) +1+2

Beweis:

1. Da t den Erzeugenden y in sein Inverses iiberfiihrt, liegen Worte, die sich nur
durch das Vorzeichen des Exponenten von y unterscheiden, in derselben Kon-
jugationsklasse. Der Erzeugende x ist nicht primitiv, da = = 2. Daher gibt es
1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm 1 und 2 - ¢(n) primitive Konju-
gationsklassen der Wortnorm n > 2.

2. Es wird zuniichst tz%® betrachtet. Nach Satz 3.2.2 ist tz%y® fiir |b| > 2 kon-
jugiert zu einem kiirzeren Wort. Weiter ist tz%® fiir b = 0 und a > 1 nicht
primitiv, da tz® = 2!, Da t den Erzeugenden y in sein Inverses iiberfiihrt,
liegen tz%y und tz% ! in derselben Konjugationsklasse. Es ist aber

taty = () %ty = (Py~'y) "ty = (tyty)*ty = (ty)**

D.h. tz%y ist nicht primitiv fiir @ > 1. Dieselben Aussagen gelten fiir t~1z~%°.
Daher erhélt man 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 2 pri-
mitive Konjugationsklassen der Wortnorm 2.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

o0
Cgfgi(s) =1+2 Z en)n™*+2+2.27°

n=2

¢(s—1)

=2

+14+2°67D fiir Re(s) > 2

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.6.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir pg ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

(P5(s) =2-C(s = 1) +5-((s) =2
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n > 1 gibt.

2. Nach den Bemerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten sind
die Worte ¢, t71, ty, t™ 1y, tz?, t'2=?, tz% und t~'z~% mit a > 1 kurze
Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

Es ist also

Cpgvs(s):an.n_5+Zn_s+2+2-2_8+22n_5+22n_8
n=1 n=1 n=2 n=3

=2-((s—1)+5-((s) —2 fiir Re(s) > 2

5.7 p2mm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von
p2mm = (z,y,p,q | [2.9], [p, ], 0%, % 2 =09 =7 P =y~ gyt = y)
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.7.1 Die Elemente von p2mm werden bzgl. des ausgewdihlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:
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1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
%y’ mit a,b € Z
2. Worte aus den Erzeugenden x, y und p:

priy® mit a,b € Z

3. Worte aus den Erzeugenden x, y und q

qr®y® mit a,b € Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, p und q:

pgz®y® mit a,b € 7
Beweis:

1. Da p und ¢ jeweils einen der Erzeugenden x und y invertieren und mit dem
anderen vertauschbar sind, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Die Gruppe pm wird von p, x und y in p2mm als Untergruppe erzeugt. Nach
Satz 5.5.1 werden die Elemente von pm durch die kurzen Worte px?y® mit
a,b € Z reprisentiert.

3. Genauso erzeugen ¢, x und y die Gruppe pm als Untergruppe von p2mm.
Wieder nach Satz 5.5.1 werden die Elemente von pm durch die kurzen Worte
qz®y® mit a,b € Z reprisentiert.

4. Aus den zwei vorherigen Punkten und der Relation [p, ¢] folgt, dass die Worte
pqx®y® mit a,b € Z kurze Reprisentanten von Elementen von p2mm sind. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.7.2 FEssei S das in Abschnitt 2.1 fiir p2mm ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

remms(gy ST oS oy 9 @20 1) 1
C(S) n=0 n=0

Beweis:

1. Da p den Erzeugenden y invertiert und ¢ den Erzeugenden x, liegen Worte, die
sich nur durch ein Vorzeichen im Exponenten von x oder y unterscheiden, in
derselben Konjugationsklasse. Daher gibt es 2 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1 und ¢(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n > 2.



5.7 p2mm 45

2. Nach Satz 5.5.2 kommen die Worte pz*2?* und pz**"y fiir a > 0 als Reprisen-
tanten einer primitiven Konjugationsklasse in Frage. Durch Konjugation mit
q liegen aber Worte, die sich nur durch das Vorzeichen im Exponenten von x
unterscheiden in derselben Konjugationsklasse. Daher gibt es 1 primitive Kon-
jugationsklasse der Wortnormen 2" 4+ 1 und 2" + 2 mit n > 0.

3. Analog zu dem vorherigen Punkt kann man zeigen, dass es 1 primitive Konju-
gationsklasse der Wortnormen 2" 4+ 1 und 2" + 2 mit n > 0 gibt.

4. Nach Satz 3.2.2 sind die Worte py® und gz® von endlicher Ordnung. Da p und
¢ Ordnung 2 haben und p mit x und ¢ mit y vertauschbar ist und [p,q] = 1
ist, sind auch die Worte pgz®y® von endlicher Ordnung. Daher kann es keinen
kurzen Repréasentanten einer primitiven Konjugationsklasse geben, in dem p
und ¢ zusammen auftreten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Cgfg;m’s(s) =2+ e +2-> 2"+ 1) 4+2-) (2" +2)°
n=2

= n=0 n=0
_ C(S_l) +2i(2n+1)—3+2i(2”+2)_3+1 fir Re(s) > 2
C(S) n=0 n=0

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.7.3 Essei S das in Abschnitt 2.1 fiir p2mm ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

CremmS(s) = (s —1)+5-C(s) =242 +2-37° +4°°
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n > 1 gibt.

2. Nach den Bemerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten sind
die Worte px® und px®y mit a > 0 kurze Repriisentanten ihrer jeweiligen Kon-
jugationsklasse.

3. Analog zum vorherigen Punkt sind die Worte ¢qy® und gzry® mit a > 0 kurze
Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

4. Daraus ergibt sich fiir diese Worte, dass nur die Worte pq, pqzr, pqy und pgxy
kurze Repréasentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.
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Es ist also

S () =3 Y n 4242270 42 4 2Y n
n=1 n=1 n=2 n=3

+27542.3°447°
=(C(s—1)+5-C(s) —24+27°4+2-3°+4"° fiir Re(s) > 2

5.8 p2mg
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

2 1

p2mg = (z,y,mt|[x,y] 2m? =y, 2’ =z2" =27yl =y ml =m7")
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.8.1 Die Elemente von p2mg werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
2%y’ mit a,b € 7
2. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:
tx®y® mit a,b € Z
3. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:
may’, m ey mit a € Z und b >0
4. Worte aus den Erzeugenden x, y, t und m:
tma®y? tm %y mita € Z und b >0

Beweis:

1. Da sowohl ¢ als auch m einen der Erzeugenden x und y invertiert und mit dem
anderen vertauschbar ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. p2mg enthélt die Gruppe pm als Untergruppe. Und zwar wird hier pm durch
z, y und t erzeugt. Nach Satz 5.5.1 sind damit die Worte tzy® mit a,b € Z
kurz in ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse.
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3. Ebenso enthilt p2mg die Gruppe pg als Untergruppe. Und zwar wird hier pg
durch z, y und m erzeugt. Nach Satz 5.6.1 sind damit die Worte may® und
m~tx% " mit @ € Z und b > 0 kurz in ihrer jeweiligen Aquivalenzklasser.

4. Aus den zwei vorherigen Punkten und der Relation m! = m~! folgt, dass die
kurzen Reprasentanten von Elementen aus p2mg, die aus allen vier Erzeugen-
den gebildet werden, gerade die Worte tmaz®y® udn tm~'z% " mit a € Z und
b > 0 sind. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.8.2 Fs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p2mg ausgewdhlite Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

meg,S _ C(S B 1) 92 = on 1)"% 1 9~
- (8) = Ty FRLETH DT AL

Beweis:

1. Worte, die nur von x und y erzeugt werden und sich lediglich durch ein Vorzei-
chen im Exponenten von x oder y unterscheiden, liegen in derselben Konjuga-
tionsklasse. Da y nicht primitiv ist, gibt es 1 primitive Konjugationsklasse der
Wortnorm 1 und ¢(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n > 2.

2. Nach Satz 5.5.2 kénnen die Worte tz*2* und t2*?"y fiir a > 0 Reprisentanten
einer primitiven Konjugationsklasse sein. Aber die Konjugation mit m von
tzy mit o beliebig liefert:

1 1 —a’

/ _ _ / _
mtz®ym = tm 'z mPm T =tz

D.h. tz%y mit @ beliebig ist konjugiert zu einem kiirzeren Wort. Damit sind
nur tx*%*" mit @ > 0 Reprisentanten einer primitiven Konjugationsklasse, d.h.
man erhélt 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 2" + 1 mit n > 0.

3. Aus Satz 5.6.2 folgt, dass nur die Worte m, m~!, ma und m~'z~! Reprisentan-
ten einer primitiven Konjugationsklasse sein kénnen. Konjugation mit ¢ bzw.
mt zeigt aber, dass m ~ m~! und mz ~ m~lz~!. Es gibt also 1 primitive
Konjugationsklasse der Wortnorm 1 und 1 der Wortnorm 2.

4. Durch Konjugation mit t zeigt sich, dass tma®y® ~ tm~'z% . Damit miissen
nur noch die Worte tma®y® betrachtet werden. Nach Satz 3.2.2 sind diese Worte
sowohl fiir b > 1 als auch fiir |a| > 1 konjugiert zu kiirzeren Worten. Konjuga-
tion mit m zeigt, dass tmazy® ~ tm~1z7%". Diese Worte sind aber fiir b > 1
dquivalent zu tmax~%°!, d.h. zu kiirzeren Worten. Weiter folgt durch Konju-
gation mit tm, dass tmx® ~ tmaz~. Schliefllich ist (tm)? = e und (tmz)? = e,
d.h. diese Worte sind nicht primitiv.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Gt (s) =1+ > o) +2> (2" + 1)+ 1427
n=2 n=0

— M +2i(2"+ )74+ 1+427° fiir Re(s) > 2
C(S) n=0

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.8.3 Fs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p2mg ausgewdhlite Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

Cmeg,S(S) — Q(S _ ]_) +5. C(S) — 24279 4+37°
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n > 1 gibt.

2. Nach den Bemerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten sind
nur die Worte tz* mit a € Z kurze Repréasentanten ihrer jeweiligen Konjugati-
onsklasse.

3. Aus Satz 5.6.3, der Relation 2™ = z~! und der Tatsache, dass ¢ sowohl m als
auch y invertiert, folgt, dass nur die Worte my® und mzxy® mit a > 0 kurze
Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

4. Aus den Bermerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten folgt,
dass die Worte tm und tmax kurze Repréasentanten ihrer jeweiligen Konjugati-
onsklasse sind.

Es ist also

PPS(s) = nen Y T+ 142 Y Y 27 370
n=1 n=1 n=2 n=1 n=2

=((s—=1)+5-C(s) —2427°+37° fiir Re(s) > 2
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5.9 p2gg
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

pg = <x7 y’ u7/U ‘ [x7 y] 7u2 = x? /02 = y? xv = xil? yu = y717 (uv)2>
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.9.1 Die Elemente von p2gg werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
%y’ mit a,b € Z
2. Worte aus den Erzeugenden x, y und u:

uzr®y’ u e ™% mita >0 und b € Z

3. Worte aus den Erzeugenden x, y und v:

vy v % mita € Z und b >0
4. Worte aus den Erzeugenden x, y, u und v:
wvr ™y’ u oz’ w0 w o ey T mat a, b > 0
Beweis:

1. Da u und v einen der Erzeugenden x und y invertieren und mit dem anderen
vertauschbar sind, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Die Gruppe pg wird in p2gg von u, x und y als Untergruppe erzeugt. Nach
Satz 5.6.1 sind dann die Worte uzy® und uw~'z7%" mit @ > 0 und b € Z kurz
in ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse.

3. Genauso wird die Gruppe pg in p2gg von v, x und y als Untergruppe erzeugt.
Wieder nach Satz 5.6.1 sind damit die Worte vz®y® und v~'2% " mit a € Z
und b > 0 kurz in ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse.

4. Aus den zwei vorherigen Punkten und der Relation (uv)? folgt, dass die kur-
zen Représentanten von Elementen von p2gg, die aus allen vier Erzeugenden
gebildet werden, die Worte wvz=%°, v tvz®y?, uvv'z~ % und v v taty
mit a,b > 0 sind. O
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Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.9.2 Fs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p2gg ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

(s =1)

O

S
Gorim (5) =

Beweis:

1. Da u den Erzeugenden y invertiert und v den Erzeugenden z, liegen Worte,
die sich nur durch ein Vorzeichen im Exponenten von x oder y unterscheiden,
in derselben Konjugationsklasse. Die Erzeugenden x und y selbst sind nicht
primitiv. Es gibt also ¢(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n > 2.

2. Nach Satz 5.6.2 kommen nur die Worte u, u~*, uy und u~'y als Repriisentanten
einer primitiven Konjugationsklasse in Frage. Konjugation mit v zeigt aber,
dass u ~ u~ly und u=! ~ uy. Es gibt also nur 2 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1.

3. Wie im vorherigen Punkt zeigt man, dass es 2 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1 gibt.

4. Diese Worte sind nicht primitiv. So ist z.B.
(wvz™"y")? = wor ™y uve ™y’ = wouvay e = e
Analog 1483t sich die Aussage fiir die anderen Worte zeigen.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

P95 (s) = " p(n)n ™" + 2+ 2
n=2

ZMﬂLi’) fiir Re(s) > 2

¢(s)
Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.9.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p2gg ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

P8 (5) = (s = 1) + 5+ ((s) + 27
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Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n > 1 gibt.

2. Aus Satz 5.6.3 folgt, dass die Worte uz®, u=lz™%, uz® und v 1z7% mit a > 0
als kurze Repréisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse in Frage kommen.
Allerdings zeigt die Konjugation mit v, dass Worte, die den Erzeugenden y
enthalten, konjugiert sind zu kiirzeren Worten.

3. Analog zu den Aussagen des vorigen Punktes folgt, dass die Worte vy® und
vy~ mit @ > 0 kurze Repriisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse
sind.

4. Aus den beiden vorherigen Punkten folgt, dass Worte, die die Erzeugenden
und v und mindestens einen der beiden Erzeugenden x und y enthalten, konju-
giert sind zu kiirzeren Worten. Weiter ist uv ~ v~ 'o™! und u=tv ~ uv=t. Also
sind nur wv und u~'v kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklas-

se.
Es ist also
(P299:5(g) = in-n”—i— in*‘9+4+4§:n*3+2-2ﬂ
n=1 n=1 n=2
=((s—1)+5-C(s) +27C"Y fiir Re(s) > 2
O
5.10 cm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

l,xt :xy>

cm = <x7y’t | [l’?y] 7t27yt - y_
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugendensystems S darstellen.
Satz 5.10.1 Die Elemente von cm werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

%P, %" mit a,b > 0
2%y’ 7% " mit a,b > 1 und min(a,b) < 2
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2. Worte aus den Erzeugenden x und t:
tz?, x% mit a € Z\{0}
%zt x" %z mit a,b > 1
tz*t mit |a|] > 3

xatmbt, %% mita>1 undb>3

3. Worte aus den Erzeugenden y und t:
ty® mit a € Z
4. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:
txty = te %t 2%y, %t mat a,b > 1
t:v“y’bt, tm’“ybt mita>3 undb>1
Beweis:

1. Die Behauptung fogt aus Satz 3.1.1.

2. Nach Satz 3.3.1 sind die angegebenen Worte kurze Reprisentanten von Ele-
menten aus cm.

3. Da t den Erzeugenden y beim Vertauschen invertiert, kann in jedem kurzen
Wort, das aus den Erzeugenden y und ¢ gebildet wird, der Erzeugende ¢ nur
einmal auftreten. Aus demselben Grund lassen sich alle auftretenden y auf einer
Seite von ¢t sammeln. Man erhélt also die Worte ty® als kurze Repréasentanten
ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse.

4. Aus Abschnitt 3.3 folgt, dass die angegebenen Worte kurze Représentanten
von Elementen von cm sind. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.10.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir cm ausgewdhlite Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

C(Z_(;)D +2(3—27)¢(s) + 2 i o(n)(n+2)""

—5—26D_4.35_92.5°

Grin(s) =2

prim
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Beweis:

1. Allgemein gilt fiir o',V € Z

txa’yb’t _ :L,a’ya’—b’
Zusammen mit der Tatsache, dass ¢ nur y in sein Inverses iiberfiihrt, folgt
daraus, dass es 3 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 2 - ¢(n)
primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n > 2 gibt, die von den Worten
r7%" und 2% " mit (a,b) = 1 reprisentiert werden.
Aus der obigen Gleichung folgt, dass x%y® fiir a = 1 und b > 1 und fiir a = 2
und b > 2 konjugiert ist zu kiirzeren Worten. Da x%y = (xt)? ist, ist 22y
nicht primitiv. 2%° kann also nur fiir @ > 3 Représentant einer primitiven
Konjugationsklasse sein. Wegen min(a,b) < 2 mufl dann b = 1 oder b = 2
sein. Es ist aber nach der obigen Gleichung z3y? ~ x3y. Weiter ist z%y? fiir
gerade a nicht primitiv. Analoge Aussagen lassen sich fiir 7% beweisen.
Damit reprisentieren 2%y® und =%~ fiir geeignete a und b 2 primitive Kon-
jugationsklassen der Wortnorm n > 4 und 2 primitive Konjugationsklassen der
ungeraden Wortnorm n > 7.

2. Es ist tz® ~ z%. Und damit erzeugt tx® zwei primitive Konjugationsklassen
fiir jede Wortnorm n > 2.
Die Worte ztz® und z~%x =" sind konjugiert zu tz®*® bzw. tz~(@+? Also liegen
diese Worte in den von tz® erzeugten primitiven Konjugationsklassen.
Weiter ist tx®t ~ z%, d.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
SchlieBlich miissen noch die Worte z%2’t und %2~ mit b > 3 betrachtet
werden. Es ist 2%z’ ~ tax*z® und 7%z ~ tz~%zx? d.h. diese Worte
sind fiir a < 2 konjugiert zu kiirzeren Worten. Weiter ist 2% = x%b9® und
v %z = x7 @yt Also sind diese Worte fiir (a + b,b) > 1 nicht primi-
tiv. Die Bedingung (a + b,b) = 1 ist aber gleichbedeutend mit der Bedingung
(a,b) = 1. 2%2° und 2=zt erzeugen damit 2 - p(n) primitive Konjugati-
onsklassen fiir jede Wortnorm n + 2 > 8.

3. Konjugiert man ty* mit z%, so erhélt man z~%y%x® = z~ %tz = t. Damit
sind diese Worter konjugiert zu kiirzeren Wortern. ¢ selbst ist nicht primitiv.

4. Zunichst ist tz%y " ~ 2%’ und tz "%’ ~ z7%"t. Konjugation mit y liefert
y ety by = tyxty~ D = atatly= O bzw. to—% = 2~ Hr (@ Dyt Also
sind diese Worte konjugiert zu kiirzeren Worten.

Die Worte tz%y~°t und tz =%yt sind ebenfalls konjugiert zu kiirzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Q;:nf(s) =3+42> en)n™*+2> n*+2> 2n+1)4+2) n®
n=4 n=2

n=2 n=3
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—i-QZcp )(n+2)"

(s 1)
—2. 22" o3 $) 423 pn)(n+2)"
0 >
—5-276"D _4.375 _2.57¢ fur Re(s) >
Nach 4.5.1 hat (;:?,5 damit eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. O

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.10.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir cm ausgewdhlite Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

<cm,S<S) —3. C(S o 1) + 2_SC(3) +14+2.37°
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n+5 Konjugationsklassen der
Wortnorm n > 6 und 3 Konjugationsklasse der Wortnorm 1, 5 der Wortnorm
2, 9 der Wortnorm 3, 11 der Wortnorm 4 und 13 Konjugationsklassen der
Wortnorm 5 gibt.

2. Die Worte tz® mit a € Z\{0} sind sogar Représentanten einer primitiven Kon-
jugationsklasse. Ebenfalls aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass z%ta?
mit a - b > 0 und tz*t konjugiert sind zu kiirzeren Worten. Weiter folgt, dass
29tz ~ xbtat ist. Daher sind die Worte %% nur fiir |a| > [b| > 3 und
a - b > 0 kurze Repréasentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

3. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass diese Worte konjugiert sind zu
kiirzeren Worten. Nur ¢ ist ein kurzer Représentant seiner Konjugationsklasse.

4. Diese Worte sind ebenfalls konjugiert zu kiirzeren Worten.

Es ist also

¢S ( —QZnn +5Y n +3+5-27°+9-3°4+11-47°4+13-57°

+ 2 Z n=* 42 i(n —3)(2n)* +2 i(n -3)2n+1)"°+1

— 3. (s — 1) +27°C(s) £ 14+ 237 fiir Re(s) > 2
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5.11 c2mm
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

2 —1 1 r -1

C2mm:<x7y7m7’r|[x7y]7m’TQ?ym:y ?xm:xy7yr:y_ 7$ =T )

P 7‘_1>
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.11.1 Die Elemente von c2mm werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
—a, b ,a, —b .
x "y, 2%y~ mit a,b > 0
2%y 2~ mit a,b > 1 und min(a,b) < 2

2. Worte aus den Erzeugenden x und m:

mz®, xm mit a € Z\{0}

zomab, x™max ™" mit a,b > 1
ma*m mit |a| > 3

2oma’m, 7%z’ m mit a > 1 und b > 3
3. Worte aus den Erzeugenden y und m:
my® mit a € Z
4. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:
ma®y =, mx~ %P, 2% ’m, x "% m mit a,b > 1
mac“y*bm, mx*“ybm mita >3 und b>1
5. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

re” %P, rety =" mit a,b >0

ra®y® re~% " mit a,b > 1 und min(a,b) < 2
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6. Worte aus den Erzeugenden x, m und r:

rmz®, rz*m mit a € zZ\{0}

b

ra®ma®, re”ma ™% mit a,b > 1

rma®m mit |a| > 3

rx“mxbm, re"%ma’m mit a > 1 und b > 3
7. Worte aus den Erzeugenden y, m und r:
rmy® mit a € Z
8. Worte aus den Erzeugenden x, y,m und r:

me“y_b, rm:p_“yb, r:v“y_bm, rx_“ybm mit a,b > 1

rma®y " m, rma”y’m mit a >3 und b > 1

Beweis: In c2mm wird die Gruppe em durch die Erzeugenden x, y und m als Un-
tergruppe erzeugt. Die Worte der Punkte 1. - 5. sind nach Satz 5.10.1 die kurzen
Reprisentanten der Elemente von cm.

Da der Erzeugende r selbstinvers ist und die anderen Erzeugenden entweder inver-
tiert oder mit ihnen vertauschbar ist, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende r
nur einmal auftreten. Aus demselben Grund gibt es zu jedem Wort ein dquivalentes
Wort gleicher Lénge, in dem der Erzeugende » am Anfang steht. Lasst man nun in
einem solchen Wort den Erzeugenden r weg, so mufl das daraus resultierende Wort
ein Wort aus cm sein. Wenn man vor jedes Wort aus cm den Erzeugenden r schreibt,
so erhélt man umgekehrt einen kurzen Repréasentanten eines Wortes aus ¢2mm. Dies
ergibt genau die Worte der Punkte 6. - 10. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.11.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir c2mm ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

¢(s—1)
¢(s)

+) (2" +2)°—-2-27°=-3"° -5

n=0

cezmmS (5 = L Bo27)C(s) + i () (n+2)"°
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Beweis:

1. Da diese Worte in der Untergruppe cm von c2mm liegen, folgt aus Satz 5.10.2
und der Tatsache, dass r sowohl x als auch y invertiert, dass es 2 primitive
Konjugationsklassen der Wortnorm 1, ¢(n) primitive Konjugationsklassen der
Wortnorm n > 2, 1 primitive Konjugationsklasse fiir jede Wortnorm n > 4
und 1 primitive Konjugationsklasse fiir jede ungerade Wortnorm n > 7 gibt.

2. Auch diese Worter sind Worter der Untergruppe cm. Weil r den Erzeugenden
x invertiert, gibt es damit 1 primitive Konjugationsklasse fiir jede Wortnorm
n > 2 und @(n) primitive Konjugationsklassen fiir jede Wortnorm n + 2 > 8.

3. Diese Worte sind bereits in cm konjugiert zu kiirzeren Worten bzw. nicht pri-
mitiv.

4. Diese Worte sind ebenfalls bereits in ¢m konjugiert zu kiirzeren Worten.

5. Da r die Erzeugenden x und y beide invertiert und die Ordnung von r gleich
2 ist, sind nach Satz 3.2.2 die Worte rz®y® fiir a,b € Z von endlicher Ordnung
und damit nicht primitiv.

1 a—2 1 a—2,,—1

6. Es ist zrma®z=t = ra~tmaz® ! = rmy~ 1272 und zra®mat = ra® 2y~ im.
D.h. diese Worte sind fiir |a] > 2 konjugiert zu kiirzeren Worten. Weiter ist
rmax ~ rmx~t ~ rem ~ rz~'m. Man erhilt also 1 primitive Konjugations-
klasse der Wortnorm 3.

Durch Konjugation mit r erhilt man rz®ma® ~ ra~*maz~°. Und da rz%max
2% ma® und a,b > 1, sind diese Worte konjugiert zu kiirzeren Worten.
Ebenso ist rmz*m = mrax®m konjugiert zu einem kiirzeren Wort.
SchlieBlich ist xrz®ma’ma=! = ra® 'mab~'y~'m und auBerdem rz®ma’m ~
roe~%ma~®m, d.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

a—1

b b

7. Konjugation mit r liefert rmy® ~ rmy~?. Da aber

(Tmya>2k — y2ka
und damit
(Tmya)2k+l — y2kTmya _ rmy(2k+1)“,
gibt es jeweils 1 primitive Konjugationsklasse fiir jede Wortnorm 2" 4 2 mit
n > 0.

8. Konjugation mit r bzw. m zeigt, dass rma%y=" ~ rmax=%" ~ ra=%bm ~
ray~*m. Weiter ist xrmay =Pz~ = rma® 2y~ ®*+D d.h. fir a > 1 sind diese
Worte konjugiert zu kiirzeren Worten. Es ist aber

)2k —k

(rmzx)= =y
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und damit

)2k+1

(rmx = rmay "

D.h. rmay~° ist fiir alle b nicht primitiv.
Die Worte rma®y~"m und rmaz~%y’m sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann
CommsS (s) = 2 + Z p(n)n* + Z nTEY n+1) ) 0t
=4 n=3 n=2

—i—Zgo J(n+2)"+37+> (2" +2)”

n=0
(s - 1)
=>4 (3 )+ > p(n)(n+2)"
) >
+ ) (2"4+2)7°—=2—-27° =37 =57 fiir Re(s) > 2
n=0
Nach 4.5.1 hat C;f%m ¥ damit eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. O

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.11.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fir c2mm ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

5 1
¢ermmS (g) = 5 C(s—1)+ 5(5 +275)¢(s) =1 =275 —2.375 — 4767 _ 57071

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n+ 3 Konjugationsklassen der
Wortnorm n > 6 und 2 Konjugationsklasse der Wortnorm 1, 3 der Wortnorm 2,
5 der Wortnorm 3, 6 der Wortnorm 4 und 7 Konjugationsklassen der Wortnorm
5 gibt.

2. Aus Satz 5.10.3 und der Tatsache, dass r» den Erzeugenden x invertiert, folgt,
dass die Worte ma® mit a > 1 und 2%ma’m fiir a > b > 3 kurze Reprisentanten
ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

3. Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten. Nur m ist ein kurzer Re-
priasentant seiner Konjugationsklasse.

4. Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
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5. Da r, x und y die Gruppe p2 als Untergruppe von c2mm erzeugen, kommen
nach Satz 5.4.3 die Worte r, rx, ry und rxy als kurze Représentanten ihrer
jeweiligen Konjugationsklasse in Frage. Allerdings ist mraxym = rx.

6. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass nur rmx ein kurzer Reprisentant
seiner Konjugationsklasse ist. Alle anderen Worte sind konjugiert zu kiirzeren
Worten.

7. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rmy® mit a > 0 kurze
Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

8. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rmay = kurze Re-
priasentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also

¢PmmS(s)=2>"n-n 43> n 424327453 +6-4F+7-5°+1
n=6 n=6
+Y 7+ > (n=3)2n) "+ DY (n—=3)2n+1)F+1+2-27°
n=2 n=4 n=4

+37 ) n+Y 0t
n=4

n=2

5 1
=5 (s =1+ 56G+27)((s) —1-27" =237~ 4=~ _5=(s-D)

fir Re(s) > 2

O

5.12 p4
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

pd=(zyr| eyl rty =at o =y)
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.12.1 Die Elemente von p4 werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

%y’ mit a,b € Z
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2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:
ratyl, r ety r2aty® mit a,b €z
Beweis:

1. Da es in p4 keine Relation der Form x" = z°*y®¥ bzw. y" = x**y*v gibt, folgt
die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Aufgrund der Relationen y” = 27! und 2" = y lassen sich die Erzeugenden x
und y alle auf einer Seite von r sammeln. Da die Ordnung von r gleich 4 ist,
kénnen nur die Zahlen 1, -1 und 2 als Exponenten von r auftreten. Man erhélt
damit die Worte ra%y?, r~'z%®, r22%?® mit a,b € Z als kurze Reprisentanten
ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.12.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p4 ausgewdihlite Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

p4,S o C(S - 1)
prim( ) - Q(S)

Beweis:

1. Konjugiert man z%y® mit einer Potenz von r, so sieht man, dass 2%y® ~ 2%y~ ~
7% ~ 7%’ Damit gibt es 1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm
1 und ¢(n) primitive Konjugationsklassen fiir jede Wortnorm n > 2.

2. BEs sei ¢ = —1,1,2. Die Worte r°2%?" sind nicht primitiv. Denn fiir ¢ # 2
ist (rfz9y®)* = (r?z®y")?, wobei ¢’ und ¥’ von ¢ abhingen. Da aber 72 die

Erzeugenden z und y invertiert, ist (r2z%y”)? = e = (r2z%y")2.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Crim(s) =14 > p(n)n™*
n=2

= ¢s=1) fur Re(s) > 2

¢(s)

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion
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Satz 5.12.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p4 ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

(P(s) =((s—1)+2+3-27° 437 447
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n Konjugationsklassen der
Wortnorm n > 1 gibt.

2. Betrachtet man die Konjugationsklassen, in denen diese Worte liegen, so stellt
sich heraus, dass die Worte r, r=!, 72, ra, r 'z, r?z und r?zy kurze Reprisen-
tanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also
PH(s) = n-n T +2+43-27°+37°+47°

n=1
=((s—=1)4+2+3-27°43°+4° fiir Re(s) >2

5.13 p4mm
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

1 r m m -1
y ' =Yy, r =Yy, r =T >

p4mm - <x7 y? T’ m | I:x7 y] Y T47 m27 yT - ‘r_
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.13.1 Die Elemente von pAmm werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
2%y’ mit a,b € 7
2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

raty?, rtaty, 2ty mit a,b €z
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3. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:

ma®y® mit a,b € Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, v und m:
mrz®y’, mr—tz%y?, mrlz®y® mit a,b € Z

Beweis: Die Gruppe pdmm enthélt die Gruppe p4 als Untergruppe. Sie wird von
x, y und r erzeugt. Die Worte der Punkte 1. und 2. sind gerade die Worte, die die
Elemente aus p4 repréasentieren.

Da m den Erzeugenden r invertiert und die Erzeugenden x und y vertauscht, lassen
sich in den Aquivalenzklassen die kurzen Reprisentanten so wihlen, dass sie mit m
beginnen, gegebenenfalls gefolgt von einer Potenz von r und mit Potenzen von x
und y enden. Also sind die Worte der Punkte 3. und 4. kurze Représentanten von
Elementen von pdmm. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.13.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir pAmm ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

ChimS () = 1e-1 i(2” +1)7+ i(?‘ +2)7 4 i@" +3) 4 L)
2 C(S) n=0 n=0 n=0 2

Beweis:

1. Diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. Daher folgt aus Satz 5.12.2, dass
2%’ ~ 2Py~ ~ 27y ~ 7% " Konjugiert man jetzt x%° mit m, so erhilt
man z%y®. Damit liegen 2%°, z%y~?, 7 %y*, 2% °, zby¢, 2%, 2~%"® und
7%~ in einer Konjugationsklasse. AuBerdem ist (mz)? = xy, d.h. zy ist
nicht primitiv. Es gibt also 1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm 1
und %cp(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n > 3.

2. Auch diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. In Satz 5.12.2 wird bereits
gezeigt, dass diese Worte nicht primitiv sind.

3. Es sei jetzt a,b > 0. Dann sind ma% =" und ma~%" konjugiert zu kiirzeren
Worten, da mz®y~" = v7*ma® und maz %" = xbma~.
Konjugiert man ma%y® mit m, r, ' und r2, so erhilt man ma%y® ~ maly® ~
mr?zly=® ~ mr2z byt ~ ma~% . AuBerdem ist mz%y® = zPma® ~ ma?t?.
D.h. mz®, mz= my®, my~*, mz®y", mz="y", ma¥y? und mz Yy mit
a’' + b = a liegen in einer Konjugationsklasse. Es ist aber

(mxb)2k+l _ mx(kJrl)bykb.
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Wenn also a = (k + 1)b+ kb = (2k + 1)b ist, ist die Konjugationsklasse {maz®}
nicht primitiv. Damit représentieren die Worte ma?’ mit b >0 primitive Kon-
jugationsklassen der Wortnorm 2° + 1.

4. Es seien auch hier a,b > 0. Konjugiert man mrz%® und mr—'z%° mit m,

r, T

L und r?, so zeigt sich, dass sich diese Worte auf 3 Konjugationsklassen

verteilen:

1.
ii.

1il.

b b

mry®, mry=, mr=tab, mr—la~
a —a —1,,a —-1,,—a

mrx®, mrx=* mr~y*, mr-y

mm:“yb, m?"x“y_b, mrw‘“yb, mm’_“y_b,

mr‘lx“yb, mr‘lm“y_b, mr‘lx_ayb, mr‘lx_“y_b

Betrachtet man nun diese Konjugationsklassen, so gilt

1.

ii.

iil.

Es ist
(mry®)** = ((mry")*)* = (%) =y
und damit

)2k+1 2k+1)a

(mry® = eyt = maryt = mry(

Damit reprasentieren die Worte mry2b mit b > 0 primitive Konjugations-
klassen der Wortnorm 2° + 2.

Es gilt

mrz® =z mra® .
D.h. diese Worte sind fiir @ > 1 konjugiert zu kiirzeren Worten. Da
(mrx)? = e ist, ist mrx nicht primitiv.

Zuniichst ist mrz®y® = 7 'mry®z*t, d.h. fir @ > 1 sind diese Worte
konjugiert zu kiirzeren Worten. Fiir a = 1 gilt

2b)k 2kb

(mray’)® = ((mray’)®)* = () =y

und damit

(mmyb)%ﬂ — 4 mrry = ma eyt = mmy(%ﬂ)b_

Damit reprisentieren die Worte mrwy2b mit b > 0 primitive Konjugati-
onsklassen der Wortnorm 2° + 3.

SchlieBlich gilt fiir die Worte mr2z%y°:

2

mr x“yb =t

my_aa:br

fiir a,b € Z. Also sind diese Worte konjugiert zu kiirzeren Worten.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Cp4mm S
prim

=1+ ; i en)n™ + i(Q" +1)7%+ i(T +2)”

n=0

+ §(2” +3)”

lu+22”+1 +22"+2 +22"+3
() n=0 n=0 n=0
1

+ = — 276D figr Re(s) > 2

[\

\)

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.13.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir pAmm ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

¢pAmmS(g) = %C(s —-1)+ %(7 +27°)((s) —1+27°+37°+47°

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und n Konjugationsklassen der Wortnorm 2n — 1 mit n > 1

gibt.

2. Aus Satz 5.12.3 und der Tatsache, dass m den Erzeugenden r invertiert, folgt,
dass nur die Worte r, 72, rz, r2x und r?zy kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen

Konjugationsklasse sind.

3. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte ma® mit a > 0 kurze
Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

4. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte mry® und mrzy® mit
a > 0 kurze Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also

Cp4mm S( )

> (n+1) +Z (2n—1)""+1+2-27°4+37°+47°
n=1

+Zn*s+2n*5+2n*8

n=1 n=2 n=3

1 1

5((5 - 1)+ 5(7 +279C(s) =1 +27° 437 +47° fiir Re(s) > 2
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5.14 p4gm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

1

p4gm = <':C7 y? T7t | ['I’ y] 7T47t27yr = x_ 7':CT = y’ l‘t = y7 Tt = ’,"_1‘%‘_1>

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.14.1 Die Elemente von pdgm werden bzgl. des ausgewdhiten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

%y’ mit a,b € Z
2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:
raty’ r ey, r2aty® mit a,b € 7
3. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:

tz®y® mit a,b € Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, v und t:

tra®y =, r Yta%y® mita € Z und b >0
tr-ta%y’ rte %’ mita >0 und b € 7
triay = r2tz %" mit a,b > 0
rtrta®y® rre %" mit a,b >0

Beweis: Die Gruppe p4gm enthélt die Gruppe p4 als Untergruppe. Dabei wird p4
von x, y und r erzeugt. Die Worte der Punkte 1. und 2. stellen gerade die Elemente
aus p4 dar.

Aufgrund der Relation 2! = y sind Worte, die nur aus den Erzeugenden z, y und ¢
gebildet werden, dquivalent zu Worten, die mit ¢ beginnen. Und da ¢ Ordnung 2 hat,
kann auch nur ein ¢ auftreten und zwar mit dem Exponenten 1. Man erhélt also die
Worte tz*y® mit a,b € Z als kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse.
Nimmt man nun noch den Erzeugenden r hinzu, so sind diese Worte dquivalent zu
Worten, die mit einem Teilwort w’ aus ¢ und r beginnen und in denen die Erzeugen-
den t und r nicht weiter auftreten. Allerdings sind die Worte w = w'z%® aufgrund
der Relation vt = r~1z7! fiir bestimmte Vorzeichen von a und b dquivalent zu kiirze-
ren Worten. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit
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Satz 5.14.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fir pAgm ausgewdihlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

m 1CS_1 - n 73 1 —(s
O R EINCEDREE R

Beweis:

1. Diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. Daher folgt aus Satz 5.12.2, dass
2%y’ ~ 2ty ~ 27y ~ 7% b Konjugiert man jetzt x%® mit ¢, so erhilt
man x’y®. Damit liegen x%°, 2by~¢, x~by*, v %~ °, 2%y*, 2% °, 2%’ und
7%~ % in einer Konjugationsklasse. Aufgrund der Relation r! = r~1z7! ist 27!
nicht primitiv. Weiter ist zy = (tx)?, d.h. xy ist ebenfalls nicht primitiv. Es

gibt also %(p(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n > 3.

2. Auch diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. In Satz 5.12.2 wird bereits
gezeigt, dass diese Worte nicht primitiv sind.

3. Da tx%y® = xtz® ist, ist tx%y® konjugiert zu kiirzeren Worten, wenn a und b
unterschiedliche Vorzeichen haben.
Seien ab jetzt a,b > 0. Da tz®%y® = atz® ist, sind tz*y" ~ tz® mit o’,b > 0
und a’ + b’ = a. Es gilt aber

(tab)2k = ghbykt

und daher

(txb>2k+1 — l‘kbykbtl’b — tx(k+1)bykb ~ t$(2k+1)b.

Entsprechende Aussagen lassen sich zeigen, wenn a, b < 0 sind. Damit reprisen-
tieren die Worte tz*2" mit b > 0 primitive Konjugationsklassen, d.h. es gibt 2
primitive Konjugationsklassen je Wortnorm 2" 4+ 1 mit n > 0.

4. Zunichst sind alle Worte, in denen der Erzeugende r zweimal auftritt, konju-

giert zu kiirzeren Worten, da sich diese Worte so umformen lassen, dass sie mit
einer Potenz von r beginnen und enden, wobei sich die Lange hochstens um 1
vergrofert.
Betrachtet man die iibrigen Worte, so stellt man als erstes fest, dass trazy®
~ rtz®y® und tr-lz%b ~ r~'z%®. AuBerdem ist trz® y ~ trlg by~ (et
~ tr 'z byl baw. trtatyt ~ tra=CDy=e ~ trabtly=e D.h. die Worte
trzy® und tr~'z%® sind konjugiert zu try® oder tr—'zc, Wobel ¢ = a oder
b. Nun ist aber y=' = (¢r)? und z = (tr~!)2. Damit sind try¢ und tr—'x
fiir ¢ > 1 nicht primitiv. Es bleiben also 2 primitive Konjugationsklassen der
Wortnorm 2 {ibrig.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann
1 o oo
G5 =3 3 el £ 23 @+ ) 422

n=0
;dC( ) )+2§0<2n+1)‘8 - % +3-27CH i Re(s) > 2

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.14.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fir pAgm ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

(P (5) = ;Q(s —1)+ %(9 +275((s) —14+27°+37¢

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und n Konjugationsklassen der Wortnorm 2n — 1 mit n > 1
gibt.

2. Aus Satz 5.12.3 und der Relation 7' = r~12~! folgt, dass nur die Worte r, r !,
r? und r?z kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

3. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte tz* mit a € Z kurze
Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

4. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte try~* und trz® mit a >
0 kurze Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind. Alle anderen
Worte sind entweder konjugiert zu diesen Worten oder konjugiert zu kiirzeren
Worten.

Es ist also

(n+1)- Z 2n—1)"°"+2+27°4+3"°

Mg

¢ (s) =

n=1

+1+22n_5+22n_5
n=2 n=2

= %C(S — 1)+ %(9 +27°)((s) —1+27°+37° fiir Re(s) > 2
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5.15 p3
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p3 = <x7y7r ’ ['r7 y] 7T37xr = x71y7 y,r = x71>

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.15.1 Die Elemente von p3 werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

2%y, 2% " mit a,b> 0

%" 2% mit a,b > 1 und min(a,d) < 2
2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

ra®y’, x%yPr=t mita-b >0
r %yl %P mita-b >0 und a #0
zry® yPr e mita-b >0
ra®y’r~' mit a-b >0 und |b| >3

rtayr mit a-b >0 und |a] >3
Beweis:

1. Da in p3 die Relation 2" = z~ 1y gilt, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Nimmt man jetzt den Erzeugenden r hinzu, so lassen sich auf Grund der Rela-
tionen von p3 die Erzeugenden x und y nicht alle auf einer Seite von r sammeln.
Zunichst lassen sich folgende allgemeine Aussagen machen:

i. Da y" = 27! ist, reprisentieren die Worte r~'y® und 2% ! dieselben

Elemente von p3. Dasselbe gilt fiir die Worte y*r und rax~®. Dabei ist
a € Z. Aus demselben Grund kann es auch die Teilworte 3°rz® und 2%~ 1y®
mit a,b € Z\{0} nicht geben. Weiter kann es damit auch keine Teilworte
der Form rz% ! und r~1y% mit a € Z geben.

Die Worte 7~ tz% = ry®r~! sind wegen der Relation 2" = x ™1y fiir |a| < 2
aquivalent zu kiirzeren Worten. Damit sind auch alle Worte, die r~'z%
mit |a| < 2 als Teilwort enthalten, dquivalent zu kiirzeren Worten.
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ii. Es kann keine kurzen Worte geben, in denen der Erzeugende r und die
Erzeugenden z und y auftreten und die Exponenten von z und y un-
terschiedliche Vorzeichen haben. Diese Worte sind dquivalent zu kiirzeren
Worten, in denen die Exponenten von x und y dasselbe Vorzeichen haben.

iii. Es kann keine kurzen Worte geben, in denen der Erzeugende r zweimal mit
demselben Exponenten auftritt. Diese Worte sind dquivalent zu kiirzeren
Worten, in denen der Erzeugende r nur noch einmal mit diesem Exponen-
ten vorkommt.

iv. Worte, in denen der Erzeugende r zweimal auftritt und eine Potenz von
r zwischen zwei Potenzen von x oder zwei Potenzen von y oder zwischen
einer Potenz von x und einer von y steht, brauchen nicht betrachtet zu
werden. Diese Worte sind immer dquivalent zu Worten, in denen die Po-
tenzen von r eine Potenz von x und eine Potenz von y einrahmen, ohne
dass sich die Lange éndert.

Aus diesen Aussagen und der Tatsache, dass die Worte rz%y®r~! und r~12%°r
nicht als Teilworte langerer Worte auftreten kénnen, ergeben sich die obigen
Formen fiir die kurzen Reprédsentanten von Elementen aus p3, die aus den
Erzeugenden r, x und y gebildet werden. Die Worte ra%y’r~! und r~ta%°r
konnen nicht als Teilworte langerer Worte auftreten, da solche Worte entwe-
der dquivalent wéren zu kiirzeren Worten oder aber dquivalent wéiren zu den
Worten gleicher Lange 'z y"r bzw. ra®y®r—'. Es ist z.B. fiir ¢ > 1

ratyPrly® = ratybe—or! = rpocybpl
und mit d = min(c, a) ist
ratytr et = rybrly =0t = pybradpy (0D gemd = pybrdp—ly—(a=d) pe—d
und hier ist die Linge um d kleiner. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.15.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p3 ausgewdihlite Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

(s —1)

3,5, \
sz))rim(s) =2 C(S)
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Beweis:

1. Es seien a,b € z. Konjugiert man 2%® mit einer Potenz von r, so sicht man,
dass 2%y ~ 2Py (@0 ~ p=(etbye  Algo ist 2% konjugiert zu einem kiirzeren
Wort, falls a und b unterschiedliche Vorzeichen haben. Es gibt somit 2 - ¢(n)
primitive Konjugationsklassen fiir jede Wortnorm n > 1.

2. Bs ist raty® = y=%y® r oyt = 27012 2%Pbr = 2% 27" und 2%ir~! =
y’r~'y~®. Da a und b dasselbe Vorzeichen haben, sind diese Worte damit fiir
a # 0 # b konjugiert zu kiirzeren Worten. Falls a = 0 oder b = 0, sind diese

Worte nicht primitiv, da z.B.

b,.—1

(ra®)® =y~ "rrara® =y or la%ra® = y 2Tyt = e
und

1 1

(,r,yb)3 — (T_l.CE_aT_l)3 — T_l.T_aT'Z'_a’I".TJ—aT_ — :an—al,—ayarr— = e.

Die anderen Fiélle kann man analog zeigen.

Da z%y” ~ rz%y® und 3°r~12% ~ r~1z%® liegen diese Worte in bereits unter-
suchten Konjugationsklassen.

Die Worte rz%’r~! und r~'2%’r sind offensichtlich konjugiert zu kiirzeren
Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Gorim (8) =23 p(n)n™*
n=1

Cls—1)

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.15.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fir p3 ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

(P3(s)=2-C(s—1)+2+2762
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n Konjugationsklassen der
Wortnorm n > 1 gibt.
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2. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rz®, ry®, r~12% und

r~ly® mit a > 0 mogliche kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugations-
klasse sind. Es gilt aber

ra® = tryx® T,
d.h. rx® ist fiir @ > 1 konjugiert zu kiirzeren Worten. Analoge Aussagen lassen
sich fiir die andere Worte zeigen. Damit sind nur r, » =%, rz, ry, r 'z und r~y

kurze Repréasentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

Es ist also
(™S(s)=2Yn-n4+2+4.27°
n=1
=2-C(s—1)+2+2"2 fiir Re(s) > 2
O
5.16 p3lm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von
p?)lm = <$7 y7 T7t | I:'T7 y] 7T27 t27 (tr>37 "'U,r = x’ yt = y7 xt = x71y7 yr = 'ry71>
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.16.1 Die Elemente von p31lm werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
a,b ,.—a,—b .
Yy’ "y mit a,b >0
%" 2% mit a,b > 1 und min(a,b) < 2

2. Worte aus den Erzeugenden x und r:

rx® mita € Z

3. Worte aus den Erzeugenden y und r:

ry®, yr mit a € Z\{0}
yery =y %y mit a,b> 1
ry*r mit |a| > 3
yory~lr,y"ryPr mita > 1,b> 3
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4. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:
ra®y’, ra %0 2%y, 2% 0 mat a,b > 1
5. Worte aus den Erzeugenden x und t:
tz?, x% mit a € Z\{0}
a:“tx_b,a:_“txb mit a,b > 1
tzt mit |a| > 3

xaw_bt, %2t mit a > 1,b>3
6. Worte aus den Erzeugenden y und t:
ty® mit a € Z
7. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:
txty? tr b, x%ybt, a7 mat a,b > 1
8. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r und t:

rtx?, tra®, xrt, x%r mit a € Z
trtx®, x%rt, tra*t mit a € Z
rty®, y*tr mit a € z\{0}
zortal, x%ra®, arta® mit a-b < 0
trabt, tratta® mit a-b < 0
yorty®, ytry’ mita-b <0
9. Worte aus den Erzeugenden x, y, r und t:

ra®y’t, txy’r mit a - b >0

Beweis:

1. Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relationen zf = 271y
und y" = 2y~ L.
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2. Da r mit x vertauschbar ist und » Ordnung 2 hat, kann der Erzeugende r nur
einmal und nur mit dem Exponenten 1 in einem kurzen Wort vorkommen. Aus
demselben Grund gibt es zu jedem kurzen Wort, das nur aus den Erzeugenden x
und r gebildet wird, ein dquivalentes kurzes Wort, in dem r der erste Buchstabe
des Wortes ist.

3. Da y" = xy ! ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.3.1.

4. Da r mit x vertauschbar ist, ist jedes Wort, in dem r zwischen einer Potenz
von x und einer von y steht, dquivalent zu einem gleichlangen Wort, in dem
die Potenzen von x und y nebeneinander stehen. Damit kann man die kurzen
Worte auch so wihlen, dass der Erzeugende r entweder der erste oder der letzte
Buchstabe des Wortes ist. Die Vorzeichen der Exponenten von x und y kénnen
dabei nicht verschieden sein, da solche Worte dquivalent sind zu kiirzeren Wor-
ten. Kommt der Erzeugende r zweimal vor, so sind diese Worte dquivalent zu
gleichlangen Worten, die nur aus den Erzeugenden ¢ und x gebildet werden
und die daher als Reprisentanten ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse ausgewihlt
werden.

5. Da 2t = 271y ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.3.1.

6. Da t mit y vertauschbar ist und ¢ Ordnung 2 hat, kann der Erzeugende ¢ nur
einmal und nur mit dem Exponenten 1 in einem kurzen Wort vorkommen. Aus
demselben Grund gibt es zu jedem kurzen Wort, das nur aus den Erzeugenden y
und ¢ gebildet wird, ein dquivalentes kurzes Wort, in dem ¢ der erste Buchstabe
des Wortes ist.

7. Da t mit y vertauschbar ist, ist jedes Wort, in dem ¢ zwischen einer Potenz
von x und einer von y steht, dquivalent zu einem gleichlangen Wort, in dem
die Potenzen von x und y nebeneinander stehen. Damit kann man die kurzen
Worte auch so wihlen, dass der Erzeugende ¢ entweder der erste oder der letzte
Buchstabe des Wortes ist. Die Vorzeichen der Exponenten von x und y kénnen
dabei nicht verschieden sein, da solche Worte dquivalent sind zu kiirzeren Wor-
ten. Kommt der Erzeugende ¢ zweimal vor, so sind diese Worte dquivalent zu
gleichlangen Worten, die nur aus den Erzeugenden r und y gebildet werden
und die daher als Reprisentanten ihrer jeweiligen Aquivalenzklasse ausgewihlt
werden.

8. In einem kurzen Wort, in dem die Erzeugenden r und ¢ vorkommen, kann die
Anzahl der vorkommenden r und ¢ nicht gréfer als 3 sein, da sonst das Wort
aufgrund der Relation (¢r) dquivalent ist zu einem kiirzeren Wort. Weiter ist
rtz® =y~ %t und x%r = try~*. Aulerdem sind Worte, die Teilworte der Form
tz? oder ry%r enthalten, wegen der Relationen 2! = 7'y und y" = zy!
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dquivalent zu kiirzeren Worten. Schliefllich kénnen in einem kurzen Wort nicht
mehr als zwei durch andere Erzeugende voneinander getrennte Potenzen von x
bzw. y vorkommen, da solche Worte dquivalent sind zu Worten, die ein Teilwort
der Form rz%®, z%°r, tz%y® oder 2%y’ mit a - b < 0 enthalten, und diese
Worte wiederum sind &quivalent zu kiirzeren Worten. Zieht man all dies in
Betracht, so bleiben nur die genannten Worte iibrig als kurze Repréisentanten
von Elementen aus p31m, die aus den Erzeugenden r, ¢t und x oder y gebildet
werden.

9. Worte, in denen einer der Erzeugenden r und ¢ alleine zwischen einer Potenz
von x und einer Potenz von y steht, sind immer dquivalent zu Worten, in denen
die Potenzen von z und y nebeneinander stehen. Zusammen mit den Uberle-
gungen aus dem vorigen Punkt folgt dann, dass die genannten Worte die kurzen
Repréasentanten von Elementen aus p31m sind, die aus den Erzeugenden r, t,
x und y gebildet werden. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.16.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p3lm ausgewdihlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

Corim™ (5) = C(z(;)l) +2 i(Z” +1) 142767

Beweis:

1. Konjugiert man x%° mit a,b € Z mit den Erzeugenden r und ¢, so sieht man,
dass xayb ~ xa-&-by—b ~ x—(a—i—b)ya ~ l'_by_ ~ xby—(a—i-b) ~ T aya—i-b Daraus
folgt, dass z%y® konjugiert sind zu kiirzeren Worten, falls ¢ und b unterschied-
liche Vorzeichen haben. Weiter ist y = (tx)? und x = (ry)%. D.h. es gibt ¢(n)
primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n > 2.

2. Die Worte ra?, ry®, y%r mit a € z\{0} und rz%®, ra=%=°, x%"r und =% °r
mit a,b > 1 liegen in denselben Konjugationsklassen. Offensichtlich ist ry® ~
yor, ray’ ~ x%Pr und ra %% ~ 7% r. Weiter ist

Y rryly?® = rytexty Tt = ry?ath,
D.h. es ist rz® ~ 74?® und ra%y® ~ ry?***. Also erzeugt ry® eine Konjugations-
klasse fiir jedes |a| > 1, wobei fiir |a| > 2 das Wort ry® nicht kurz ist in seiner
Konjugationsklasse. Da fiir a > 0 und b > 1

(Tl’ayb)% — ((T’Iayb)Q)k — x2ka+kb
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und damit

b)2k:+1 _ w?ka-ﬁ-kb 2k+1)a+kb, b

(raty ratyb = ral Yy

und weiter roGEthatkbyb gy 2E+1)(204b) st ist eine Konjugationsklasse nur
dann primitiv, wenn sie ein Wort der Form ry%** mit @ > 0 enthélt. In diesen
Konjugationsklassen ist 722", falls @ > 1 ist, und ry, falls @ = 0 ist, kurz.
Entsprechende Aussagen gelten, wenn a und b negativ sind. Der Erzeugende r
ist nicht primitiv. Es gibt also 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm

2 und 2 primitive Konjugationsklassen je Wortnorm 2" + 1 mit n > 0.

3. Die Worte ry® und y®r sind bereits im vorigen Punkt betrachtet worden.
Die Worte yry~°, y~%ry® und ry®r sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
Konjugiert man y*ry~°r mit dem Erzeugenden ¢, so erhilt man

a

ty“ry’brt = y“tx’bybt = xby .

Und genauso ist y~%ryr ~ 27%y~%. D.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirze-
ren Worten.

4. Diese Worte sind bereits im Punkt 2. betrachtet worden.
5. Offensichtlich ist tz® ~ x%. Weiter ist
trtx®rt = trira®t = trtrte” “y* = ra”“yY* =y r.

D.h. tz® ~ ry~®, und diese Konjugationsklasse wurde bereits in Punkt 2. be-
handelt.

Die Worte 2%x~°, 279" und tz*t sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
Konjugiert man %2z~ mit 7, so erhilt man

retteCtr = %2ty 0r = %P,

Und genauso ist 2 7%z ~ x~%~°. D.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren
Worten.

6. Es ist

trty®rt = trtra®y~ "t = trtrte™ = ra”®.

D.h. ty* ~ ra~®, und diese Konjugationsklasse wurde bereits in Punkt 2. be-
handelt.

7. Wieder ist
trtatybrt = trira®y = = trirta =y = ppm@ya — pbymay

Und natiirlich ist tz%® ~ 2%t und tz~%y® ~ 2% ~*t. Damit liegen diese
Worte in Konjugationsklassen, die bereits in Punkt 2. behandelt wurden.



76 5 BERECHNUNGEN DER ZETA-FUNKTIONEN

8. Offensichtlich ist rtz® ~ tra® ~ x%t ~ x%r. Weiter ist
(rtz®)® = rtra®tra®ta® = rtrte” %y rtr %y 2" = trry “ty® = e.

D.h. diese Worte sind nicht primitiv.

Es ist trtz® ~ z%rt und triz® = tra=*y* = ty~*rt, d.h. diese Worte sind
konjugiert zu kiirzeren Worten. trx®t ist ebenfalls konjugiert zu einem kiirzeren
Wort.

Da rty® ~ y*r und trrtiy®*rt = y*rt = ra®y~*% = rtx~?, liegen diese Worte in
einer bereits behandelten Konjugationsklasse.

Die Worte x%rta?, x%raz® und z%rta® sind wegen a-b < 0 konjugiert zu kiirzeren
Worten.

Es ist 2%ra’t = try~%zbt und tra®ta® = tx®y~rt. Und damit sind diese Worte
auch konjugiert zu kiirzeren Worten.

Schlieflich sind y®rty® und y*try® wegen a-b < 0 konjugiert zu kiirzeren Worten.

9. Es gilt
rra®y’tr = yPte "y = yPtry ™"

und
rta®y’rr = ro” Y ty" =y iy’

D.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Chom () =Y p(n)n ™ +2.27° 423 (2" +1)"°
n=2

— n=0
-1 e
CCET D S e ) 14276 i Re(s) > 2
n=0

¢(s)

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.16.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p31m ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

Cp31m,5(s) _ C(S _ 1) +5. C(S) —34+492%4+2.37°
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n > 1 gibt.
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9.

p3ml 7

Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rz® mit a € Z und
raty, re~% ! mit a > 0 kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugations-
klasse sind.

Diese Worte sind entweder konjugiert zu bereits untersuchten Worten oder
konjugiert zu kiirzeren Worten.

Diese Worte sind in den Konjugationsklassen des Punktes 2. enthalten.

Diese Worte liegen entweder in den Konjugationsklassen von Punkt 2. oder
sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

Diese Worte sind in den Konjugationsklassen des Punktes 2. enthalten.
Diese Worte sind in den Konjugationsklassen des Punktes 2. enthalten.

Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass nur die Worte rtz® mit a € Z\{0}
mogliche kurze Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind. Es ist
aber

rte® = ra tyta® = a7 ryta

Also sind nur die Worte rt, rtz und rtz—! kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen
Konjugationsklasse.

Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

Es ist also

n=2

PHmE) =" nn T+ Y n T+ 14+2) 42> n 427542370
n=1 n=2

=((s—1)+ )—3+27°4+2-37° fiir Re(s) > 2

(Il
5.17 p3ml
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von
p3ml = (z,y,r,m | [x,y], 7>, m* r" =r "t 2" =y = 2™ =27t

y"=aly)

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.
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Satz 5.17.1 Die Elemente von p3dml werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

2%y, 2% " mit a,b> 0
%" 2% mit a,b > 1 und min(a,b) < 2

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

raty’, x%yPr=t mita-b >0
r Yyl 2% mita-b >0 und a # 0

1t mita-b>0

1y’ y'r
ra®y’r~ mit a-b >0 und |b| >3

%y mit a-b > 0 und la| > 3

3. Worte aus den Erzeugenden x und m:

mx® mita € Z

4. Worte aus den Erzeugenden y und m:

my®, y*m mit a € Z\{0}
yimy®, y my " mit a,b > 1
my*m mit |a] > 3

Y ma’m, y " my " m mit a > 1,b>3
5. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:
ma®y®, max~ %, 2% m, 7% m mit a,b > 1
6. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r und t:

Yma®, 2% m, 2% 'm mit a € Z

rmx®, r-
rtmy®, ry®m mit a € Z\{0}

Yma® mita-b>0

zrma’, %~
yery®m, my®ry®, yirtybm mit a - b < 0

ry®my® mit a-b >0
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Beweis:

1.

Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relationen 2" = 2~ 1y
und y™ = 7 y.

Die Elemente r, x und y erzeugen die Gruppe p3 als Untergruppe in p3ml.
Nach Satz 5.15.1 werden die Elemente von p3 durch die Worte diese Punktes
reprasentiert.

Da m den Erzeugenden zx invertiert und m Ordnung 2 hat, kann m nur einmal
und nur mit dem Exponenten 1 in einem kurzen Wort vorkommen. Aus demsel-
ben Grund gibt es zu jedem kurzen Wort, das nur aus den Erzeugenden z und
m gebildet wird, ein dquivalentes kurzes Wort, in dem m der erste Buchstabe
des Wortes ist.

Da y™ = x 1y ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.3.1.
Nach Abschnitt 3.3 kénnen nur

o ma®y’, ma~%°, 2% m, x~ % Pm mit a,b > 1

o ma®y’m, mzr % ®m mit a > 1 und b > 3

kurze Worte sein, die Elemente aus p3m1 repriisentieren. Es ist aber ma®y’m =
r~ly%zbr mit a, b € z, d.h. fiir die Elemente, die von diesen Worten reprisentiert
werden, ist bereits ein kurzer Reprisentant ausgewéhlt worden.

In einem kurzen Wort, in dem die Erzeugenden r und m gemeinsam vorkom-
men, kann jeder der Erzeugenden r und m jeweils nur einmal vorkommen, da
das Wort sonst aufgrund der Relation 7™ = r~! #quivalent wiire zu einem kiirze-
ren Wort. Steht in einem Wort eine Potenz von x zwischen dem Erzeugenden
m und einer Potenz von r, so ist dieses Wort dquivalent zu einem gleichlangen
Wort, in dem m neben der Potenz von r steht. Worte, in denen Teilworte der
Form y% und r~'y® auftreten, und Worte, die zu solchen Worten #quivalent
sind, sind dquivalent zu Worten, die aus den Erzeugenden r, m und z gebildet
werden. Die Vorzeichen der Exponenten von x und y ergeben sich dann aus
den Relation 2" = 7'y und y™ = 2~ y. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.17.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fir p3m1 ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

C(g(;)l) +2 i(zn + 1)—5 _ 9

3m1,S
i 2 (s) =
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Beweis:

1. Da p3m1 die Gruppe p3 als Untergruppe enthilt, folgt aus Satz 5.15.2, dass
oyt ~ aby=(@) ~ p=etblye Konjugiert man diese Worte mit m, so erhalt
man zusitzlich 2%y ~ 2= @) yb ~ gay=(@+b) o gpbye  Also sind die Worte z%y°
mit a - b < 0 konjugiert zu kiirzeren Worten. Weiter ist (my)? = z~ 1y~ bzw.
(my=1)? = xy. D.h. es gibt 1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm 1
und ¢(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n > 3.

2. Diese Worte reprisentieren Elemente von p3 und liegen nach Satz 5.15.2 nicht
in primitiven Konjugationsklassen.

3. Die Worte mz® mit a € Z sind nicht primitiv, da (mz®)? = e.

4. Die Worte my®, y*m mit a € Z\{0} und y?my® mit ' - >0 und o’ + ¥ =a
liegen in derselben Konjugationsklasse. Da

(matyP)2k = ghby 2

und daher

(makby)2+l = gy (Gh+DY
gibt es 2 primitive Konjugationsklassen fiir jede Wortnorm 2" + 1 mit n > 0.
Die Worte my®*m sind offensichtlich konjugiert zu kiirzeren Worten. Und fiir
die Worte y*my®m bzw. y~%mybm gilt

r Yy mr = 2% T tmma " lybr = 7% lry 0 = 2%,
d.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
5. BEs gilt maz®y® ~ 2% m und ma~%% " ~ 7% *m. Weiter ist

xmxaybx_l — ymxa—lyb—l
und analog z~'ma~%bx = y~'ma (@ Vy=t=1 dh. diese Worte sind konju-
giert zu kiirzeren Worten.

6. Die Worte rmz®, v~ ma®, z%m, % 'm, ¥ rma® und 2~ 'ma® mit o/ +b =

a liegen alle in derselben Konjugationsklasse. Es ist aber

1

rrma®r ™t = tmr Ty = my ™,

d.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
Weiter ist 7~ 'my® konjugiert zu ry*m. Da

r T my®r = rmraT® = ma ™,
sind auch diese Worte konjugiert zu kiirzeren Worten.
Schliellich liegen auch die Worte y“rybm, my“ryb, yar_lybm und ry“myb in
einer Konjugationsklasse, in der es ein kiirzeres Wort gibt.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

IS () =143 p(m)nt £ 232" 1)
= n=0

— T;) + 22(2" +1)7° —=27° fiir Re(s) > 2

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.17.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fir p3m1 ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

¢S (s) = ((s — 1) + (2 +27°)¢(s) + 277V

Beweis:

1.

d.

Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und 2n — 1 Konjugationsklassen der Wortnorm 2n — 1 mit
n > 1 gibt.

Aus Satz 5.15.3 folgt, dass die Worte r, r~!, ra, ry, r~'x und r~'y mogliche

kurze Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind. Konjugiert man

diese Worte aber mit m, x und ¥, so zeigt sich, dass r ~ r=1, rz ~ r~!y und
-1

ry ~ 1T,

Diese Worte sind fiir |a| > 1 konjugiert zu kiirzeren Worten. Also ist nur m ein
kurzer Reprisentant seiner Konjugationsklasse.

Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte my® mit |a| > 1 kurze
Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

6. Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
Es ist also
¢PS(s) =" (2n+1)(2 S+Z (2n—1)2n—1)""+2+2-27°+2) n*
n=1 =1 n=2

=((s—1)+(2+2 )C(s)+2 =D fiir Re(s) > 2
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5.18 p6

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von
p6 = (z,y,7 | [2,9),7% 0" = y,y" =2 'y)
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.18.1 Die Elemente von p6 werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:
%y’ 7% " mit a,b >0
%" 2%~ mit a,b > 1 und min(a,b) < 2
2. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r:

1 3

ra®, 2%, r e, 2% el 2% e 2 2% 2 3 mita € Z
-1 2 —2 ,

yor,r Pyt gt ey mit o € Z\{0}

b

zra®, 2% a2, 0y iy mita b >0

222, 2% 22y 2y yir 2y mita - b < 0
ra®r~t mit |a] > 3

ra®r® mit a € Z\{0}

1 b

2rar, ytr Yybr T a%ra®r? gyt r T mita b > 0
ryr?y® mit a-b < 0
rrabr yr P mit a-b > 0,6 > 3
3. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:
yPra®, x%r Y mita-b <0

Beweis:

1. Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relation y" = z~'y.
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2. Besteht das Wort aus einer Potenz von = oder y und zwei Potenzen von r, so
konnen dabei keine Potenzen von r auftreten, so dass durch die Relation 2" = y
die Potenz von z in eine Potenz von y bzw. die Potenz von y in eine Potenz
von x umgewandelt werden kann. Treten in einem Wort zwei Potenzen von x
bzw. y und zwei Potenzen r! und r°2 von r auf, so muB |e; + | > |e1] + |e2
oder |e1 + &3] = 0 gelten. Die Vorzeichen der Exponenten von x bzw. y werden
durch die Relation y" = =y bestimmt.

3. Die Behauptung folgt aus denselben Griinden wie im vorigen Punkt. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.18.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p6 ausgewdihlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fir s € C mit Re(s) > 2:

p6,S . C(S - 1)
prim( ) - C(S)

Beweis:

1. Konjugiert man z%y® mit den verschiedenen Potenzen von r, so zeigt sich,
dass die Worte z%®, x0tby=2, xby=(a+b) g=ay=b g=(a+blya ynd 2=0yo*t in einer
Konjugationsklasse liegen. Demnach sind die Worte x%® konjugiert zu kiirzeren
Worten, wenn a und b unterschiedliche Vorzeichen haben. Es gibt also ¢(n)

primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n > 1.

2. Esist
ra® ~ x% ~ ytr ~ z%rab ~ yiry® ~ ylrad.
Da yra®y—! = rz® !, sind diese Worte konjugiert zu r, und r ist von endlicher

Ordnung, d.h. nicht primitiv. Genauso ist

,r,—lxa ~ l‘a’l"_l ~ r—lya ~ xaT_IIb ~ yar—lyb ~ I’a’l"_lyb
und weiter sind diese Worte konjugiert zu dem Buchstaben r~!, der wieder von
endlicher Ordnung und damit nicht primitiv ist. Offensichtlich ist auch

7“227(1 ~ QfaT'Z ~ r2ya ~ xa,r,2l,b ~ yaTbe ~ [Ea’l“$b7“.

Konjugation von r?z® mit z zeigt, dass diese Worte konjugiert sind zu 72 oder
zu r?z je nach dem, ob a gerade oder ungerade ist. Sowohl r? als auch %z sind
von endlicher Ordnung und damit nicht primitiv. Analog zeigt man, dass

r72xa ~ xar72 ~ ya,r,fQ ~ xa,r72xb ~ yar72yb
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und dass diese Worte konjugiert sind zu r=2 oder r—2z, welche wieder von

endlicher Ordnung und damit nicht primitiv sind. Weiter ist

3

izt ~ Py ~ ratr?

~ J]a’/’l’bT2 ~ yar—lbe—Q ~ ’I“ya’f’be.

Diese Worte sind nun alle konjugiert zu r3x oder 7, die wiederum von endlicher
Ordnung und damit nicht primitiv sind . SchliefSlich ist

b .—1

wrabr™t ~ gty

Diese Worte sind nun konjugiert zu 2°y?, d.h. zu kiirzeren Worten.

3. Fiir diese Worte gilt mit a,b > 1
y—lybrx—ay _ yb’f’l’_(a_l)

und

yxfarr,flybyfl — xf(afl),rflyb.

Entsprechende Aussagen gelten fiir y~®rz® und z%~'y~% Damit sind diese
Worte konjugiert zu kiirzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.18.3 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir p6 ausgewdhlte Erzeugendensystem.
Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

(P9(s) =((s— 1) + 2427670 p 370~ 4 4=
Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n Konjugationsklassen der
Wortnorm n > 1 gibt.

2. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte r, r~1, r2, r2z, 72,

r~2z, r® und 73z kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse
sind.
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3. Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

Es ist also

o0

(P(s) =Y o 4 2+2:-277 43370 447

n=1

=((s—1)+2+276D 4 3767D L 475 fiir Re(s) > 2

5.19 p6mm
Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p6mm = <x7y7r7m | I:x7y] 7T67m27yr = x_ly?xr = y?'Tm = aj_lﬁym = 'Q:_ly?
,rm — T_1y>
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewéhlten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.19.1 Die Elemente von pbmm werden bzgl. des ausgewdhlten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

x“yb,x_“y_b mit a,b >0
%" 2%~ mit a,b > 1 und min(a,b) < 2

2. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r:

ra®, 0, e, x%r T PP, 2% r 2, %2 3 mit a € Z

yrr Tyt ety Yt Tyt mit a € 2\ {0}
arab, 2 a2l y eyt yr Tty mit a - b > 0

2?2l a2 Pyl g2y mit a - b < 0

ra®r~t mit |a| > 3
ra®r? mit a € Z\{0}
a,...b a,.—1,0b, .—1 b,.2 :
arar,y e ytr T a%ratr? y Tyt r T mit a - b > 0
ry*ry® mit a-b < 0

zralr=t y P r mit a-b > 0, (b > 3
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3. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:
yPra®, 2%y mita-b <0
4. Worte aus den Erzeugenden x und m:

mxz® mita € Z

5. Worte aus den Erzeugenden y und m:
my®, y*m mit a € Z\{0}
v my®, v my " mit a,b > 1
my*m mit |a] > 3

Y my’m, y "my’m mit a > 1,b > 3
6. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:
ma®y®, max~ %, 2% m, 7% m mit a,b > 1
ma®y’m, mx = ’m mit a,b > 1

7. Worte aus den Erzeugenden r und m:

! 2m, mr_z, r3m, mr—3

rm,mr,r--m, mr_l, r2m, mrQ, T

2 .2

rmr‘l, r_lmr, rmr‘z, T_2m7’, r~imr , T mr—!

8. Worte aus den Erzeugenden x, r und m:
rma®, 2%m,r 'ma® mit a € Z\{0}

r*ma® mit a € Z\{-2,0}

2 ma, r*ma®, ma®rd mit a > 0
a —1,.a ,.a -1 2. .a ,.a 2 —2,.a .
mrx®, mr=x zmr= ", mrez®, 2 mre,mr= "z mit a < 0
rma®r Y rmr 2 rPmatr ™ PP e r  ma®r? mit a > 0

rmr =2z 1 imr?z® mit a < 0

2ora’m, % taxbm mit a - b > 0
rmz®r 2, 242 ma®, 2% 2 ma®, rPmatr 12t mit a,b > 0

—2.b

l,rxamr x’,r-

2,.b —2,.b b 1

x'mrox’, xmr~ 2, 2%’ mr~ 22mr?a® mit a,b < 0
emr?, mrdx
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9. Worte aus den Erzeugenden y, r und m:
i my®, r 2 my®, mr?y® mit a € Z\{0}
rmy®, my®r, mry®, r2my®, r’y*m, r*my® mit a > 0
mr~ ey m, me 2y myr 2 e 2y m o mit a < 0
r mry®, r iy e 2 mey®, y ety m o mat a > 0
rmr Yy rmr =2y mit a < 0
my®ry®, yrryPm, yimyr, r’y my® mit a,b > 0
Yy my®, mytr Pyt b m, vy e 2y my, ytmyPr 2 mit a,b < 0
my®r*y =, ytrimr~ly ™ mit a,b > 0
rzmr_ly_l
10. Worte aus den Erzeugenden x, y, r und m:
zy*mr? mit a > 0
rma®y’, rmay’, r3may’, matr?y® mit a,b > 0
z%yPmr=" mit a,b < 0
Beweis:
1. Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relationen y" = ™1y
und y™ = 7 y.
2. Die Buchstaben x, y und r erzeugen die Gruppe p6 als Untergruppe in p6mm.
Daher folgt die Behauptung aus 5.18.1.
3. Die Buchstaben z, y und r erzeugen die Gruppe p6 als Untergruppe in p6mm.
Daher folgt die Behauptung aus 5.18.1.
4. Dam den Erzeugenden z invertiert und m Ordnung 2 hat, kann der Erzeugende
m nur einmal in einem kurzen Wort auftreten und zwar mit dem Exponenten
1 und alle vorkommenden Potenzen von z lassen sich auf einer Seite von m
zusammenfassen.
5. Die Behauptung folgt aus Satz 3.3.1 angewendet auf die Relation y™ = z~1y.
6. Die Behauptung folgt aus Abschnitt 3.3 angewendet auf die Relation y™ =

.
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7. Wendet man die Relation r™ = r~!y auf die moglichen Worte aus r und m an,
so sieht man, dass die obigen Worte kurze Worte in ihrer jeweiligen Aquivalenz-
klasse sind und dass alle moglichen Worte durch die obigen Worte reprasentiert
werden.

8. — 10. Jedes kurze Wort, in dem die Erzeugenden r, m und mindestens einer
der Erzeugenden x und y vorkommen, ist dquivalent zu einem Wort der Form

réma®y’ mit e € {-2,-1,1,2,3} und a,b € Z.

Diese Worte sind eindeutig, d.h. zwei solche Worte sind nicht dquivalent zuein-
ander. Geht man umgekehrt von den Worten r*ma%y® aus und bestimmt fiir
alle € und alle a, b die dazu dquivalenten kurzen Worte, so zeigt sich, dass die
Worte, die in den Punkten 8. bis 10. aufgezihlt sind, gerade die kurzen Worte
aus den Erzeugenden r, m, x und y sind. O

Fiir die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.19.2 FEs sei S das in Abschnitt 2.1 fiir pbmm ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

1 —1) > > 1
Cgfﬁmﬁ(S) 5 C(z( +2 Z 2n —s + Z(Qn + 2)—5 o 5 _ 2—(S+1)
n=0

Beweis:

1. Diese Worte liegen in der Untergruppe p6 von p6mm. Aus Satz 5.18.2 und der
Tatsache, dass matytm = =@yt ist, folgt, dass x%yb, xotby—e, xby—(a+b),
@ y— —(a—&-b)ya’ x—bya-i-b’ x—(a—f—b)yb, x—by—a7 xay—(a+b)’ xa—i—by—b? xbya und
x “y“*b in einer Konjugationsklasse liegen. Damit sind diese Worte konjugiert
zu kiirzeren Worten, wenn a - b < 0. Da y = (rm)? und zy ~ z7'y* = (my)?

ist, gibt es %gp(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n > 3.

2. Diese Worte représentieren Elemente der Untergruppe p6 in p6mm. Aus Satz
5.18.2 folgt, dass diese Worte entweder nicht primitiv sind oder konjugiert sind
zu kiirzeren Worten.

3. Diese Worte reprisentieren ebenfalls Elemente von p6 und sind damit nach
Satz 5.18.2 entweder nicht primitiv oder konjugiert zu kiirzeren Worten.

4. Die Worte ma® sind nicht primitiv, da (mz®)? = e.
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5. Offensichtlich liegen die Worte my?, y*m und y*mgy®” mit o’ - ¥ > 0 und
a’' + b = a in derselben Konjugationsklasse. Weiter ist

(mxayb>2k — (L’_kby2kb

und damit

2k+1 _ xfkb 2kb

2Ry kbyb — my(2k+1)b_

(ma*y)
D.h. es gibt 2 primitive Konjugationsklassen fiir jede Wortnorm 2" 4+ 1 mit
n > 0.
Die Worte my®m sind konjugiert zu kiirzeren Worten. Und Konjugation mit r
zeigt, dass y*my®m bzw. y~*my ’m konjugiert ist zu z%° bzw. x~%y~°, d.h.
zu kiirzeren Worten.

6. Es gilt ma®y® ~ 2%’m und mz %% ~ 7% ®m. Und es gilt

a—1, b—1

= pymay®™ = yma* 'y

emaylr”

bzw.

1 b—1) Ly p—(a=1),~(b=1).

z” mx_“y_bx = x_ly_lmx_ay_( =y mx Y
D.h. diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.
Die Worte ma®y®m und ma =% ’m sind ebenfalls konjugiert zu kiirzeren Wor-

ten.

7. Zunichst ist rm ~ mr, v~ 'm ~ mr= r?m ~ mr?, r2m ~ mr=2 und r*m ~

mr®. Weiter ist r=1r2mr = ym, rr?>mr=' = my~! und r~'r3mr = rym, d.h.
diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

8. — 10. Die Worte dieser Punkte verteilen sich auf 2 Konjugationsklassen. Das
Kriterium ist dabei die Summe der Betrédge der in einem Wort vorkommenden
Exponenten des Erzeugenden r. Es gilt

i. Worte, fiir die die Summe der Betrdge der Exponenten des Erzeugenden
r gleich 2 sind, sind fiir geeignete Exponenten von x und y konjugiert.

ii. Worte, fiir die die Summe der Betrige der Exponenten des Erzeugenden r
gleich 1 oder 3 sind, sind fiir geeignete Exponenten von = und y konjugiert.

Es werden zunéchst die Worte betrachtet, fiir die die Summe der Betréige der
Exponenten von r gleich 2 ist. Diese Worte enthalten entweder r*2 oder sie
enthalten » und r~!, wobei zwischen diesen Teilwortern der Erzeugende m
steht. In beiden Féllen ist das Wort w dquivalent zu einem Wort w’, fiir das
gilt:

1 1

i. w' beginnt entweder mit  und endet mit »~' oder beginnt mit »~ und

endet mit 7.



90

5 BERECHNUNGEN DER ZETA-FUNKTIONEN

ii. I(w') <l(w)+ 2, da beim Vertauschen von r bzw. r~! mit m maximal 2
Buchstaben dazukommen.

Damit ist w konjugiert zu einem Wort w”, dessen Lénge nicht grofler ist als
die Lange von w und in dem der Erzeugende r nicht vorkommt. Diese Worte
wurden bereits in den vorherigen Punkten betrachtet.

Die Worte, fiir die die Summe der Betréige der Exponenten von r gleich 1 oder
3 ist, sind konjugiert zu rmaz® fiir geeignetes a € Z\{0}. Es sei zundchst a = 2b
mit b € z\{0}. Dann gilt:

b b b

=rr Mmx b

rma? = :c’bybrm:c .
D.h. rma® ~ rmyb. Da y = (rm)? ist, ist rmy® sowohl fiir positive als auch
fiir negative b nicht primitiv. Sei jetzt a = 2b + 1. Dann ist rma?**l ~
rmay® und rma~ @)~ rmaTly7 wobei jetzt b > 0 ist. AuBerdem ist
(mr2y)rmz Ly~ (y=r=2m) = rmay®~! fiir b > 1 und (rma~1)? = e. Es miissen
also nur die Worte rmay® mit b > 0 betrachtet werden. Es gilt

(mea)Qk — yk(a-I—l)

und damit

k(a+1) a, k(a+1)

2+l — rmx® = rmax®y .

(rma*) y

Also ist rmay® nicht primitiv, wenn b gerade ist. Weiter gilt

>2k k(a+2c+1)

(rmx®y°)" =y

und damit

2k+1 _ , k(a+2c+1) (2k4+1)c+k(a+1)

(rma®y®) y rmx®y° = rma®y :

Folglich ist rmay® nicht primitiv, wenn b = (2k + 1)c + 2k ist. rmay® reprisen-
tiert damit eine primitive Konjugationsklasse, wenn

b# (2k + 1)c+ 2k
b+1#2k+1)(c+1)
b+1=2

b=2'—1

Diese Worte sind dann auch kurz in ihrer jeweiligen Konjugationsklasse. Es
gibt somit eine primitive Konjugationsklasse fiir jede Wortnorm 2" + 2 mit
n > 0.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

1OO
ggfﬁms(s):—zw( ‘S+22 (2" +1)" +Z (2" +2)”

n=0 n=0

1 C( n —s - n —s 1 —(s+1)
2) (2 2 27" —=--=2
=35 C( + n§ . +1)7° + n§zo( +2) 5

fir Re(s) > 2

Und damit folgt fiir die Zeta-Funktion

Satz 5.19.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 fiir pbmm ausgewdhlte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt fiir s € C mit Re(s) > 2:

Gomm(s) = (s — 1) (114 27)(s) ~ 3+ 3 0D 4470

Beweis:

1.

Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und n Konjugationsklassen der Wortnorm 2n — 1 mit n > 1
gibt.

2

. Aus Satz 5.18.3 und der Relation r™ = r~!y folgt, dass die Worte r, 12, rz,

r® und r3x kurze Reprisentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.
Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

Diese Worte sind fiir |a| > 1 konjugiert zu kiirzeren Worten. Da ymay = = m
ist, ist nur m ein kurzer Reprisentant seiner Konjugationsklasse.

Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte my® mit a € Z\{0}
kurze Repréasentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Diese Worte sind konjugiert zu kiirzeren Worten.

Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rm und r~'m kurze
Représentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

— 10. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rmax, rma =1,

rmy®, rmy~® und rmaxy® mit a > 1 kurze Représentanten ihrer jeweiligen
Konjugationsklasse sind.
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Es ist also

hE

¢S (s) =3 " (n+1)(2n) T+ Y n@n— 1)+ 14270 2.3 + 47541
n=1

1

+2> 042270423742 nt > 7t
n=2 n=3 n=4

1 1
= 5C(s = 1)+ (11 +27)¢(s) = 343707 +47 fiir Re(s) > 2
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6 Wachstumsfunktionen

Zur Berechnung der Zeta-Funktionen werden die Worte, die die Elemente einer 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppe représentieren, untersucht. Damit sind
alle Informationen fiir die Berechnung der Wachstumsfunktion fiir diese Gruppen be-
reits vorhanden. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden noch einige allgemeine
Aussagen zur Berechnung der Wachstumsfunktion gemacht, bevor dann im zweiten
Abschnitt die Wachstumsfunktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Grup-
pen angegeben werden.

6.1 Berechnung der Wachstumsfunktion

Die Wachstumsfunktion einer Gruppe G ist definiert als die formale Potenzreihe

We(z) = Z 2ol = Z b,2",
n=1

geG

wobei b, die Anzahl der Elemente von G ist, die die Wortnorm n haben. Um die
Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen zu berechnen,
werden die Worte untersucht, die die Elemente der Gruppe repréasentieren. D.h. es
wird zunéchst eine Liste dieser Worte angegeben. Aus dieser Liste kann man den
Koeffiezienten b,, der Wachtumsfunktion ablesen.

Die meisten Worte einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe sind von einer
der folgenden Formen

1. Es kommt genau eine Potenz von einem der Erzeugenden x oder y vor.

2. Es kommen genau zwei Potenzen von einem der Erzeugenden x oder y vor oder
es kommt genau eine Potenz von z und eine Potenz von y vor.

Der Beitrag eines solchen Wortes zur Wachstumsfunktion 1&8t sich wie folgt berech-
nen:

1. Es sei a der Exponent von x oder y und m die Lénge des Wortes, falls a = 0
ist. Es gibt damit ein oder zwei Worte der Lange m + a mit a # 0, je nach dem
ob a = +a’ mit @’ € N oder a € Z ist. Also liefern Worte von dieser Form den

Summanden . .
« Z z”za(liz—Zz”>,

wobei a € {1,2} ist und |z| < 1 ist.

2. Esseien a und b die Exponenten von x bzw. y und m die Lange des Wortes, falls
a =0 = b ist. Damit gibt es a- (a +b+m) viele Worte der Lange a +b+m+1
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mit a,b # 0, wobei « gleich 1, 2 oder 4 ist je nach dem, ob a bzw. b in Z oder
in £N liegen. Also liefern Worte von dieser Form den Summanden

o] L L = zm+2
m+1l+n __ m-+ _
Oég nz = Oz (1—2)2_(1(1—2)2’

n=1

wobei |z| < 1 ist.

Da es in jeder 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe nur endlich viele Worte
gibt, die nicht von einer der obigen Formen sind, erhélt man den folgenden Satz.

Satz 6.1.1 FEs sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zu-
gehorige Erzeugendensystem. Dann ist die Wachstumsfunktion We s(2) rational.

Die Liste der Wachstumsfunktionen im néchsten Abschnitt zeigt diese Aussage.

6.2 Liste der Wachstumsfunktionen

Die folgende Liste beinhaltet die Wachstumsfunktionen der 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen.

pl
(1+2)°
Wpl(’z) - (1 _ Z)Q
p2
(1+2)3
ng(Z) - (1 — 2)2
o (1+2)
+ 2)3
Wim(2) = (1 2)2
. (14 )3+ 1)
(I H2)lez +
ng(z) = (1—2)?
pP2mm
(1+2)
Whomm(2) = (1 2)2
p2mg

(1+2)2(32 + 1)

Wp2m9<z) = (1 _ Z)Q
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p2gg

cm

c2mm

p4

p4mm

p4gm

p3

p31m

p3ml

p6

p6mm

(14 3z2)?
Wagg(2) = W
Won(2) = (142)(22* — 228 + 322+ 22+ 1)
(14 2)%(22 — 223 + 322+ 22+ 1)
Wc mm =
2rmm(2) (1-2)
(1+2)4
Wp4(2) - (1 . 2)2
(1+2)°
Woptmm(2) = (1—2)?
A 41323 +1222+ 52+ 1
Whagm(2) = (1—2)2
225+ 223 4+922 + 42+ 1
WPS(Z) - (1 o 2)2
—220 4525 4624 + 1122 + 1122+ 42+ 1
Wp31m(2) = (1—2)?
425 + 224 + 1123 + 1522 + 52+ 1
Wp?)ml(z) = (1—2)2
Wo(z) = (14 2)(32" + 322 + 822+ 32 + 1)
p6 -

(1-2)

27— 220 4425 4+ 2224 +262% + 1922 + 52 + 1
(1—2)?

Wp6mm(z) =
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7 Anwendung des Taubersatzes

Mit Hilfe eines Spezialfalles des Taubersatzes von Tkehara 148t sich eine Aussage iiber
das Wachstum der Koeffizienten der Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallo-
graphischen Gruppen machen. Zunéchst wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels
der Spezialfall des Taubersatzes angegeben. Im zweiten Abschnitt wird dann dieser
Satz auf die ausgerechneten Zeta-Funktionen angewendet.

7.1 Taubersatz von lkehara

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des Taubersatzes von Ikehara.

Satz 7.1.1 Es sei D(s) = >22, a,n~* eine Dirichlet-Reihe, die die folgenden Vor-
aussetzungen erfillt:

1. a, >0 fir alle n,
2. D(s) konvergiert absolut fiir s € C mit Re(s) > 2,
3. D(s) hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C,
4. D(s) hat bei s = 2 einen Pol 1. Ordnung,
5. Auf der Geraden Re(s) = 2 liegt kein weiterer Pol von D(s).
Dann gilt
Sy~ g
"2

n<x

fiir  — oo. Dabei ist a das Residuum von D(s) bei s = 2.

Eine ausfiihrliche Behandlung des Taubersatzes von Ikehara findet sich in [Del55].

7.2 Anwendung auf Zeta-Funktionen

Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das im Abschnitt 2.1
ausgewihlte Erzeugendensystem von G. Es seien

Gri(5) = 3 ann™*

n=1

und -
“%(s) = > byn*

n=1

die zu G gehorigen Zeta-Funktionen. Dann 148t sich {iber das Wachstum der Koeffi-
zienten a, und b, folgende Aussage machen:
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Satz 7.2.1 FEs sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und es sei S
das zugehorige Erzeugendensystem. Weiter seien a, und b, die Koeffizienten der
Zeta-Funktionen. Dann gibt es Quppim, o € R, so dass

0
Aprim 2
> 0~ S

n<x 2
und -
Q
S by~ &
n<x 2

Weiter sind o und 72 - Qprim TaIONAL.
Beweis: Die Reihen gjifn(s) und (%9 (s) erfiillen die Voraussetzungen des Tauber-
satzes von Ikehara. Da a,, die Anzahl der primitiven Konjugationsklassen und b,, die
Anzahl der Konjugationsklassen iiberhaupt der Wortnorm n sind, sind diese per Defi-
nition grofler oder gleich 0. Im Kapitel 5 wurde gezeigt, dass fiir alle 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen G mit den in Abschnitt 2.1 ausgewihlten Erzeugen-
densystemen S die Zeta-Funktionen gjifn(s) und ¢%5(s) fiir s € C mit Re(s) > 2
absolut konvergent sind und eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzen. Bei
genauerer Betrachtung der Zeta-Funktionen sieht man, dass auch die Voraussetzun-
gen 4. und 5. erfiillt sind.

Nach dem Taubersatz sind ., bzw. a die Residuuen von Cﬁ;‘fn(s) und ¢%9(s) an

der Stelle s = 2. Da resy((s — 1) = 1 und Tesgg(g(;)l) = 5 sind 7 - Qprim und
rational. 0
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