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1. Einleitung

1. Einleitung

Die Aufgabeder Kommunikationstechnikcheintauf denerstenBlick sehreinfach:Ein Si-
gnal, welchesder Senderaussendetsoll am Empfangermoglichstunverandertankommen.
Auf demWeg dazwischenvird esjedochin derRegelvonverschiedenekffektengesbrt, de-
renWirkung mandurchgeeigneté/orkehrungerzu minimierenversuchtln Glasfaserkabeln
ist daswichtigsteProblemdie DampfungdesSignals zu derenKompensatiomanVerstrker
einsetzt.Aul3erdemwirken die Dispersionund die Kerr-Nichtlineari&t auf den Puls, durch
welchedesserFormverandertwird [4],[13].

Eine Moglichkeitist den EinflussdieserEffekte einzelnzu minimieren.Bei der Dispersi-
on kanndiesbeispielsweis@ladurchgeschehermjassmanein Material benutzt,welchesnur
einesehrgeringeDispersionbesitzt.DerartigeMaterialiensind mittlererweileverfugbar die
bestehendeNetzwerkemissterdannjedoch(untererheblichemAufwand)ausgetauschter-
den.Als Alternative bietetsichan,zusatzlicheGlasfaserkabdlm Folgenderauchals“Fiber”
bezeichnet’ginzusetzenerenDispersiondasentggengesetzt®¥orzeicherbesitzt.Dieseso
genanntéDispersionskompensatiomst effektiv undKostensparendDie WirkungderNicht-
linearitatistdaggenandie AmplitudedesPulsegekoppeltWill manim fastlinearerBereich
arbeiten so mussauf die Vorteile hohererEnegien (z.B. besseresSignal-Rauscherhaltnis)
verzichtetwerden.

Eine alternatve Vorgehensweisest, nicht zu versuchendenjeweiligen Einflussvon Nichtli-
nearitit und Dispersionfur sich alleinezu minimieren,sondernanschauliclgesprocherglie
Wirkung beiderderartzu balancierengdassder PulsebenaufgrunddieseBalancenahezwn-
verandertam Empfangereintrifft. StabilePulse welchedurchein derartigesZzusammenspiel
von Dispersionund Nichtlinearitt moglich werden,sind in vielen Bereichender Physikals
Solitonerbekanntln derRegelwerdenunterdiesenBegriff Losungereinerintegrablenparti-
ellenDifferentialgleichungerstandenLdsungenyelcheahnlicheEigenschafteaufweisen,
aberzu nichtintegrablenpartiellenDifferentialgleichungegetbren, werdengeleggentlichim
Unterschiechierzuals solitare Wellen bezeichnetGeradeim Bereichder Optik hatsich je-
dochauchfur dieseLdsungerder Begriff desSolitonsdurchgesetztind wird entsprechend
auchin dervorliegendenArbeit benutztwerden.Aufgrundihrer nichtlinearerNatur kdbnnen
sie sehrenegiereichsein,wasfiir die Ubertragung/on InformationeinengroRenVorteil in
Hinblick auf ein Signal-Rauscherhaltnis bedeutetAllerdings sind in speziellenFiberlines
unterUmstinderauchhoheEnegiennotwendig,um Solitonenzu erzeugen.

Solitonenin Lichtwellenleiternwerdenseitetwa27 Jahrerdiskutiert[20]. Die bereitsvorhan-
denenNetzebestehegedochausFibernmit sehrhoherDispersionsodasddie Nichtlinearitat
bei denzur Zeit in der PraxisgenutzterPulsleistungerzu schwachst, dieseausgleicherzu
konnenDaherbietetsichauchhierwie beiderobenerwahnterflinearen” Technikan,zusatz-
liche Fibernzur Dispersionskompensati@nzusetzenDassich dannergebendeSystemhat
einemittlere GesamtdispersionyelchemandurchWahl derkompensierendeRibernvariie-
renkann.Charakteristischiir einesolcheUbertragungsstreckst demnachgasssie ausTeil-
streckermit hoherlokaler DispersionwechselndeNorzeichensindeinerniedrigenoderver-
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schwindenderGesamtdispersiobestehtDie Gesamtdispersiokanndannwieder anschau-
lich gesprocherndie Nichtlinearitit balanciererundein Solitonbilden.

Fur die mathematischBeschreinbngderPuldibertragungn einerFiberstreckest esnotwen-
dig, ein geeignetesnathematischellodell zu benutzenSie wird fur die Anwendungerauf
die Kommunikationstechnikei demheutigenStandin hinreichendeGenauigkeidurchdie
kubischnichtlineareSchibdingegleichung(NLSE von “nonlinear Schibdingerequation”)
beschrieberDasentsprechendelodell fir eineperiodischéAnordnungzweierFibernwech-
selndemDispersiorgestatteperiodischd.dsungerj30], welchezumTeil Eigenschaftebesit-
zen,die denen‘klassischerSolitonen”sehrahnlich sind. DieseperiodischerLdsungersind
der grundlggendeGegenstandier vorliegendenArbeit und werdenim Folgendenals “DM-
Solitonen”(von“dispersion-managesblitons”) bezeichnet.

Da sie durch eine Balanceder mittleren Dispersionund der Nichtlineari&t gekennzeichnet
sind, ist letzterenatugenmal ein wesentlicherBestandteilihrer mathematischemBeschrei-
bung. Sie tritt als entsprechendeferm in der kubisch nichtlinearenSchiddingegleichung
in ErscheinungFur die NLSE ist einelnverseStreutheoriem Falle konstanteKoeffizienten
bekann{47]. Mit ihrer Hilfe lassersich Existenzund wesentlicheEigenschafteklassischer
Solitonenverstehenln demvorliegendenFall von Systememmit Dispersionskompensation
variierenhingegendie Faktorenvor der Dispersionund vor der Nichtlinearitt. Zwar ist das
Systemin gewissenSpezialllennochstickweiseintegrabel,im allgemeinerfall jedochist
keinelnverseStreutransformationndauchkeinandered/erfahrerbekanntmit welchenman
dasSystemexakt beschreibemndalle Eigenschaftener DM-Solitonenanalytischverstehen
kann.

Somit bestehmicht nur ein praktischessondernauchein theoretische$nteressedarin, die
Pulsausbreituni dispersionskompensiert&@iasfaseibertragungssystemaent Hilfe geeig-
neterModelleanalytischzu verstehenEin Ziel der Entwicklungderentsprechendevodelle
ist dabeidie Erklarungmoglichstvieler derbesonderekiigenschafteder DM-Solitonen.Ei-
nederartigebesonder&igenschafseihier als BeispielgenanntDM-Solitonenbesitzereine
charakteristisch&negie E und einensog.Quasiimpulsk. Erstaunlicherweisest die Bezie-
hungzwischenE und k nahezulinear und wir werdenim Laufe der Arbeit sehenwie dies
analytischverstandenverdenkann.

Andererseitsst die Entwicklungvon vereinfachterModellen- in demSinne,dassmannicht
mehrdie PDE (vonengl.“partial differentialequation”hierundim Folgendenist die kubisch
nichtlineareSchibdingegleichunggemeint)numerischlésenmuss,sondernderenLdsung
durcheinfachereGleichungerapproximiererkann- auchvon praktischemnteresseDie nu-
merischdntegrationderkubischnichtlinearerSchibdingegleichungst zwarmoglichundfur
einenspeziellerParametersatheispielsweiseinerspezifizierterriberline(alsoeinerKonfi-
gurationvon Glasfaserkabelmit eventuellerzusatzlichenBauelementewie Verstrkernund
Dampfungsgliedernpicht besonderaufwendigMochtemanjedochuntervielenmoglichen
Linekonfigurationemliejenigermit denbesterlbertragungscharakteristikeerausfinderso
hat manein Optimierungsproblenm einemunterUmstndenhochdimensionaleRaum.In
diesemFall kanneineReduktionder Rechenzeifiir eine Konfigurationaufgrundder Tatsa-
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che,dassmannichtdievolle PDE,sonderreinvereinfachtedlodell 10st,sehrviel Rechenzeit
sparen.

WelchemathematischeMethodengibt es, ein derartigesnichtlinearesSystemapproximatv
zu beschreibenEine naheligendeMoglichkeitist die Reduktionder partiellenDifferenti-
algleichungauf gevohnliche Differentialgleichungemittels Variationsprinzipierf5]. Diese
Methodesetzteine“gute” Ansatzfunktiorvorauswelchein derRegel durchphysikalischén-
tuition und MotivationausderNumerikgevonnenwird. Aul3erdemist esschwierig,die Gute
der ApproximationfestzustellenDennochkdonnenmit Hilfe dieserMethodewichtige Ergeb-
nisseschnellerzieltwerdengesist dannjedochratsamErgebnissenit Hilfe andereMethoden
zu besttigenund versteherzu versuchenim hier betrachteterralle kbnnenbeispielsweise
die fur das SystemcharakteristischegenohnlichenDifferentialgleichungemir Breite und
PhasalesPulseanit Hilfe einesVariationsprinzipseigeleitetwerdenunddurchBetrachtung
von Momenten[6], [34] derkubischnichtlinearerSchibdingegleichungverstandenverden.
Die nachstenaheligendeMethodeist, sichdie PeriodiziitdesSystemsu Nutzezu machen
und Uberdie Einzelelementeu mitteln. Dies kannbeispielsweisenit Storungstheorig11],
einemMehrskalenformalismuf2] oderder Lie-Transformatior{10] erfolgen.Im Falle von
nicht zu grolRenPulsenegien liefern dieseMittelungsmethodemyute Approximationender
LosungderkubischnichtlinearerSchibdingegleichung.

Da mannur anlokalisiertenLosungennteressiertst, bietetsich eine Entwicklungnachden
Eigenfunktionerdesharmonischer®Oszillatorsan [26]. Eine solcheEntwicklungkannman
mit dengenannterMittelungsmethodeikombinieren25], [44]. Fur hohereEnegienjedoch
ist dieseVorgehennicht mehr hinreichendgenau.Daherwurdeim Rahmender vorliegen-
denArbeit auchein “dynamisches’Modell (im Gegensatzu dengemitteltenrModellen)ent-
wickelt [35]. Es benutztebenfallsdie Entwicklungnachden Eigenfunktionerdesharmoni-
schenOszillators nichtabereineMittelung.

Um einzuscktzenwelcheModellefiir welcheAnwendungersinnvoll sindundwie genausie
die charakteristischeRBigenschafteder DM-Solitonenbeschreibenyerdenin dervorliegen-
denArbeit Gleichungerhemgeleitetwelchedie kubischnichtlineareSchibdingegleichungauf
ein einfacheresSystenreduzierenEswerdenverschiedendnwendungervorgestelltwobei
analytischeergebnissanit numerischersimulationerder PDE verglichenwerden.
FolgenderAufbauwurde gewahlt: Zunachstwerdenim erstenKapitel die DM-Solitonenals
mathematisch®bjekte,also als Losungereiner speziellenForm der kubischnichtlinearen
Schiddingegleichungyorgestelltundeswird kurz beschriebemit welchemVerfahrerman
sie numerischgewinnenkann. Dannwird auf einige ihrer faszinierendenaugenscheinlich
nichttrivialenEigenschafteringggangengleichermal3enlsMotivationfur dentheoretischen
Erklarungsbedartf.

Im drittenKapitel werdendanndie verschiedenetheoretischeiModelledamgestellt,mit wel-
chenmandie Eigenschafteder DM-Solitonenanalytischzu versteherversuchtZentraleEr-
gebnissaler Arbeit sind dabeidie Herleitungder Korrektur 1. Ordnungfur die Integralglei-
chungim Frequenzbereic(B8.30)[10], die Erweiterungder MomentenmethodanterEinbe-
ziehunghohereMomentg(3.43-3.49]42], dieanalytischd=ormelfur die Enegie-Quasiimpuls-
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CharakteristiK3.96) und die Interpretatiorder Wahl der TM-Gleichungen(Gleichungerfur
Pulsbreiteund Chirp, s.u.)[35], welcheeine neueEinsichtin die fastzwei Jahrewahrende
DiskussionwelcheForm der TM-Gleichungen(linear odernichtlinear)denndie “sinnvolle-
re” ware, liefert und die Reduktionder kubischnichtlinearenSchiddingegleichungauf ein
linearesSystemgewohnlicherDifferentialgleichunge(.114,3.115)[24].

Im vierten Kapitel wird gezeigt,dassdie entwickeltenModelle nicht nur fir die Beschrei-
bungder DM-Solitonengenutztwerdenkdnnen,sonderrauchfur denallgemeinererdrall der
Pulsausbreitungn dissipatven Fiberlinesund KonfigurationenwelcheebenfallsVerstirker
enthalten,von Bedeutungsind. Dazu musszurachstdas Modell der kubischnichtlinearen
Schibdingegleichungdiskutiert werden,um zu verstehenwelchen Gultigkeitsbereichdie
gewvahltenModelle haben Hier wird auchdiskutiert,welcheweiterenphysikalischerkEffek-
te in zukiinftige Modellen einbezogerwerdenmiissenwenn sich die gegenwartig auferst
schnelleEntwicklungzu immer kiirzerenPulsenin der Kommunikationstechnikeiter fort-
setzt.

Letztlich werdendie beschriebeneModelle zusammenfassenerglichenund auf ihre An-
wendbarkeitn Hinblick auf verschieden€&ragestellungehewertet.Aul3erdenwird ein Aus-
blick auf moglicheVerallgemeinerungeder hier vorgestellteriMethodengegeben.

Im AnhangsindDetailszu denteilweiselangenanalytischefiRechnungerzufinden,aufderen
Darstellungm Hauptteilder Arbeit verzichtetwurde.
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2. DM-Solitonen in der Numerik

2.1. Die NLSE und DM-Solitonen

Wir betrachteralsModell fur die Pulsausbreitungn Lichtwellenleiterdie kubischnichtlinea-
re Schibdingegleichungin derdimensionsloseform [3]:

iAz+d(2)Ax +c(2)|[APA=0. (2.1)

Hierin bedeutet die Zeit und z misstdie Ausbreitungim Lichtwellenleiter A ist die kom-
plexwertigeFunktionA(z t). Die Koeffizientend undc sollenim Folgendenyennnichtaus-
dricklich etwasanderegesagwvird, fur periodisché=unktionenmit der PeriodiziitsangelL
stehenUntereinemDM-Solitonsoll danneineLdsungvon (2.1) verstandenverden,welche
die Form

A(zt) = F(zt) exp(ikz), F(zt)=F(z+L,t) (2.2)

besitzt.Die Konstantek bezeichnenvir in Analogiezum Blochtheorenals QuasiimpulsOf-
fenbargeriigtdannF(z t) derBeziehung

iF, — kF +d(2)Rt +¢(2)[F|°F = 0. (2.3)

Die wichtigsteFeststellungst, dasses- in dernumerischerSimulationund damitinnerhalb
derdorterreichbarerisenauigkeit derartigeDM-Solitonentiberhaupgibt [37], [8]. Betrach-
tenwir alsBeispieleinesymmetrisch®ispersionskonfiguratioim Folgenderauchals“Di-
spersionsabbildungbezeichnetym (idealisierendenyerlustfreienFall (d.h. ¢(z) = cong.,
z.B.c(z) = 1) mit derPeriodizititshngel = 1. Fur die Dispersiommehmerwir folgendeGe-

staltan:
d+(d) fur ng<%
d(z) =< —d+(d) fur %§z< 3 (2.4)
d+(d) fur 3<z<1

Abbildung?2.1zeigteineperiodisché.osungn dernumerischeisimulationderkubischnicht-
linearenSchibdingegleichungzurachstin nichtlogarithmischeAuftragungder |A|-Achse.
Die ExistenzsolcherperiodischerLdsungerist eine mathematiscichttriviale Frage,wel-
cheim RahmerdieserArbeit nichtbehandeltverdensoll. DesWeiterenergibt sichdie Frage
nachmoglichenweiteren periodischer.dsungenVon der Existenzeinesantisymmetrischen
DM-Solitonswird in [32] berichtet Dasantisymmetrisch&olitonistinsofernvon grol3eBe-
deutungals esmit seinerExistenzklar ist, dassnicht nur eine periodischeLdsungexistiert.
Andererseitsst die Fragenacheiner Charakterisierungller periodischeLosungerder ku-
bischnichtlinearerSchiddingegleichungmit periodischerKoeffizientennochungekért.
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Abbildung 2.1: Numerisches DM-Soliton innerhalb einer Periode der Dispersionsabbildung
(nichtlogarithmische |A|-Achse)

2.2. Eigenschaften der DM-Solitonen

Betrachterwir im Detail ein typischesDM-Soliton als Ergebnisder numerischerSimulati-
onderkubischnichtlinearerSchibdingegleichungwobeials Dispersionsprofitiie obenein-
gefuhrtesymmetrisch®ispersionsstufbenutztwurde.DasDM-Solitonin Abbildung2.1hat
offenbardie gleichePeriodewie die Funktiond(z). Aus der Abbildungist weiterhinerkenn-
bar, dasssich die Pulsbreiteund -amplitudedes DM-Solitons zwar innerhalbeiner Periode
verandertdie Pulsformjedochnahezwnverandertleibt.
DieseFeststellungwelcheaufgrundder numerischerSimulationgevonnenwurde,dassdie
periodischa_dsungselbséhnlichist, ist fur die Entwicklungeinergeeignetemathematischen
BeschreinngderDM-Solitonenaul3erstvichtig. Dieswird nochanmehrerertellender Ar-
beit deutlichwerden.In der Literatur wird diesebesonderd&igenschafoft als “Atmen” des
Solitonsbeiseinerz-Dynamikbeschriebefi39], [36].

Abbildung2.1gibteinenEinblick in dasVerhalterdesPulskernsMankannerkennengdasser
lokalisiertist undetwadie Form einerGaul3glockénat. DasVerhalterder Randerjedochwird
in dieserAbbildungkaumdeutlich.Daherbietetessichan,fur dasgleicheSolitondie Ampli-
tudein logarithmischenMal3stamocheinmalaufzutragenDann(Abbildung 2.2) siehtman
nocheineanderewichtige EigenschaflesDM-Solitons,welchedie Pulsi@nderbetrifft. Jetzt
ist erkennbardassdasDM-Soliton interessant&trukturenaufweist: Offenbargibt esin der

10
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Abbildung 2.2: Numerisches DM-Soliton innerhalb einer Periode der Dispersionsabbildung
(logarithmische |A|-Achse).

Umgehungvon denMittelpunktendereinzelnerFiberstickezu gewissen-WertenstarkeEin-
schnitte(Nullstellen)der Amplitude,welchein einerlogarithmischeiuftragungnatugenaf
besonderauffallen.Wir werdenspatersehendasdlie Oszillationerderim Zeitbereichweiter
aul3erliegendeBereichedesPulsesals EinflussehdhererHermitemoderauf dengaul3artigen
KerndesDM-Solitonsverstandenverdenkdonnen.

In derobigenAbbildungist lediglich die Amplitude damgestellt.Sie ist offenbarperiodisch.
Die Losunghat sich jedochnachDurchlaufeneiner Dispersionsabbilungim einen Faktor
exp(ikL) (im hier betrachteterfrall ist L = 1) verandert.DieserFaktorverandertlediglich die
Phaseund tritt in den Abbildungen,welchedie Amplitude darstellennicht in Erscheinung.
Bemerkenswerist hierbei, dassder Phasenfaktokonstantist, also keine Zeitablangigkeit
aufweist.Man bezeichnetlaherk in Analogiezu der entsprechendeBegriffsbildungin der
Festlorperphysikals “Quasiimpuls”.Die BedeutunglesQuasiimpulse$iegt nundarin,dass
manmit seinerHilfe die DM-Solitonencharakterisierefkann,wie wir im Folgendensehen
werden.

Esstelltsichnundie Frage ob eszu einerspeziellerDispersionsabbildunigdiglich ein oder
mehrereDM-Solitonengibt. Bei dervorliegenderDiskussionbeschankenwir unsauf Para-
meterbereichdn deneneineeinparametrigéamilie von symmetrischeb.osungerexistiert.
Aus diesemGrundwerdenwir meistFalle mit (d) > 0 betrachtenEsseijedocherwahnt,dass
esebenfallsSolitonenim Bereich(d) < 0 gibt [31], [15], [22]. In diesemBereichgeriigt die

11
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AngabeeinerGrof3e,seiesnunk, die anfanglichePulsbreiteoderdie Enegie

dE
EZ)= [ IAzOPd, =0, (25)
umein ElementderFamiliezukennzeichnerDementsprecherglbt eseinenZusammenhang
zwischendemQuasiimpulsund der Enegie. Bestimmtmandiesenmumerischso emibt sich
die Abbildung2.3. DieserZusammenhanist charakteristischiir die Familie von Losungen.

7 T T T T T T T T T

E(k)

12 14 1.6 1.8 2

Pl ol

Abbildung 2.3: Zusammenhang zwischen Energie E und Quasiimpuls k in der numerischen
Simulation.

Einegeeignetd&heoriesolltein derLagesein,ihn gutzu approximierenEsist aufdenersten
Blick sehrerstaunlichdassein nichtlinearesSystemeinesoscheinbaeinfacheCharakteristik
besitzt.In der Tat werdenwir spater dasfast lineare Verhaltensogaranalytischverstehen
konnen.Aul3erdemsei erwahnt, dasses es numerischaufwendigist, die in Abbildung 2.3
damgestellteBeziehungzu erhalten:Schlie3lichmussmanfir jedenPunkteine periodische
LosungeinernichtlinearemartiellenDifferentialgleichunguchenwasim vorliegenderfall
nichteinfachist.

12
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2.3. Numerisches Aufsp Gren von DM-Solitonen

Wie findet man ein DM-Soliton numerisch”Das Problemist nicht ganz einfach: Schliel3-
lich handeltes sich um eine periodischeLdsungeiner nichtlinearenpartiellenDifferential-
gleichung Eine beliebigeAnfangsbedingungberdie Fiberstreckezu integrierenist einfach:
Man kann sich einesStandardintgrationserfahrensedienenSo wurde in der Arbeit ein
Split-Step-Intgratorbenutzt.Um jedochdiejenigeAnfangsbedingungu finden,welcheeine
periodischd.dsungdarstellt,bietensichzwei Wege an:

Zum einenfangtmanmit einerlokalisiertenAnfangsbedingungGaul3-Glockeoder Sekans
hyberbolicus)an und integriert iber sehrviele Perioden.Im Falle der integrablennichtli-
nearenSchibdingegleichung[47] mit konstanterKoeffizientenweil?d manaufgrundder In-
versenStreutransformatiordasseine solcheAnfangsbedingungyennsie geeignetgewahlt
wurde, auf ein Soliton “relaxiert”, alsoder Nichtsolitonenanteiin Form von Strahlungvon
demSolitongetrenntwird. Esemibt sichdie Frage ob sich DM-Solitonenahnlichverhalten.
In dem numerischereExperimenthierzuwurde wieder eine symmetrischeDispersionsabbil-
dungbetrachteund eineanfanglicheGau3erteilunguberviele Periodenintegriert. Wie die
folgendeAbbildung2.4 zeigt,ergebersichOszillationenn derAmplitudedesPulsesdie mit
zunehmendeAnzahl der Integrationengeringerwerden. Die Relaxationeineranfanglichen

1.105 T T T T T T
[A(n,0)] ——

1.1 H —

1.095 | —

1.09 u

Amplitude

1.085 B

1.08 -

1075 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Periodenanzahl n

Abbildung 2.4: Entwicklung der Amplitude einer Gauf3verteilung bei Integration Giber viele Pe-
rioden. Neben starken anfanglichen Oszillationen ist eine schwache Konver-
genz erkennbar.
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Abbildung 2.5: Vergleich der Amplitude der Anfangsverteilung (|A1]) mit der Amplitude der
Verteilung nach 31200 Perioden (|Az|) und nach 31600Perioden (|Az|) der sym-
metrischen Dispersionsabbildung. Im Zentrum der Verteilung hat sich schon
deutlich ein DM-Soliton herausgebildet, wogegen die Verteilung am Rand noch
kein stationares Verhalten zeigt.

Gaulerteilungauf ein DM-Soliton gehtalsosehrlangsamvonstattenDies ist analogzum
VerhalterderintegrablenSchibdingegleichungzu seher[23]. Interessanist hierbei,dasdie
Oszillationender Amplitude zu Beginn ein fast-periodische¥erhalterzeigen Abbildung 2.6
zeigteinenAusschnittder Amplitudenoszillationemnd vergleichtdiesenmit einemum 209
PeriodernverschobeneAusschnitt.DesWeiterenist aucheine Analogiezur ausderInversen
StreutheoridekannterstrahlungerkennbarDie LosungrelaxiertaufdasDM-Soliton,indem
Pulsanteiledie nicht zur periodischerLdsunggetdren,in denbeziglich der Zeit weiter au-
RenliggenderBereichderVerteilungwandernlm RahmerderinverserStreutheorig&anndies
durchdenStrahlungsternm KernderMarchenko-Intgralgleichund47] verstandenverden.
Das Verhaltender DM-Solitonenist insofernerstaunlichund vom theoretischerstandpunkt
ausgesehersehrinteressantjaessehrahnlichzu demderklassischersolitonenderkubisch
nichtlinearenSchibdingegleichungmit konstanterKoeffizientenist. Aufgrund der langsa-
menKornvergenzist diesesverfahrenedochungeeignetafur, ein DM-Soliton numerischzu
bestimmenHierfur magmaneinemandererStandarderfahrendenVorzuggeben:Beginnt
manmit einerlokalisiertenAnfangsbedingundlie kein Solitonist, soverandernsichjeweils
nacheinerPeriodeHalbwertsbreitaind Pulstohe.Man kanndie Schwankungemutzen,in-
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Abbildung 2.6: Fast-Periodizitat der Amplitudenoszillationen. Die zweite Kurve ist um 209 Pe-
rioden nach rechts gegeniiber der ersten verschoben worden.

demman Uber Maximum und Minimum mittelt. Auch Mittelung durch zwei Wendepunkte
ist erfolgreich[7]. Bei beidenVerfahrenist esjedochnotwendig,die entstehendéstrahlung”
durcheinengeigneterfiltermechanismus derNumerikzu eliminieren.

Der Aufwandfur einenderartigerProzesslesnumerischeriSolitonenzichtens’ist offenbar
sehrstarkdavon abhangig,wie gut die Anfangsbedingungchondie richtige Losungappro-
ximiert. Auch hier kanndie Theorie,die im Folgenderdamgestelltwerdenwird, guteDienste
leisten,wennmit ihrer Hilfe leichteinegute Startwerteilunggefundernwerdenkann.
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

3. Theoretisc he Modelle fur DM-Solitonen

3.1. Uberblic k tiber die theoretischen Modelle

In denvergangenerahrensind verschiedendlodelle vorgestelltworden,um die Pulsaus-
breitungin Lichtwellenleiternund speziellDM-Solitonenzu beschreibe8]. Im Folgenden
werdendiejenigenModelle diskutiert,welcheim Rahmender vorliegendenArbeit benutzt,
weiterentwickelbderentworferwurden.

DasersteModell, welchesaufeinerStorungstheoriem Frequenzbereichasiertjst alsGabitor-
Turitsyn Gleichung[11] bekannt.In ErweiterungdiesesModells wird hier eine alternatve
HerleitungmittelsLie-TransformatiomprasentiertyelcheneberderGleichunghocheineKor-
rekturin ersterOrdnungliefert [10].

In derVergangenheibatsichdie Betrachtungron Momentender Schibdingegleichungauch
fur die BeschreibngderDM-Solitonenbewvahrt[6]. Mankannzeigendassunterder Annah-
me einerparabolischefPhasealie grundlgendenGleichungerfur PulsbreiteT und Chirp M
direktausdenMomentengleichungetterkubischnichtlinearerSchibdingegleichunggevon-
nenwerdenkdnnen[34], [43]. Daherwird die Frageuntersuchtpb die Methodefiir hohere
Momenteerweitertwerdenkann.

Die Storungstheoriém Zeitbereichstellt einekonsequent@nwendungdesWissendiberden
linearenTeil der Schiddingegleichungdar [25]. In der vorliegendenArbeit wird ein etwas
andereWeg beschrittenmit einergenvohnlichenStrungstheorienstellecinesMehrskalen-
formalismusunddannaufdie BerechnunglesQuasiimpulseson DM-Solitonenangavendet.
Bei dieserHerangehensweiseerdendie linerarenGleichungerfir T undM benutzt.Durch
die Betrachtungron MomentenoderauchdurchVariationsprinzipiemwird jedochdie nichtli-
neareVersionderGleichungeriur T undM nah@elgt. In derTatkannmanauchmit letzterer
einegemittelteGleichungherleiten.

Alle Mittelungs\erfahrenkdnnenin nullter Ordnungjedochnicht die StrukturdesPulsesn-
nerhalbeinerPeriodam Detail beschreiberDafur mussterhohereOrdnungenn die Modelle
mit einbezogenverdenwaszu sehrkompliziertenAusdiickenfiihrt. Eine Alternativeist, auf
eineApproximationvia Mittelung zu verzichtenDiesfuhrtauf ein nicht gemitteltesdynami-
schesModell. SeineHerleitungermdglicht nebereinerdetailliertenBeschreilbng desPulses
innerhalbeinerPeriodeebenfallsdie Wahlder TM-Gleichungerbesseru verstehen.
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

3.2. Charakteristische Skalen und Langen

Die Grundideeaderverschiedenestorungstheorierdie im Folgenderdaigestelltwerden be-
stehtim Wesentlicherdarin, die Nichtlineari&t als StorgrofRezu betrachtenDies kannman
unterverschiedeneBlickwinkeln tun,damanbeider Ausgangsgleichung

iA+d(2)A¢ +c(2)|APA=0

drei Freiheiten(z, t, |A|) hat,dasProblemzu skalierenund fir die entsprechend®ethode
geeignetkuformulieren.Betrachterwir denFall kleinerNichtlinearitt,denwir formalin der
Form

iA;+d(2)Ax +£c(2)|APA=0 (3.1)

schreiberkdnnerundnehmerdabeian,dassie Funktionerd undc einePeriodederOrdnung
1 habenTransformieremwir nunz — z/g, soerhaltenwir

. 1 7z Z o a2a
1Az + Ed(g))Att‘|‘C(g)|A| A=0 (3.2)

sodassdie Koeffizientennun einePeriodeder Ordnunge aufweisenWahrend(3.1) fur eine
gewodhnlicheStorungstheorigeeignetst, kannman(3.2) fur die AnwendungeinesMehrska-
lenformalismug2] oderLie-Transformatior{11] benutzenDain diesemFall die Dispersion
grol3ist (daherdie BezeichnungDispersionsmanagement’ist die Guiding-CentefTheory
von Hasg@awva und Kodama[16], [17], [18] aufdenvorliegenderfall nicht anwendbaf34].
Somitist verstindlich,dasdie Gestalder DM-Solitonenstarkvon demGroRewverhaltnisder
siebestimmendeRarameterinsbesondereom VerhaltnisderlokalenDispersiond zur mitt-
lerenDispersion(d) ablangt. Wirdenwir groRemittlere Dispersionerbetrachtenso wiirde
Gleichung(3.2)biszur Ordnunge? in dieintegrableForm derkubischnichtlinearerSchivdin-
gemleichungiubegehen[47]. DieserBereichwird in der Guiding-CenteiTheorybeschrie-
ben.Als Losungererhalt manklassischeSolitonen,alsoz.B. Losungemmit einemSekans-
Hyperbolicus-ProfilVerringertmandie mittlere Dispersionsokommtmanin denhier inter-
essierendeBereichdesDispersionmanagemenispbeidie DM-Solitonenunterschiedliche
FormenderEinhiullendenaufweisenyie diefolgenderAbbildungen3.1und3.2zeigen.Hier
istzubemerkengdasslieentsprechendedimulationemmit umsohdhererGenauigkeibewerk-
stelligtwerdenmiissenje groR3er|t| ist. Daherist esschwierig verlasslicheAussageriiberdie
Asymptotikfiurt — oo zumachenAllerdingslassersichdie Ergebnissemit dennumerischen
Simulationerderim nachsterParagraferhemgeleiteterintegralgleichungrergleichen[8].
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Abbildung 3.1: Numerisches DM-Soliton fiir die Parameter L = 0.1, d = 50.0 und (d) = 0.15.

3.3. Storungstheorie im Frequenzbereich
3.3.1. Herleitung der Gabito v-Turitsyn Gleichung mit Lie-Transformation

Bei der hier gewahltenForm der Storungstheorie@m Frequenzbereicgehenwir von (3.2)
aus,schreiberaberim Folgendenn denArgumenteriediglich z. Wir teilendie auftretenden
Koeffizientenin einenkonstanterundeinenvariierendernreil auf:

~

d2 = (d)+dz. o2 =0 +82. (33)

Die Klammern(...) bedeuterdabeiMittelung (Integration) Uber eine Periode.Um die Lie-
transformatiorzu nutzenmussmanzuersteinegeeignetdransformatioranwendenymsich
des Faktors% vor dem Dispersionskodizientenzu entledigen.n [34] wurde gezeigt,dass
die Linsentransformatiorin geeignetekVegbereiterfur eineLie-Transformationst, welche
im Raumder Entwicklungskodizienteneiner Entwicklung nach Hermite-Eigenfunktionen
operiert.Fur eine Storungstheoriegm Frequenzbereiclst dahereine FourierahnlicheTrans-
formationerfolgversprechend:

At,2) = %T/ dwug(w, Z) exp[—iot — iw’d; + iof%], (3.4)
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Abbildung 3.2: Numerisches DM-Soliton fiir die Parameter L = 0.1, d = 50.0 und (d) = 0.90.

wobei q ,
&mzdﬁmzﬁdM@+m@ (3.5)
unddie Integrationskonstantd; o so festgelgt wird, dassfur die Funktiond gilt: <d~1> =0.

Nachder Transformatiorerhalt maneine Integro-Differentialgleichug im Frequenzbereich
fur die Funktionuy,,

iﬁ;%m&%+%zm (3.6)

wobeiderIntegraltermJ,, durch
1 o0 o0 o0
Jo(w,z) = W/ / / dundupdws (wr + 0z — W3 — W)F Uy, U, Uy, (3.7)
gegebenist. Der KernF hangtvon allenFrequenzemndder Ausbreitungskoordinateab:

F@mwm&wazaaamqﬁﬁa+mf$ﬁ (3.8)

B=wf+ s —wj— . (3.9)
Offenbarist Uy, aufgrundder Termew?d; und w?(édy)/(c) nicht die FourierTransformierte.
Der Grundfur die zusatzlichenTermeist, dassdasErgebnisam Endeim Grenzfallkleiner
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Dispersionschwankungenit demvon Hasgava und Kodama[19] konsistenseinsoll. Um
die Gleichungdurch Anwendungder Lie-Transformationzu mitteln, schreibtman (3.6) im
Zeitbereichjndemmandie inverseFourierTransformation

utt,2) = %1 / deUe( 0, 2) exp|—icet] (3.10)
benutztunderhalt q
d—l;:X[u,u*;z] =i(d)u +1J. (3.11)

Die SchreibweiseX[u, u*; Z] bedeutetdabei,dassX ein Ausdruckist, in welchemu und u*,
sowvie derenAbleitungenin t, alsoz.B. wt auftretenund die Koeffizienten eine explizite
Abhangigkeitvonz haben.

DerTermJ ist dabeidurch
J =F(i0y,,i0t,; —10t;, —i0t = (0, + O, + 0t3); Z){ U(t1)u(t2)u* (t3) }t; =t (3.12)

gegeben,wobei manden OperatorF dadurcherhalt, dassmanin dem Ausdruck(3.8) die
Substitutionw — 10y vornimmt. Die ersteDifferentiationiody, in demOperatorF wirkt dabei
lediglich auf denerstenFaktoru(t1). Nachdenalle Differentiationernvorgenommerwurden,
hatmant; =t,i = 1,2, 3 zu setzenDie Exponentialfunktionn (3.8) ist als Potenzreihenent-
wicklung zu versteherund entsprechentisstsich J als Summevon Differentialoperatoren
darstellen.

Nach diesenVorbereitungerkonnenwir die Gleichung(3.11) mit Hilfe einer Lie-Trans-
formation[29],[19] aufdie Form

5= YV (3.13)

bringen beiwelcherdie rechteSeitenichtexplizit vonzablrangt.Natirlichistv=v(zt), aber
die Koeffizientenauf derrechtenSeiteder Gleichungsollennicht mehrvon z abrangen Fur
die Lie-TransformatiorbenutztmandenAnsatz

u=e"v=v+o+ :—2chDcp+---, (3.14)

wobei @ = @[v,v*; Z, die Erzeugendeler Transformationgine explizite Abhangigkeitvon z
und aufR3erdermauchvon v, v* und allen derenAbleitungennacht enthalt. AuRerdemsoll ¢
periodischsein und die gleiche Periodewie die Koeffizientend und c besitzenDie Rich-
tungsableitungl] ist dabeials

00

0 0
= — O — 3.15
(p n;[(pnt avnt + (H"It avif]t] ( )
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definiert,wobei@y = 0"@/0t", vix = d"v/0t". Um @undY zu bestimmenmachenwir davon
Gebrauchdassdie Koeffizienteneine Periodege besitzenDaherist eine Entwicklungvon'Y
und@in derForm

Y=Yo+Y1+Ya..., 0= Q@+ Q1+ ..., O(Yn) = O(@n) = €" (3.16)
sinnvoll, dasichdannaufgrundvon

O( 4, = O 1) 317

die unbekanntery, und @, bestimmeriassen.n der nullten Ordnungerhalt manauf diese

Weise: 3
¢
Yo+ 3 =X. (3.18)

und nachlintegrationuibereine Periodewegender Periodizitit von @ und somitaller ¢,, also
opy _
(371 =0,

Yo = (X) = i{d)wt +i(J), (3.19)
(3) = (F){v(ta)v(t2)V" (ta) }lg=t - (3.20)
Diesegibt dannwiederumeineGleichungfur ¢
%—“;1 —iJ=i0-i(3), @=@+id (3.21)
wobei 5
a_le =J, (J1) =0. (3.22)

Die Integrationskonstante; o[v, v¥| wird erstin dernachsterOrdnungfestgel@t. In derersten
Ordnungerhalt manentsprechend

o 1 0@
Sy = o105+ [0 (X) (3.23)

undnachintegrationuibereinePeriode

Y1+

Ya= S0 22+ [ton), )] (3.24)
Hier steherdie eckigenKlammernfir die iblichenPoissonklammeranterBerticksichtigung
derDefinition (3.15).Im Falle von moderatenbispersionsmanagementenndie lokalenVa-

riationender Dispersionnicht allzu grof3sind, kannmandie Integrationskonstante; o derart
wahlen,dassY; verschwindef19]. In demvorliegenderfall ist nicht klar, ob diesebenfalls
moglichist. Allerdingsist in der Beziehung3.23)die Beschreilnng von moderatenDisper

sionsmanagemeats Spezialfallenthaltenin diesenfFall stehtvor demvariierendenreil der
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Dispersion(vgl. (3.2)) nocheing, sodassnanF in (3.8)in eineTaylorreiheentwickelnkann
unddabeidannin dernulltenunderstenOrdnung
F zﬁ(l—iB&l—l—iB%) (3.25)
erhalt. Mittelt man Giber eine Periode,so hebensich die beidenTerme,in denend; steht,
hinweg, wir erhalten
(F) =~ (c). (3.26)

Daraudolgt, dass(F) keineAbleitungsoperatoremehrentfalt. Die Gleichung(3.21)isteine
Gleichungn nullter Ordnungn g, sodasshierebenfallswur derersteTermin derEntwicklung
(3.25)zumTragenkommt.Daherkannman

%—“;1 —IBAV, QL= Gro+iCVAV (3.27)
schreibenwobeid¢;/dz = €, (¢1) = 0. Wahlt man an dieserStelle die Konstantego = 0
und setztdie Ausdiiicke (3.25)- (3.27)in die Definitionvon Y; (3.24)ein, sofolgt in dieser
Naherung

Y1 =0, (3.28)

also das Ergebnis,welchesin diesemFall auchdurch direktesAnwendender Lie-Trans-
formation[19] odereinenMehrskalenformalismuigl5] erhaltenwerdenkann.
Insgesamhabenwir eine Gleichungim Frequenzbereicfiir die langsameé/eranderungder
Losungalsofurvin (3.14),erhaltenundzwar

0V (2)

i—nt = wA(d)V(2) —

> (3.29)

1

(2m)2
+0 p400 400

y /_ /_ [ dundondeosd(wn -+ w0 — 0 03) (F (@1, @, 03, ) Vo Vo Vi,

Gleichung(3.29)ist die sogenannt&abitov-TuritsynGleichung[11] und kannebenfallsmit
Hilfe einesMehrskalenformalismuR2] odergewndhnlicherStrungstheorideigeleitetwer-
den.Die hiervorgestellteHerleitungmittels Lie-Transformatioriefert direktdie dynamische
Korrekturim Frequenzbereicim der Form

i +o00 —+o0 +o00 -
Ug = Voo + 22 / / don dapdasd(wy 4 0 — W — w3) F1 (w1, g, W3, 00)Vay Vay, Yy,
~ (3.30)
mit %1 = F = F — (F) und(F1) = 0. Ein Vorteil der Lie-Transformatiorist auRerdemdass
sichdie vorgestellterRechnungerinfachauf hohereOrdnungerverallgemeinerassen.
Die in diesenKapitelvorgestelltadMethodeist sehrallgemein:Sienutztesaus,dasglie Nicht-

linearitatklein ist undin nullter OrdnungdasSystemdurchseinelinearenEigenschaftee-
stimmtwird. In nullter OrdnunglasstsichdasSystemleicht mit Fouriertransformatiohbsen.
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In der erstenOrdnungerhalt mandanneine Integralgleichungwelchezeigt, wie die Eigen-
schafterdeslinarenSystemsdurchdie Nichtlineari&t verandertwerden.Bei dieserMethode
wurdenkeinebesonderennahmeniberdie PulsformgemachtLediglich miissenalle no-
tiertenIntegraleexistieren,insofernmiisserdie Integranderhinreichendschnellim Unendli-
chenverschwindenEntscheidengedochist, dassdie Ergebnissesovohl fir einenPulsewie
auchmehrerePulsegultig sind.

Die Gabitos-Turitsyn-Gleichungst das Ergebniseiner storungstheoretischeBntwicklung.
Es wurde gezeigt,dassman mit Hilfe der Lie-Transformationleicht die Korrekturin der
nachstenOrdnungbestimmenrkann. Dies ist, da der Kleinheitsparameteder Entwicklung
andie Schwacheder Nichtlinearatgekoppeltst, fur die Beschreiingder Ausbreitungeines
Signalsmit grof3erenPAmplitudenwichtig.

Dennoclbleibtzubemerkendasdie analytischeAuswertunglerGabitos-Turitsyn-Gleichung
und der hoherenOrdnungenm Allgemeinensehrkompliziertist. Im Falle einersymmetri-
schernDispersionsabbildungannman,dieswird dasfolgendeKapitel zeigen zumindestien
KernderIntegralgleichungoestimmen.

3.3.2. Anwendungen der Gabito v-Turitsyn-Gleichung auf eine symmetrische
Disper sionsstufe

Im Falle einersymmetrischerkonstanterDispersionsabbiIdunlgéngtoTl linearvonzab,und
F1 lasstsich analytischberechnenDabei gehenwir wieder vom verlustfreienFall c¢(z) =
cons. = lg aus.Zunachsterhalt man

iBd iBd
F.  JBd ez —e 2 sino _EI
F . sin® 1
F_ N P <= .
i expli®(4z—1)] o z< > (3.32)
F o epio@z—g-3° 1 (3.33)
lo ©] 2
Daraufhinfolgt fur Fy
Fi  exp[i®(4z—1)] sin®@_ exp[-iO] 1
n_ _ _ <z .
lo 40 o ‘" ae ‘2 (3.34)
Fi  exp[-i©(4z—3)] sin@_ 2expliO] —exp[—iO)] 1
n_ _ > 2 .
Io 40 o “t 40 %25 (3.35)

Obwohlin demvorliegendenFall der Kern der Gabitos-Turitsyn-Gleichunganalytischbe-
stimmtwurde,ist ein Losender Gleichungauf analytischemWege dennochschwierig.Nu-
merischlasstsich die Gleichungeinfachiterierenundz.B. dazunutzen einegeeigneteStart-
verteilungfur das“Z ichten”einesDM-Solitonszu erhalter{2],[8]. EineweitereMoglichkeit
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ist, ein solchedterationserfahrenebenfallsanalytischzu nutzen,alsoz.B. von einer Gaul3-
verteilungauszugehersiein die Gleichungeinzusetzemnd die erstelteriertezu bestimmen
[27]. Trotz ihrer Komplexitatist die Gabitos-Turitsyn-Gleichungund die Korrekturin erster
Ordnungdennochaufgrundihrer Allgemeinheitvon BedeutungSie machtkeine Aussagen
uberdie spezielleGestaltder Pulsform,ist daherauchfur Systemegultig, in denenmehrere
Pulseauchnichtlinearmiteinandewechselwirkenlm Folgendersoll jedochdie Betrachtung
aufdie DM-Solitonen,welcheim 2. Kapitel der Arbeit vorgestelltwordensind, konzentriert
werden.In diesemFall kannmandie zusatzlichelnformationdeseinenMaximumseineslo-
kalisiertenPulsesutzen,um andereModelle zu entwerfendie zwarnicht soallgemeinsind,
jedochweiteigehendezumTeil sogaranalytischeAussagerermoglichen.

24



3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

3.4. Erweiterung der Momentenmethode

MomentengleichungemsoGleichungenntegralerGrol3ender kubischnichtlinearerSchi-
dingegleichunghabensichauchfur die Betrachtungrzon DM-Solitonenals sehrinteressant
erwiesenZum einenkonntemit ihnenauf rein analytischemege eine notwendigeBedin-
gungfur die Existenzperiodischet. 6sungerderNLSE hemgeleitetwerden[28]. Zum anderen
wurdenunterder Annahmeeinerparabolischefhasaind einerum dasPhasendgremumlo-
kalisiertenAmplitude ausdenMomentengleichungedie TM-Gleichungerdirekt gavonnen
[34]. Desw@enwird im RahmerdervorliegendenrArbeit der Versuchunternommengliesen
Ansatzstrungstheoretischu verallgemeinern.

Im vorliegenderKapitel soll gezeigtwerden,dassesin der Tat wiedermoglich ist, ein ge-
schlosseneSystemgenohnlicherDifferentialgleichungenu erhaltenwennmanhdhereMo-
mentein die UntersuchungemiteinbeziehtDer Reiz der Betrachtungvon Momentenglei-
chungenliegt darin, dassmanim Wesentlicherdie spezielleForm der zugrundeligenden
partiellenDifferentialgleichungiutzt,um weitegehendé\ussagerzu gewinnen.

3.4.1. Gleichungen fur hohere Momente

Wir betrachterdazudie kubischnichtlineareSchibdingegleichungn der Form
iA,+dAt+CAPA=0, Azt)=a(zt)exp(@zt)) (3.36)

unddefiniererfolgendeMomente:

E(2) = / a2(z t)dt, (3.37)

T(z) = / a2z t)dt,  Ta(2) = / a2z t)dt,  Ta2) = / 2(z t)dt, ..., (3.38)
P(z) = dt

/ a(zt) Po(2) = / 2al(zt)dt,  Pa(z) = / tal(zt)dt, ...,  (3.39)
Q(z) = / 2zt)dt,  Qu(z) = / 2a(z )ct, .., (3.40)
M2 = [tzhaEid, Q@ = [azd(ztadt (3.41)

Nun machenwir folgendenAnsatz,welcheeinerReduktionder FreiheitsgradelesSystems
entspricht:

Q(zt) = :—quJ(z)tz + %Zsﬁ(z)t“. (3.42)

Die Annahmeeiner Phaseder Form (3.42) und einer hinreichendschnellverschwindenden
Amplitude,welcheum dasExtremumder Phaseghier beit = 0) lokalisiertseinsoll, sinddie
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

einzigenVoraussetzungemelchefir die folgendenRechnungeronmtensind. Insbesonde-
re werdenkeineAnnahmeriiberdie konkreteGestaltder Amplitude gemacht.

Durch Einsetzerund Ausrechner(Detailssindim Anhangzu finden),erhalt mandie Bewe-
gungsgleichungefur die Momente:

ET — 4dM ET — 8dyT, + §sBdT (3.44)
gz’ ~AAM, g Te = 8dWTa 4 2eBdls, '
EP = —2dP — 2deP, EPz = 2dyP, — gsBdP (3.45)
dz o gp 2T 2R gEbdbs, '
dﬂzg = —4d(PQ + eBQy) + 2dePE, dEZQz - —gdsBQ4+ 6dpT, (3.46)
d c
dEZQ = 4d(PQ + eBQy) — 2dePE — (PP + ePPy). (3.48)

Die GleichungenwverdendurchfolgendenRelationenwelcheman ebenfallsdurch direktes
Ausrechnererhalt, eganzt:

M =T+ SeBT Q= UPT+ SuepTy (3.49)

Berechnemannundie z-Abhangigkeitvon T4, und P4, sostb3tmanauf Relationenjn denen
wiederumhohereMomenteauftreten Andererseitkannmandie Kleinheitvon € ausnutzen,
umdasGleichungssysternu schlie3enyie derfolgendeAbschnittzeigenwird.

3.4.2. Das geschlossene Gleichungssystem flr hohere Momente

In derGleichungfiir Q; tretenbeispielsweis€, undP, nur mit demFaktore auf. Daherkann
manin denGleichungeritir Q,, undP»; die zu € proportionalerfermevernachfissigenywenn
mandie Gleichungerz.B.in (3.48)einsetztNatirlich hatmanhier gegebenenfallsumerisch
zu Uberpiifen,ob die zu € proportionalenTermewirklich von der Ordnunge sind,alsonicht

z.B. O(P4/P2) = e~ ist. Falls diesnicht der Fall ist, so kannman aufgrundder speziellen
Struktur des Gleichungssystemisn Rahmender gewahltenNaherungdie Gleichungenfur

Toz, P2z und Qp; durch

T, = 8dyTy, P, = 2dyP,, Qp;,=0 (3.50)

ersetzenDamit hatmandannfir die elf Unbekanntere, T,M, Q, Q, P, P>, T2, Qo, s, 3 in der
Tat elf GleichungergefundenwodurchdasGleichungssystemollstandigist. Da E die Pul-
senegie darstellt,welche eine Konstanteder Bewegung ist, bietet es sich an, die anderen

26



3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

GroRRenauf die Enegie zu beziehenAus diesemGrundefiihrt manfolgendeNotationein,
welchesichstarkeranderphysikalischerBedeutungler Grof3enorientiert:

T 1M
Tiﬁt =t Mint = STE’ (3.51)
Q Q
QRwis = Qfod+ Qbhase= ETE (3.52)
P B D ~Q
PRMS_E7 Kl_ E7 82_T7 sz— E (353)
Darauserhalt mansofortdie transformierterGleichungen
d
= Q2 g = —4dpQ2 4+ 2dBe(1— 2Qzp), (3.54)
d
5 Qfhase= 4dWQRYs — CWPrms+ EB(4dQ2p — 2d — cKy), (3.55)
d
d—ZPRMS = —2dyPrys — 2deBKy, (3.56)
9 = 4dMm (3.57)
dZ int — int, .
d 5 5 c
d—Z(TintMint) = d(Qphase‘|' Qfod) — ZPRM& (3.58)
1
Qfrase= WTi + SWEBS: T (359)
% = cong., (3.61)
int
K
=1 _ cong.. (3.62)
T

3.4.3. Bestimm ung des Chirps
Essoll nungezeigtwerden,wie manmit Hilfe derheigeleitetenGleichungerAussageriiber
die Phasenfunktiong(z,t) machenkann.Dabeiist insbesondereer Chirp, also die Funk-

tion Y(z) interessantgda er den maf3geblichernteil der zeitlichenVeranderungder Phase
beschreibtim Fall € = 0 errélt manaus(3.49)die Beziehung

() ==~ (3.63)
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

Chirp

Abbildung 3.3: Bestimmung des Chirps, also von y(z) mit verschiedenen Methoden. Die
durchgezogene Linie stellt das Ergebnis der numerischen Simulation der ku-
bisch nichtlinearer Schrodingergleichung dar. Die gestrichelte Linie zeigt das
Ergebnis fir die Simulation ohne die Berlicksichtigung hoherer Momente, die
gepunktete Line das Ergebnis der Simulation von (3.49).

welchefir die BerticksichtigunghohererMomentedurch (3.49) ersetztwerdenmuss.Ver-
gleicht man dann(3.49) mit (3.63) numerisch,so sieht man eine deutlicheVerbesserung:
Betrachterwir Abb. 3.3, sowird ein deutlicherUnterschiedzwischender numerischersi-
mulation(durchgezogenkinie) derkubischnichtlinearerSchiddingegleichungundder Ap-
proximationim Falle € = 0, alsounter Berticksichtigungvon M und T (gestrichelteLinie)
deutlich.Nimmt man hohereMomente(Punkte),wie obenbeschriebenhinzu, so wird der
AbstandderKurvengeringer

Die Momentenmethodest dahergut geeignetden Chirp zu beschreibenDennochsind die
auftretenderGleichungerkompliziertund schwieriganalytischzu l6sen.Entscheidendvar
bei der Entwicklung diesesModells, dassdie Amplitude lokalisiert war: Dies machteeine
TaylorentwicklungderPhasesinnvoll. Daherliegt die Fragenahe diesel okalisationder Am-
plitudeweiterauszuscpfen,indemmandie FunktionnacheinemFunktionensysterantwic-
klet, welchesauslokalisiertenFunktionernbestehtWir werdenin dennachsterKapitelsehen,
dasssichmit diesemVerfahrenn derTatinteressant&rgebnisseerzielenlassen.
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3.5. Gemittelte Gleichungen und Gaul3-Hermite-Entwic klung

3.5.1. Gemittelte Gaul3-Hermite-Entwic klung mit linearen Gleichungen fur T
und M

Ausgangspunktir die Storungstheoriem Zeitbereichist die Feststellunggassfur nicht zu
grolRePulsenggien die Nichtlinearitt als klein (von der Ordnunge) angenommenverden
kann.DesWeiterenrechnerwir mit einermittlerenDispersionder gleichenGrof3enordnung.
Die Grundgleichund2.1) nimmtdanndie folgendeForm an:

~

iA,+d(2)At +£c(2)|APA=0,  d(2) =d(2)+&(d). (3.64)

In dernulltenOrdnungist dasSystemlinear. Dawir nachPulsbsungersuchenliegt esnahe,
die LosungnacheinemvollstandigenFunktionensystermu entwickeln,dasdie Randbedin-
gungen(hier dasVerschwindenm Unendlichen)krfillt. Hier bietetsich dasEigenfunktions-
system{ f,} desharmonische®szillatorsan[26]:

1 X2

Wﬁe}(p(_f)H”(X)'

(fn)xx— Xzfn =Anfn, An=—-1-2n, fn(X) = (3.65)

In einer“naiven” EntwicklungderForm

~

A+ (DA =0, Azt)= Y Bu(2)fn(t) (3.66)

erhalt man gekoppelteDifferentialgleichungemir die EntwicklungskodifzientenB,,. Esist
jedochbekanntdassmandurcheineLinsentransformatiof88] in derForm
1 t M(2),,

X=——.,Z)exXp(l ——t°). 3.67
diegewvohnlicherDifferentialgleichungefiir die Entwicklungskodizientenentkoppeltyenn
manT undM alsLdsungvon

Alzt) =

- d

wahlt [25]. Setztmannamlich (3.67)und (3.68)in (3.66) ein und entwickeltanstellevon A
jetztdasFeldQ in derFormQ(z t) = 3 Bn(2) fa(t), soerhalt man:

~

. d

Die LosungdesSystemsst einfach

Bo(2) = Ba(0)opR@An).  R(9) = 92 (3.70)
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

Fur die nachsteOrdnungliefert die Entwicklungb, = By + €a, ein SystemgewvodhnlicherDif-
ferentialgleichungefiir die ap:

~

. d
Hier hangtdie rechteSeiteg, von derLbsungdernuIIten Ordnungab,undzwar
d
B2 = kot (a3, )3 S (3.72)
c . 4(d)M .
T nZkBmBI By Vimkin — %'Bn - %' % KnmBm,
Sjm == / an2 me, Knm — / anfmx, Vnm|k — / fn fmf| fk (373)

Die Gleichunger{3.71)lassersichz.B. mittelsVariationderKonstantehdsenundzusammen
mit derPeriodizititsbedingundir A (und mithin fur Q) sowie der Annahme dassderQuasi-
impulsk ebenfallsvon der Ordnunge ist. Man erhalt eine Bedingunganden Start\ektorder
nulltenOrdnung{Bn(0) }

KBn(0) + / £) exp(—iR(E )An)dE = 0. (3.74)

3.5.2. Betrachtung einer symmetrischen Disper sionsabbildung

Betrachtetmanwieder eine symmetrischéispersionsabbildungn der Form (2.4), so kann
mandie Bedingund3.74)durchSymmetriéiberleggungerbetiachtlichvereinfachenvianwahlt
zurachstM(0) = 0. Dannist T achsensymmetrisaduz= 0.5 undM ist punktsymmetrisclau
(0.5/0). Man siehtdann,dassdie in (3.74)auftretenderKoefizientenalle reell sind. (3.74)
ist ein nichtlinearesGleichungssysterfiir die By(0) undk, welchesschwierigzu losenist. Es
enthalt, da esdurchdie Betrachtungler erstenOrdnungentstanderist, denKleinheitspara-
metere nicht mehr Eine naheliggendeModglichkeit,esweiter zu vereinfachenist, nacheiner
Losungzu suchenpeiwelcherder EntwicklungkoefizentBy sehrviel groReralsdie anderen
ist. Man erhalt dannein Systemn derfolgendenForm:

~KkBn(0) + nBn(0) + ¥ CorBr(0) + Th =0, (3.75)
m>0
= <d><T2>An, (3.76)

Com = &m<d><icoqR<Am—A m
+Bo(0) eroo< (cos{R(Z)\o—)\m An] +2C0§R(Am — An)))

() S cos{R(Am—An>1>+Knm<¥sin[R<Am—An>J>>,
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T = <d>50(0)310<T—12 cogR(Ao —An)]) +V000n50(0)3<$ CogR(Ao —An)])
—4(d)Bo(0)(Swo(M* cogR(Ao —An)]) + Kn0<¥ SiNR(A0 — An)]))-

DasSystem(3.75)ist jedochimmernochnichtlinear:Schneiderwir esnachs Modenab, so
erhaltenwir s Gleichungerfur die s+ 1 Parametek, By(0), B2(0)... . DasSystemist deswe-
gennochnichtlineayr da ProduktekBn(0) auftreten.Allerdings kannmanBy(0) als einedie
LosungsfamiligparametrisierendéroReauffasserunddie ersteGleichungfur n = 0 nutzen,
umk in derForm

= k(O 4 kD (3.77)

Kero+—10 ZCOmBm(O)

Bo(0) & ~ Bo(0)
zu schreibenwobeik® = rq + To/Bo(0) gesetztwurde.Da wir BeitragehdhererOrdnung
in denBn(0) fir n > 0 vernachhssigenkdnnenwir in denanderers— 1 Gleichungerk(®
benutzenMan erhalt dannein (s— 1)-dimensionaledineares algebraischeSystemfur die
ParametefB;(0), ...Bys-1)(0)).
Zu bemerkenist, dassdie Entwicklungimmer noch einen “kiinstlichen” ParameterT (0)
enthalt. Aus demVoranggangenenvird klar, dasssiefur jedesT (0) gultig ist, dadie Eigen-
funktionendesharmonischel®szillatorsein vollstandingeg-unktionensysterhilden. Ande-
rerseitskannfir ein speziellesSoliton eine spezielleWahl fur T(0) gunstigerseinals eine
anderejnsbesondereyennmannicht dasunendlicheGleichungssystensondernwie oben
ein abgeschnittendsetrachtetWir werdenim nachsterAbschnittauf die Fragenacheinem
moglichst“gunstigen’T (0) zurickkommen.

3.5.3. Beschreib ung der Energie-Quasiimpuls-Charakteristik

Betrachterwir die Storungstheoriem Zeitbereichund die Gleichung(3.75).Esist nahelie-
gend,in ersterNaherungeine Approximationallein mit der nullten Mode zu versuchenAl-

lerdingsist danndasErgebnisnochvon demParameteiT (0) abhangig.Erinnernwir unsan
desserRolle: Er ist frei wahlbar dadasSystemder Eigenfunktionerdesharmonischet®s-
zillators vollstandigist. Wie kannmansich umgekehrdieseFreiheitzu nutzemachenpder

andergyefragtwie hatmanT (0) moglichstgiinstigzu wahlen?FolgendeWahlvon T (0) bie-
tetsichan:ManwahltT(0) derart,dass in demGleichungssysterf8.75),welchesnachzwei
Modenabgeschnittewird - B2(0) = 0 wird. Die Bedingunggibt einezusatzlicheGleichung.
Manwird die Berechnungler E(k)-Kurve alsofolgendermafemornehmen:

1. WahleinesBy(0)
2. Bestimmungvon T(0) ausderBedingungB; =0
3. Berechnungionk ~ ro+ To/Bo(0) undE ~ By(0)?
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Abbildung 3.4: E(k) im Modell der Storungstheorie im Zeitbereich. T (0) wurde fir jeden Punkt
optimal bestimmt. Die Ergebnisse des Modells (ODE) werden mit numerischen
Simulationen (PDE) verglichen.

DasErgebnisder Berechnungst in Abb. 3.4 dagestellt. Man sieht,dassmanmit Hilfe des
in diesemAbschnittvorgestellterModells, die E(k)-Kurve sehrgut approximiererkann.Das
Modell arbeitetmit der“linearenVersion"der TM-Gleichunger(3.68),in welchendie nullte
OrdnungsepariertDiesbedeutefedochauch,dassn diesenT M-Gleichungemochkeineln-

formationtiberdasnichtlineareVerhaltendesSystemssorhandenst. Diesefolgt erstausder
PeriodizititsbedingunB.74),welchevonrechtkomplizierterGestalist. Dahermussmanbei

derErstellungder E(k)-Kurve nachdemebenerlauterterSchemamplizite nichtlineareGlei-

chungendsen.Dies stellt gegeriiberder PDE-LosungeinedeutlicheVereinfachunglar Im

folgendenAbschnittwerdenwir eineahnlicheGaul3-Hermite-Entwicklungetrachtenyel-

chedie TM-Gleichungermmit einemzusatzlichen nichtlinearenTermbenutzt.n diesemFall

ist schoninformationuberdie Wirkung derNichtlinearittin derLosungder TM-Gleichung,
welchedannentsprechendlomplizierterwird, enthaltenWir werdensehendassesdannso-
garmoglichist, die E(k)-Kurve analytischin einerParameterdarstellurgy beschreiben.
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3.5.4. Gemittelte Gaul3-Hermite-Entwic klung mit nichtlinearen Gleichungen
far Tund M

Die Anwendungder Methodeder gemitteltenGaul3-Hermite-Entwicklungchliel3tunmittel-
barandie Darstellungn [40], [34] an.Dahersollenhiernursehrkurz diewesentliche\spek-
te dieserVorgehensweisbehandeltverden.Wir gehenwiedervon Gleichung(2.1) ausund
macherfolgendenAnsatz:

Vo=t z)exp(i%

T(2) T(2)’
Die Linsentransformatioi(3.78) unterscheidesich von der Linsentransformatiof3.67) da-
durch,dassein zusatzlicherParameteN eingefihrtwurde.Wir werdenspatersehenweshalb
dies hier sinnvoll ist. Die FunktionenT und M sind wieder zurachstfrei und sollenspater
geeignegewahltwerdenWir setzterdaher(3.78)zurachstin allgemeinefForm, alsoohneT
undM zu spezifizierenin (2.1) ein underhalterals Gleichungfirr Q:

Azt) = t2). (3.78)

iQZ+%(QXX—x2Q) = (TMZ—MTZ—|—4dM2—%)x2Q
T,—4dM [1 cN2
-Hf [§Q+ XQX] ‘|‘?|Q| Q. (3.79)

In die Gleichungsetzerwir die nichtlinearengenvohnlichenDifferentialgleichungefir T und
M ein[41], also ,

dT dM d(z) c(2N

g ~ M. = T
Hierzuseibemerktdasssichdie Gleichungervon derlinearenVersion(3.68)unterscheiden.
In denletztenJahrenwurdenin verschiedeneiModellenbeide Gleichungenn der Linsen-
transformatiorbenutztund eswar unklar, welcheBeschreilnng die “bessere’ware.Fur die
linearenGleichungerspricht,dasssie - wie obenbeschrieben die Koordinaterdarstellenjn
welchendaslineare Systemseparier{25]. Die nichtlinearenGleichungertretenbei Benut-
zungeinesVariationsprinzipsuind der Betrachtungder Momenteauf. Im Abschnittiiberdas
dynamischéviodell kommenwir auf die FragenachderWahl derTM-Gleichungerzuriick.
Jetztentwickelnwir Q=3 ,bn(2) fn(X) Mit x= ﬁ wiederin Gaul3-Hermite-Eigenfunktionen.
NacheinerPhasentransformatidm(z) = Bn(2) exp[iR(2)An] mitdR/dz=d(2)/T(2)?>— (d/T?)
undeinerMittelungin derForm B, = Uy 4+ ..., wobeidie Uy, dielangsameSkalaunddienp
die schnellveranderlicheSkaladarstellenerhalt manalsgemittelteGleichungfir die Uy

Gt (M + 3 (B8l

(3.80)

dz
Z <B(Z)62i(n+k_l_m)R(Z)>UmUIUlzvn,m,l,k =0. (3.81)
m,l,k
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3.5.5. Beschreib ung der periodischen L&sung

Ein DM-Soliton wird durcheine statiorare Losungder Gleichung(3.81) beschriebenAlso
machtmandenAnsatzU, = F,exp(ikz) underhalt ein algebraischeSystentir die Fy:

d
—KF+ (2 )\Fn+z (2 ("~MRENS, P+

Z<B< 2) (M =MREZ)Y B B R i k= 0. (3.82)
m,l,k

Jetztgeherwir wiedervonderAnnahme | >> || ausundbetrachterzurachszweiModen
Fo undF. Die vollen nichtlinearerGleichungerautendann

+< 5)Fo+ (B)So.0Fo + (Be™*R) S 02 +

(B>|F0| FoV0,0,00 + 2(Be™ 4R} |Fo| 2FaVo,0,0,0 + (BE*R YRR Vo 0,00+
2(B)|F2|2FoV2.2.00 + (Be 8RYE2R; Vo 20,0+ (Be 4R) R FoVo 220, (3.83)

K2 = +Ao( >F2+<B "RVS oF0 + (B2 2P +

(Be 4IR)>||:0| F0V2,000+ 2(B)|Fo|?F2V2,2,00+ (BESRVFEFs Vo 2,00+
2(Be™R) | R 2FoV2.2.20+ (B RVFARG V2 220+ (BY [F2l?FaVa222.  (3.84)

Nehmenwir nunan,dasswir nacheinerLdsungsuchendie moglichstnaheaneineGaul3er-

teilungangepassst. In demvorliegenderModell habenwir aul3er keinefreien Parameter
mehr Schlie3lichwurdeja der Amplitudenparamete eingefihrt, so dassdie Wahl von Fy

nochfrei ist. Im Idealfall wareeswiinschenswerty sozu wahlen,dassk = 0 ist. Erstaun-
licherweiseist diessogamaoglich, wie wir sehenwennwir die Gleichungerfur F = 0 noch
einmalanschreiben:

kFo = <%>FO‘|‘ (B)So,0F0 + (B)|Fol*FoVo,0,0,0, (3.85)
= (Be*RYSy oo + (BE™R) |Fo|?FoV2,0,0,0- (3.86)
Machtmanvon
S V2 11
0= 77 2,0,0,0 = 4_1\/—1_'[
Gebrauchsofolgt aus(3.86)
Fol2= 20 _ /7 (3.87)
Vzooo
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unddamitfir denQuasiimpulsn diesefNaherung

d, 5 N2

T2 ol
Nun konnenwir in die Betrachtungerauch hthereModen R, mit einbeziehenywobei wir

mittels |/ | < Ry die GleichungeriinearisierenDamit konnenwir unterder Annahme dass
die F, reell sind, leicht die R, auseinemlinearenGleichungssysterbestimmenFur einen
spaterenVergleich mit dem dynamischerModell notierenwir hier die expliziten Formeln
unterBerucksichtigungszon F4 undFe:

a1 a FY_ (b
(o a2 ) (R)-(2) @89

k= —( (3.88)

mit
11 =k (-5 M — (B)Sua— FVaaoo(2(B) + (BE)) (3.90)
222 = K~ ()% ~ (B)Sso~ FiVesool 2B) + (BEHR)) (391
a2 = —(Be RS54 — FVe 4.00(2(Be”R) + (Be?OR)), (3.92)
a1 = — (Be*)Ss.a — F§ Ve a00(2(Be™) + (BER)), (3.93)
b1 = FVa000(Be®R),  bp = FVe00,0(Bet?R). (3.94)

3.5.6. Analytische Beziehung fur die Energie-Quasiimpuls-Charakteristik

Jetztsoll die Beziehund3.88)weiterausg&ertetwerden Zunachstist dies(wie auchim Falle
derBenutzungderlinearenGleichungerfir T und M) numerisch(alsodurchintegrationder
TM-Gleichungen)noglich.

In demFall einersymmetrischerDispersionsstufést die Versuchungyrol3, die Integration

von N?/T undd/T? fur kleine Nichtlinearitat analytischzu beschreitenin diesemFall kann

mandie Gleichunger{3.101,3.108)in ersteNaherungwobei(d) undN? alsklein angenom-
menwerden)losenundsodie auftretenderntegraleberechnenDie Rechnungesinddirekt,

jedochein weniglanglichunddaheraustihrlicherim AnhangB dargestellt.DasErgebnisist

d N2 1 N2 1 :
<ﬁ> ~ Wﬁ’ <?> ~ yT—(O)Arcsmi‘(y), y= 2T(072

¢

(3.95)

Die Ergebniss&onnermit frilhererResultateri34], welcheT (0) undN? in Beziehungsetzen,
kombiniertwerden:

1 51 -
——=—= + 3;Arcsinhy)
kol [ VAE 2 (3.96)
d i yArcsinh(y)
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Abbildung 3.5: E(k) im nichtlinearen Modell. Zu jedem T(0) wurde das entsprechende N? nu-
merisch bestimmt. Danach konnten k und E berechnet werden.

_ 4 4d) VY
E_zl,\ﬁiv/a ﬁw—%%ﬂﬁw' (3.97)

Als Ergebniserhalterwir somiteine Parametrisierungler E(k)-Kurve. Bevor wir siejedoch
mit der Numerik vergleichen,bemerkerwir, dasswir sie in einemweitenBereich(d.h. fur
viele Wertevon k) durcheineGeraden der Form E(k) = ak+  approximiererkonnen.Um
einenanalytische\usdruckfur die SteigungunddenAchsenabschnitterGeraderzufinden,
beachtemwir, dassbeideAusdiickein (3.96)and(3.97)eineSingulariat{ im Punkt

2 :—LArcsini‘(Z) =0. (3.98)

Vit

besitzenDaherliegt esnahe die SteigungderGeraderdurcha = E'({) /K () zuapproximie-

ren,was
1 /1422
azé,/ 2 . (3.99)

ergibt. Mit denentsprechendeRechnungeifitir denAchsenabschnittrhalt man

_1 (d
P=5 nZ(1+Z2)\/a. (3.100)
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

Detailsder Rechnungesindim AnhangC zufinden.Wir seheralso,dasssonvohl esbeiBe-
nutzungder linearenTM-Gleichungen(3.68) wie auchder nichtlinearenT M-Gleichungen
moglich ist, den ZusammenhangwischenQuasiimpuls,also der Phasewverschieling bei
DurchlaufereinerPeriodederDispersionsabbildungind der Pulsenegie zu beschreibenm
letzterenFalle konntendie Rechnungefedochweiteranalytischbeschritterwerden,sodass
mandie Linearitatder E(k)-Kurve versteherkonnte.
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

3.6. Dynamisches Modell des DM-Solitons
3.6.1. Entwic klung in Gaul3-Hermite-Eigenfunktionen

Im vorhegegangenerModell habenwir zuerstdie Kleinheit der Nichtlinearitt ausgenutzt
und danndie entstehendenichtlinearenGleichungernum die nullte Mode linearisiert.Die
Linearisierungumdie nullte Modeist vonder Grol3ederNichtlineariétzurachstunablangig.
Entscheidendst allein, dassdas DM-Soliton nahebei einem Gaul3puldiegt. Dieserkann
gegebenenfallabereine Amplitude besitzenwelchenicht mehreine kleine Nichtlineariét
zur Folge hat. Man kannauchhier wiedermit einer Linsentransformatioim ein geeignetes
Kooridinatensystenibegehen,so dass- wenndie Gleichungin denentsprechendeneuen
Kooridinatengeschriebenvird - moglichstviel Enegie in demEntwicklungskodifzient der
nullten Mode enthaltenist. Die Linsentransformatiotbenutzenwir in der schonbekannten
Form undseizur Erinnerungnocheinmalnotiert(vergl. (3.78))

Alzt) = _I:I(Z)Q(x:ﬁ )ap(.%F).

In die obenschoneinmalangeschrieben@leichungfir Q

'Qz+ (Qxx—x Q) = (TMZ_MTZ+4dM2_%)X2Q

2
+I+m { Q+ Qx] + ﬂ|Q|

setzenwir jetzt jedochnicht schondie bekanntenGleichungenfur T und M ein, sondern
nehmereinenandererBlickwinkel ein und uberlgenohneZuhilfenahmeandereechniken
(wie VariationserfahreroderMomentenmethode)yelcheGleichungeritr T undM gewahlt
werdensollten.Um wieder eine Gleichungzu erhalten welcheder Form nachder kubisch
nichtlinearerSchiddingegleichungahnlichist, kannmandenTerm ~ i auf derrechtenSeite
durchdie Wahl

T, =4d(z2M (3.101)

eliminieren.Esist wichtig an dieserStelle zu bemerkengdassdieseWahl der Gleichungfur
T, sichvon derin (3.68)fur nichtverschwindende&) unterscheidetzur M ist daggendie
Wahl nicht so einfach.Daherlasserwir im MomentnochM; in denGleichungersteherund
entwickelnin (3.79)Q wiederin derForm Q(z t) = ¥ bn(z) fn(X). Wir erhalterein unendlich
dimensionaleSystengekoppeltenichtlinearegendhnlicherDifferentialgleichungen:

d

d
bnz—I )\ nbn+1 (T2
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

3.6.2. Neue Interpretation der Gleichungen fur T und M
Die ldee,um dasSystemgeeignetzu approximierenijst, esfur die Wahl von M nachzwei
Modenabzuschneidetunter Berticksichtigungron By und B, erhélt mandann

.d .d
Boz = l—)\oBo+l(ﬁ—TMz)(So,oBo+Sz,oBz) (3.103)

_cN2 .
+i ?( |Bo|*BoVo,0,0,0 + 2|Bo|?B2V2,0,0,0 + BEB3V2,0,0,0
+|B2|?BaV2,2.2.04 2|B2|*BoV2 2,00 + B5BEV2.200)
.d .d
By, = lﬁ)\sz%-l(ﬁ —TM2)($2,0Bo + $,2B) (3.104)

cN? .
+i ?( | BolzBon,o,o,o + 2 BolszVz,z,o,o + B%Bsz,z,o,o

+|B2|?BaVa 222+ 2|Ba|?BoVa 220+ B3BEV2.2.20) -

In diesemModell, welcheslediglich zwei Modenbetucksichtigt,ist esklar, dassmanM so
wahlenwird, dassmoglichstviel dervorhandenerfenegie in der nullten Mode konzentriert
ist. Wir zeigenjetzt, dassesim vorliegendenFall sogarmoglichist, M so zu wahlen,dass
B, = Oist: Man erhalt dannnamlichfolgendesSystem

d . d CN?2
Bo; = izzhoBo+i(7 — TM2)S,0Bo +i—[Bo| "BoVoo00
. d cN?
0 = I(ﬁ—TMz)Sz,oBo+l?|Bo| BoV2,0,0,0 - (3.105)
Die ersteGleichunghat
(IBo(2)[?)z = 0, 0der [Bo(2)|* = [Bo(0)|? (3.106)

zur Folge.Benutztman

1 11
— V2. V R —— 3.107
S0 2\/_ + Veooo= 7% ( )
soerhalt manals Gleichungfir M
d ¢ N?|Bg|?
= - — . 1
M= T o (3.108)

Die Gleichungentralt lediglich |Bg|, welchesgenaf3 (3.106) konstantist. Also konnendie
Gleichungerfur M und T unabléngigvon derfir By gelostwerden.Das Gleichungssystem
(3.101,3.108entspricht(3.80), welchesschonin friherenArbeiten mit anderenMethoden
hemgeleitetwurde [34]. Um mit der Notation Uibereinzustimmenywurde obender Parame-
ter N eingefihrt. Er machtes moglich, fir |[Bo(0)| einenfestenWert zu wahlenund zwar
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

|Bo|? = 2v/21, wodurchdann(3.108)die in derLiteraturtiblicheGestalterhalt. DieseHerlei-
tung dergevodhnlichenDifferentialgleichungefiir T und M wirft ein vollig neuedlicht auf
dieseGleichungenBei demebendamgestelltenvVorgehenwurdensie geavonnen,indemver-
suchtwurde, sie so zu bestimmengdassdas Systemsich moglichstnahean einemGaul3puls
verhalt. DerVorteil dieserHerangehensweisiegt aufderHand:Man hatimmernochdasvol-
le GleichungssysterdergewohnlichenDifferentialgleichungerur Verfugungundkann(an-
dersalsin derHerleitungdurchein Variationserfahren) zumindeshumerisch absclatzen,
wie grol3der Fehlerist, welchenmandurchein eventuellesTrunkierenmacht.

Hier wird nunversandlich,weshalbdie Momentengleichungeand die Variationserfahren,
welchedie nichtlinearenGleichungfir T und M liefern so erfolgreichsind: In diesennicht-
linearenGleichungenst schonviel Informationtiberdie Wirkung der Nichtlinearitt auf das
SystementhaltenSieentsprechepffektiveinem(geschickgewahlten)Zwei-Moden-Modell,
bei demdie eine Mode aufgrunddesgewahltenKoordinatensystemgerschwindetBenutzt
mandag@endie linearenGleichungeriur T undM (3.68),somussman,umdie Wirkung der
Nichtlinearitt zu verstehenGleichungerfir die Entwicklungskodizienten(wie beispiels-
weise(3.74)in die Betrachtungnit einbeziehendain denlinearenGleichungerfir T undM
dannkeinelnformationuberdie Nichtlinearitatenthaltersind.

3.6.3. Lo6sung der Gleichung flr die Gau3mode

Die Gleichungfur Bg lasstsichnunleichtlosen:

Bo(2) = Bo(0)exp(i®(2)),  ®(2) = Nop(2) + N*Vo|Bol*1(2). (3.109)

sawie Vo = 5/4v/2meingetihrt. Die Periodizititsbedingungrmgibt
Bo(2) = exp(ik2)Bo(2), Bo(0) = Bo(L) . (3.111)

Mit denBezeichungefip) := Lp(L) und(t) :=
k= Ao(p) + N?Vo|Bol*(1). (3.112)

wasgenauderBeziehundg3.88)entspricht.

= Lt(L) erhalterwir fur k

3.6.4. Storungstheorie fur héhere Moden

In demebendiskutiertenModell wurdenlediglich zwei Modenbericksichtigt.WeitereMo-
denkdnnenmit Hilfe von Storungstheorien die Betrachtungnmit einbezogemwerden.Dazu
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3. Theoretische Modelle fir DM-Solitonen

machernwir denAnsatz:
bo = (Bo(0) + @) exp(i@),  bn=anexp(i@). (3.113)

Hier wird 0.B.d.A.By(0) alsreelangenommerAlle |a;| seinim Vemleichzu By klein. Dann
erbalt man ein gekoppeltesSystemlinearer gewdhnlicher DifferentialgleichungenFur ag
folgt:

. d

a0z — @780 + =5 ?\oao—l— stmoam‘|‘ (3.114)

cN? ,
—Bo szooo (2am+ay) =

Derentsprechend@usdruckfur die hdbherenModenist durch

. d cN? cN? ,
iz — @A + T3 An0n + stmnam—l- ?Bo (3.115)
ZBO . )
> Vimoon(28m+apy) = — T (VSh0+ Vo,00nBj)
m

gegeben.Dasin diesemAbschnittdiskutierteModell wurdeals dynamish bezeichnetyveil
esauchdie Veranderungder Pulsforminnerhalbeiner Periodebeschreibtda die an(z) fur
n > 0 berechnewerdenkdonnen.Wir werdendaraufzurickkommenwennwir dasModell
mit anderenn konkreterAnwendungervergleichen.

3.6.5. Approximation der Startver teilung

Jetztsoll die periodischeLdsungder kubischnichtlinearenSchiddingegleichungim Falle

einer symmetrischerDispersionsstuf@pproximiertwerden.Wir gehenwie folgt vor: Wir

betrachtervier Modenund l6sendie gevohnlichenGleichungemumerischund bestimmen
die AnfangswerteBy(0), an(0), n € {0,4, 6}, die zu einerperiodischerLdsungder linearen

genvdhnlichenDifferentialgleidiungen(3.114,3.115pelbren.DasErgebniswird dannmit ei-

ner periodischerLdsungder partiellenDifferentialgleichungerglichen.Damit diesmoglich

ist, mussausdernumeriscrdurchMittelung gevonnenerperiodischer.dsungder NLSE der
ParametefT (0) geavonnenwerden.Dies kannebenfallsieicht numerischerfolgen,da einer

seitsT(0) undN? sogewahlt seinmiissendassdie Gleichungerfiir T und M periodischsind

unddassandererseits/egen

N t
400~ 1 3 (i)
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die Gleichung

! /A(O,t)f< ! >dt
V2y/21,/T(0) T(0)
folgt. Durch die zwei BedingungemwerdenT (0) undN? bestimmt. Eslassersichdannauch
die Entwicklungskosdizientenby der Entwicklungin Gaul3-Hermite-Eigenfunktionexusder
numerischer.osungderkubischnichtlinearenSchiddingegleichungberechnemnd mit den
ErgebnissemerlinerarengevdohnlichenDifferentialgleichungemergleichen Wendenwir die
Methodezurachstauf die Approximationder PulsformdreiertypischerDM-Solitonen(im
Folgenderals“Soliton 1”, “Soliton 2” und “Soliton 3” bezeichnetan. Dabeibietetsichan,
dieseMethodemit derMethodedergemittelterHermite-EntwicklungunterBerucksichtigung
dernichtlinearerGleichungeriur T undM zuvergleichen DerfolgendenTabellekbnnendie
entsprechendéwertefirr die einzelnerSolitonenentnommerwerden.

(3.116)

Nr (To,N) |B4,num| |B4,Iin| |B4.av| |B6,num| |B6,Iin| |B6,av|

1 | (0.7592,1.4241) 0.1259 | 0.1258| 0.1019| 0.1300 | 0.1345| 0.0444
2 |(1.1428,0.7048) 0.0946 | 0.0935| 0.1101| 0.0346 | 0.0358| 0.0286
3 | (1.8405,0.3423) 0.0520| 0.0486| 0.0411| 0.0238| 0.0210| 0.0214

DabeiwurdenTy und N nachdemebenerlautertenverfahrenmit Hilfe von (3.116)gewon-
nen.Die Bpnum sind die Koeffizienten,welchemannachnumerischeintegrationder NLSE
(alsodurchdasim zweitenKapitel beschrieben¥erfahrendes“Solitonen-Aichtens”)erhalt,
die Bjij, welchedurchdie periodisché.osungderlinearengevohnlichenDifferentialgleichun-
gen(3.114,3.115)gewvonnenwerdenund die By sy die Koeffizienten,welchedie gemittelte
Hermite-Entwicklung3.89)liefert. Man siehtdeutlich,dassm BereichhthererLeistung,al-
sohoheremichtlineari&t, dasdynamischeModell die Start\erteilungbesseapproximiertals
die gemittelteHermite-EntwicklungBetrachterwir die entsprechendeRulsformenjndem
wir ausdenEntwicklungkoefizientendasFeldA(0O, t) bestimmen Blickt manaufdenrechten
Teil der Abbildungen3.6-3.8,sosiehtman,dassfur die Approximationderweiteraul3erlie-
genderPulsbereichenehrKoeffizientenin derGauf3-Hermiteentwicklunigeriicksichtigtwer-
denmissenAndererseitsst derMal3stadogarithmischsodasan derTatin dieserBereichen
die Amplitude nur nochsehrklein ist. DesWeiterenerkenntman,dassfur geringeGesamt-
enegien(wie bei Soliton 3) beideMethodenalsodie periodische.dsungder gevdhnlichen
Differentialgleichungennddie Methodeder gemitteltenHermite-Koeffizientengute Appro-
ximationenliefern. Fur sehrgrol3eAmplituden(waseinergrof3erPulsleistungentspricht)wie
im Falle von Soliton1, ist daggendasdynamischéModell (alsodie gevdhnlichenDifferen-
tialgleichungenylemgemitteltervorzuziehen.

3.6.6. Verhalten der Koeffizienten in Abhé&ngigkeit von z

InnerhalbderLine, alsoim Bereichvon 0 < z < 1, wennwir wiedervon einersymmetrischen
Dispersionsstufausgeherkonnenwir von demModell dergemitteltertHermitekoefizienten
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Abbildung 3.6: Vergleich der PDE-Losung mit den gewohnlichen Differentialgleichungen und
der Methode der gemittelten Hermite-Koeffizienten fir das erste Soliton. Die
linke Abbildung zeigt die Approximation der Verteilung, wie sie durch Bertick-
sichtigung der Koeffizienten by, by und bg entsteht, die rechte in wie weit die
drei Koeffizienten die periodische Losung der PDE approximieren.
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Abbildung 3.7: Vergleich der PDE-Losung mit den gewohnlichen Differentialgleichungen und
der Methode der gemittelten Hermite-Koeffizienten fiir das zweite Soliton.

keine Aussagererwarten DasdynamischeModell hingegenbeschreibtiuchdie Detailsder
Pulsausbreitungn diesemBereich,wie Abbildung (3.9) darstellt.Offenbarandernsich die
ModeninnerhalbderLine sehrstark.Bei der Abbildung 3.9wurdeein starknichtlineareBe-
reich gewahlt (Soliton 1). In diesemBereichsind die Einflissevon b, und bg von ahnlicher
GroRRenordnungrFuhrt mandie entsprechendeBimulationenfir die andererSolitonenaus,
sozeigtsich,dassnebendemgaul3artigefKerndie vierteMode dominiert.

Die groReVariation der Modeninnerhalbeiner Periodeder Dispersionsabbildungst auch
derGrunddafur, dassdasdynamischéModell fur die Approximationder Start\erteilungbes-
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Abbildung 3.8: Vergleich der PDE-Losung mit den gewohnlichen Differentialgleichungen und
der Methode der gemittelten Hermite-Koeffizienten fiir das dritte Soliton.

sergeeignetst alsdie gemitteltenModelle. Wiirdensich die hoherenModeninnerhalbeiner
Periodenicht starkandern,so gabedie nullte Ordnungder Modelle, welcheeine gemittelte
Gaul3-Hermite-Entwicklungenutzengine sehrgute Beschreibong desSystemsAbbildung
3.9 machtjedochdeutlich,dasseine Hinzunahmeder erstenKorrekturder gemitteltenGlei-
chungenderenApproximationentscheidenderbessernviirde. Eine solcheist zwar prinzi-
piell mdglich, und zwarin beidenModellen,savohl bei der Entwicklungin Hermite-Moden
mit Hilfe der linearenGleichungenfur T und M [25] wie auchim Rahmender Entwick-
lung in Hermite-Modenmit Hilfe der nichtlinearenGleichungerund Mittelung durch Lie-
Transformation44]. lhre konkreteAnwendungist jedochaufwendigund die entstehenden
Termesindkompliziert.

3.6.7. Stabilit at der approximativen L&sung

Die linearengewdhnlichenDifferentialgleichungestellennur eineApproximationdesnicht-
linearenSystemsdar Daherstellt sich die Frage,wie sich die Approximationfiir grof3ez
verhalt. Betrachtenwir hierzu ein Systemvon nur zwei Modenund zwar by und bs. Geht
manvon einemDM-Soliton als Anfangs\erteilungausund integriert esiberzwei Perioden,
soemibt sichdasin Abb. 3.10damgestellteBild. Offenbargibt dasODE-Modelldenanfang-
lichen Verlauf der Kurve gut wiedet wird jedochmit zunehmendema schlechterDies liegt
an den beidenNaherungenyvelche bei der HerleitungdesModells gemachtwurden: Zum
einenwurdendie Einflusseder hoherenHermite-Modennicht bericksichtigt,zum anderen
wurdedasSystemunterder Annahmedass|bp| < |bs| ist, linearisiert.Damit stellt sicheine
entscheidend€rage:Wird sich fur sehrgrof3ez die ODE-Kurve vollig von der PDE-Kurve
trennenjavielleichtsogardie nullte Modebeeinflussen®@m diesmit Hilfe einernumerischen
Simulationzu klaren,wurdeim Folgendemicht nur Uibereine,sonderniberviele (tausend)
Perioderdie ODE-Losungsimuliert.In derAbbildung3.11ist deswgenauchjeweils nurder
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Abbildung 3.9: Vergleich der Entwicklungskoeffizienten der PDE zum ODE-Modell. Punkte
stehen fur die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen und Linien
fur die entsprechenden Ergebnisse aus den numerischen Simulationen der
NLSE.

WertderbetrefendenGrofRenandemsStart-bzw. Endpunktder DispersionabgebildetDaher
wird die LosungderkubischnichtlinearerSchibdingegleichungdurcheineLinie damgestellt:

DasDM-Solitonist ja eineperiodischd.dsung BetrachtemandasErgebnisdernumerischen
Simulationfir |bg|, sosiehtman,dassdie Approximationum die PDE-Losungoszilliert. Der

Koeffizient |bs| zeigt ebenfallsoszillatorisched/erhalten.Also bleibt auchfir groRez die

LosungdesODE-Modellsin derNahedesDM-Solitons.
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Abbildung 3.10: Vergleich der Entwicklung von b, in der PDE-Simulation fiir ein DM-Soliton
(durchgezogene Linie) und der Vorhersage der gewdhnlichen Differentialglei-
chungen fir ein Modell mit den beiden Moden by = By + ap und ay.

4. Modellierung realer Ubertragungsstrec ken

Nachder theoretischemBeschreibing soll nun ein Ausblick auf eine mdgliche Anwendung
der hier entwickeltenTechnikenzur Beschreibing realer Ubertragungsstreckefalso unter
Berticksichtigungvon Dissipation,Verstrkungund gegebenenfallsveiterer physikalischer
Effekte)in derTelekommunikatiomgegebenverden Dazuwird im Folgenderkurz die verall-
gemeinertNLSE vorgestelltundin diesemZusammenhander Giltigkeitsbereictderoben
behandelteleichung(2.1)betrachtetDanactezeigenwir aneinemBeispiel derAnwendung
der Storungstheorienit hdherenModenim Rahmendesdynamischemodells,wie auchbei
realenSystemerdie entwickeltenMethodeneingesetziverdenkdnnen Hier wiederumzeigt
sich,dassessinnvoll seinkann,zuréchstein starkabstrahierteSystem(wie z.B. die verlust-
freie symmetrisch®ispersionsstufeju betrachterunddie entwickeltenMethoderspaterauf
reale technologisclinteressant®roblemeanzuwenden.
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Abbildung 3.11: Stabilitat der approximativen Losung. In der linken Abbildung ist |bp| als Re-
sultat der linearen gewdhnlichen Differentialgleichungen (gestrichelte Linie)
im Vergleich mit der PDE-Losung (durchgezogene Line) dargestellt. Es sind
nur Werte an den Start- bzw. Endpunkten der Dispersionsabbildung angege-
ben. Die rechte Abbildung stellt den gleichen Sachverhalt fir |b4| dar.

4.1. Die verallgemeiner te Schrodinger gleichung

Ausgehendvon den Maxwellgleichungerieitet man die verallgemeinerteSchibdingeglei-
chungalsoGleichungfiir denlangsanveranderlicherAnteil der Amplitude deselektrischen
FeldegsA| her Siebeschreibtlamitdie AusbreitungeinesSignalsn einemLichtwellenlweiter
undist durch

a_A a, B 0%A 1B %A
az " 29T2 673913

. 2 2 0|A?

|y<|A| A+ ——(|A| A)—T Aa—T> 4.1)
gegeben[3]. In derGleichung(4.1) beschreibtA| die Amplitude der Einhilllendendeselek-
trischenFeldesA(z t) ist wie bishereinekomplexwertigeFunktion,die vonderAusbreitung-
distanzzundderZeitt abhangt,32 und[33 die Dispersionerzweiterunddritter Ordnung;y ist
der nichtlineareKoeffizient, uy die Tragerfrequenzind Tr die Ramanzeitkonstantéuf die
BedeutunglieserTermwird weiter untennocheinggangenDer Einflussder Kopplungvon
zu verschiedeneirolarizationergelbrendenSchwingungsmode(sog. Polarisationsmoden-
dispersion]33] [14] ist hierbeischonin derHerleitungderGleichungvernachassigtworden,
wasfur heutigeUbertragungssystenmilassigist [4]. Um abzuschtzen,welche Termefir
die Pulsausbreitung Glasfaserkabelm derGleichung(4.1) vernachhssigbasind, missen
charakteristisch&rofRenfur die in ihr auftretendeKoeffizientenundfir dasin die Faserein-
gespeistesignalbetrachtewverden.Zur Abschatzungder vorkommenderGrofRenordnungen
soll dahereinespezielleFaserals Beispielbetrachtetverden,und zwarCorning® SMF-28™

[9].

47



4. Modellierung realer Ubertragungsstrecken

4.1.1. Dispersion zweiter und dritter Ordnung
DerHerstellerderFiberCornind® SMF-28™ gibt fiir die DispersiorfolgendeBeziehungan:

)\4
D) = % ( — A—é) : (4.2)

HierbeiwerderD in ps/(nmkm), die Nulldispersionswellei@nge\; unddie Tragerwellerdinge
A in nmundderNulldispersionsslops; in ps/(nnf-km) gemesserNunmussmandenZusam-
menhangwischendentechnischerrol3enD und § unddenphysikalischerGrofzen, und
3 herstellenDazumusskurz etwaszu derphysikalischeBedeutunglerGroRenim Rahmen
der obenschonangedeuteterlerleitungvon (4.1) gesagtwerden.Bei der Begrindungdes
Modellsist A die langsamveranderlicheEinhillende deselektrischenFeldes,welchessich
dahemit derTragerfrequenzy in derForm

B(zt) = A(zt) expli(Boz— wxt)] (4.3)

schreiberiasst.Dabeiwurde die Funktion B(w) = n(w)2 (wennn fir den effektiven Bre-
chungsinde derin derFiberangergtenModesteht)in eineTaylorreiheentwickelt[4]:

d™p

1 1
B() = Bo+ Ba(00— wo) + 5Ba(@— 00 + ZBs(@—w0)*+ .., Bm= g lo—w- (4.4)
Die Gruppengeschwindigkeit istebenfalleineFunktionvonw, diedurchvg(w) = (dB/dw) 1

gegebenist. Mithin ist vg(wo) = Bfl. Der sogenannt®ispersionsparameté ist definiert

durch deo 2 or o2
1
D(u)):g )29 B:_T;C B,
dA \ vy dA dw? A2 du?
wobei unter A die durch 2rc/w definierteWellenkangezu versteherist. Dies beziehtsich

natirlich aufdie Lichtausbreitung@uRerhallder Glasfaseralsoauf denLaser bevor erin die
Fasereintritt. Damitfolgt als BeziehungzwischenD und 3,

(4.5)

)\2
B = —ﬁD(wo). (4.6)

Der SlopeSist definiertalsS= dD/dA. Damitfolgt dann

~dD  4mcd?p 4mPc? d3p

R TN I R TRy (4.7)
Diesegibt wiederumfir die Dispersiordritter Ordnungdie Gleichung

o= 20 2D(w) 48)

5= 22 S(ep) + 5 D(ep) |- :
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4. Modellierung realer Ubertragungsstrecken

Aus derHerstellerangableeziglich der Dispersiorerhalt mandannfir denSlope

S
Bs = 16n3c2(

Damitfolgt fur die typischeDispersioreweiterunddritter OrdnungeinersolchenFiber

3\ —5AD). (4.9)

B2 =217709pé/km, Pz = 0.0164078p%/km, (4.10)

wennmanvon S, = 0.09ps/(nmkm) und A, = 1310nmausgehtunddenLaseriblicherweise
mit Ag = 1550nmbetreibt.In der vorliegendenArbeit wurdebei allen Simulationenvon ei-
nerkonstanterDispersionder einzelnerFiberelementangenommerks seiandieserStelle
jedocherwahnt,dassin letzterZeit auchFiberkonfigurationemit zufallig verteiltenDisper
sionenuntersuchtvordensind[1].

4.1.2. Verlust in der Fiber

Wendenwir unsnundemVerlustzu, welcherdurchdenKoeffizientena in (4.1) beschrieben
wird. Berticksichtigtmanlediglich denVerlustterm$A, so siehtman,dassdasAmplituden-
quadrat|A|? nach Durchlaufeneiner Fiberstrecke. um den Faktor exp(—a) abgenommen
hat. Die Tatsacheden Verlustim Allgemeinenauf die Amplitude zu beziehengibt daher
auchAnlass,in (4.1)den Faktor% vor denVerlusttermzu schreibenIn der Praxiswird der
Verlustmeistin dB/km anggebenundsofolgt

eo—10%, q-_N19. (4.11)

10

Fur die hier als Beispielgewahlte Fiberist agg = 0.3dB/km anzusetzenworausdanna =
—0.0691knT ! folgt.

4.1.3. Nichtlineare Terme

In (4.1) erkenntmandrei nichtlineareTerme.Der ersteTermy|A|?A hat seinephysikalische
Ursachein dem Kerrefekt, der Wechselwirkungdes elektromagnetischefReldesmit den
Hullenelektronerder den Kern der Fiber konstituierendemtome. Der nichtlineareKoeffi-

zientist definiertdurch[3]: .
2

Y= CAeff’
wobeiwiederwy die FrequenzlesTragerstrahlsind Aqs ¢ der effektive Fiberquerschnitist.

In einerMonomodefibegehtmanin derRegel von einemgaulRartige\bfallender Intensitt
in radialerRichtungaus,waseserlaubt

(4.12)

Actf = TW (4.13)
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4. Modellierung realer Ubertragungsstrecken

anzunehmenw ist dabeider sogenanntdreitenparametemelche ebenfallsvon Herstel-
lern von Glasfaserkabelanggebenwird. Im vorliegendenFall fuhrt w=5.2um auf A =
84.95um?. Nimmt man fuir n, einen Standardwervon 2.3- 10~ 16c?/W an, so folgt y =
1.0975(Wkm) 1.

Die beidenweiteremichtlinearefermebeschreibedassogenannt8&elf-Steepeningndden
Ramandekt. Die auftretenddRamankonstant& wird in derRegel mit 5 fs abgeschtzt.

4.2. Die dimensionslose Form der verallgemeiner ten NLSE

Um abzuschtzen,welche Termein dem Bereich,welcherfur Anwendungenin der Tele-
kommunikationinteressantst, wichtig sind, mussman Annahmeniiber die Ubertragungs-
parametemachenund danndie Gleichung(4.1) auf einedimensionslos&orm bringen,um
die GrolRewerhaltnisseder Termebestimmerzu konnen Ein aktuelleGroRenordnundir die
Daterubertraguncauf einemKanal sind 40 Gbit/s. Dies bedeutetdassim Zeitbereichzwi-
schendeneinzelnerBits ein Abstandvon Tggt=25pserreichtwerdenmuss.Dahersollte die
HalbwertsbreiteeinesBits auf jedenFall deutlichkleiner als dieserWert sein, typischsind
beispielsweis@rwnm = 5ps. Die maximalelntensitt (oder AmplitudenquadratPyeax des
Pulseskannmanausder mittlerenLeistungbestimmenwelchein der Telekommunikations-
technikbenutztwird. Nimmt maneinenGauf3pulsan,soist derZusammenhangwischender
mittlerenLeistungPmneanunddermaximalenintensititdurch

1 Trwhum [ T
Prean= —Poeak— M 4.14
mean= 7 Fpea Talor In2 ( )

gegeben.Dabeiwurdeangenommengassgleichviel Nullen und Einsenin dem Signalvor-
handensind. Fur die mittlere Leistungkommt bei den heutigentechnischerAnwendungen
einBereichbisetwa50mWin Frage DieseAngabeist jedochmit sehrviel Vorsichtzusehen,
da sich dasGebietauchin Hinblick auf die experimentellenMdglichkeitensehrstark ent-
wickelt. Grund&itzlich sind hoherePulsenagienzwarmit einengrof3ererEinflussder Nicht-
linearitatenauf die Ausbreitungverbunden,aberin der Praxisdennochwiinschenswertyeil
sie einengroRerenVerstirkerabstanermbglichen,was fur den Aufbau einer Fiberline er-
heblich kostenginstigerist. Daherberechnerwir im Beispielals obereGrenzefir die auf-
tretendemichtlinearenFaktorenalle konkretenWerte mit Pnean= 50 mW. Dies entspricht
Ppeak= 42.579mW.
Umdieverallgemeinert&chibdingegleichung4.1)dimensionslogumachennormiererwir
zurachstalle auftretenderZeitenmit Trwym und alle Leistungermit Ppeaie Dies entspricht
einerTransformation

~ A T
A= 7 t= (4.15)
A\ Ppeak TrwHM
mit welcherdann
A a - 1 0%A . 1 o%A
—+ A+ —1 =

50



4. Modellierung realer Ubertragungsstrecken

1 ~o~ 1 (3JAPA) .1 [0|A?
I—|AA— ———FF——1=—| — | A 4.16
folgt. Dabeiwurdendie charakteristischebangen
2T 6T
ZDisp2 = $7 ZDisp3 = wv (4-17)
1 o TFWHM Trwnv 1
Zn = , Zss= —————,  Zr= — 4.18
" VPpeak > VPpeak TR VPpeak ( )
eingetihrt, fur welchedie obenanggebenerParametefolgendeWerteergeben:
charakteristischeange| Zpispz | Zpisps | Zni Zss Zr
Wert (km) 2.297| 4510 | 21.40| 1.310° | 2.1.10*

Um die Gleichungdimensionslozu machenkannmansich aussuchennit welcherLange
dasgeschehersoll: Entwederwahlt man die physikalischeLangeder Fiber oder eine der
obendefiniertencharakteristischehangen.Entscheidendir die physikalischdnterpretati-
onist dasVerhaltnisder obenanggebenerGroRen. Aufgrund der hier gevahltenParameter
wird deutlich,dassessinnvoll ist, zurachstin der Grundgleichundg4.1) denlinearenTerm
mit der Dispersion3. Ordnungund die nichtlinearenSelf-Steepeningund Ramantermezu
vernachéssigenDie BedeutunglieserTermemit nimmt mit abnehmenddPulsbreitezu. In-
sofernist einezukiinftige Erweiterungalleranalytischemeschreinngenaufdie verallgemei-
nerteNLSE wiinschenswert.

4.3. Ausbreitung eines Einzelpulses in der Fiber

Fur die Ubertragungn Glasfaserkabelist neberder Suchenachperiodischeh 8sungerauch
dasfolgendeAnfangswertprobleninteressantMan hat einensenderseitigeusgangspuls
A(t,0), (welchenmanin die Fiberline einspeist)Jund mochtewissen,wie er sichin z ent-
wickelt.

Daherergibt sichdie Frage pob sichdiein dervorliegenderArbeit daigestellterModelleauch
fur die AusbreitungeinesPulsesan einerGlasfaseanwendenassenwelchernichteineperi-
odischelLosungdesSystemseinmuss.Um dieszu untersuchengehenwir von einerreinen
Gaul3erteilungausund integrierensie Ubereinige Periodender DispersionsabbildungiVir
analysiererdie Mode|by|. In derAbbildung4.1wird erkennbardasgie vierteHermitemode,
welchezu Beginn null ist, offenbaraufgrundder Nichtlinearitt in der kubischnichtlinearen
Schidingegleichungangergt wird. Bei einemlinearenSystemwirdedie Pulsenggiein der
AusgangsmodeerbleibenDie Nichtlinearitatdag@enbewirkt, dasslie Pulsenegie auchauf
andereModenverteiltwird. Die VerteilungderEnegie findetjedochsostatt,dassder grofite
Anteil der Enegie in dernullten Mode, alsodemGaulRanteilerbleibt.Dies gilt bei denhier
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0.25 T T T T T

0.2

0.15

[by|

0.1
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Abbildung 4.1: Vergleich der Entwicklung von b, in der PDE-Simulation fiir ein DM-Soliton
(durchgezogene Linie) und der Vorhersage der gewdhnlichen Differentialglei-
chungen fir ein Modell mit den beiden Moden by und b, fir eine anfangliche
Gauldverteilung.

gewahltenParameternbei denendie Anfangs\erteilungin derNaheeinesDM-Solitonsliegt.
Die vierte Modeist dabeidie wichtigstevon allenKorrekturenda,dasKoordinatensysterso
gewahlt wurde,dassdie zweite Mode weitgehendunterdiickt wird. Bei eineranderenVahl
desKoordinatensystemsannsie jedochdie - nachder nullten Mode - nachstwichtigeRolle
spielen[21].

Daheristim vorliegenderfall die 4. Modeein guterTestfir die ApproximationderBeschrei-
bungderPulsausbreitungn RahmendesODE-Modells.Abbildung4.1zeigtin derTat, dass
sich mit Hilfe der gewdhnlichenDifferentialgleichungeiussageriiberbs, machenlassen.
Insofernist essinnvoll, die gavohnlichenDifferentialgleichunge(B.114,3.115pichtnur fur
DM-Solitonen,sonderrfur die Pulsausbreitung Glasfaserkabelallgemeinzu verwenden.
In der Tat kannmansie nicht nur fur periodischeésystemesonderrauchfir nichtperiodische
Ubertragungsstreckenit Erfolg einsetzenDies wurde am BeispieldesModells einerreal
existierenderfFiberlineerprobt[24].
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5. Vergleic h und Bewertung der Modelle

In denvoranggangenerKapiteln wurdenverschiedendlodelle vorgestellt,welcheein ge-
meinsame<iel verbindet:Es sollte eine moglichstgute wie praktischeApproximationder
kubischnichtlinearerSchibdingegleichunggefunderwerdenumwesentlichéeigenschaften
derDM-Solitonenalsperiodischd.dsungerderNLSE zu verstehen.

Das ersteModell stellte eine neueHerleitungder Gabitos-Turitsyn-Gleichungdar, welche
aul3erdeneine Korrekturin hohererOrdnunglieferte. Der NachteildieserVorgehensweise
ist die Komplexitat der verbleibenderintegralgleichungder Vorteil seineUniversalitit. Es
wurdenbeiderHerleitungderGleichungkeineVoraussetzungeimberdie Pulsformgemacht.
Insofernist die Gleichungebenfallsnochgultig, wennein ausmehrererPulsenbestehendes
Signalbetrachtetvird. Die durchdie NichtlineariétbedingteWechselwirkungnehrereiPul-
seuntereinandeist in der Tat fur die Kommunikationgbertragungein sehrwichtiger Aspekt
[46], [12], [24]. Insofernist die Gabitos-Turitsyn-Gleichungundihre Korrekturfir kiinftige
Anwendungemmit komplizierterenSignalenwertwoll. Fur DM-Solitonenist die Gleichung
insofernbedeutendgassmansieeinerseitsiumeriscHosenkann,umeineNaherundur DM-
Solitonenzu erhalten[2], andererseitgumindeseinenlterationsschritanalytischaustihren
kann[27]. Insoferngibt die hier hegeleiteteKorrekturersterOrdnungdie Moglichkeit,diese
Verfahrenn Zukunftnochzuverbessern.

Gleichesgilt auchfir die Verfeinerungder Momentenmethodeyelcheals zweitesModell
dagestelltwurde.Siebietetsichinsbesonder&ir die BeschreibngderPhasean: dieswurde
am Beispielder BetrachtunglesChirpsdeutlich.BeideModelle sind, verraltnisnaligkom-
plex underlaubemurwenigeanalytischeAussagenAndererseitsindfir ihre Herleitungnur
schwache&/oraussetzungembtig. Insofernmotivierensieauchzu versuchenmehrinformati-
on UiberdasSystenwzu nutzenum ein geeignetedodell zufinden.

Die EntwicklungdesPulsesn Hermite-Eigenfunktionestellt einensystematischedugang
dar, welcherdavon getragerwird, dassder Pulslokalisiertist, dasDM-Soliton sogarin man-
chenFallenselbstsehrgauf®hnlichist. HistorischstanderdabeizurnachstgemittelteModelle
im Vordegrund,wobeiesunklarwar, welcheVersionderT M-Gleichunger{linearodernicht-
linear)nundie besserést [21]. In dervorliegenderrbeit wurdegezeigtdassheideModelle
dasSystemgleich gut beschreibenDennochist sind mit dennichtlinearenl M-Gleichungen
leichter analytischeResultatezu erzielen,da sich die Wirkung der Nichtlineari&ét schonin
dengewohnlichenDifferentialgleichungereigtundnichterstbeiHinzunahmelerGleichun-
genfir die Entwicklungskodizienten.Somit konnteauchmit Hilfe der nichtlinearenT M-
Gleichungereineanalytischd-ormelfir die Enegie-Quasimoment-Charakteristikgeleitet
werden.Wahlt mandie nichtlinearenGleichungenso kannman dieseCharakteristiksogar
analytischm RahmenrdergewahltenNaherungoestimmen.
BeidengemittelterModellenmit Hermite-Entwicklungvaresjedochauchimmernotwendig,
einezustzlicheNaherungeinzutihren,namlichdassdie Enegie desPulseshauptgchlichin
der nullten Mode, welchedengauRRartigerKern desDM-Solitons darstellt,konzentriertist.
DieseFeststellungvar der Ausgangspunktir die EntwicklungdesdynamischerModells,
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welchesein neued.icht auf die Bedeutungler Wahl der TM-Gleichungergeworfenhat. Mit
seinerHilfe wurdeklar, dassdie Wahl der nichtlinearenT M-Gleichungenm Zweimoden-
modell (also nullte und zweite Hermitemode)ein dynamisches/erschwinderder zweiten
Mode zur Folge hat. Eswurdegezeigt,dassmandiesals ein Verfahrenzur Bestimmungder
TM-Gleichungennterpretiererkann:Mit Hilfe derLinsentransformatiowerdenzusatzliche
Funktionereingetihrt.VonderFreiheit,die FunktionemachBeliebenwahlenzukdnnerwird
dannspaterGebrauclgemachtym dasSystemmoglichststarkzu vereinfachenlnsofernent-
sprichtdanndie Wahl derGleichungerfur T undM zusammemnit derLinsentransformation
derWahl einesKoordinatensystems) demdasDM-Soliton “moglichstgauf3artig’beschrie-
benwerdenkann.

Da dasdynamischaviodell nur von der Annahmeausgehtdassdie nullte Mode erheblich
mehrEnegie beinhaltetals die hdbherenModen,ist esauchin der Lage,die Pulsausbreitung
innerhalbeiner Periodedetailliert zu beschreibenwas mit den gemitteltenModellen nicht
moglichist. DiesedetaillierteBeschreibnnginnerhalbeinerPeriodegeschiehmit Hilfe eines
SystemsgewodhnlicherlinearerDifferentialgleichungenhre Losungerlaubteine sehrgute
ApproximationdesperiodischerDM-Solitons. Aul3erdemkdnnensie ebenfallsauf dasAn-
fangswertproblerfiir die AusbreitungeinedokalisiertenEingangssignalsenutztwerdenund
beschreiberebenfallsdasEntsteherhthererModenbei EinspeisungeinesreinenGaul3pul-
ses.Aus diesemGrundkonnendie gevohnlichenDifferentialgleichungexesdynamischen
Modells auchzur Beschreiling nichtperiodischePulsein Glasfaserkabeldienen,wasihre
Anwendbarkeitir die Praxiserweitert.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dervorliegenderArbeitwurdenverschieden®odellezurBeschreibngvonDM-Solitonen
erortert. Wir habegesehengdassesdurchgeeigneteApproximationenmoglich ist, die Aus-
breitungeinesPulsesin einemLichtwellenleiterdurch einfacheModelle zu verstehenDie
Modellewurdenauf die Beschreilnng periodischet. dsungereinersymmetrischemispersi-
onsstufeangevandtund eswurde gezeigt,dassmanauf dieseWeisegewisseEigenschaften
der DM-Solitonensogaranalytischversteherkann. Jetztsollen noch einige weiterfuhrende
Fragenangesprochewerden,die von hoheminteressesind, aberin dervorliegenderArbeit
nichtbehandeltverdenkonnten.

Zum einenist die Fragenacheinemmathematischekxistenzbeeis desDM-Solitonsoffen.
Damit verbundenist die Moglichkeit, dasses nochweitere Losungsfamiliergebenkdnnte.
Auchdie TatsachedasssichdasDM-Solitonin vielerlei Hinsichtwie einklassischeSoliton
der integrablenkubischnichtlinearenSchibdingegleichungverhalt, ist erstaunlichund gibt
Anlass,in Hinblick aufeineVerallgemeinerunderInversernStreutransformationu forschen.
Beziglich derPulsausbreitunm Glasfaserkabelist in dervorliegenderArbeit gezeigtwor-
den, dassfur einenhinreichendlokalisiertenPuls (was bei einer Einzelpulsausbreitunm
der Glasfaseiin der Praxisimmer gegebenist), die NLSE durch ein nichtlinearesSystem
zweier gekoppeltegewdhnlicherDifferentialgleichungemind ein zusatzlicheslinearesSy-
stemgewohnlicherDifferentialgleichungerrstaunlichgut approximiertwerdenkann.Da ei-
neweitereVereinfachungaummaoglich scheintwird manversuchenandere fir die Praxis
relevante- Effektein die daigestellterModelle miteinzubeziehen.

Hier gibt esim Wesentlicherzweiwichtige RichtungenDie einebeziehtsichaufzusatzliche
Termein der Gleichungwie den RamanternoderdenTerm fir die Dispersiondritter Ord-
nung,welchewichtigerwerdenwennin derPraxisimmerkiirzerePulsebenutztwerden,um
moglichsthoheBitratenzu erhaltenDie Erweiterunglerbestehendellodelleist nichttrivial,
dadie umdieseTermeerweiterteNLSE wenigerSymmetrierbesitzt.

Die andereRichtungist die BetrachtungeinesSignals,was aus mehrerenPulsenbesteht.
Durchdie Nichtlinearitat gibt esaucheineWechselwirkungler Pulseuntereinandein man-
chenParameterbereichem FalledesModellseinerrealenLine sogareinenichtlinearé/Nech-
selwirkungzwischenSignalunddemVersarkerrausche[24].

Die Tatsachedassin Glasfasersystemewgelcheauf demPrinzip der Dispersionskompensa-
tion basierendie Nichtlinearitat zwar klein und dennochwichtig ist, machtdieseSysteme
zu einemParadebeispidlir die Anwendungvon StorungstheorienViele der aufgevorfenen
Fragenentstammerder Praxis, namlich dem Ziel, viele Datenschnellzu tibertragenDas
Spannungsfel@wischenTheorie,numerischerSimulationenund der praktischerAnwend-
barkeitmachendie eigentlicheFaszinationdiesesArbeitsgebietsaus.Letzterelasstauf noch
vieleinteressant&ntwicklungenn dennachsterdahrerhoffen.
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A. Herleitung der Gleic hung en fur hohere Momente

In demvorliegendenAbschnittsollendie Bewegungsgleichungefiir die hbherenMomente
derSchibdingepgleichunghemeleitetwerden.Dazugehenwir vonderNLSE in derForm

iA;+ dAy + C/APA=0

ausundzerlegendaskomplexe FeldA(zt) = a(z t) exp(@(zt)) in Amplitudeund PhaseAus
derkubischnichtlinearenSchibdingegleichungfolgen dannunmittelbardie entsprechenden
Gleichungerfur a unde:

aa, = —d%(ach(), cpz:d% = d? + cé. (A.1)

Bei der Herleitungder Bewegungsgleichungefiir die hoherenMomenteder kubischnicht-
linearenSchibdingegleichungwerdenwir auchnochdie entsprechendeAusdiickefir a;,
und @ berdtigen:

a_
az = —3da@t — 2d@ay — dagyy, Oz = dw —2d@ @ + 2caa. (A.2)

Damitkannmanleichtdie Ableitungennachz von denMomenterbestimmenSofolgt:

de_ _ 0 20\t —
d—ZE_Z/aazdt_—Zd/at(a @)dt = 0. (A.3)

Die letzte Gleichheitgilt dabeiunter der hier stetsgemachterAnnahme,dasslokalisierte
Verteilungenbetrachtetwerden,welchefir betragsraf3ig grof3eZeiten hinreichendschnell
verschwindenEntsprechentblgt:

d

oT= 2/t2aazdt - —Zd/tzg(ach[)dt - 4d/ta2(p(dt — 4dM. (A.4)

Die folgendenRechnungenerlaufenanalog sindjedochteilweiseaufwendiger

dEZM :2d/<g2a2dt+2d/at2det—g/a4dt:2dQ+2dQ—§P, (A5)
dEzQ: 4d/(p[tat2dt—d/(p[tttazdt—c/(p(ta“dt, (A.6)
dEZQ ——4d / @aZdt+d / e, (A.7)
dp_ o / qratdt ETz = 8&d / t3qpa’dt (A.8)
dz R ’ '
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dﬂz P, — 4d / tqatdt — 2d / tqua’dt, (A-9)
E B Y 2 2042
2= (t@ —t°qu)ardt +d [ a (@ + 2t )dt. (A.10)

Nun macherwir denAnsatz,dassdie Phaseam WesentlicherdurchdenChirp (die Funktion
vor demt? in der Taylorentwicklungvon ¢) undeineKorrekturhdhererOrdnungin der Form
eft* bestimmtist:

1 1

@z t) = éqJ(z)tz + 1—28[3(2)t4. (A.11)

Dieskannmanin die Gleichungerfur die hoherenrMomenteeinsetzenDamit folgt dann:

d

d—ZQ = 4d(YQ + Qo) — 2dePE — c(PP + efP2), (A.12)
dEzQ = —4d(YQ + Qo) + 2deE, (A.13)
EP = —2dyP — 2def3P; ET = 8dyTo+ §dsBT (A.14)

4y = v 2 4z 12 = 8dW T2+ 5deBTs, :
EP = 2dyP, — gdeBP EQ = —§dsBQ + 6defT (A.15)

a7 2= 273 4 472773 4 : -

In denletztenbeidenGleichungerwurdenzwei weitereMomente namlich P, = [t%a*dt und
Q4 = [t%afdt eingetihrt. Zwei weitereRelationererhaltenwir unmittelbarausden Defini-
tionenvonM undQ:

1 1
M = /tach( = /taz(ljJt—l— éth3)dt =T + 3BTy, (A.16)

1 2
Q= / a’qfdt = / a(Wt + é:»:[3t3)2dt = P’T + JVeBTe. (A.17)

Hier wurde bei der Berechnungron Q ein Term der Ordnunge? vernachassigt.Damit sind
alle notwendigerBewegungsgleichungefur die hoherenMomentebestimmtworden.
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B. Berechnung des Quasiimpulses

Ziel diesesAbschnittesist es, die Formeln (3.95), die im Folgendenzur Erinnerungnoch
einmalangeschriebewerden,

coN?|Bol? 1 1 . d
~ , (1) ¥ ——Asinh(y), =
G 2217 (0) /142 (0 yT(0) v) y 2T(0)2
zu begrinden Dabeigehenwir von denGleichungen
d N2
-I-Z:4-d(Z)IVI7 MZ: ﬁ—ﬁ

und einersymmetrischerispersionsstuf¢2.4) aus,wobei die mittlere Dispersion(d) und
die NichtlinearititN? alsklein angenommewerden Damitwird dasProblemeinerStorungs-
rechnungzuganglich.

B.1. LOsung des linearen Problems

Die linearenGleichungen .
y d
TZ:4d(Z)|V|, MZ: ﬁ

konnendirektintegriertwerden.Die Losungist danndurch

_ 2 _ 3
TO(2) :T(O>\/l+4<TFE(OZ))2) . MO = R(z)/T(0) : (B.1)
R(z
Lea(75)
gegebenwobei
dz fur 0<z< %
Rz)={ —dz+3id fur §§z< 3 (B.2)
dz—d far 7<z<1
die akkumuliertdineareDispersiondarstellt.
B.2. Berechnung von <NT2>
DaN? alsklein angenommewird, gilt wegenR(z) = R(% —2):
N2 N2 o 31 i1
(5) % () = 2N (/O W+/‘% 5 ) (8.3)
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Hiermit folgt

N2 o [ 1 N2
(v = ), —3 10
o)

B.3. Berechnung von (¢)

sy, -

Die folgendeBestimmungvon <%> ist einwenigaufwendigerDiesliegt daran,dassmandie
LosungdernichtlinearerGleichungerfir T undM in ersterOrdnungexplizit benutzermuss.
DennaufahnlicheWeisewie ebenerhalt man

d i (d) 2 2dT® i 2dT®
=4}, wop 2, op2h mop ©)
Hier lasstsichdaserstelntegral direkt bestimmerund esfolgt
1
i (d) (d) _d
/0 FoRE 202 Y= Fee (8.6)

Die Schwierigkeitiegt alsoin derBerechnungon

22dT® 7 2dT
%, o o @

Um die Integrationauszuiihren seizuréchstie explizite Formvon T(Y) angeschriebenyel-
chebereitsin [34] hemgeleitetvurde.Im Folgenderschreiberwir zur AbkiirzungT = T(@ (1)

undentsprechend ™ = T() (1). DesWeiterenbezeichnenvir zur Unterscheidunglie Ein-
schiankungvon T auf erstenAbschnittfur 0 < z < %1 mit T; und entsprechendlie Ein-
schiéankungvon T auf den zweiten Abschnitt fur %1 <z< % mit T,. AulBerdemsei daran

erinnert,dassr stetig,alsoinsbesondera z= %1 stetigist. Mit diesenBezeichnungefolgt:

N . N . N 1 —
24T 2T M(2) = b1 -8au(T{”(2)? - &aT(” () + 22z~ ) + VAT2— B}
2ATTW + 02y T2+ 8T — 3y N

2\/AT2-B

s o VAT 2B+ VAT )
oA Y JATE_BivAT

(288y(z— %) +

(B.8)
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. . . . 1 —
28,0 AT,V (2) = Bbr—Ba(Ty" ()7 - &1, (2) + 2(~2A(z— ) + VAT2—B).

2AT T 1+ 32,72+ &T — dby N

(—25a0(z— 2) +

4 2\/AT2-B

o oy VAT 22 B VAT, 89)

2VA VAT2-B+ VAT '

wobeifolgendeweitereabkiirzendeAusdiickeeingefihrtwurden:
d®> o0 2

A= T2 +4dM B=d-, (B.10)
da; = Tz T T3 +8d(d)(M '(Z)) +8d“M -(Z)M '(Z)_? (B.11)
dap = — 7 T3 —8d(d)(M (Z)) + 8d°“M (Z)M (4) = (B.12)
dby =2d(d),  Bdbp=—2d(d), & =2N%d, & =—2N2. (B.13)

Mit Hilfe derReIationTz(O)(% -2)= Tl(o)(z) folgt danneineerheblichevereinfachundr die
Berechnungon X

% = 2" m“&z—%ﬂ—<aa2—6a1><Tf°)<z>>2—<6z—61>Tf°)<z>+
2(2A(2— %) +VATZZB)(2(z— %)(5a2 ~day)+

(68.2 — 68.1) (Cz — Cz) (6b2 — 6b1) n

2¢/AT2 -
R A<T1(°)>2—B+ VAT (2) 6.1
2VA VAT2—B+ VAT '

Aus (B.12,B.13)erhalt man

N2d  d(d)
T T(0?

Sbp —dby = —4d(d),  dap—day —4( > & — €& =—4N’d (B.15)

undkannsomit Hilfe vonT = T(0),/1+ ﬁé)“ die Termein demAusdruckfur ® erheblich

vereinfachen
(Bap —day)T?— (6~ &)T —(Bbp—3by) _  (d)d (B.16)

2\/AT2_B T(0)?
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Damitlasstsich® in derfolgendenForm schreiben
d

R = R(_4d<d>|1—(63.2—68.1)|2—|-4dN2|3—|-8A(68.2—68.1)|4—|—

d(d) 2N2d
T2 T

4A( )54+ 2VAE — €1l

(B.17)

wobeimanfur die auftretendeintegralel; miti € {1...6} analytischeAusdiiickeerhalt (wie-

deristy = 2)

7 1 1 1
'1:/0 10z 8T(0f ( e atr(y))

1
o ey

| /% 1 1 1
3: — pu— )
0 (Tl(o)(z))g 4T(0)31+y?

i 2 T(0?
o i e Y )

iz 1y

(0,4 8421 L2’
0 (7(9)* 8Lty

2
iz Toop 2+ Vit (%é
|6 = / ) (o]0}
0 (T]F )(Z))4 ZT?O)Z—I_\/ 1"’ 4T(0)4
1 1
2
<1+y2 —log(y+ v1+Vy?) )

~ 16dT(0)2

Setztmandiesein, sofolgt nacheinerReiherein algebraischetmformungen

_ (d) 1 N2
K—W@—;aﬂ(y))—mo)( Tyz__log yﬂ/ﬁyz)

unddamitfur <%>

(72) =707 TT; (132 y s VAR
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B. Berechnung des Quasiimpulses

DasErgebnislasstsichweitervereinfachenwennmanbetucksichtigt,dassfur denFixpunkt

einersymmetrischemispersionsstufein besondereZusammenhangwischen(d) und N2
besteh{34]

2 (@) 1

TO) _2__1 2)

(0) === —Jlogly+v/1+¥?)

Damitfolgt danndasverbluffendeinfacheErgebnis

(B.26)

<1>___i5__ (B.27)
T2/ TV |
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C. Die lineare Approximation der E(k)-Kurve

C. Die lineare Approximation der E(k)-Kurve
Die analytischd=ormelfur die Parametrisierungler Abhangigkeitder Enegie E vom Quasi-

impulsk desDM-Solitonshatdie Form (3.96)
Z Z
k(y) = % E(y) = % (C.1)
mit
PNV BN S E yNn
Z(y)=2 g y( m + 2yArcsmi’(y)) , (C.2)
2__ :—LArcsini‘(y). (C.3)

5 {d)
Z(y) = 4/T—== /Y, N(y) =
(y) = 4V VY (v) Ty
Um eine Approximationfur die lineare E(k)-Kurve zu erhalten,machenwir den Ansatz
E(y) = ak(y) + B. Er soll ander Singularitit { desNennersN(y) ausgwertetwerden.Dann
(C.4)

gilt
E'(y) _ ( E'(y) )
=My P AEY Ty )
Benutztmandie spezielleStrukturder FunktionernE(y) undk(y), sofolgt
LY 22 -7(Q)2@Q) s
20 Pt Nz (€5
Wertetmandie Ausdiickeaus,soerhalt man
' (d) 3+5¢° (d) ¢
Z(() = —F—— =, Z(() =8—+ , C.6
V=G o =% i (C6)
(d) 1 50 4 =d)
Z(Q) = 4T ﬁﬁ, (C.7)
(C.8)

1-22

N(Q) = ——
U1 D)

unddamitdurchEinsetzerdasgewiinschteErgebnis
_m 1+2 _V/m(d) / 2
a= 7\/6 ) B= TE\/Z 14 ¢-.

(C.9)
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