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1. Einleitung

1. Einleitung

Die AufgabederKommunikationstechnikscheintauf denerstenBlick sehreinfach:Ein Si-
gnal, welchesder Senderaussendet,soll am Empf̈angermöglichstunverändertankommen.
Auf demWeg dazwischenwird esjedochin derRegelvonverschiedenenEffektengesẗort, de-
renWirkungmandurchgeeigneteVorkehrungenzu minimierenversucht.In Glasfaserkabeln
ist daswichtigsteProblemdieDämpfungdesSignals,zuderenKompensationmanVersẗarker
einsetzt.Außerdemwirken die Dispersionund die Kerr-Nichtlineariẗat auf denPuls,durch
welchedessenFormverändertwird [4],[13].
Eine Möglichkeit ist den EinflussdieserEffekte einzelnzu minimieren.Bei der Dispersi-
on kanndiesbeispielsweisedadurchgeschehen,dassmanein Materialbenutzt,welchesnur
einesehrgeringeDispersionbesitzt.DerartigeMaterialiensindmittlererweileverfügbar, die
bestehendenNetzwerkemüsstendannjedoch(untererheblichemAufwand)ausgetauschtwer-
den.Als Alternativebietetsichan,zus̈atzlicheGlasfaserkabel(im Folgendenauchals“Fiber”
bezeichnet”)einzusetzen,derenDispersiondasentgegengesetzteVorzeichenbesitzt.Dieseso
genannte“Dispersionskompensation”ist effektiv undKostensparend.Die WirkungderNicht-
lineariẗatistdagegenandieAmplitudedesPulsesgekoppelt:Will manim fastlinearenBereich
arbeiten,so mussauf die Vorteile höhererEnergien (z.B. besseresSignal-Rauschverḧaltnis)
verzichtetwerden.
Einealternative Vorgehensweiseist, nicht zu versuchen,denjeweiligenEinflussvon Nichtli-
neariẗat undDispersionfür sichalleinezu minimieren,sondern,anschaulichgesprochen,die
Wirkungbeiderderartzubalancieren,dassderPulsebenaufgrunddieserBalancenahezuun-
verändertamEmpf̈angereintrifft. StabilePulse,welchedurchein derartigesZusammenspiel
von DispersionundNichtlineariẗat möglich werden,sind in vielenBereichenderPhysikals
Solitonenbekannt.In derRegelwerdenunterdiesemBegriff Lösungeneinerintegrablenparti-
ellenDif ferentialgleichungverstanden.Lösungen,welcheähnlicheEigenschaftenaufweisen,
aberzu nichtintegrablenpartiellenDif ferentialgleichungengeḧoren,werdengelegentlichim
Unterschiedhierzuals solitäreWellen bezeichnet.Geradeim Bereichder Optik hat sich je-
dochauchfür dieseLösungender Begriff desSolitonsdurchgesetztund wird entsprechend
auchin dervorliegendenArbeit benutztwerden.Aufgrundihrer nichtlinearenNaturkönnen
sie sehrenergiereichsein,wasfür die Übertragungvon InformationeinengroßenVorteil in
Hinblick auf ein Signal-Rauschverḧaltnis bedeutet.Allerdings sind in speziellenFiberlines
unterUmsẗandenauchhoheEnergiennotwendig,umSolitonenzu erzeugen.
Solitonenin Lichtwellenleiternwerdenseitetwa27Jahrendiskutiert[20]. Die bereitsvorhan-
denenNetzebestehenjedochausFibernmit sehrhoherDispersion,sodassdieNichtlineariẗat
bei denzur Zeit in derPraxisgenutztenPulsleistungenzu schwachist, dieseausgleichenzu
können.Daherbietetsichauchhierwie beiderobenerwähnten“linearen”Technikan,zus̈atz-
liche Fibernzur Dispersionskompensationeinzusetzen.DassichdannergebendeSystemhat
einemittlereGesamtdispersion,welchemandurchWahl derkompensierendenFibernvariie-
renkann.Charakteristischfür einesolcheÜbertragungsstreckeist demnach,dasssieausTeil-
streckenmit hoherlokalerDispersionwechselndenVorzeichensundeinerniedrigenoderver-
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1. Einleitung

schwindendenGesamtdispersionbesteht.Die Gesamtdispersionkanndannwieder, anschau-
lich gesprochen,dieNichtlineariẗatbalancierenundeinSolitonbilden.
Für diemathematischeBeschreibungderPuls̈ubertragungin einerFiberstreckeist esnotwen-
dig, ein geeignetesmathematischesModell zu benutzen.Siewird für die Anwendungenauf
die Kommunikationstechnikbei demheutigenStandin hinreichenderGenauigkeitdurchdie
kubischnichtlineareSchr̈odingergleichung(NLSE von “nonlinearSchr̈odingerequation”)
beschrieben.DasentsprechendeModell für eineperiodischeAnordnungzweierFibernwech-
selnderDispersiongestattetperiodischeLösungen[30], welchezumTeil Eigenschaftenbesit-
zen,die denen“klassischerSolitonen”sehrähnlichsind.DieseperiodischenLösungensind
der grundlegendeGegenstandder vorliegendenArbeit und werdenim Folgendenals “DM-
Solitonen”(von“dispersion-managedsolitons”)bezeichnet.
Da sie durcheineBalanceder mittlerenDispersionund der Nichtlineariẗat gekennzeichnet
sind, ist letzterenaturgem̈aß ein wesentlicherBestandteilihrer mathematischenBeschrei-
bung. Sie tritt als entsprechenderTerm in der kubischnichtlinearenSchr̈odingergleichung
in Erscheinung.Für die NLSE ist eineInverseStreutheorieim Falle konstanterKoeffizienten
bekannt[47]. Mit ihrer Hilfe lassensichExistenzundwesentlicheEigenschaftenklassischer
Solitonenverstehen.In demvorliegendenFall von Systemenmit Dispersionskompensation
variierenhingegendie Faktorenvor derDispersionundvor derNichtlineariẗat. Zwar ist das
Systemin gewissenSpezialf̈allennochstückweiseintegrabel,im allgemeinenFall jedochist
keineInverseStreutransformationundauchkeinanderesVerfahrenbekannt,mit welchemman
dasSystemexakt beschreibenundalle EigenschaftenderDM-Solitonenanalytischverstehen
kann.
Somit bestehtnicht nur ein praktisches,sondernauchein theoretischesInteressedarin, die
Pulsausbreitungin dispersionskompensiertenGlasfaser̈ubertragungssystemenmit Hilfe geeig-
neterModelleanalytischzuverstehen.Ein Ziel derEntwicklungderentsprechendenModelle
ist dabeidieErklärungmöglichstvielerderbesonderenEigenschaftenderDM-Solitonen.Ei-
nederartigebesondereEigenschaftseihieralsBeispielgenannt:DM-Solitonenbesitzeneine
charakteristischeEnergie E undeinensog.Quasiimpulsk. Erstaunlicherweiseist die Bezie-
hungzwischenE und k nahezulinear und wir werdenim Laufeder Arbeit sehen,wie dies
analytischverstandenwerdenkann.
Andererseitsist die Entwicklungvon vereinfachtenModellen- in demSinne,dassmannicht
mehrdiePDE(vonengl.“partial differentialequation”,hierundim Folgendenist diekubisch
nichtlineareSchr̈odingergleichunggemeint)numerischlösenmuss,sondernderenLösung
durcheinfachereGleichungenapproximierenkann- auchvon praktischemInteresse.Die nu-
merischeIntegrationderkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungist zwarmöglichundfür
einenspeziellenParametersatz,beispielsweiseeinerspezifiziertenFiberline(alsoeinerKonfi-
gurationvonGlasfaserkabelnmit eventuellenzus̈atzlichenBauelementenwie Versẗarkernund
Dämpfungsgliedern),nichtbesondersaufwendig.Möchtemanjedochuntervielenmöglichen
Linekonfigurationendiejenigenmit denbestenÜbertragungscharakteristikenherausfinden,so
hat manein Optimierungsproblemin einemunterUmsẗandenhochdimensionalenRaum.In
diesemFall kanneineReduktionder Rechenzeitfür eineKonfigurationaufgrundderTatsa-
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1. Einleitung

che,dassmannichtdievolle PDE,sonderneinvereinfachtesModell löst,sehrviel Rechenzeit
sparen.
WelchemathematischenMethodengibt es,ein derartigesnichtlinearesSystemapproximativ
zu beschreiben?Eine naheliegendeMöglichkeit ist die Reduktionder partiellenDif ferenti-
algleichungauf gewöhnlicheDif ferentialgleichungenmittels Variationsprinzipien[5]. Diese
Methodesetzteine“gute” Ansatzfunktionvoraus,welchein derRegeldurchphysikalischeIn-
tuition undMotivationausderNumerikgewonnenwird. Außerdemist esschwierig,dieGüte
derApproximationfestzustellen.Dennochkönnenmit Hilfe dieserMethodewichtigeErgeb-
nisseschnellerzieltwerden;esist dannjedochratsam,Ergebnissemit Hilfe andererMethoden
zu besẗatigenund verstehenzu versuchen.Im hier betrachtetenFalle könnenbeispielsweise
die für dasSystemcharakteristischengewöhnlichenDif ferentialgleichungenfür Breite und
PhasedesPulsesmit Hilfe einesVariationsprinzipshergeleitetwerdenunddurchBetrachtung
vonMomenten[6], [34] derkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungverstandenwerden.
Die nächstenaheliegendeMethodeist, sichdie PeriodiziẗatdesSystemszu Nutzezu machen
und überdie Einzelelementezu mitteln. Dies kannbeispielsweisemit Störungstheorie[11],
einemMehrskalenformalismus[2] oderder Lie-Transformation[10] erfolgen.Im Falle von
nicht zu großenPulsenergien liefern dieseMittelungsmethodengute Approximationender
LösungderkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichung.
Da mannur anlokalisiertenLösungeninteressiertist, bietetsicheineEntwicklungnachden
EigenfunktionendesharmonischenOszillatorsan [26]. Eine solcheEntwicklungkannman
mit dengenanntenMittelungsmethodenkombinieren[25], [44]. Für höhereEnergienjedoch
ist dieseVorgehennicht mehr hinreichendgenau.Daherwurde im Rahmender vorliegen-
denArbeit auchein “dynamisches”Modell (im Gegensatzzu dengemitteltenModellen)ent-
wickelt [35]. Es benutztebenfallsdie EntwicklungnachdenEigenfunktionendesharmoni-
schenOszillators,nichtabereineMittelung.
Um einzuscḧatzen,welcheModellefür welcheAnwendungensinnvoll sindundwie genausie
diecharakteristischenEigenschaftenderDM-Solitonenbeschreiben,werdenin dervorliegen-
denArbeitGleichungenhergeleitet,welchediekubischnichtlineareSchr̈odingergleichungauf
ein einfacheresSystemreduzieren.EswerdenverschiedeneAnwendungenvorgestellt,wobei
analytischeErgebnissemit numerischenSimulationenderPDEverglichenwerden.
FolgenderAufbauwurdegewählt: Zunächstwerdenim erstenKapitel die DM-Solitonenals
mathematischeObjekte,alsoals LösungeneinerspeziellenForm der kubischnichtlinearen
Schr̈odingergleichung,vorgestellt,undeswird kurzbeschrieben,mit welchemVerfahrenman
sie numerischgewinnenkann.Dann wird auf einige ihrer faszinierenden,augenscheinlich
nichttrivialenEigenschafteneingegangen,gleichermaßenalsMotivationfür dentheoretischen
Erklärungsbedarf.
Im drittenKapitelwerdendanndie verschiedenentheoretischenModelledargestellt,mit wel-
chenmandieEigenschaftenderDM-Solitonenanalytischzu verstehenversucht.ZentraleEr-
gebnissederArbeit sinddabeidie HerleitungderKorrektur1. Ordnungfür die Integralglei-
chungim Frequenzbereich(3.30)[10], die ErweiterungderMomentenmethodeunterEinbe-
ziehunghöhererMomente(3.43-3.49)[42], dieanalytischeFormelfürdieEnergie-Quasiimpuls-
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1. Einleitung

Charakteristik(3.96)unddie InterpretationderWahl derTM-Gleichungen(Gleichungenfür
Pulsbreiteund Chirp, s.u.) [35], welcheeineneueEinsicht in die fast zwei Jahrewährende
Diskussion,welcheForm derTM-Gleichungen(linearodernichtlinear)denndie “sinnvolle-
re” wäre,liefert und die Reduktionder kubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungauf ein
linearesSystemgewöhnlicherDif ferentialgleichungen(3.114,3.115)[24].
Im viertenKapitel wird gezeigt,dassdie entwickeltenModelle nicht nur für die Beschrei-
bungderDM-Solitonengenutztwerdenkönnen,sondernauchfür denallgemeinerenFall der
Pulsausbreitungin dissipativen Fiberlinesund Konfigurationen,welcheebenfallsVersẗarker
enthalten,von Bedeutungsind. Dazu musszun̈achstdasModell der kubischnichtlinearen
Schr̈odingergleichungdiskutiert werden,um zu verstehen,welchenGültigkeitsbereichdie
gewähltenModellehaben.Hier wird auchdiskutiert,welcheweiterenphysikalischenEffek-
te in zukünftige Modellen einbezogenwerdenmüssen,wenn sich die gegenẅartig äußerst
schnelleEntwicklungzu immer kürzerenPulsenin derKommunikationstechnikweiter fort-
setzt.
Letztlich werdendie beschriebenenModellezusammenfassendverglichenund auf ihre An-
wendbarkeitin Hinblick aufverschiedeneFragestellungenbewertet.Außerdemwird einAus-
blick aufmöglicheVerallgemeinerungenderhiervorgestelltenMethodengegeben.
Im AnhangsindDetailszudenteilweiselangenanalytischenRechnungenzufinden,aufderen
Darstellungim HauptteilderArbeit verzichtetwurde.
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2. DM-Solitonen in der Numerik

2. DM-Solitonen in der Numerik

2.1. Die NLSE und DM-Solitonen

Wir betrachtenalsModell für diePulsausbreitungim Lichtwellenleiterdiekubischnichtlinea-
reSchr̈odingergleichungin derdimensionslosenForm[3]:

iAz � d � z� Att � c � z���A � 2A � 0 � (2.1)

Hierin bedeutett die Zeit und z misstdie Ausbreitungim Lichtwellenleiter, A ist die kom-
plexwertigeFunktionA � z	 t � . Die Koeffizientend undc sollenim Folgenden,wennnichtaus-
drücklichetwasanderesgesagtwird, für periodischeFunktionenmit derPeriodiziẗatsl̈angeL
stehen.UntereinemDM-Solitonsoll danneineLösungvon (2.1)verstandenwerden,welche
dieForm

A � z	 t �
� F � z	 t � exp � ikz��	 F � z	 t ��� F � z � L 	 t � (2.2)

besitzt.Die Konstantek bezeichnenwir in AnalogiezumBlochtheoremalsQuasiimpuls. Of-
fenbargen̈ugtdannF � z	 t � derBeziehung

iFz  kF � d � z� Ftt � c � z���F � 2F � 0 � (2.3)

Die wichtigsteFeststellungist, dasses- in dernumerischenSimulationunddamit innerhalb
derdorterreichbarenGenauigkeit- derartigeDM-Solitonenüberhauptgibt [37], [8]. Betrach-
tenwir alsBeispieleinesymmetrischeDispersionskonfiguration(im Folgendenauchals“Di-
spersionsabbildung”bezeichnet)im (idealisierenden)verlustfreienFall (d.h. c � z��� const � ,
z.B. c � z��� 1) mit derPeriodiziẗatsl̈angeL � 1. Für die Dispersionnehmenwir folgendeGe-
staltan:

d � z��� ���� d � � d � für 0 � z � 1
4 d � � d � für 1

4 � z � 3
4

d � � d � für 3
4 � z � 1

(2.4)

Abbildung2.1zeigteineperiodischeLösungin dernumerischenSimulationderkubischnicht-
linearenSchr̈odingergleichungzun̈achstin nichtlogarithmischerAuftragungder �A � -Achse.
Die ExistenzsolcherperiodischenLösungenist einemathematischnichttriviale Frage,wel-
cheim RahmendieserArbeit nichtbehandeltwerdensoll. DesWeiterenergibt sichdie Frage
nachmöglichenweiteren,periodischenLösungen.VonderExistenzeinesantisymmetrischen
DM-Solitonswird in [32] berichtet.DasantisymmetrischeSolitonist insofernvongroßerBe-
deutung,alsesmit seinerExistenzklar ist, dassnicht nur eineperiodischeLösungexistiert.
Andererseitsist die FragenacheinerCharakterisierungaller periodischerLösungender ku-
bischnichtlinearenSchr̈odingergleichungmit periodischenKoeffizientennochungekl̈art.
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Abbildung 2.1: Numerisches DM-Soliton innerhalb einer Periode der Dispersionsabbildung
(nichtlogarithmische �A � -Achse)

2.2. Eigenschaften der DM-Solitonen

Betrachtenwir im Detail ein typischesDM-Soliton als Ergebnisder numerischenSimulati-
onderkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichung,wobeialsDispersionsprofildieobenein-
geführtesymmetrischeDispersionsstufebenutztwurde.DasDM-Solitonin Abbildung2.1hat
offenbardie gleichePeriodewie die Funktiond � z� . Aus derAbbildungist weiterhinerkenn-
bar, dasssich die Pulsbreiteund -amplitudedesDM-Solitonszwar innerhalbeinerPeriode
verändert,die Pulsformjedochnahezuunverändertbleibt.
DieseFeststellung,welcheaufgrunddernumerischenSimulationgewonnenwurde,dassdie
periodischeLösungselbsẗahnlichist, ist für dieEntwicklungeinergeeignetenmathematischen
BeschreibungderDM-Solitonenäußerstwichtig. Dieswird nochanmehrerenStellenderAr-
beit deutlichwerden.In derLiteraturwird diesebesondereEigenschaftoft als “Atmen” des
Solitonsbeiseinerz-Dynamikbeschrieben[39], [36].
Abbildung2.1gibt einenEinblick in dasVerhaltendesPulskerns.Mankannerkennen,dasser
lokalisiertist undetwadieFormeinerGaußglockehat.DasVerhaltenderRänderjedochwird
in dieserAbbildungkaumdeutlich.Daherbietetessichan,für dasgleicheSolitondieAmpli-
tudein logarithmischemMaßstabnocheinmalaufzutragen.Dann(Abbildung2.2)siehtman
nocheineanderewichtigeEigenschaftdesDM-Solitons,welchedie Pulsr̈anderbetrifft. Jetzt
ist erkennbar, dassdasDM-Soliton interessanteStrukturenaufweist:Offenbargibt esin der
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Abbildung 2.2: Numerisches DM-Soliton innerhalb einer Periode der Dispersionsabbildung
(logarithmische �A � -Achse).

UmgebungvondenMittelpunktendereinzelnenFibersẗuckezugewissent-WertenstarkeEin-
schnitte(Nullstellen)derAmplitude,welchein einerlogarithmischenAuftragungnaturgem̈aß
besondersauffallen.Wir werdensp̈atersehen,dassdieOszillationenderim Zeitbereichweiter
außenliegendeBereichedesPulsesalsEinflüssehöhererHermitemodenaufdengaußartigen
KerndesDM-Solitonsverstandenwerdenkönnen.
In derobigenAbbildung ist lediglich die Amplitudedargestellt.Sie ist offenbarperiodisch.
Die Lösunghat sich jedochnachDurchlaufeneiner Dispersionsabbilungum einenFaktor
exp � ikL � (im hier betrachtetenFall ist L � 1) verändert.DieserFaktorverändertlediglichdie
Phaseund tritt in denAbbildungen,welchedie Amplitude darstellennicht in Erscheinung.
Bemerkenswertist hierbei,dassder Phasenfaktorkonstantist, also keineZeitabḧangigkeit
aufweist.Man bezeichnetdaherk in Analogiezu derentsprechendenBegriffsbildungin der
Festk̈orperphysikals“Quasiimpuls”.Die BedeutungdesQuasiimpulsesliegt nundarin,dass
manmit seinerHilfe die DM-Solitonencharakterisierenkann,wie wir im Folgendensehen
werden.
Esstellt sichnundie Frage,ob eszueinerspeziellenDispersionsabbildunglediglichein oder
mehrereDM-Solitonengibt. Bei dervorliegendenDiskussionbeschr̈ankenwir unsauf Para-
meterbereiche,in deneneineeinparametrigeFamilie von symmetrischenLösungenexistiert.
AusdiesemGrundwerdenwir meistFällemit

�
d ��� 0 betrachten.Esseijedocherwähnt,dass

esebenfallsSolitonenim Bereich
�
d � � 0 gibt [31], [15], [22]. In diesemBereichgen̈ugt die
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2. DM-Solitonen in der Numerik

AngabeeinerGröße,seiesnunk, die anf̈anglichePulsbreiteoderdie Energie

E � z�
�����A � z	 t ��� 2dt 	 dE
dz

� 0 	 (2.5)

umeinElementderFamiliezukennzeichnen.Dementsprechendgibt eseinenZusammenhang
zwischendemQuasiimpulsundderEnergie. Bestimmtmandiesennumerisch,soergibt sich
die Abbildung2.3.DieserZusammenhangist charakteristischfür die Familie von Lösungen.
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Abbildung 2.3: Zusammenhang zwischen Energie E und Quasiimpuls k in der numerischen
Simulation.

EinegeeigneteTheoriesolltein derLagesein,ihn gutzuapproximieren.Esist aufdenersten
Blick sehrerstaunlich,dasseinnichtlinearesSystemeinesoscheinbareinfacheCharakteristik
besitzt.In der Tat werdenwir sp̈ater dasfast lineareVerhaltensogaranalytischverstehen
können.Außerdemsei erwähnt,dasses es numerischaufwendigist, die in Abbildung 2.3
dargestellteBeziehungzu erhalten:Schließlichmussmanfür jedenPunkteineperiodische
LösungeinernichtlinearenpartiellenDif ferentialgleichungsuchen,wasim vorliegendenFall
nichteinfachist.
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2. DM-Solitonen in der Numerik

2.3. Numerisches Aufsp üren von DM-Solitonen

Wie findet man ein DM-Soliton numerisch?Das Problemist nicht ganzeinfach:Schließ-
lich handeltessich um eineperiodischeLösungeinernichtlinearenpartiellenDif ferential-
gleichung.EinebeliebigeAnfangsbedingung̈uberdie Fiberstreckezu integrierenist einfach:
Man kann sich einesStandardintegrationsverfahrensbedienen.So wurde in der Arbeit ein
Split-Step-Integratorbenutzt.Um jedochdiejenigeAnfangsbedingungzufinden,welcheeine
periodischeLösungdarstellt,bietensichzwei Wegean:
Zum einenfängtmanmit einer lokalisiertenAnfangsbedingung(Gauß-GlockeoderSekans
hyberbolicus)an und integriert über sehrviele Perioden.Im Falle der integrablennichtli-
nearenSchr̈odingergleichung[47] mit konstantenKoeffizientenweiß manaufgrundder In-
versenStreutransformation,dasseinesolcheAnfangsbedingung,wennsie geeignetgewählt
wurde,auf ein Soliton “relaxiert”, alsoder Nichtsolitonenanteilin Form von Strahlungvon
demSolitongetrenntwird. Esergibt sichdie Frage,ob sichDM-Solitonenähnlichverhalten.
In demnumerischenExperimenthierzuwurdewiedereinesymmetrischeDispersionsabbil-
dungbetrachtetundeineanf̈anglicheGaußverteilungüberviele Periodenintegriert. Wie die
folgendeAbbildung2.4zeigt,ergebensichOszillationenin derAmplitudedesPulses,diemit
zunehmenderAnzahlder Integrationengeringerwerden. Die Relaxationeineranf̈anglichen
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Abbildung 2.4: Entwicklung der Amplitude einer Gaußverteilung bei Integration über viele Pe-
rioden. Neben starken anfänglichen Oszillationen ist eine schwache Konver-
genz erkennbar.
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Abbildung 2.5: Vergleich der Amplitude der Anfangsverteilung ( �A1 � ) mit der Amplitude der
Verteilung nach 31200 Perioden ( �A2 � ) und nach 31600Perioden ( �A3 � ) der sym-
metrischen Dispersionsabbildung. Im Zentrum der Verteilung hat sich schon
deutlich ein DM-Soliton herausgebildet, wogegen die Verteilung am Rand noch
kein stationäres Verhalten zeigt.

Gaußverteilungauf ein DM-Soliton gehtalsosehrlangsamvonstatten.Dies ist analogzum
VerhaltenderintegrablenSchr̈odingergleichungzusehen[23]. Interessantist hierbei,dassdie
OszillationenderAmplitudezuBeginnein fast-periodischesVerhaltenzeigen.Abbildung2.6
zeigteinenAusschnittderAmplitudenoszillationenundvergleichtdiesenmit einemum 209
PeriodenverschobenenAusschnitt.DesWeiterenist aucheineAnalogiezur ausderInversen
StreutheoriebekanntenStrahlungerkennbar:Die LösungrelaxiertaufdasDM-Soliton,indem
Pulsanteile,die nicht zur periodischenLösunggeḧoren,in denbez̈uglich derZeit weiterau-
ßenliegendenBereichderVerteilungwandern.Im RahmenderInversenStreutheoriekanndies
durchdenStrahlungstermim KernderMarchenko-Integralgleichung[47] verstandenwerden.
DasVerhaltenderDM-Solitonenist insofernerstaunlichund vom theoretischenStandpunkt
ausgesehensehrinteressant,daessehrähnlichzudemderklassischenSolitonenderkubisch
nichtlinearenSchr̈odingergleichungmit konstantenKoeffizientenist. Aufgrund der langsa-
menKonvergenzist diesesVerfahrenjedochungeeignetdafür, ein DM-Solitonnumerischzu
bestimmen.Hierfür magmaneinemanderenStandardverfahrendenVorzuggeben:Beginnt
manmit einerlokalisiertenAnfangsbedingung,die kein Solitonist, soverändernsichjeweils
nacheinerPeriodeHalbwertsbreiteundPulsḧohe.Man kanndie Schwankungennutzen,in-

14



2. DM-Solitonen in der Numerik

1.075

1.08

1.085

1.09

1.095

1.1

1.105

620 640 660 680 700 720

A
m

pl
itu

de

Periodenanzahl n

unverschoben
verschoben

Abbildung 2.6: Fast-Periodizität der Amplitudenoszillationen. Die zweite Kurve ist um 209 Pe-
rioden nach rechts gegenüber der ersten verschoben worden.

demmanüberMaximum und Minimum mittelt. Auch Mittelung durchzwei Wendepunkte
ist erfolgreich[7]. Bei beidenVerfahrenist esjedochnotwendig,dieentstehende“Strahlung”
durcheinengeignetenFiltermechanismusin derNumerikzueliminieren.
Der Aufwandfür einenderartigenProzessdesnumerischen“Solitonenz̈uchtens”ist offenbar
sehrstarkdavon abḧangig,wie gut die Anfangsbedingungschondie richtigeLösungappro-
ximiert. Auch hier kanndie Theorie,die im Folgendendargestelltwerdenwird, guteDienste
leisten,wennmit ihrer Hilfe leichteineguteStartverteilunggefundenwerdenkann.
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3. Theoretische Modelle für DM-Solitonen

3. Theoretisc he Modelle für DM-Solitonen

3.1. Überblic k über die theoretischen Modelle

In denvergangenenJahrensind verschiedeneModelle vorgestelltworden,um die Pulsaus-
breitungin LichtwellenleiternundspeziellDM-Solitonenzu beschreiben[8]. Im Folgenden
werdendiejenigenModelle diskutiert,welcheim Rahmender vorliegendenArbeit benutzt,
weiterentwickeltoderentworfenwurden.
DasersteModell,welchesaufeinerStörungstheorieim Frequenzbereichbasiert,ist alsGabitov-
Turitsyn Gleichung[11] bekannt.In ErweiterungdiesesModells wird hier einealternative
HerleitungmittelsLie-Transformationpräsentiert,welchenebenderGleichungnocheineKor-
rekturin ersterOrdnungliefert [10].
In derVergangenheithatsichdieBetrachtungvonMomentenderSchr̈odingergleichungauch
für dieBeschreibungderDM-Solitonenbewährt[6]. Mankannzeigen,dassunterderAnnah-
meeinerparabolischenPhasedie grundlegendenGleichungenfür PulsbreiteT undChirp M
direktausdenMomentengleichungenderkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichunggewon-
nenwerdenkönnen[34], [43]. Daherwird die Frageuntersucht,ob die Methodefür höhere
Momenteerweitertwerdenkann.
Die Störungstheorieim ZeitbereichstellteinekonsequenteAnwendungdesWissens̈uberden
linearenTeil der Schr̈odingergleichungdar [25]. In der vorliegendenArbeit wird ein etwas
andererWeg beschritten:mit einergewöhnlichenStörungstheorieanstelleeinesMehrskalen-
formalismusunddannaufdieBerechnungdesQuasiimpulsesvonDM-Solitonenangewendet.
Bei dieserHerangehensweisewerdendie linerarenGleichungenfür T undM benutzt.Durch
dieBetrachtungvon MomentenoderauchdurchVariationsprinzipienwird jedochdienichtli-
neareVersionderGleichungenfür T undM nahegelegt. In derTatkannmanauchmit letzterer
einegemittelteGleichungherleiten.
Alle Mittelungsverfahrenkönnenin nullter Ordnungjedochnicht die StrukturdesPulsesin-
nerhalbeinerPeriodeim Detailbeschreiben.Dafür müsstenhöhereOrdnungenin dieModelle
mit einbezogenwerden,waszusehrkompliziertenAusdr̈uckenführt.EineAlternativeist, auf
eineApproximationvia Mittelungzuverzichten.Diesführtaufeinnichtgemitteltes,dynami-
schesModell. SeineHerleitungermöglicht nebeneinerdetailliertenBeschreibungdesPulses
innerhalbeinerPeriodeebenfalls,dieWahlderTM-Gleichungenbesserzu verstehen.
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3. Theoretische Modelle für DM-Solitonen

3.2. Charakteristische Skalen und Längen

Die GrundideederverschiedenenStörungstheorien,die im Folgendendargestelltwerden,be-
stehtim Wesentlichendarin,die Nichtlineariẗat als Störgrößezu betrachten.Dies kannman
unterverschiedenenBlickwinkeln tun,damanbeiderAusgangsgleichung

iAz � d � z� Att � c � z���A � 2A � 0

drei Freiheiten(z, t, �A � ) hat,dasProblemzu skalierenund für die entsprechendeMethode
geeignetzu formulieren.Betrachtenwir denFall kleinerNichtlineariẗat,denwir formal in der
Form

iAz � d � z� Att � εc � z���A � 2A � 0 (3.1)

schreibenkönnenundnehmendabeian,dassdieFunktionend undc einePeriodederOrdnung
1 haben.Transformierenwir nunz � z� ε, soerhaltenwir

iAz � 1
ε

d � z
ε
��� Att � c � z

ε
���A � 2A � 0 (3.2)

sodassdie KoeffizientennuneinePeriodederOrdnungε aufweisen.Während(3.1) für eine
gewöhnlicheStörungstheoriegeeignetist, kannman(3.2) für dieAnwendungeinesMehrska-
lenformalismus[2] oderLie-Transformation[11] benutzen.Da in diesemFall die Dispersion
großist (daherdie Bezeichnung“Dispersionsmanagement”),ist die Guiding-Center-Theory
von Hasegawa undKodama[16], [17], [18] auf denvorliegendenFall nicht anwendbar[34].
Somitist versẗandlich,dassdieGestaltderDM-SolitonenstarkvondemGrößenverḧaltnisder
siebestimmendenParameter, insbesonderevomVerḧaltnisderlokalenDispersiond zurmitt-
lerenDispersion

�
d � abḧangt.Würdenwir großemittlereDispersionenbetrachten,sowürde

Gleichung(3.2)biszurOrdnungε2 in dieintegrableFormderkubischnichtlinearenSchr̈odin-
gergleichungübergehen[47]. DieserBereichwird in der Guiding-Center-Theorybeschrie-
ben.Als Lösungenerḧalt manklassischeSolitonen,alsoz.B. Lösungenmit einemSekans-
Hyperbolicus-Profil.VerringertmandiemittlereDispersion,sokommtmanin denhier inter-
essierendenBereichdesDispersionmanagements,wobeidie DM-Solitonenunterschiedliche
FormenderEinhüllendenaufweisen,wie diefolgendenAbbildungen3.1und3.2zeigen.Hier
ist zubemerken,dassdieentsprechendenSimulationenmit umsohöhererGenauigkeitbewerk-
stelligtwerdenmüssen,je größer � t � ist. Daherist esschwierig,verlässlicheAussagen̈uberdie
Asymptotikfür t � ∞ zumachen.AllerdingslassensichdieErgebnissemit dennumerischen
Simulationenderim nächstenParagrafenhergeleitetenIntegralgleichungvergleichen[8].
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Abbildung 3.1: Numerisches DM-Soliton für die Parameter L ! 0 " 1, d ! 50" 0 und # d $%! 0 " 15.

3.3. Störungstheorie im Frequenzbereich

3.3.1. Herleitung der Gabito v-Turitsyn Gleichung mit Lie-Transf ormation

Bei der hier gewähltenForm der Störungstheorieim Frequenzbereichgehenwir von (3.2)
aus,schreibenaberim Folgendenin denArgumentenlediglich z. Wir teilendie auftretenden
Koeffizientenin einenkonstantenundeinenvariierendenTeil auf:

d � z�
� �
d � � d̃ � z��	 c � z�&� �

c� � c̃ � z�'� (3.3)

Die Klammern
� �(�)� � bedeutendabeiMittelung (Integration)übereinePeriode.Um die Lie-

transformationzunutzen,mussmanzuersteinegeeigneteTransformationanwenden,umsich
desFaktors 1

ε vor demDispersionskoeffizientenzu entledigen.In [34] wurdegezeigt,dass
die Linsentransformationein geeigneterWegbereiterfür eineLie-Transformationist, welche
im Raumder Entwicklungskoeffizienteneiner EntwicklungnachHermite-Eigenfunktionen
operiert.Für eineStörungstheorieim Frequenzbereichist dahereineFourier-ähnlicheTrans-
formationerfolgversprechend:

A � t 	 z�
� 1
2π
� ∞* ∞

dωuω � ω 	 z� exp +  iωt  iω2d̃1 � iω2
�
c̃d̃1 ��
c�-, 	 (3.4)
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Abbildung 3.2: Numerisches DM-Soliton für die Parameter L ! 0 " 1, d ! 50" 0 und # d $%! 0 " 90.

wobei
d
dz

d̃1 � d̃ � d̃1 ��� z

0
dzd̃ � z� � d10 	 (3.5)

unddie Integrationskonstanted10 so festgelegt wird, dassfür die Funktiond̃1 gilt:
�
d̃1 � � 0.

Nachder Transformationerḧalt maneineIntegro-Differentialgleichung im Frequenzbereich
für dieFunktionuω,

i
duω
dz  � d � ω2uω � Jω � 0 	 (3.6)

wobeiderIntegraltermJω durch

Jω � ω 	 z�
� 1� 2π � 2 � ∞* ∞
� ∞* ∞

� ∞* ∞
dω1dω2dω3δ � ω1 � ω2  ω3  ω � F uω1uω2u.ω3

(3.7)

gegebenist. DerKernF hängtvonallenFrequenzenundderAusbreitungskoordinatez ab:

F � ω1 	 ω2;ω3 	 ω;z�/� c̃ � z� exp +  iβ ˜d1 � z� � iβ
�
c̃d̃1 ��
c� , 	 (3.8)

β � ω2
1 � ω2

2  ω2
3  ω2 � (3.9)

Offenbarist uω aufgrundderTermeω2d̃1 undω2 � c̃d̃1 � � � c� nicht die Fourier-Transformierte.
Der Grundfür die zus̈atzlichenTermeist, dassdasErgebnisam Endeim Grenzfallkleiner
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Dispersionschwankungenmit demvon Hasegawa undKodama[19] konsistentseinsoll. Um
die GleichungdurchAnwendungder Lie-Transformationzu mitteln, schreibtman(3.6) im
Zeitbereich,indemmandie inverseFourier-Transformation

u � t 	 z��� 1
2π

� ∞* ∞
dωuω � ω 	 z� exp +  iωt , (3.10)

benutztunderḧalt
du
dz

� X + u 	 u. ;z, � i
�
d � utt � iJ � (3.11)

Die SchreibweiseX + u 	 u. ;z, bedeutetdabei,dassX ein Ausdruckist, in welchemu und u. ,
sowie derenAbleitungenin t, also z.B. utt auftretenund die Koeffizienteneine explizite
Abhängigkeitvonz haben.

DerTermJ ist dabeidurch

J � F � i∂t1 	 i∂t2;  i∂t3 	  i∂t � i � ∂t1 � ∂t2 � ∂t3 � ;z��0 u � t1 � u � t2 � u. � t3 �213� ti 4 t (3.12)

gegeben,wobei manden OperatorF dadurcherḧalt, dassman in demAusdruck(3.8) die
Substitutionω � i∂t vornimmt.Die ersteDif ferentiationi∂t1 in demOperatorF wirkt dabei
lediglich auf denerstenFaktoru � t1 � . Nachdemalle Dif ferentiationenvorgenommenwurden,
hatmanti � t 	 i � 1 	 2 	 3 zu setzen.Die Exponentialfunktionin (3.8) ist alsPotenzreihenent-
wicklung zu verstehenund entsprechendlässtsich J als Summevon Dif ferentialoperatoren
darstellen.

Nach diesenVorbereitungenkönnenwir die Gleichung(3.11) mit Hilfe einer Lie-Trans-
formation[29],[19] aufdieForm

dv
dz

� Y + v	 v. , (3.13)

bringen,beiwelcherdierechteSeitenichtexplizit vonzabḧangt.Natürlich ist v � v � z	 t � , aber
die Koeffizientenauf derrechtenSeitederGleichungsollennicht mehrvon z abḧangen.Für
dieLie-TransformationbenutztmandenAnsatz

u � eφ∇v � v � φ � 1
2

φ∇φ �65'5'5 	 (3.14)

wobei φ � φ + v	 v. ;z, , die Erzeugendeder Transformation,eineexplizite Abhängigkeitvon z
und außerdemauchvon v, v. und allen derenAbleitungennacht entḧalt. Außerdemsoll φ
periodischsein und die gleichePeriodewie die Koeffizientend und c besitzen.Die Rich-
tungsableitungφ∇ ist dabeials

φ∇ � ∞

∑
n4 0

+ φnt
∂

∂vnt
� φ .nt

∂
∂v.nt , (3.15)
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definiert,wobeiφnt � ∂nφ � ∂tn 	 vnt � ∂nv� ∂tn. Um φ undY zu bestimmen,machenwir davon
Gebrauch,dassdie KoeffizienteneinePeriodeε besitzen.Daherist eineEntwicklungvon Y
undφ in derForm

Y � Y0 � Y1 � Y2 �(�)�(	 φ � φ0 � φ1 � φ2 �)�(�(	 7�� Yn �
�87�� φn �
� εn (3.16)

sinnvoll, dasichdannaufgrundvon 7�� d
dz

φn ���97�� φn * 1 � (3.17)

die unbekanntenYn und φn bestimmenlassen.In der nullten Ordnungerḧalt manauf diese
Weise:

Y0 � ∂φ1

∂z
� X � (3.18)

undnachIntegrationübereinePeriodewegenderPeriodiziẗat von φ undsomitaller φn, also� ∂φ1
∂z � � 0,

Y0 � �
X � � i

�
d � vtt � i

�
J � 	 (3.19)�

J � � �
F � 0 v � t1 � v � t2 � v. � t3 ��13� ti 4 t � (3.20)

Diesergibt dannwiederumeineGleichungfür φ1

∂φ1

∂z
� iJ̃ � iJ  i

�
J � 	 φ1 � φ10 � iJ̃1 (3.21)

wobei
∂
∂z

J̃1 � J̃ 	 �
J̃1 � � 0 � (3.22)

Die Integrationskonstanteφ10 + v	 v. , wird erstin dernächstenOrdnungfestgelegt. In derersten
Ordnungerḧalt manentsprechend

Y1 � ∂φ2

∂z
� 1

2
+ φ1 	 ∂φ1

∂z , � + φ1 	 � X � , (3.23)

undnachIntegrationübereinePeriode

Y1 � 1
2

� + φ1 	 ∂φ1

∂z , � � + � φ1 � 	 � X � , � (3.24)

Hier stehendieeckigenKlammernfür die üblichenPoissonklammernunterBerücksichtigung
derDefinition(3.15).Im FallevonmoderatemDispersionsmanagement,wenndie lokalenVa-
riationenderDispersionnicht allzu großsind,kannmandie Integrationskonstanteφ10 derart
wählen,dassY1 verschwindet[19]. In demvorliegendenFall ist nicht klar, ob diesebenfalls
möglich ist. Allerdingsist in derBeziehung(3.23)die Beschreibungvon moderatemDisper-
sionsmanagementalsSpezialfallenthalten.In diesemFall stehtvor demvariierendenTeil der
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Dispersion(vgl. (3.2))nocheinε, sodassmanF in (3.8) in eineTaylorreiheentwickelnkann
unddabeidannin dernulltenunderstenOrdnung

F : c̃ � 1  iβd̃1 � iβ
�
c̃d̃1 ��
c � � (3.25)

erḧalt. Mittelt man über eine Periode,so hebensich die beidenTerme,in denend̃1 steht,
hinweg, wir erhalten �

F � : �
c� � (3.26)

Darausfolgt, dass
�
F � keineAbleitungsoperatorenmehrentḧalt. Die Gleichung(3.21)ist eine

Gleichungin nullterOrdnungin ε, sodasshierebenfallsnurderersteTermin derEntwicklung
(3.25)zumTragenkommt.Daherkannman

∂φ1

∂z
� ic̃v2v. 	 φ1 � φ10 � ic̃1v2v. (3.27)

schreiben,wobei dc̃1 � dz � c̃ 	 � c̃1 � � 0. Wählt man an dieserStelledie Konstanteφ10 � 0
undsetztdie Ausdr̈ucke(3.25)- (3.27)in die Definition von Y1 (3.24)ein, so folgt in dieser
Näherung

Y1 � 0 	 (3.28)

also das Ergebnis,welchesin diesemFall auchdurch direktesAnwendender Lie-Trans-
formation[19] odereinenMehrskalenformalismus[45] erhaltenwerdenkann.
Insgesamthabenwir eineGleichungim Frequenzbereichfür die langsameVeränderungder
Lösung,alsofür v in (3.14),erhalten,undzwar

i
∂vω � z�

∂z
� ω2 � d � vω � z�  1� 2π � 2 (3.29); �=< ∞* ∞

�>< ∞* ∞
�-< ∞* ∞

dω1dω2dω3δ � ω1 � ω2  ω  ω3 � � F � ω1 	 ω2 	 ω3 	 ω � � vω1vω2v.ω3
�

Gleichung(3.29)ist die sogenannteGabitov-Turitsyn-Gleichung[11] undkannebenfallsmit
Hilfe einesMehrskalenformalismus[2] odergewöhnlicherStörungstheoriehergeleitetwer-
den.Die hiervorgestellteHerleitungmittelsLie-Transformationliefert direktdiedynamische
Korrekturim Frequenzbereichin derForm

uω � vω � i� 2π � 2 � < ∞* ∞
� < ∞* ∞

� < ∞* ∞
dω1dω2dω3δ � ω1 � ω2  ω  ω3 �@?F1 � ω1 	 ω2 	 ω3 	 ω � vω1vω2v.ω3

(3.30)

mit ∂ AF1
∂z �B?F � F  � F � und

� ?F1 � � 0. Ein Vorteil derLie-Transformationist außerdem,dass
sichdievorgestelltenRechnungeneinfachaufhöhereOrdnungenverallgemeinernlassen.
Die in diesemKapitelvorgestellteMethodeist sehrallgemein:Sienutztesaus,dassdieNicht-
lineariẗat klein ist undin nullter OrdnungdasSystemdurchseinelinearenEigenschaftenbe-
stimmtwird. In nullterOrdnunglässtsichdasSystemleichtmit Fouriertransformationlösen.
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In dererstenOrdnungerḧalt mandanneineIntegralgleichung,welchezeigt,wie die Eigen-
schaftendeslinarenSystemsdurchdie Nichtlineariẗat verändertwerden.Bei dieserMethode
wurdenkeinebesonderenAnnahmenüberdie Pulsformgemacht.Lediglich müssenalle no-
tiertenIntegraleexistieren,insofernmüssendie Integrandenhinreichendschnellim Unendli-
chenverschwinden.Entscheidendjedochist, dassdie Ergebnissesowohl für einenPulsewie
auchmehrerePulsegültig sind.
Die Gabitov-Turitsyn-Gleichungist dasErgebniseinerstörungstheoretischenEntwicklung.
Es wurde gezeigt,dassman mit Hilfe der Lie-Transformationleicht die Korrektur in der
nächstenOrdnungbestimmenkann.Dies ist, da der Kleinheitsparameterder Entwicklung
andieSchẅachederNichtlinearẗatgekoppeltist, für die BeschreibungderAusbreitungeines
Signalsmit größerenAmplitudenwichtig.
Dennochbleibtzubemerken,dassdieanalytischeAuswertungderGabitov-Turitsyn-Gleichung
und der höherenOrdnungenim Allgemeinensehrkompliziert ist. Im Falle einersymmetri-
schenDispersionsabbildungkannman,dieswird dasfolgendeKapitel zeigen,zumindestden
KernderIntegralgleichungbestimmen.

3.3.2. Anwendungen der Gabito v-Turitsyn-Gleichung auf eine symmetrische
Disper sionsstufe

Im Falleeinersymmetrischen,konstantenDispersionsabbildunghängtd̃1 linearvonz ab,und?F1 lässtsich analytischberechnen.Dabei gehenwir wieder vom verlustfreienFall c � z�C�
const �D� I0 aus.Zunächsterḧalt man� F

I0 � � �
e2iBd̃1 � � e

iBd
2  e

* iBd
2

iBd
� sinΘ

Θ
	 Θ � Bd

2
	 (3.31)?F

I0
� exp + i Θ � 4z  1 � ,  sinΘ

Θ
	 z � 1

2
	 (3.32)?F

I0
� exp +  i Θ � 4z  3 � ,  sinΘ

Θ
	 z � 1

2
� (3.33)

Daraufhinfolgt für ?F1?F1

I0
� exp + i Θ � 4z  1 � ,4i Θ  sinΘ

Θ
z  exp +  i Θ ,4i Θ

	 z � 1
2
	 (3.34)?F1

I0
�  exp +  i Θ � 4z  3 � ,4i Θ  sinΘ

Θ
z � 2exp + i Θ ,  exp+  i Θ ,4i Θ

	 z � 1
2
� (3.35)

Obwohl in demvorliegendenFall der Kern der Gabitov-Turitsyn-Gleichunganalytischbe-
stimmt wurde,ist ein Lösender Gleichungauf analytischemWege dennochschwierig.Nu-
merischlässtsichdie Gleichungeinfachiterierenundz.B. dazunutzen,einegeeigneteStart-
verteilungfür das“Züchten”einesDM-Solitonszu erhalten[2],[8]. EineweitereMöglichkeit
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ist, ein solchesIterationsverfahrenebenfallsanalytischzu nutzen,alsoz.B. von einerGauß-
verteilungauszugehen,sie in die Gleichungeinzusetzenunddie ersteIteriertezu bestimmen
[27]. Trotz ihrer Komplexität ist die Gabitov-Turitsyn-Gleichungunddie Korrekturin erster
Ordnungdennochaufgrundihrer Allgemeinheitvon Bedeutung:Sie machtkeineAussagen
überdie spezielleGestaltderPulsform,ist daherauchfür Systemegültig, in denenmehrere
Pulseauchnichtlinearmiteinanderwechselwirken.Im Folgendensoll jedochdieBetrachtung
auf die DM-Solitonen,welcheim 2. Kapitel derArbeit vorgestelltwordensind,konzentriert
werden.In diesemFall kannmandie zus̈atzlicheInformationdeseinenMaximumseineslo-
kalisiertenPulsesnutzen,um andereModellezu entwerfen,die zwarnichtsoallgemeinsind,
jedochweitergehende,zumTeil sogaranalytischeAussagenermöglichen.
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3.4. Erweiterung der Momentenmethode

Momentengleichungen,alsoGleichungenintegralerGrößenderkubischnichtlinearenSchr̈o-
dingergleichunghabensichauchfür die Betrachtungvon DM-Solitonenals sehrinteressant
erwiesen.Zum einenkonntemit ihnenauf rein analytischemWege einenotwendigeBedin-
gungfür dieExistenzperiodischerLösungenderNLSEhergeleitetwerden[28]. Zumanderen
wurdenunterderAnnahmeeinerparabolischenPhaseundeinerum dasPhasenextremumlo-
kalisiertenAmplitudeausdenMomentengleichungendie TM-Gleichungendirekt gewonnen
[34]. Deswegenwird im RahmendervorliegendenArbeit derVersuchunternommen,diesen
Ansatzstörungstheoretischzuverallgemeinern.
Im vorliegendenKapitel soll gezeigtwerden,dassesin der Tat wiedermöglich ist, ein ge-
schlossenesSystemgewöhnlicherDif ferentialgleichungenzuerhalten,wennmanhöhereMo-
mentein die Untersuchungenmiteinbezieht.Der Reiz der Betrachtungvon Momentenglei-
chungenliegt darin, dassman im Wesentlichendie spezielleForm der zugrundeliegenden
partiellenDif ferentialgleichungnutzt,umweitergehendeAussagenzu gewinnen.

3.4.1. Gleichungen für höhere Momente

Wir betrachtendazudie kubischnichtlineareSchr̈odingergleichungin derForm

iAz � dAtt � c �A � 2A � 0 	 A � z	 t �&� a � z	 t � exp � φ � z	 t ��� (3.36)

unddefinierenfolgendeMomente:

E � z�
� � a2 � z	 t � dt 	 (3.37)

T � z�
� � t2a2 � z	 t � dt 	 T2 � z�&� � t4a2 � z	 t � dt 	 T4 � z�&� � t6a2 � z	 t � dt 	'�(�)�(	 (3.38)

P � z����� a4 � z	 t � dt 	 P2 � z�&��� t2a4 � z	 t � dt 	 P4 � z�&�E� t4a4 � z	 t � dt 	'�)�(�)	 (3.39)

Ω � z�
� � a2
t � z	 t � dt 	 Ω2 � z�&� � t2a2

t � z	 t � dt 	'�)�(�(	 (3.40)

M � z�F� � ta2 � z	 t � φt � z	 t � dt 	 Q � z�
� � a2 � z	 t � φ2
t � z	 t � dt � (3.41)

Nun machenwir folgendenAnsatz,welcheeinerReduktionderFreiheitsgradedesSystems
entspricht:

φ � z	 t ��� 1
2

ψ � z� t2 � 1
12

εβ � z� t4 � (3.42)

Die AnnahmeeinerPhaseder Form (3.42) und einerhinreichendschnellverschwindenden
Amplitude,welcheum dasExtremumderPhase(hier bei t � 0) lokalisiertseinsoll, sinddie
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einzigenVoraussetzungen,welchefür die folgendenRechnungenvonn̈otensind.Insbesonde-
rewerdenkeineAnnahmen̈uberdiekonkreteGestaltderAmplitudegemacht.
DurchEinsetzenundAusrechnen(Detailssind im Anhangzu finden),erḧalt mandie Bewe-
gungsgleichungenfür dieMomente:

d
dz

E � 0 	 (3.43)

d
dz

T � 4dM 	 d
dz

T2 � 8dψT2 � 8
3

εβdT4 	 (3.44)

d
dz

P �  2dψP  2dεP2 	 d
dz

P2 � 2dψP2  2
3

εβdP4 	 (3.45)

d
dz

Ω �  4d � ψΩ � εβΩ2 � � 2dεβE 	 d
dz

Ω2 �  8
3

dεβΩ4 � 6dβT 	 (3.46)

d
dz

M � 2dQ � 2dΩ  c
2

P	 (3.47)

d
dz

Q � 4d � ψΩ � εβΩ2 �  2dεβE  c � ψP � εβP2 �'� (3.48)

Die GleichungenwerdendurchfolgendenRelationen,welchemanebenfallsdurchdirektes
Ausrechnenerḧalt, ergänzt:

M � ψT � 1
3

εβT2 	 Q � ψ2T � 2
3

ψεβT2 � (3.49)

Berechnetmannundie z-Abhängigkeitvon T4 undP4, sostößtmanauf Relationen,in denen
wiederumhöhereMomenteauftreten.Andererseitskannmandie Kleinheit von ε ausnutzen,
umdasGleichungssystemzuschließen,wie derfolgendeAbschnittzeigenwird.

3.4.2. Das geschlossene Gleichungssystem für höhere Momente

In derGleichungfür Qz tretenbeispielsweiseΩ2 undP2 nurmit demFaktorε auf.Daherkann
manin denGleichungenfür Ω2z undP2z diezuε proportionalenTermevernachl̈assigen,wenn
mandieGleichungenz.B. in (3.48)einsetzt.Natürlich hatmanhiergegebenenfallsnumerisch
zu überpr̈ufen,ob die zu ε proportionalenTermewirklich von derOrdnungε sind,alsonicht
z.B. 7�� P4 � P2 �G� ε * 1 ist. Falls diesnicht der Fall ist, so kannmanaufgrundder speziellen
Struktur desGleichungssystemsim Rahmender gewähltenNäherungdie Gleichungenfür
T2z, P2z undΩ2z durch

T2z � 8dψT2 	 P2z � 2dψP2 	 Ω2z � 0 (3.50)

ersetzen.Damit hatmandannfür die elf UnbekanntenE 	 T 	 M 	 Q 	 Ω 	 P	 P2 	 T2 	 Ω2 	 ψ 	 β in der
Tat elf Gleichungengefunden,wodurchdasGleichungssystemvollständigist. Da E die Pul-
senergie darstellt,welcheeine Konstanteder Bewegung ist, bietet es sich an, die anderen
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Größenauf die Energie zu beziehen.Aus diesemGrundeführt manfolgendeNotationein,
welchesichsẗarkeranderphysikalischenBedeutungderGrößenorientiert:

T2
int � T

E
	 Mint � 1

2
M
TE

	 (3.51)

Ω2
RMS � Ω2

mod � Ω2
phase � Ω

E � Q
E
	 (3.52)

PRMS � P
E
	 K1 � P2

E
	 S2 � T2

T
	 Ω2p � Ω2

E
� (3.53)

Darauserḧalt mansofortdie transformiertenGleichungen

d
dz

Ω2
mod �  4dψΩ2

mod � 2dβε � 1  2Ω2p �'	 (3.54)

d
dz

Ω2
phase � 4dψΩ2

RMS  cψPRMS � εβ � 4dΩ2p  2d  cK1 ��	 (3.55)

d
dz

PRMS �  2dψPRMS  2dεβK1 	 (3.56)

d
dz

Tint � 4dMint 	 (3.57)

d
dz
� TintMint ��� d � Ω2

phase� Ω2
mod�  c

4
PRMS 	 (3.58)

Ω2
phase � ψ2T2

int � 1
2

ψεβS2T2
int 	 (3.59)

Ω2pz � 0 	 (3.60)

S2

T2
int

� const �)	 (3.61)

K1

T1
� const �(� (3.62)

3.4.3. Bestimm ung des Chirps

Essoll nungezeigtwerden,wie manmit Hilfe derhergeleitetenGleichungenAussagen̈uber
die Phasenfunktionφ � z	 t � machenkann.Dabei ist insbesondereder Chirp, also die Funk-
tion ψ � z� interessant,da er denmaßgeblichenAnteil der zeitlichenVeränderungder Phase
beschreibt.Im Fall ε � 0 erḧalt manaus(3.49)dieBeziehung

ψ � t �
� M � z�
T � z� 	 (3.63)
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Abbildung 3.3: Bestimmung des Chirps, also von ψ I zJ mit verschiedenen Methoden. Die
durchgezogene Linie stellt das Ergebnis der numerischen Simulation der ku-
bisch nichtlinearer Schrödingergleichung dar. Die gestrichelte Linie zeigt das
Ergebnis für die Simulation ohne die Berücksichtigung höherer Momente, die
gepunktete Line das Ergebnis der Simulation von (3.49).

welchefür die BerücksichtigunghöhererMomentedurch (3.49) ersetztwerdenmuss.Ver-
gleicht man dann(3.49) mit (3.63) numerisch,so sieht man eine deutlicheVerbesserung:
Betrachtenwir Abb. 3.3, so wird ein deutlicherUnterschiedzwischender numerischenSi-
mulation(durchgezogeneLinie) derkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungundderAp-
proximationim Falle ε � 0, alsounterBerücksichtigungvon M und T (gestrichelteLinie)
deutlich.Nimmt manhöhereMomente(Punkte),wie obenbeschrieben,hinzu,so wird der
AbstandderKurvengeringer.
Die Momentenmethodeist dahergut geeignet,denChirp zu beschreiben.Dennochsind die
auftretendenGleichungenkompliziert und schwieriganalytischzu lösen.Entscheidendwar
bei der EntwicklungdiesesModells, dassdie Amplitude lokalisiert war: Dies machteeine
TaylorentwicklungderPhasesinnvoll. Daherliegt dieFragenahe,dieseLokalisationderAm-
plitudeweiterauszuscḧopfen,indemmandieFunktionnacheinemFunktionensystementwic-
klet, welchesauslokalisiertenFunktionenbesteht.Wir werdenin dennächstenKapitelsehen,
dasssichmit diesemVerfahrenin derTat interessanteErgebnisseerzielenlassen.
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3.5. Gemittelte Gleichungen und Gauß-Hermite-Entwic klung

3.5.1. Gemittelte Gauß-Hermite-Entwic klung mit linearen Gleichungen für T
und M

Ausgangspunktfür die Störungstheorieim Zeitbereichist die Feststellung,dassfür nicht zu
großePulsenergien die Nichtlineariẗat als klein (von der Ordnungε) angenommenwerden
kann.DesWeiterenrechnenwir mit einermittlerenDispersiondergleichenGrößenordnung.
Die Grundgleichung(2.1)nimmtdanndie folgendeForman:

iAz � d � z� Att � εc � z���A � 2A � 0 	 d � z�
� d̃ � z� � ε
�
d � � (3.64)

In dernulltenOrdnungist dasSystemlinear. Dawir nachPulsl̈osungensuchen,liegt esnahe,
die LösungnacheinemvollständigenFunktionensystemzu entwickeln,dasdie Randbedin-
gungen(hier dasVerschwindenim Unendlichen)erfüllt. Hier bietetsichdasEigenfunktions-
system0 fn 1 desharmonischenOszillatorsan[26]:� fn � xx  x2 fn � λn fn 	 λn �  1  2n 	 fn � x�&� 1K

2nn! L π
exp �  x2

2
� Hn � x�'� (3.65)

In einer“naiven” EntwicklungderForm

iAz � d̃ � z� Att � 0 	 A � z	 t �
� ∑Bn � z� fn � t � (3.66)

erḧalt mangekoppelteDif ferentialgleichungenfür die EntwicklungskoeffizientenBn. Es ist
jedochbekannt,dassmandurcheineLinsentransformation[38] in derForm

A � z	 t �&� 1K
T � z� Q � x � t

T � z� 	 z� exp � i M � z�
T � z� t2 �'� (3.67)

diegewöhnlichenDif ferentialgleichungenfürdieEntwicklungskoeffizientenentkoppelt,wenn
manT undM alsLösungvon

Tz � 4d̃ � z� M 	 Mz � d̃
T3 (3.68)

wählt [25]. Setztmannämlich (3.67)und (3.68) in (3.66)ein undentwickeltanstellevon A
jetztdasFeldQ in derFormQ � z	 t �&� ∑Bn � z� fn � t � , soerḧalt man:

iBn � z� � d̃
T2λnBn � 0 � (3.69)

Die LösungdesSystemsist einfach

Bn � z�F� Bn � 0 � exp � iR � z� λn �'	 RMN� z�
� d̃ � z�
T2 � z� � (3.70)
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Für dienächsteOrdnungliefert dieEntwicklungbn � Bn � εan einSystemgewöhnlicherDif-
ferentialgleichungenfür die an:

ianz � d̃
T2λnan � φn � (3.71)

Hier hängtdie rechteSeiteφn vonderLösungdernulltenOrdnungab,undzwar

φn � z�O�  � d �T2 λnBn � � d � � 4M2  1
T2 � ∑

m
SnmBm (3.72) c

T ∑
mlk

BmBl B.kVmkln  2
�
d � M
T

iBn  4
�
d � M
T

i ∑
m

KnmBm 	
Snm � � fnx2 fmx 	 Knm � � fnxfmx	 Vnmlk � � fn fm fl fk � (3.73)

Die Gleichungen(3.71)lassensichz.B.mittelsVariationderKonstantenlösenundzusammen
mit derPeriodiziẗatsbedingungfür A (undmithin für Q) sowie derAnnahme,dassderQuasi-
impulsk ebenfallsvon derOrdnungε ist. Man erḧalt eineBedingungandenStartvektorder
nulltenOrdnung0 Bn � 0��1

kBn � 0 � � � L

0
φn � ξ � exp �  iR � ξ � λn � dξ � 0 � (3.74)

3.5.2. Betrachtung einer symmetrischen Disper sionsabbildung

BetrachtetmanwiedereinesymmetrischeDispersionsabbildungin der Form (2.4), so kann
mandieBedingung(3.74)durchSymmetriëuberlegungenbetr̈achtlichvereinfachen.Manwählt
zun̈achstM � 0 ��� 0. Dannist T achsensymmetrischzuz � 0 � 5 undM ist punktsymmetrischzu� 0 � 5 � 0 � . Man siehtdann,dassdie in (3.74)auftretendenKoeffizientenalle reell sind.(3.74)
ist ein nichtlinearesGleichungssystemfür dieBn � 0� undk, welchesschwierigzu lösenist. Es
entḧalt, da esdurchdie Betrachtungder erstenOrdnungentstandenist, denKleinheitspara-
meterε nicht mehr. EinenaheliegendeMöglichkeit,esweiterzu vereinfachen,ist, nacheiner
Lösungzu suchen,beiwelcherderEntwicklungkoeffizentB0 sehrviel größeralsdie anderen
ist. Manerḧalt danneinSystemin derfolgendenForm: kBn � 0 � � rnBn � 0 � � ∑

mP 0
CnmBm � 0� � Tn � 0 	 (3.75)

rn � �
d � � 1

T2 � λn 	 (3.76)

Cnm � Snm
�
d � � 1

T2 cos+R� λm  λn � , �� B0 � 0� 2Vmn00
� c
T
� cos+R� 2λ0  λm  λn , � 2cos+R� λm  λn � , � 4

�
d � � Snm

�
M2 cos+R� λm  λn � , � � Knm

� M
T

sin+R� λm  λn � , � ��	
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Tn � �
d � B0 � 0 � Sn0

� 1
T2 cos+R� λ0  λn � , � � V000nB0 � 0� 3 � c

T
cos+R� λ0  λn � , � 4

�
d � B0 � 0 �'� Sn0

�
M2 cos+R� λ0  λn � , � � Kn0

� M
T

sin+R� λ0  λn � , � �'�
DasSystem(3.75)ist jedochimmernochnichtlinear:Schneidenwir esnachs Modenab,so
erhaltenwir s Gleichungenfür die s � 1 Parameterk 	 B0 � 0�'	 B2 � 0 �'�)�(� . DasSystemist deswe-
gennochnichtlinear, da ProduktekBn � 0 � auftreten.AllerdingskannmanB0 � 0 � als einedie
LösungsfamilieparametrisierendeGrößeauffassenunddie ersteGleichungfür n � 0 nutzen,
umk in derForm

k � r0 � T0

B0 � 0 � � ∑
mP 0

C0m
Bm � 0 �
B0 � 0 �RQ k S 0T � k S 1T (3.77)

zu schreiben,wobei k S 0T � r0 � T0 � B0 � 0 � gesetztwurde.Da wir BeiträgehöhererOrdnung
in denBn � 0 � für n U 0 vernachl̈assigen,könnenwir in denanderens  1 Gleichungenk S 0T
benutzen.Man erḧalt dannein � s  1� -dimensionaleslinearesalgebraischesSystemfür die
Parameter� B2 � 0 �'	'�)�(� B2 S s* 1T � 0 ��� .
Zu bemerkenist, dassdie Entwicklung immer noch einen “künstlichen” ParameterT � 0�
entḧalt. Aus demVorangegangenenwird klar, dasssiefür jedesT � 0 � gültig ist, dadieEigen-
funktionendesharmonischenOszillatorsein vollständingesFunktionensystembilden.Ande-
rerseitskannfür ein speziellesSoliton einespezielleWahl für T � 0 � günstigerseinals eine
andere,insbesondere,wennmannicht dasunendlicheGleichungssystem,sondernwie oben
ein abgeschnittenesbetrachtet.Wir werdenim nächstenAbschnittauf die Fragenacheinem
möglichst“günstigen”T � 0 � zurückkommen.

3.5.3. Beschreib ung der Energie-Quasiimpuls-Charakteristik

Betrachtenwir die Störungstheorieim Zeitbereichunddie Gleichung(3.75).Es ist nahelie-
gend,in ersterNäherungeineApproximationallein mit dernulltenModezu versuchen.Al-
lerdingsist danndasErgebnisnochvon demParameterT � 0 � abḧangig.Erinnernwir unsan
dessenRolle: Er ist frei wählbar, dadasSystemderEigenfunktionendesharmonischenOs-
zillatorsvollständigist. Wie kannmansichumgekehrtdieseFreiheitzu nutzemachen,oder,
andersgefragt,wie hatmanT � 0 � möglichstgünstigzuwählen?FolgendeWahlvonT � 0� bie-
tetsichan:ManwähltT � 0 � derart,dass- in demGleichungssystem(3.75),welchesnachzwei
Modenabgeschnittenwird - B2 � 0 �
� 0 wird. Die Bedingunggibt einezus̈atzlicheGleichung.
Manwird dieBerechnungderE � k � -Kurve alsofolgendermaßenvornehmen:

1. WahleinesB0 � 0 �
2. BestimmungvonT � 0 � ausderBedingungB2 � 0

3. Berechnungvonk : r0 � T0 � B0 � 0 � undE : B0 � 0 � 2
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Abbildung 3.4: E(k) im Modell der Störungstheorie im Zeitbereich. T I 0J wurde für jeden Punkt
optimal bestimmt. Die Ergebnisse des Modells (ODE) werden mit numerischen
Simulationen (PDE) verglichen.

DasErgebnisderBerechnungist in Abb. 3.4 dargestellt.Man sieht,dassmanmit Hilfe des
in diesemAbschnittvorgestelltenModells,die E � k � -Kurvesehrgutapproximierenkann.Das
Modell arbeitetmit der“linearenVersion”derTM-Gleichungen(3.68),in welchendie nullte
Ordnungsepariert.Diesbedeutetjedochauch,dassin diesenTM-GleichungennochkeineIn-
formationüberdasnichtlineareVerhaltendesSystemsvorhandenist. Diesefolgt erstausder
Periodiziẗatsbedingung(3.74),welchevonrechtkomplizierterGestaltist.Dahermussmanbei
derErstellungderE � k � -KurvenachdemebenerläutertenSchemaimplizite nichtlineareGlei-
chungenlösen.Diesstellt gegen̈uberderPDE-LösungeinedeutlicheVereinfachungdar. Im
folgendenAbschnittwerdenwir eineähnlicheGauß-Hermite-Entwicklungbetrachten,wel-
chedie TM-Gleichungenmit einemzus̈atzlichen,nichtlinearenTermbenutzt.In diesemFall
ist schonInformationüberdie WirkungderNichtlineariẗat in derLösungderTM-Gleichung,
welchedannentsprechendkomplizierterwird, enthalten.Wir werdensehen,dassesdannso-
garmöglich ist, dieE � k � -Kurve analytischin einerParameterdarstellungzu beschreiben.
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3.5.4. Gemittelte Gauß-Hermite-Entwic klung mit nichtlinearen Gleichungen
für T und M

Die AnwendungderMethodedergemitteltenGauß-Hermite-Entwicklungschließtunmittel-
barandieDarstellungin [40], [34] an.DahersollenhiernursehrkurzdiewesentlichenAspek-
te dieserVorgehensweisebehandeltwerden.Wir gehenwiedervon Gleichung(2.1) ausund
machenfolgendenAnsatz:

A � z	 t �&� NK
T � z� Q � x � t

T � z� 	 z� exp � i M � z�
T � z� t2 �'� (3.78)

Die Linsentransformation(3.78)unterscheidetsich von der Linsentransformation(3.67)da-
durch,dasseinzus̈atzlicherParameterN eingef̈uhrtwurde.Wir werdensp̈atersehen,weshalb
dieshier sinnvoll ist. Die FunktionenT und M sind wiederzun̈achstfrei und sollensp̈ater
geeignetgewähltwerden.Wir setztendaher(3.78)zun̈achstin allgemeinerForm,alsoohneT
undM zu spezifizieren,in (2.1)ein underhaltenalsGleichungfür Q:

iQz � d
T2 � Qxx  x2Q�V� � T Mz  MTz � 4dM2  d

T2 � x2Q� i
Tz  4dM

T W 12Q � xQxX � cN2

T
�Q � 2Q � (3.79)

In dieGleichungsetzenwir dienichtlinearengewöhnlichenDif ferentialgleichungenfür T und
M ein [41], also

dT
dz

� 4d � z� M 	 dM
dz

� d � z�
T3  c � z� N2

T2 (3.80)

Hierzuseibemerkt,dasssichdie Gleichungenvon derlinearenVersion(3.68)unterscheiden.
In denletztenJahrenwurdenin verschiedenenModellenbeideGleichungenin der Linsen-
transformationbenutztundeswar unklar, welcheBeschreibung die “bessere”wäre.Für die
linearenGleichungenspricht,dasssie- wie obenbeschrieben- dieKoordinatendarstellen,in
welchendaslineareSystemsepariert[25]. Die nichtlinearenGleichungentretenbei Benut-
zungeinesVariationsprinzipsundderBetrachtungderMomenteauf. Im Abschnittüberdas
dynamischeModell kommenwir aufdieFragenachderWahlderTM-Gleichungenzurück.
Jetztentwickelnwir Q � ∑nbn � z� fn � x� mit x � t

T S zT wiederin Gauß-Hermite-Eigenfunktionen.

NacheinerPhasentransformationbn � z�%� Bn � z� exp + iR � z� λn , mit dR� dz � d � z�2� T � z� 2  � d � T2 �
undeinerMittelung in derFormBn � Un � ηn �(�)� , wobeidieUn die langsameSkalaunddieηn

dieschnellveränderlicheSkaladarstellen,erḧalt manalsgemittelteGleichungfür dieUn

i
dUn

dz � � d
T2 � λnUn � ∑

m

�
β � z� e2i S n * mT RS zT � Sn YmUm �

∑
mY l Y k � β � z� e2i S n< k * l * mT RS zT � UmUlU .kVn YmY l Y k � 0 � (3.81)
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3.5.5. Beschreib ung der periodischen Lösung

Ein DM-Soliton wird durcheinestation̈areLösungder Gleichung(3.81)beschrieben.Also
machtmandenAnsatzUn � Fn exp � ikz� underḧalt einalgebraischesSystemfür dieFn: kFn � � d

T2 � λnFn � ∑
m

�
β � z� e2i S n * mT RS zT � Sn YmFm �

∑
mY l Y k � β � z� e2i S n< k * l * mT RS zT � FmFl F .k Vn YmY l Y k � 0 � (3.82)

Jetztgehenwir wiedervonderAnnahme�F0 �'Z �Fn � ausundbetrachtenzun̈achstzweiModen
F0 undF2. Die vollennichtlinearenGleichungenlautendann

kF0 � � � d
T2 � F0 � � β � S0 Y 0F0 � � βe

* 4iR � S2 Y 0F2 ��
β � �F0 � 2F0V0 Y 0 Y 0 Y 0 � 2

�
βe
* 4iR � �F0 � 2F2V2 Y 0 Y 0 Y 0 � � βe4iR � F2

0 F .2 V2 Y 0 Y 0 Y 0 �
2
�
β � �F2 � 2F0V2 Y 2 Y 0 Y 0 � � βe

* 8iR � F2
2 F .0 V2 Y 2 Y 0 Y 0 � � βe

* 4iR � �F2 � 2F2V2 Y 2 Y 2 Y 0 	 (3.83)

kF2 � � λ2
� d
T2 � F2 � � βe4iR � S2 Y 0F0 � � β � S2 Y 2F2 ��

βe4iR � �F0 � 2F0V2 Y 0 Y 0 Y 0 � 2
�
β � �F0 � 2F2V2 Y 2 Y 0 Y 0 � � βe8iR � F2

0 F .2 V2 Y 2 Y 0 Y 0 �
2
�
βe4iR � �F2 � 2F0V2 Y 2 Y 2 Y 0 � � βe

* 4iR � F2
2 F .0 V2 Y 2 Y 2 Y 0 � � β � �F2 � 2F2V2 Y 2 Y 2 Y 2 � (3.84)

Nehmenwir nunan,dasswir nacheinerLösungsuchen,diemöglichstnaheaneineGaußver-
teilungangepasstist. In demvorliegendenModell habenwir außerF0 keinefreienParameter
mehr. Schließlichwurdeja derAmplitudenparameterN eingef̈uhrt, sodassdie Wahl von F0
nochfrei ist. Im Idealfall wäreeswünschenswert,F0 sozu wählen,dassF2 � 0 ist. Erstaun-
licherweiseist diessogarmöglich,wie wir sehen,wennwir dieGleichungenfür F2 � 0 noch
einmalanschreiben:

kF0 � � d
T2 � F0 � � β � S0 Y 0F0 � � β � �F0 � 2F0V0 Y 0 Y 0 Y 0 	 (3.85)

0 � �
βe4iR � S2 Y 0F0 � � βe4iR � �F0 � 2F0V2 Y 0 Y 0 Y 0 � (3.86)

Machtmanvon

S2 Y 0 � L 2
2
	 V2 Y 0 Y 0 Y 0 �  1

4
1L π

Gebrauch,sofolgt aus(3.86) �F0 � 2 � S2 Y 0
V2 Y 0 Y 0 Y 0 � L 2π (3.87)
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unddamitfür denQuasiimpulsin dieserNäherung

k �  � d
T2 � � 5

2

� N2

T � (3.88)

Nun könnenwir in die BetrachtungenauchhöhereModen Fn mit einbeziehen,wobei wir
mittels �Fn �@[ F0 die Gleichungenlinearisieren.Damit könnenwir unterderAnnahme,dass
die Fn reell sind, leicht die Fn auseinemlinearenGleichungssystembestimmen.Für einen
sp̈aterenVergleich mit dem dynamischenModell notierenwir hier die expliziten Formeln
unterBerücksichtigungvonF4 undF6:\

a11 a12

a21 a22 ] \
F4

F6 ] � \
b1

b2 ] (3.89)

mit

a11 � k  � d
T2 � λ4  � β � S44  F2

0 V4 Y 4 Y 0 Y 0 � 2 � β � � � βe16iR � �'	 (3.90)

a22 � k  � d
T2 � λ6  � β � S66  F2

0 V6 Y 6 Y 0 Y 0 � 2 � β � � � βe24iR � �'	 (3.91)

a12 �  � βe
* 4iR � S6 Y 4  F2

0 V6 Y 4 Y 0 Y 0 � 2 � βe
* 4iR � � � βe20iR � �'	 (3.92)

a21 �  � βe4iR � S6 Y 4  F2
0 V6 Y 4 Y 0 Y 0 � 2 � βe4iR � � � βe20iR � ��	 (3.93)

b1 � F3
0 V4 Y 0 Y 0 Y 0 � βe8iR � 	 b2 � F3

0 V6 Y 0 Y 0 Y 0 � βe12iR � � (3.94)

3.5.6. Anal ytische Beziehung für die Energie-Quasiimpuls-Charakteristik

Jetztsoll dieBeziehung(3.88)weiterausgewertetwerden.Zunächstist dies(wieauchim Falle
derBenutzungderlinearenGleichungenfür T undM) numerisch(alsodurchIntegrationder
TM-Gleichungen)möglich.

In demFall einersymmetrischenDispersionsstufeist die Versuchunggroß,die Integration
von N2 � T undd � T2 für kleineNichtlineariẗatanalytischzu beschreiten.In diesemFall kann
mandieGleichungen(3.101,3.108)in ersterNäherung(wobei

�
d � undN2 alsklein angenom-

menwerden)lösenundsodie auftretendenIntegraleberechnen.Die Rechnungensinddirekt,
jedochein weniglänglichunddaherausf̈uhrlicherim AnhangB dargestellt.DasErgebnisist� d

T2 � : N2

T � 0 � 1K
1 � y2

	 � N2

T � : 1
yT � 0 � Arcsinh� y�'	 y � d

2T � 0 � 2 � (3.95)

Die Ergebnissekönnenmit früherenResultaten[34], welcheT � 0 � undN2 in Beziehungsetzen,
kombiniertwerden:

k � 2

�
d �
d

y ^_  1L 1< y2 � 5
2

1
yArcsinh� y�

2L 1< y2  1
yArcsinh� y�B`a 	 (3.96)

35



3. Theoretische Modelle für DM-Solitonen

0

1

2

3

4

5

6

7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

E
(k

)�

k

Ode
Pde

Abbildung 3.5: E(k) im nichtlinearen Modell. Zu jedem T I 0J wurde das entsprechende N2 nu-
merisch bestimmt. Danach konnten k und E berechnet werden.

E � 4 L π
�
d �L d

L y
2L 1< y2  1

yArcsinh� y� � (3.97)

Als Ergebniserhaltenwir somiteineParametrisierungderE � k � -Kurve. Bevor wir sie jedoch
mit der Numerik vergleichen,bemerkenwir, dasswir sie in einemweitenBereich(d.h. für
viele Wertevon k) durcheineGeradein derFormE � k �
� αk � β approximierenkönnen.Um
einenanalytischenAusdruckfürdieSteigungunddenAchsenabschnittderGeradenzufinden,
beachtenwir, dassbeideAusdr̈uckein (3.96)and(3.97)eineSingulariẗatζ im Punkt

2K
1 � ζ2

 1
ζ

Arcsinh� ζ ��� 0 � (3.98)

besitzen.Daherliegt esnahe,dieSteigungderGeradendurchα � E M � ζ ��� kM � ζ � zuapproximie-
ren,was

α � 1
2

1 � ζ2

ζ2 πd � (3.99)

ergibt. Mit denentsprechendenRechnungenfür denAchsenabschnitterḧalt man

β � 1
2 b πζ � 1 � ζ2 � � d �L d

� (3.100)
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DetailsderRechnungensindim AnhangC zu finden.Wir sehenalso,dasssowohl esbei Be-
nutzungder linearenTM-Gleichungen(3.68) wie auchder nichtlinearenTM-Gleichungen
möglich ist, den ZusammenhangzwischenQuasiimpuls,also der Phasenverschiebung bei
DurchlaufeneinerPeriodederDispersionsabbildung,undderPulsenergiezu beschreiben.Im
letzterenFalle konntendie Rechnungenjedochweiteranalytischbeschrittenwerden,sodass
mandie LineariẗatderE � k � -Kurve verstehenkonnte.
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3.6. Dynamisches Modell des DM-Solitons

3.6.1. Entwic klung in Gauß-Hermite-Eigenfunktionen

Im vorhergegangenenModell habenwir zuerstdie Kleinheit der Nichtlineariẗat ausgenutzt
und danndie entstehendennichtlinearenGleichungenum die nullte Mode linearisiert.Die
LinearisierungumdienullteModeist vonderGrößederNichtlineariẗatzun̈achstunabḧangig.
Entscheidendist allein, dassdasDM-Soliton nahebei einemGaußpulsliegt. Dieserkann
gegebenenfallsabereineAmplitude besitzen,welchenicht mehreinekleine Nichtlineariẗat
zur Folge hat.Man kannauchhier wiedermit einerLinsentransformationin ein geeignetes
Kooridinatensystem̈ubergehen,so dass- wenndie Gleichungin denentsprechendenneuen
Kooridinatengeschriebenwird - möglichstviel Energie in demEntwicklungskoeffizient der
nullten Mode enthaltenist. Die Linsentransformationbenutzenwir in der schonbekannten
FormundseizurErinnerungnocheinmalnotiert(vergl. (3.78))

A � z	 t �&� NK
T � z� Q � x � t

T � z� 	 z� exp

\
i
M � z�
T � z� t2 ] �

In dieobenschoneinmalangeschriebeneGleichungfür Q

iQz � d
T2 � Qxx  x2Q�V� � T Mz  MTz � 4dM2  d

T2 � x2Q� i
Tz  4dM

T W 12Q � xQx X � cN2

T
�Q � 2Q

setzenwir jetzt jedochnicht schondie bekanntenGleichungenfür T und M ein, sondern
nehmeneinenanderenBlickwinkel ein undüberlegenohneZuhilfenahmeandererTechniken
(wie VariationsverfahrenoderMomentenmethode),welcheGleichungenfür T undM gewählt
werdensollten.Um wiedereineGleichungzu erhalten,welcheder Form nachder kubisch
nichtlinearenSchr̈odingergleichungähnlichist, kannmandenTerm c i auf derrechtenSeite
durchdieWahl

Tz � 4d � z� M (3.101)

eliminieren.Es ist wichtig an dieserStellezu bemerken,dassdieseWahl derGleichungfür
Tz sichvon der in (3.68) für nichtverschwindendes

�
d � unterscheidet.Für M ist dagegendie

Wahl nicht soeinfach.Daherlassenwir im MomentnochMz in denGleichungenstehenund
entwickelnin (3.79)Q wiederin derForm Q � z	 t ��� ∑bn � z� fn � x� . Wir erhaltenein unendlich
dimensionalesSystemgekoppelternichtlinearergewöhnlicherDif ferentialgleichungen:

bnz � i
d

T2λnbn � i � d
T2  TMz � ∑

m
Sn Ymbm � i

cN2

T ∑
mlk

bmbl b.kVmY l Y k Y n � (3.102)
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3.6.2. Neue Interpretation der Gleichungen für T und M

Die Idee,um dasSystemgeeignetzu approximieren,ist, es für die Wahl von M nachzwei
Modenabzuschneiden.UnterBerücksichtigungvonB0 undB2 erḧalt mandann

B0z � i
d
T2λ0B0 � i � d

T2  TMz �'� S0 Y 0B0 � S2 Y 0B2 � (3.103)� i
cN2

T
�d�B0 � 2B0V0 Y 0 Y 0 Y 0 � 2 �B0 � 2B2V2 Y 0 Y 0 Y 0 � B2

0B.2V2 Y 0 Y 0 Y 0� �B2 � 2B2V2 Y 2 Y 2 Y 0 � 2 �B2 � 2B0V2 Y 2 Y 0 Y 0 � B2
2B.0V2 Y 2 Y 0 Y 0 �
	

B2z � i
d
T2λ2B2 � i � d

T2  TMz �'� S2 Y 0B0 � S2 Y 2B2 � (3.104)� i
cN2

T
�d�B0 � 2B0V2 Y 0 Y 0 Y 0 � 2 �B0 � 2B2V2 Y 2 Y 0 Y 0 � B2

0B.2V2 Y 2 Y 0 Y 0� �B2 � 2B2V2 Y 2 Y 2 Y 2 � 2 �B2 � 2B0V2 Y 2 Y 2 Y 0 � B2
2B.0V2 Y 2 Y 2 Y 0 �
�

In diesemModell, welcheslediglich zwei Modenber̈ucksichtigt,ist esklar, dassmanM so
wählenwird, dassmöglichstviel dervorhandenenEnergie in dernulltenModekonzentriert
ist. Wir zeigenjetzt, dasses im vorliegendenFall sogarmöglich ist, M so zu wählen,dass
B2 � 0 ist: Manerḧalt dannnämlichfolgendesSystem

B0z � i
d
T2λ0B0 � i � d

T2  TMz � S0 Y 0B0 � i
cN2

T
�B0 � 2B0V0 Y 0 Y 0 Y 0 	

0 � i � d
T2  TMz � S2 Y 0B0 � i

cN2

T
�B0 � 2B0V2 Y 0 Y 0 Y 0 � (3.105)

Die ersteGleichunghat �d�B0 � z��� 2 � z � 0 	 oder �B0 � z��� 2 �9�B0 � 0��� 2 (3.106)

zurFolge.Benutztman

S2 Y 0 � 1
2
L 2 	 V2 Y 0 Y 0 Y 0 �  1

4
1L π

	 (3.107)

soerḧalt manalsGleichungfür M

Mz � d
T3  c

T2

N2 �B0 � 2
2 L 2π

� (3.108)

Die Gleichungentḧalt lediglich �B0 � , welchesgem̈aß(3.106)konstantist. Also könnendie
Gleichungenfür M undT unabḧangigvon der für B0 gel̈ostwerden.DasGleichungssystem
(3.101,3.108)entspricht(3.80),welchesschonin früherenArbeitenmit anderenMethoden
hergeleitetwurde [34]. Um mit der Notation übereinzustimmen,wurde obender Parame-
ter N eingef̈uhrt. Er machtes möglich, für �B0 � 0 ��� einenfestenWert zu wählenund zwar
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3. Theoretische Modelle für DM-Solitonen�B0 � 2 � 2 L 2π, wodurchdann(3.108)die in derLiteraturüblicheGestalterḧalt. DieseHerlei-
tungdergewöhnlichenDif ferentialgleichungenfür T undM wirft ein völlig neuesLicht auf
dieseGleichungen:Bei demebendargestelltenVorgehenwurdensie gewonnen,indemver-
suchtwurde,sie sozu bestimmen,dassdasSystemsich möglichstnahean einemGaußpuls
verḧalt.DerVorteil dieserHerangehensweiseliegt aufderHand:Manhatimmernochdasvol-
le GleichungssystemdergewöhnlichenDif ferentialgleichungenzurVerfügungundkann(an-
dersalsin derHerleitungdurcheinVariationsverfahren)- zumindestnumerisch- abscḧatzen,
wie großderFehlerist, welchenmandurchein eventuellesTrunkierenmacht.
Hier wird nunversẗandlich,weshalbdie Momentengleichungenunddie Variationsverfahren,
welchedie nichtlinearenGleichungfür T undM liefern soerfolgreichsind: In diesennicht-
linearenGleichungenist schonviel Informationüberdie Wirkung derNichtlineariẗat auf das
Systementhalten:Sieentsprecheneffektiv einem(geschicktgewählten)Zwei-Moden-Modell,
bei demdie eineMode aufgrunddesgewähltenKoordinatensystemsverschwindet.Benutzt
mandagegendie linearenGleichungenfür T undM (3.68),somussman,umdieWirkungder
Nichtlineariẗat zu verstehen,Gleichungenfür die Entwicklungskoeffizienten(wie beispiels-
weise(3.74)in dieBetrachtungmit einbeziehen,dain denlinearenGleichungenfür T undM
dannkeineInformationüberdieNichtlineariẗatenthaltensind.

3.6.3. Lösung der Gleichung für die Gaußmode

Die Gleichungfür B0 lässtsichnunleicht lösen:

B0 � z�
� B0 � 0 � exp � iφ � z�2�'	 φ � z�
� λ0ρ � z� � N2V0 �B0 � 2τ � z��� (3.109)

Hier wurdendieAbkürzungen

ρ � z��� � z

0

d � ξ �
T � ξ � 2dξ 	 τ � z�
� � z

0

c � ξ �
T � ξ � dξ 	 (3.110)

sowie V0 � 5 � 4 L 2π eingef̈uhrt.Die Periodiziẗatsbedingungergibt

B0 � z�&� exp � ikz� B̃0 � z��	 B̃0 � 0 ��� B̃0 � L ��� (3.111)

Mit denBezeichungen
�
ρ � : � Lρ � L � und

�
τ � : � Lτ � L � erhaltenwir für k

k � λ0
�
ρ � � N2V0 �B0 � 2 � τ � � (3.112)

wasgenauderBeziehung(3.88)entspricht.

3.6.4. Störungstheorie für höhere Moden

In demebendiskutiertenModell wurdenlediglich zwei Modenber̈ucksichtigt.WeitereMo-
denkönnenmit Hilfe von Störungstheoriein die Betrachtungmit einbezogenwerden.Dazu
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machenwir denAnsatz:

b0 �e� B0 � 0 � � a0 � exp � iφ ��	 bn � anexp � iφ ��� (3.113)

Hier wird o.B.d.A.B0 � 0 � alsreelangenommen.Alle �ai � seinim Vergleichzu B0 klein. Dann
erḧalt man ein gekoppeltesSystemlinearer gewöhnlicherDif ferentialgleichungen.Für a0
folgt:

ia0z  φza0 � d
T2λ0a0 � cN2

T
Ṽ ∑

m
SmY 0am � (3.114)

cN2

T
B2

0∑
m

VmY 0 Y 0 Y 0 � 2am � a.m�&� 0 �
DerentsprechendeAusdruckfür die höherenModenist durch

ianz  φzan � d
T2λnan � cN2

T
Ṽ ∑

m
SmY nam � cN2

T
B2

0 5 (3.115)

∑
m

VmY 0 Y 0 Y n � 2am � a.m�&�  cN2B0

T
� ṼSn Y 0 � V0 Y 0 Y 0 Y nB2

0 �
gegeben.Dasin diesemAbschnittdiskutierteModell wurdeals dynamisch bezeichnet,weil
es auchdie Veränderungder PulsforminnerhalbeinerPeriodebeschreibt,da die an � z� für
n U 0 berechnetwerdenkönnen.Wir werdendaraufzurückkommen,wennwir dasModell
mit anderenin konkretenAnwendungenvergleichen.

3.6.5. Appr oximation der Star tver teilung

Jetztsoll die periodischeLösungder kubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungim Falle
einer symmetrischenDispersionsstufeapproximiertwerden.Wir gehenwie folgt vor: Wir
betrachtenvier Modenund lösendie gewöhnlichenGleichungennumerischund bestimmen
die AnfangswerteB0 � 0� , an � 0 � , n f=0 0 	 4 	 6 1 , die zu einerperiodischenLösungder linearen
gewöhnlichenDifferentialgleichungen(3.114,3.115)geḧoren.DasErgebniswird dannmit ei-
nerperiodischenLösungderpartiellenDif ferentialgleichungverglichen.Damit diesmöglich
ist, mussausdernumerischdurchMittelunggewonnenenperiodischenLösungderNLSEder
ParameterT � 0 � gewonnenwerden.Dies kannebenfallsleicht numerischerfolgen,da einer-
seitsT � 0 � undN2 sogewählt seinmüssen,dassdieGleichungenfür T undM periodischsind
unddassandererseitswegen

A � 0 	 t ��� NK
T � 0� ∑n bn fn

\
t

T � 0� ]
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dieGleichung

N � 1K
2 L 2π

K
T � 0 � � A � 0 	 t � f \ t

T � 0 � ] dt (3.116)

folgt. Durchdie zwei BedingungenwerdenT � 0 � undN2 bestimmt.Eslassensichdannauch
dieEntwicklungskoeffizientenbn derEntwicklungin Gauß-Hermite-Eigenfunktionenausder
numerischenLösungderkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungberechnenundmit den
ErgebnissenderlinerarengewöhnlichenDif ferentialgleichungenvergleichen.Wendenwir die
Methodezun̈achstauf die Approximationder Pulsformdreier typischerDM-Solitonen(im
Folgendenals “Soliton 1”, “Soliton 2” und “Soliton 3” bezeichnet)an.Dabeibietetsichan,
dieseMethodemit derMethodedergemitteltenHermite-EntwicklungunterBerücksichtigung
dernichtlinearenGleichungenfür T undM zuvergleichen.DerfolgendenTabellekönnendie
entsprechendenWertefür dieeinzelnenSolitonenentnommenwerden.

Nr � T0 	 N � �B4 Y num � �B4 Y l in � �B4 Y av � �B6 Y num� �B6 Y l in � �B6 Y av �
1 (0.7592,1.4241) 0.1259 0.1258 0.1019 0.1300 0.1345 0.0444
2 (1.1428,0.7048) 0.0946 0.0935 0.1101 0.0346 0.0358 0.0286
3 (1.8405,0.3423) 0.0520 0.0486 0.0411 0.0238 0.0210 0.0214

DabeiwurdenT0 undN nachdemebenerläutertenVerfahrenmit Hilfe von (3.116)gewon-
nen.Die Bn Y num sinddie Koeffizienten,welchemannachnumerischerIntegrationderNLSE
(alsodurchdasim zweitenKapitel beschriebeneVerfahrendes“Solitonen-Z̈uchtens”)erḧalt,
dieBl in welchedurchdieperiodischeLösungderlinearengewöhnlichenDif ferentialgleichun-
gen(3.114,3.115)gewonnenwerdenund die Bn Y av die Koeffizienten,welchedie gemittelte
Hermite-Entwicklung(3.89)liefert.Mansiehtdeutlich,dassim BereichhöhererLeistung,al-
sohöhererNichtlineariẗat,dasdynamischeModell dieStartverteilungbesserapproximiertals
die gemittelteHermite-Entwicklung.Betrachtenwir die entsprechendenPulsformen,indem
wir ausdenEntwicklungkoeffizientendasFeldA � 0 	 t � bestimmen.Blickt manaufdenrechten
Teil derAbbildungen3.6-3.8,sosiehtman,dassfür die Approximationderweiteraußenlie-
gendenPulsbereichemehrKoeffizientenin derGauß-Hermiteentwicklungber̈ucksichtigtwer-
denmüssen.Andererseitsist derMaßstablogarithmisch,sodassin derTat in diesenBereichen
die Amplitudenur nochsehrklein ist. DesWeiterenerkenntman,dassfür geringeGesamt-
energien(wie bei Soliton3) beideMethoden,alsodie periodischeLösungdergewöhnlichen
Dif ferentialgleichungenunddie MethodedergemitteltenHermite-KoeffizientenguteAppro-
ximationenliefern.Für sehrgroßeAmplituden(waseinergroßenPulsleistungentspricht),wie
im Falle von Soliton1, ist dagegendasdynamischeModell (alsodie gewöhnlichenDif feren-
tialgleichungen)demgemitteltenvorzuziehen.

3.6.6. Verhalten der Koeffizienten in Abh ängigkeit von z

InnerhalbderLine, alsoim Bereichvon0 � z � 1, wennwir wiedervoneinersymmetrischen
Dispersionsstufeausgehen,könnenwir vondemModell dergemitteltenHermitekoeffizienten
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Abbildung 3.6: Vergleich der PDE-Lösung mit den gewöhnlichen Differentialgleichungen und
der Methode der gemittelten Hermite-Koeffizienten für das erste Soliton. Die
linke Abbildung zeigt die Approximation der Verteilung, wie sie durch Berück-
sichtigung der Koeffizienten b0, b4 und b6 entsteht, die rechte in wie weit die
drei Koeffizienten die periodische Lösung der PDE approximieren.
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Abbildung 3.7: Vergleich der PDE-Lösung mit den gewöhnlichen Differentialgleichungen und
der Methode der gemittelten Hermite-Koeffizienten für das zweite Soliton.

keineAussagenerwarten.DasdynamischeModell hingegenbeschreibtauchdie Detailsder
Pulsausbreitungin diesemBereich,wie Abbildung (3.9) darstellt.Offenbarändernsich die
ModeninnerhalbderLine sehrstark.Bei derAbbildung3.9wurdeeinstarknichtlinearerBe-
reichgewählt (Soliton1). In diesemBereichsinddie Einflüssevon b4 undb6 von ähnlicher
Größenordnung.Führt mandie entsprechendenSimulationenfür die anderenSolitonenaus,
sozeigtsich,dassnebendemgaußartigenKerndie vierteModedominiert.
Die großeVariation der Moden innerhalbeinerPeriodeder Dispersionsabbildungist auch
derGrunddafür, dassdasdynamischeModell für dieApproximationderStartverteilungbes-
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Abbildung 3.8: Vergleich der PDE-Lösung mit den gewöhnlichen Differentialgleichungen und
der Methode der gemittelten Hermite-Koeffizienten für das dritte Soliton.

sergeeignetist alsdie gemitteltenModelle.Würdensichdie höherenModeninnerhalbeiner
Periodenicht starkändern,so gäbedie nullte OrdnungderModelle,welcheeinegemittelte
Gauß-Hermite-Entwicklungbenutzen,einesehrguteBeschreibung desSystems.Abbildung
3.9 machtjedochdeutlich,dasseineHinzunahmedererstenKorrekturdergemitteltenGlei-
chungenderenApproximationentscheidendverbessernwürde.Eine solcheist zwar prinzi-
piell möglich,undzwar in beidenModellen,sowohl bei derEntwicklungin Hermite-Moden
mit Hilfe der linearenGleichungenfür T und M [25] wie auchim Rahmender Entwick-
lung in Hermite-Modenmit Hilfe der nichtlinearenGleichungenund Mittelung durchLie-
Transformation[44]. Ihre konkreteAnwendungist jedochaufwendigund die entstehenden
Termesindkompliziert.

3.6.7. Stabilit ät der approximativen Lösung

Die linearengewöhnlichenDif ferentialgleichungenstellennureineApproximationdesnicht-
linearenSystemsdar. Daherstellt sich die Frage,wie sich die Approximationfür großez
verḧalt. Betrachtenwir hierzuein Systemvon nur zwei Modenund zwar b0 und b4. Geht
manvon einemDM-Soliton alsAnfangsverteilungausund integriert esüberzwei Perioden,
soergibt sichdasin Abb. 3.10dargestellteBild. Offenbargibt dasODE-Modelldenanf̈ang-
lichen VerlaufderKurve gut wieder, wird jedochmit zunehmendemz schlechter. Dies liegt
an denbeidenNäherungen,welchebei der HerleitungdesModells gemachtwurden:Zum
einenwurdendie Einflüsseder höherenHermite-Modennicht ber̈ucksichtigt,zum anderen
wurdedasSystemunterderAnnahme,dass�b0 �@[ �b4 � ist, linearisiert.Damit stellt sicheine
entscheidendeFrage:Wird sich für sehrgroßez die ODE-Kurve völlig von der PDE-Kurve
trennen,ja vielleichtsogardienullteModebeeinflussen?Um diesmit Hilfe einernumerischen
Simulationzu klären,wurdeim Folgendennicht nur übereine,sondernüberviele (tausend)
PeriodendieODE-Lösungsimuliert.In derAbbildung3.11ist deswegenauchjeweilsnurder
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Abbildung 3.9: Vergleich der Entwicklungskoeffizienten der PDE zum ODE-Modell. Punkte
stehen für die Lösungen der gewöhnlichen Differentialgleichungen und Linien
für die entsprechenden Ergebnisse aus den numerischen Simulationen der
NLSE.

WertderbetreffendenGrößenandemStart-bzw. EndpunktderDispersionabgebildet.Daher
wird dieLösungderkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungdurcheineLinie dargestellt:
DasDM-Solitonist ja eineperiodischeLösung.BetrachtetmandasErgebnisdernumerischen
Simulationfür �b0 � , sosiehtman,dassdie ApproximationumdiePDE-Lösungoszilliert.Der
Koeffizient �b4 � zeigt ebenfallsoszillatorischesVerhalten.Also bleibt auchfür großez die
LösungdesODE-Modellsin derNähedesDM-Solitons.
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Abbildung 3.10: Vergleich der Entwicklung von b4 in der PDE-Simulation für ein DM-Soliton
(durchgezogene Linie) und der Vorhersage der gewöhnlichen Differentialglei-
chungen für ein Modell mit den beiden Moden b0 ! B0 j a0 und a4.

4. Modellierung realer Über tragungsstrec ken

Nachder theoretischenBeschreibung soll nun ein Ausblick auf einemöglicheAnwendung
der hier entwickeltenTechnikenzur Beschreibung realerÜbertragungsstrecken(also unter
Berücksichtigungvon Dissipation,Versẗarkungund gegebenenfallsweitererphysikalischer
Effekte)in derTelekommunikationgegebenwerden.Dazuwird im Folgendenkurzdieverall-
gemeinerteNLSE vorgestelltundin diesemZusammenhangderGültigkeitsbereichderoben
behandeltenGleichung(2.1)betrachtet.Danachzeigenwir aneinemBeispiel,derAnwendung
derStörungstheoriemit höherenModenim RahmendesdynamischenModells,wie auchbei
realenSystemendie entwickeltenMethodeneingesetztwerdenkönnen.Hier wiederumzeigt
sich,dassessinnvoll seinkann,zun̈achstein starkabstrahiertesSystem(wie z.B.die verlust-
freiesymmetrischeDispersionsstufe)zubetrachtenunddieentwickeltenMethodensp̈aterauf
reale,technologischinteressanteProblemeanzuwenden.

46



4. Modellierung realer Übertragungsstrecken
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Abbildung 3.11: Stabilität der approximativen Lösung. In der linken Abbildung ist � b0 � als Re-
sultat der linearen gewöhnlichen Differentialgleichungen (gestrichelte Linie)
im Vergleich mit der PDE-Lösung (durchgezogene Line) dargestellt. Es sind
nur Werte an den Start- bzw. Endpunkten der Dispersionsabbildung angege-
ben. Die rechte Abbildung stellt den gleichen Sachverhalt für � b4 � dar.

4.1. Die verallgemeiner te Schr ödinger gleichung

Ausgehendvon den Maxwellgleichungenleitet man die verallgemeinerteSchr̈odingerglei-
chungalsoGleichungfür denlangsamveränderlichenAnteil derAmplitudedeselektrischen
Feldes�A � her. SiebeschreibtdamitdieAusbreitungeinesSignalsin einemLichtwellenlweiter
undist durch

∂A
∂z � α

2
A � i

2
β2

∂2A
∂T2  1

6
β3

∂3A
∂T3 � iγ

\ �A � 2A � i
ω0

∂
∂T

�d�A � 2A�  TRA
∂ �A � 2
∂T ] (4.1)

gegeben[3]. In derGleichung(4.1) beschreibt�A � die AmplitudederEinhüllendendeselek-
trischenFeldes.A � z	 t � ist wie bishereinekomplexwertigeFunktion,dievonderAusbreitung-
distanzzundderZeit t abḧangt,β2 undβ3 dieDispersionenzweiterunddritterOrdnung;γ ist
dernichtlineareKoeffizient, ω0 die TrägerfrequenzundTR die Ramanzeitkonstante.Auf die
BedeutungdieserTermwird weiteruntennocheingegangen.Der EinflussderKopplungvon
zu verschiedenenPolarizationengeḧorendenSchwingungsmoden(sog.Polarisationsmoden-
dispersion)[33] [14] ist hierbeischonin derHerleitungderGleichungvernachl̈assigtworden,
wasfür heutigeÜbertragungssystemezulässigist [4]. Um abzuscḧatzen,welcheTermefür
die Pulsausbreitungin Glasfaserkabelnin derGleichung(4.1)vernachl̈assigbarsind,müssen
charakteristischeGrößenfür die in ihr auftretendenKoeffizientenundfür dasin dieFaserein-
gespeisteSignalbetrachtetwerden.Zur AbscḧatzungdervorkommendenGrößenordnungen
soll dahereinespezielleFaseralsBeispielbetrachtetwerden,undzwarCorning@ SMF-28TM

[9].
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4.1.1. Disper sion zweiter und dritter Ordnung

DerHerstellerderFiberCorning@ SMF-28TM gibt für dieDispersionfolgendeBeziehungan:

D � λ �
� Sz

4

\
λ  λ4

z

λ3 ] � (4.2)

HierbeiwerdenD in ps/(nm5 km),dieNulldispersionswellenlängeλz unddieTrägerwellenl̈ange
λ in nmundderNulldispersionsslopeSz in ps/(nm2 5 km)gemessen.NunmussmandenZusam-
menhangzwischendentechnischenGrößenD undS0 unddenphysikalischenGrößenβ2 und
β3 herstellen.DazumusskurzetwaszuderphysikalischenBedeutungderGrößenim Rahmen
der obenschonangedeutetenHerleitungvon (4.1) gesagtwerden.Bei der Begründungdes
Modells ist A die langsamveränderlicheEinhüllendedeselektrischenFeldes,welchessich
dahermit derTrägerfrequenzω0 in derForm

B � z	 t �&� A � z	 t � exp + i � β0z  ω0t � , (4.3)

schreibenlässt.Dabeiwurdedie Funktionβ � ω �l� n̄ � ω � ω
c (wenn n̄ für deneffektiven Bre-

chungsindex derin derFiberangeregtenModesteht)in eineTaylorreiheentwickelt[4]:

β � ω �
� β0 � β1 � ω  ω0 � � 1
2

β2 � ω  ω0 � 2 � 1
6

β3 � ω  ω0 � 3 � �(�(�)	 βm � dmβ
dωm � ω 4 ω0 � (4.4)

DieGruppengeschwindigkeitvg istebenfallseineFunktionvonω, diedurchvg � ω �m�n� dβ � dω � * 1

gegebenist. Mithin ist vg � ω0 �G� β * 1
1 . Der sogenannteDispersionsparameterD ist definiert

durch

D � ω ��� d
dλ

\
1
vg ] � dω

dλ
d2β
dω2 �  2πc

λ2

d2β
dω2 	 (4.5)

wobei unter λ die durch 2πc � ω definierteWellenl̈angezu verstehenist. Dies beziehtsich
naẗurlich aufdieLichtausbreitungaußerhalbderGlasfaser, alsoauf denLaser, bevor er in die
Fasereintritt. Damit folgt alsBeziehungzwischenD undβ2

β2 �  λ2
0

2πc
D � ω0 �'� (4.6)

DerSlopeS ist definiertalsS � dD � dλ. Damit folgt dann

S � dD
dλ

� 4πc
λ3

d2β
dω2 � 4π2c2

λ4

d3β
dω3 � (4.7)

Diesergibt wiederumfür dieDispersiondritter OrdnungdieGleichung

β3 � λ4
0� 2πc� 2 \ S� ω0 � � 2

λ
D � ω0 � ] � (4.8)
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AusderHerstellerangabebez̈uglich derDispersionerḧalt mandannfür denSlope

β3 � Sz

16π3c2 � 3λ4
0  5λ4

z ��� (4.9)

Damit folgt für die typischeDispersionzweiterunddritter OrdnungeinersolchenFiber

β2 � 21� 7709ps2 � km 	 β3 � 0 � 0164078ps3 � km 	 (4.10)

wennmanvon Sz � 0 � 09ps/(nm2km) undλz � 1310nmausgehtunddenLaserüblicherweise
mit λ0 � 1550nmbetreibt.In der vorliegendenArbeit wurdebei allen Simulationenvon ei-
nerkonstantenDispersiondereinzelnenFiberelementeangenommen.EsseiandieserStelle
jedocherwähnt,dassin letzterZeit auchFiberkonfigurationenmit zufällig verteiltenDisper-
sionenuntersuchtwordensind[1].

4.1.2. Verlust in der Fiber

Wendenwir unsnundemVerlustzu,welcherdurchdenKoeffizientenα in (4.1)beschrieben
wird. Berücksichtigtmanlediglich denVerlusttermα

2A, so siehtman,dassdasAmplituden-
quadrat �A � 2 nachDurchlaufeneinerFiberstreckeL um den Faktor exp �  α � abgenommen
hat. Die Tatsache,den Verlust im Allgemeinenauf die Amplitude zu beziehen,gibt daher
auchAnlass,in (4.1) denFaktor 1

2 vor denVerlusttermzu schreiben.In der Praxiswird der
Verlustmeistin dB/kmangegebenundsofolgt

e
* α � 10

αdB
10 	 α �  ln � 10�

10
αdB � (4.11)

Für die hier als BeispielgewählteFiber ist αdB � 0 � 3dB/km anzusetzen,worausdannα � 0 � 0691km
* 1 folgt.

4.1.3. Nichtlineare Terme

In (4.1) erkenntmandrei nichtlineareTerme.Der ersteTerm γ �A � 2A hat seinephysikalische
Ursachein dem Kerreffekt, der WechselwirkungdeselektromagnetischenFeldesmit den
Hüllenelektronender denKern der Fiber konstituierendenAtome. Der nichtlineareKoeffi-
zientist definiertdurch[3]:

γ � n2ω0

cAef f
	 (4.12)

wobeiwiederω0 die FrequenzdesTrägerstrahlsundAef f der effektive Fiberquerschnittist.
In einerMonomodefibergehtmanin derRegelvoneinemgaußartigenAbfallenderIntensiẗat
in radialerRichtungaus,waseserlaubt

Aef f � πw2 (4.13)
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anzunehmen.w ist dabeider sogenannteBreitenparameter, welcheebenfallsvon Herstel-
lern von Glasfaserkabelnangegebenwird. Im vorliegendenFall führt w=5.2µm auf Aef f �
84� 95µm2. Nimmt man für n2 einenStandardwertvon 2 � 3 5 10

* 16cm2/W an, so folgt γ �
1 � 0975(Wkm)

* 1.
Die beidenweiterennichtlinearenTermebeschreibendassogenannteSelf-Steepeningundden
Ramaneffekt. Die auftretendeRamankonstanteTR wird in derRegel mit 5 fs abgescḧatzt.

4.2. Die dimensionslose Form der verallgemeiner ten NLSE

Um abzuscḧatzen,welcheTermein dem Bereich,welcherfür Anwendungenin der Tele-
kommunikationinteressantist, wichtig sind, mussmanAnnahmenüberdie Übertragungs-
parametermachenunddanndie Gleichung(4.1) auf einedimensionsloseForm bringen,um
die GrößenverḧaltnissederTermebestimmenzu können.Ein aktuelleGrößenordnungfür die
Daten̈ubertragungauf einemKanal sind 40 Gbit/s.Dies bedeutet,dassim Zeitbereichzwi-
schendeneinzelnenBits ein Abstandvon Tslot=25pserreichtwerdenmuss.Dahersolltedie
HalbwertsbreiteeinesBits auf jedenFall deutlichkleiner als dieserWert sein,typischsind
beispielsweiseTFWHM � 5ps.Die maximaleIntensiẗat (oderAmplitudenquadrat)Ppeak des
PulseskannmanausdermittlerenLeistungbestimmen,welchein derTelekommunikations-
technikbenutztwird. Nimmt maneinenGaußpulsan,soist derZusammenhangzwischender
mittlerenLeistungPmeanunddermaximalenIntensiẗatdurch

Pmean � 1
4

Ppeak
TFWHM

Tslot o π
ln2

(4.14)

gegeben.Dabeiwurdeangenommen,dassgleichviel Nullen und Einsenin demSignalvor-
handensind. Für die mittlere Leistungkommt bei denheutigentechnischenAnwendungen
einBereichbisetwa50mWin Frage.DieseAngabeist jedochmit sehrviel Vorsichtzusehen,
da sich dasGebietauchin Hinblick auf die experimentellenMöglichkeitensehrstarkent-
wickelt. Grunds̈atzlichsindhöherePulsenergienzwarmit einengrößerenEinflussderNicht-
lineariẗatenauf die Ausbreitungverbunden,aberin derPraxisdennochwünschenswert,weil
sie einengrößerenVersẗarkerabstandermöglichen,was für den Aufbau einer Fiberline er-
heblichkosteng̈unstigerist. Daherberechnenwir im Beispielals obereGrenzefür die auf-
tretendennichtlinearenFaktorenalle konkretenWertemit Pmean � 50 mW. Dies entspricht
Ppeak � 42� 579mW.
UmdieverallgemeinerteSchr̈odingergleichung(4.1)dimensionsloszumachen,normierenwir
zun̈achstalle auftretendenZeitenmit TFWHM undalle Leistungenmit Ppeak. Dies entspricht
einerTransformation

Ã � AK
Ppeak

	 t � T
TFWHM

(4.15)

mit welcherdann

∂Ã
∂z � α

2
Ã � 1

ZDisp2

∂2Ã
∂t2  i

1
ZDisp3

∂3Ã
∂t3 �
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i
1

Znl
� Ã � 2Ã  1

Zss

� ∂ � Ã � 2Ã �
∂t  i

1
ZR

\
∂ � Ã � 2

∂t ] A (4.16)

folgt. Dabeiwurdendie charakteristischenLängen

ZDisp2 � 2T2
FWHM

β2
	 ZDisp3 � 6T3

FWHM

β3
	 (4.17)

Znl � 1
γPpeak

	 Zss � ω0TFWHM

γPpeak
	 ZR � TFWHM

TR

1
γPpeak

(4.18)

eingef̈uhrt, für welchedieobenangegebenenParameterfolgendeWerteergeben:

charakteristischeLänge ZDisp2 ZDisp3 Znl Zss ZR

Wert (km) 2.297 4.55 104 21.40 1.35 105 2.15 104

Um die Gleichungdimensionsloszu machen,kannmansich aussuchen,mit welcherLänge
dasgeschehensoll: Entwederwählt man die physikalischeLängeder Fiber oder eine der
obendefiniertencharakteristischenLängen.Entscheidendfür die physikalischeInterpretati-
on ist dasVerḧaltnisderobenangegebenenGrößen.Aufgrundderhier gewähltenParameter
wird deutlich,dassessinnvoll ist, zun̈achstin der Grundgleichung(4.1) denlinearenTerm
mit der Dispersion3. Ordnungund die nichtlinearenSelf-Steepening-und Ramantermezu
vernachl̈assigen.Die BedeutungdieserTermemit nimmt mit abnehmenderPulsbreitezu. In-
sofernist einezukünftigeErweiterungalleranalytischenBeschreibungenaufdieverallgemei-
nerteNLSEwünschenswert.

4.3. Ausbreitung eines Einzelpulses in der Fiber

Für dieÜbertragungin Glasfaserkabelnist nebenderSuchenachperiodischenLösungenauch
dasfolgendeAnfangswertprobleminteressant:Man hat einensenderseitigenAusgangspuls
A � t 	 0 � , (welchenman in die Fiberline einspeist)und möchtewissen,wie er sich in z ent-
wickelt.
Daherergibt sichdieFrage,obsichdie in dervorliegendenArbeit dargestelltenModelleauch
für die AusbreitungeinesPulsesin einerGlasfaseranwendenlassen,welchernichteineperi-
odischeLösungdesSystemsseinmuss.Um dieszu untersuchen,gehenwir von einerreinen
Gaußverteilungausund integrierensie übereinigePeriodender Dispersionsabbildung.Wir
analysierendieMode �b4 � . In derAbbildung4.1wird erkennbar, dassdievierteHermitemode,
welchezu Beginn null ist, offenbaraufgrundderNichtlineariẗat in derkubischnichtlinearen
Schr̈odingergleichungangeregt wird. Bei einemlinearenSystemwürdediePulsenergie in der
Ausgangsmodeverbleiben.Die Nichtlineariẗatdagegenbewirkt, dassdiePulsenergieauchauf
andereModenverteiltwird. Die VerteilungderEnergie findetjedochsostatt,dassdergrößte
Anteil derEnergie in dernulltenMode,alsodemGaußanteilverbleibt.Diesgilt bei denhier
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Abbildung 4.1: Vergleich der Entwicklung von b4 in der PDE-Simulation für ein DM-Soliton
(durchgezogene Linie) und der Vorhersage der gewöhnlichen Differentialglei-
chungen für ein Modell mit den beiden Moden b0 und b4 für eine anfängliche
Gaußverteilung.

gewähltenParametern,beidenendieAnfangsverteilungin derNäheeinesDM-Solitonsliegt.
Die vierteModeist dabeidiewichtigstevonallenKorrekturen,da,dasKoordinatensystemso
gewählt wurde,dassdie zweiteModeweitgehendunterdr̈uckt wird. Bei eineranderenWahl
desKoordinatensystemskannsie jedochdie - nachdernulltenMode- nächstwichtigeRolle
spielen[21].
Daherist im vorliegendenFall die4.ModeeinguterTestfür dieApproximationderBeschrei-
bungderPulsausbreitungim RahmendesODE-Modells.Abbildung4.1zeigtin derTat,dass
sich mit Hilfe der gewöhnlichenDif ferentialgleichungenAussagen̈uberb4 machenlassen.
Insofernist essinnvoll, die gewöhnlichenDif ferentialgleichungen(3.114,3.115)nichtnur für
DM-Solitonen,sondernfür die Pulsausbreitungin Glasfaserkabelnallgemeinzu verwenden.
In derTat kannmansienichtnur für periodischeSysteme,sondernauchfür nichtperiodische
Übertragungsstreckenmit Erfolg einsetzen.Dies wurdeam BeispieldesModells einer real
existierendenFiberlineerprobt[24].
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5. Vergleic h und Bewer tung der Modelle

In denvorangegangenenKapiteln wurdenverschiedeneModellevorgestellt,welcheein ge-
meinsamesZiel verbindet:Es sollte einemöglichstgutewie praktischeApproximationder
kubischnichtlinearenSchr̈odingergleichunggefundenwerden,umwesentlicheEigenschaften
derDM-SolitonenalsperiodischeLösungenderNLSEzu verstehen.
Das ersteModell stellte eine neueHerleitungder Gabitov-Turitsyn-Gleichungdar, welche
außerdemeine Korrektur in höhererOrdnunglieferte. Der NachteildieserVorgehensweise
ist die Komplexität der verbleibendenIntegralgleichung,der Vorteil seineUniversaliẗat. Es
wurdenbei derHerleitungderGleichungkeineVoraussetzungen̈uberdie Pulsformgemacht.
Insofernist die Gleichungebenfallsnochgültig, wennein ausmehrerenPulsenbestehendes
Signalbetrachtetwird. Die durchdie NichtlineariẗatbedingteWechselwirkungmehrererPul-
seuntereinanderist in derTat für die Kommunikations̈ubertragungein sehrwichtigerAspekt
[46], [12], [24]. Insofernist die Gabitov-Turitsyn-Gleichungund ihre Korrekturfür künftige
Anwendungenmit komplizierterenSignalenwertvoll. Für DM-Solitonenist die Gleichung
insofernbedeutend,dassmansieeinerseitsnumerischlösenkann,umeineNäherungfür DM-
Solitonenzu erhalten[2], andererseitszumindesteinenIterationsschrittanalytischausf̈uhren
kann[27]. Insoferngibt die hierhergeleiteteKorrekturersterOrdnungdie Möglichkeit,diese
Verfahrenin Zukunftnochzuverbessern.
Gleichesgilt auchfür die Verfeinerungder Momentenmethode,welcheals zweitesModell
dargestelltwurde.Siebietetsichinsbesonderefür die BeschreibungderPhasean:dieswurde
amBeispielderBetrachtungdesChirpsdeutlich.BeideModellesind,verḧaltnism̈aßigkom-
plex underlaubennurwenigeanalytischeAussagen.Andererseitssindfür ihreHerleitungnur
schwacheVoraussetzungennötig. Insofernmotivierensieauchzuversuchen,mehrInformati-
on überdasSystemzu nutzen,um eingeeignetesModell zufinden.
Die EntwicklungdesPulsesin Hermite-Eigenfunktionenstellt einensystematischenZugang
dar, welcherdavon getragenwird, dassderPulslokalisiertist, dasDM-Solitonsogarin man-
chenFällenselbstsehrgauß̈ahnlichist. Historischstandendabeizun̈achstgemittelteModelle
im Vordergrund,wobeiesunklarwar, welcheVersionderTM-Gleichungen(linearodernicht-
linear)nundiebessereist [21]. In dervorliegendenArbeit wurdegezeigt,dassbeideModelle
dasSystemgleichgut beschreiben.Dennochist sindmit dennichtlinearenTM-Gleichungen
leichteranalytischeResultatezu erzielen,da sich die Wirkung der Nichtlineariẗat schonin
dengewöhnlichenDif ferentialgleichungenzeigtundnichterstbeiHinzunahmederGleichun-
genfür die Entwicklungskoeffizienten.Somit konnteauchmit Hilfe der nichtlinearenTM-
GleichungeneineanalytischeFormelfür dieEnergie-Quasimoment-Charakteristikhergeleitet
werden.Wählt mandie nichtlinearenGleichungen,so kannmandieseCharakteristiksogar
analytischim RahmendergewähltenNäherungbestimmen.
BeidengemitteltenModellenmit Hermite-Entwicklungwaresjedochauchimmernotwendig,
einezus̈atzlicheNäherungeinzuf̈uhren,nämlichdassdieEnergie desPulseshaupts̈achlichin
der nullten Mode,welchedengaußartigenKern desDM-Solitonsdarstellt,konzentriertist.
DieseFeststellungwar der Ausgangspunktfür die EntwicklungdesdynamischenModells,
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welchesein neuesLicht aufdie BedeutungderWahlderTM-Gleichungengeworfenhat.Mit
seinerHilfe wurdeklar, dassdie Wahl der nichtlinearenTM-Gleichungenim Zweimoden-
modell (also nullte und zweite Hermitemode)ein dynamischesVerschwindender zweiten
Modezur Folgehat.Eswurdegezeigt,dassmandiesalsein Verfahrenzur Bestimmungder
TM-Gleichungeninterpretierenkann:Mit Hilfe derLinsentransformationwerdenzus̈atzliche
Funktioneneingef̈uhrt.VonderFreiheit,dieFunktionennachBeliebenwählenzukönnenwird
dannsp̈aterGebrauchgemacht,umdasSystemmöglichststarkzuvereinfachen.Insofernent-
sprichtdanndie WahlderGleichungenfür T undM zusammenmit derLinsentransformation
derWahl einesKoordinatensystems,in demdasDM-Soliton “möglichstgaußartig”beschrie-
benwerdenkann.
Da dasdynamischeModell nur von der Annahmeausgeht,dassdie nullte Mode erheblich
mehrEnergie beinhaltetalsdie höherenModen,ist esauchin derLage,die Pulsausbreitung
innerhalbeinerPeriodedetailliert zu beschreiben,was mit dengemitteltenModellen nicht
möglich ist. DiesedetaillierteBeschreibunginnerhalbeinerPeriodegeschiehtmit Hilfe eines
SystemsgewöhnlicherlinearerDif ferentialgleichungen.Ihre Lösungerlaubteinesehrgute
ApproximationdesperiodischenDM-Solitons.Außerdemkönnensie ebenfallsauf dasAn-
fangswertproblemfür dieAusbreitungeineslokalisiertenEingangssignalsbenutztwerdenund
beschreibenebenfallsdasEntstehenhöhererModenbei EinspeisungeinesreinenGaußpul-
ses.Aus diesemGrundkönnendie gewöhnlichenDif ferentialgleichungendesdynamischen
Modellsauchzur BeschreibungnichtperiodischerPulsein Glasfaserkabelndienen,wasihre
Anwendbarkeitfür diePraxiserweitert.
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In dervorliegendenArbeitwurdenverschiedeneModellezurBeschreibungvonDM-Solitonen
erörtert.Wir habegesehen,dassesdurchgeeigneteApproximationenmöglich ist, die Aus-
breitungeinesPulsesin einemLichtwellenleiterdurcheinfacheModelle zu verstehen.Die
Modellewurdenauf die BeschreibungperiodischerLösungeneinersymmetrischenDispersi-
onsstufeangewandtundeswurdegezeigt,dassmanauf dieseWeisegewisseEigenschaften
der DM-Solitonensogaranalytischverstehenkann.Jetztsollennocheinigeweiterführende
Fragenangesprochenwerden,die von hohemInteressesind,aberin dervorliegendenArbeit
nichtbehandeltwerdenkonnten.
Zum einenist die FragenacheinemmathematischenExistenzbeweisdesDM-Solitonsoffen.
Damit verbundenist die Möglichkeit, dassesnochweitereLösungsfamiliengebenkönnte.
Auch dieTatsache,dasssichdasDM-Soliton in vielerleiHinsichtwie einklassischesSoliton
der integrablenkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungverḧalt, ist erstaunlichund gibt
Anlass,in Hinblick aufeineVerallgemeinerungderInversenStreutransformationzuforschen.
Bez̈uglich derPulsausbreitungin Glasfaserkabelnist in dervorliegendenArbeit gezeigtwor-
den, dassfür einenhinreichendlokalisiertenPuls (was bei einer Einzelpulsausbreitungin
der Glasfaserin der Praxis immer gegebenist), die NLSE durch ein nichtlinearesSystem
zweiergekoppeltergewöhnlicherDif ferentialgleichungenund ein zus̈atzlicheslinearesSy-
stemgewöhnlicherDif ferentialgleichungenerstaunlichgutapproximiertwerdenkann.Da ei-
neweitereVereinfachungkaummöglichscheint,wird manversuchen,andere- für die Praxis
relevante- Effektein diedargestelltenModellemiteinzubeziehen.
Hier gibt esim Wesentlichenzwei wichtigeRichtungen.Die einebeziehtsichaufzus̈atzliche
Termein der Gleichungwie denRamantermoderdenTerm für die Dispersiondritter Ord-
nung,welchewichtigerwerden,wennin derPraxisimmerkürzerePulsebenutztwerden,um
möglichsthoheBitratenzuerhalten.Die ErweiterungderbestehendenModelleist nichttrivial,
dadieumdieseTermeerweiterteNLSEwenigerSymmetrienbesitzt.
Die andereRichtungist die BetrachtungeinesSignals,was ausmehrerenPulsenbesteht.
Durchdie Nichtlineariẗatgibt esaucheineWechselwirkungderPulseuntereinander, in man-
chenParameterbereichenim FalledesModellseinerrealenLine sogareinenichtlineareWech-
selwirkungzwischenSignalunddemVersẗarkerrauschen[24].
Die Tatsache,dassin Glasfasersystemen,welcheauf demPrinzipderDispersionskompensa-
tion basieren,die Nichtlineariẗat zwar klein und dennochwichtig ist, machtdieseSysteme
zu einemParadebeispielfür die Anwendungvon Störungstheorien.Viele deraufgeworfenen
Fragenentstammender Praxis,nämlich dem Ziel, viele Datenschnellzu übertragen.Das
SpannungsfeldzwischenTheorie,numerischenSimulationenund der praktischenAnwend-
barkeitmachendie eigentlicheFaszinationdiesesArbeitsgebietsaus.Letzterelässtauf noch
viele interessanteEntwicklungenin dennächstenJahrenhoffen.
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A. Herleitung der Gleic hung en für höhere Momente

In demvorliegendenAbschnittsollendie Bewegungsgleichungenfür die höherenMomente
derSchr̈odingergleichunghergeleitetwerden.Dazugehenwir vonderNLSEin derForm

iAz � dAtt � c �A � 2A � 0

ausundzerlegendaskomplexeFeldA � z	 t �&� a � z	 t � exp � φ � z	 t �2� in AmplitudeundPhase.Aus
derkubischnichtlinearenSchr̈odingergleichungfolgendannunmittelbardie entsprechenden
Gleichungenfür a undφ:

aaz �  d
∂
∂t
� a2φt �'	 φz � d

att

a
� dφ2

t � ca2 � (A.1)

Bei derHerleitungderBewegungsgleichungenfür die höherenMomentederkubischnicht-
linearenSchr̈odingergleichungwerdenwir auchnochdie entsprechendenAusdr̈uckefür atz

undφtz ben̈otigen:

azt �  3datφtt  2dφtatt  daφttt 	 φzt � d
attta  atatt

a2  2dφtφtt � 2caat � (A.2)

DamitkannmanleichtdieAbleitungennachz vondenMomentenbestimmen.Sofolgt:

d
dz

E � 2 � aazdt �  2d � ∂
∂t
� a2φt � dt � 0 � (A.3)

Die letzte Gleichheitgilt dabeiunter der hier stetsgemachtenAnnahme,dasslokalisierte
Verteilungenbetrachtetwerden,welchefür betragsm̈aßiggroßeZeiten hinreichendschnell
verschwinden.Entsprechendfolgt:

d
dz

T � 2 � t2aazdt �  2d � t2 ∂
∂t
� a2φt � dt � 4d � ta2φtdt � 4dM � (A.4)

Die folgendenRechnungenverlaufenanalog,sindjedochteilweiseaufwendiger.

d
dz

M � 2d � φ2
t a2dt � 2d � a2

t det  c
2
� a4dt � 2dQ � 2dΩ  c

2
P	 (A.5)

d
dz

Q � 4d � φtta
2
t dt  d � φtttta

2dt  c � φtta
4dt 	 (A.6)

d
dz

Ω �  4d � φtta2
t dt � d � φtttta2 	 (A.7)

d
dz

P �  2d � φtta
4dt 	 d

dz
T2 � 8d � t3φta

2dt 	 (A.8)
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d
dz

P2 � 4d � tφta
4dt  2d � t2φtta

4dt 	 (A.9)

d
dz

Ω2 � 4d � � tφt  t2φtt � a2
t dt � d � a2 � t2φtttt � 2tφttt � dt � (A.10)

Nun machenwir denAnsatz,dassdie Phaseim WesentlichendurchdenChirp (die Funktion
vor demt2 in derTaylorentwicklungvon φ) undeineKorrekturhöhererOrdnungin derForm
εβt4 bestimmtist:

φ � z	 t ��� 1
2

ψ � z� t2 � 1
12

εβ � z� t4 � (A.11)

Dieskannmanin dieGleichungenfür die höherenMomenteeinsetzen.Damit folgt dann:

d
dz

Q � 4d � ψΩ � εβΩ2 �  2dεβE  c � ψP � εβP2 �'	 (A.12)

d
dz

Ω �  4d � ψΩ � εβΩ2 � � 2dεβE 	 (A.13)

d
dz

P �  2dψP  2dεβP2 	 d
dz

T2 � 8dψT2 � 8
3

dεβT4 	 (A.14)

d
dz

P2 � 2dψP2  2
3

dεβP4 	 d
dz

Ω2 �  8
3

dεβΩ4 � 6dεβT � (A.15)

In denletztenbeidenGleichungenwurdenzweiweitereMomente,nämlichP4 ��q t4a4dt und
Ω4 � q t4a2

t dt eingef̈uhrt. Zwei weitereRelationenerhaltenwir unmittelbarausdenDefini-
tionenvonM undQ:

M � � ta2φt � � ta2 � ψt � 1
3

εβt3 � dt � ψT � 1
3

εβT2 	 (A.16)

Q � � a2φ2
t dt � � a2 � ψt � 1

3
εβt3 � 2dt � ψ2T � 2

3
ψεβT2 � (A.17)

Hier wurdebei derBerechnungvon Q ein Termder Ordnungε2 vernachl̈assigt.Damit sind
allenotwendigenBewegungsgleichungenfür diehöherenMomentebestimmtworden.
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Ziel diesesAbschnittesist es,die Formeln (3.95), die im Folgendenzur Erinnerungnoch
einmalangeschriebenwerden,�

ρ � : c0N2 �B0 � 2
2 L 2πT � 0 � 1K

1 � y2
	 � τ � : 1

yT � 0� Asinh� y�'	 y � d
2T � 0 � 2

zu begründen.Dabeigehenwir vondenGleichungen

Tz � 4d � z� M 	 Mz � d
T3  N2

T2

und einersymmetrischenDispersionsstufe(2.4) aus,wobei die mittlere Dispersion
�
d � und

dieNichtlineariẗatN2 alsklein angenommenwerden.Damitwird dasProblemeinerStörungs-
rechnungzug̈anglich.

B.1. Lösung des linearen Problems

Die linearenGleichungen

Tz � 4d̃ � z� M 	 Mz � d̃
T3

könnendirekt integriertwerden.Die Lösungist danndurch

T S 0T � z�F� T � 0� 1 � 4

\
R� z�

T � 0 � 2 ] 2 	 M S 0T � z�&� R� z��� T � 0� 3o 1 � 4 r RS zT
T S 0T 2 s 2

(B.1)

gegeben,wobei

R� z�
� �� � dz für 0 � z � 1
4 dz � 1

2d für 1
4 � z � 3

4
dz  d für 3

4 � z � 1
(B.2)

dieakkumuliertelineareDispersiondarstellt.

B.2. Berechnung von
� N2

T �
Da N2 alsklein angenommenwird, gilt wegenR� z�&� R� 12  z� :� N2

T � : � N2

T S 0T � � 2N2 tvu 1
4

0

1

T w 0x/y u 1
4

1
4

1

T w 0x{zn| (B.3)
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Hiermit folgt} N2

T w 0x�~�� 4N2 u 1
4

0

1

T � 0��� 1 y 4 � dz
T w 0x 2 s 2 � N2

T � 0 � 1
y

Asinh� y ��� y � d
2T � 0 � 2 | (B.4)

B.3. Berechnung von
} d
T ~

Die folgendeBestimmungvon
} d
T ~ ist ein wenigaufwendiger. Diesliegt daran,dassmandie

LösungdernichtlinearenGleichungenfür T undM in ersterOrdnungexplizit benutzenmuss.
Dennauf ähnlicheWeisewie ebenerḧalt man} d

T ~�� 4 u 1
4

0

}
d ~� T w 0x � 2 y 2 u 1

2

1
4

2dT w 1x� T w 0x � 3 � 2 u 1
4

0

2dT w 1x� T w 0x � 3 | (B.5)

Hier lässtsichdasersteIntegraldirektbestimmenundesfolgtu 1
4

0

}
d ~� T w 0x � 2 � }

d ~
2d

atn� y�'� y � d
2T � 0 � 2 | (B.6)

Die Schwierigkeitliegt alsoin derBerechnungvon�
: � u 1

2

1
4

2dT w 1x� T w 0x � 3 � u 1
4

0

2dT w 1x� T w 0x � 3 | (B.7)

Um die Integrationauszuf̈uhren,seizun̈achstdieexplizite FormvonT w 1x angeschrieben,wel-
chebereitsin [34] hergeleitetwurde.Im Folgendenschreibenwir zurAbkürzungT̃ � T w 0x�� 1

4 �
undentsprechend̃T w 1x � T w 1x � 1

4 � . DesWeiterenbezeichnenwir zurUnterscheidungdieEin-
schr̈ankungvon T auf erstenAbschnitt für 0 � z � 1

4 mit T1 und entsprechenddie Ein-
schr̈ankungvon T auf den zweitenAbschnitt für 1

4 � z � 1
2 mit T2. Außerdemsei daran

erinnert,dassT stetig,alsoinsbesonderein z � 1
4 stetigist. Mit diesenBezeichnungenfolgt:

2AT w 0x1 � z� T w 1x1 � z� � δb1 � δa1 � T w 0x1 � z��� 2 � c̃1T w 0x1 � z� y 2 � 2A � z � 1
4
� yE� AT̃2 � B�%�� 2δa1 � z � 1

4
� y 2AT̃T̃ w 1x y δa1T̃2 y c̃1T̃ � δb1

2 � AT̃2 � B y
c̃1

2� A
log �2� A � T w 0x1 � z�2� 2 � B y � AT w 0x1 � z�� AT̃2 � B y � AT̃ � �'� (B.8)
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2AT w 0x2 � z� T w 1x2 � z� � δb2 � δa2 � T w 0x2 � z��� 2 � c̃2T w 0x2 � z� y 2 � � 2A � z � 1
4
� yn� AT̃2 � B�m�� � 2δa2 � z � 1

4
� y 2AT̃T̃ w 1x y δa2T̃2 y c̃2T̃ � δb2

2 � AT̃2 � B y
c̃2

2 � A
log ��� A � T w 0x2 � z��� 2 � B y � AT w 0x2 � z�� AT̃2 � B y � AT̃ � �'� (B.9)

wobeifolgendeweitereabk̈urzendeAusdr̈uckeeingef̈uhrtwurden:

A � d2

T̃2 y 4d2M w 0x � B � d2 � (B.10)

δa1 � 2d
}
d ~

T̃2 � 2d2T̃ w 1x
T̃3 y 8d

}
d ~ � M w 0x � 1

4
��� 2 y 8d2M w 0x � 1

4
� M w 1x � 1

4
� � c̃1

T̃
� (B.11)

δa2 � � 2d
}
d ~

T̃2 � 2d2T̃ w 1x
T̃3 � 8d

}
d ~ � M w 0x � 1

4
��� 2 y 8d2M w 0x � 1

4
� M w 1x � 1

4
� � c̃2

T̃
� (B.12)

δb1 � 2d
}
d ~ � δb2 � � 2d

}
d ~ � c̃1 � 2N2d � c̃2 � � 2N2d | (B.13)

Mit Hilfe derRelationT w 0x2 � 12 � z� � T w 0x1 � z� folgt danneineerheblicheVereinfachungfür die
Berechnungvon

�� � 2d u 1
4

0

1

2A � T w 0x1 � z�2� 4 ��� δb2 � δb1 � � � δa2 � δa1 �'� T w 0x1 � z��� 2 � � c̃2 � c̃1 � T w 0x1 � z� y
2 � 2A � z � 1

4
� yE� AT̃2 � B�'� 2 � z � 1

4
�'� δa2 � δa1 � y� δa2 � δa1 � T̃2 � � c̃2 � c̃2 � T̃ � � δb2 � δb1 �

2 � AT̃2 � B y
c̃2 � c̃1

2� A
log �2� A � T w 0x1 � 2 � B y � AT w 0x1 � z�� AT̃2 � B y � AT̃ � � | (B.14)

Aus (B.12,B.13)erḧalt man

δb2 � δb1 � � 4d
}
d ~ � δa2 � δa1 � 4 � N2d

T̃ � d
}
d ~

T � 0 � 2 � � c̃2 � c̃1 � � 4N2d (B.15)

undkannsomit Hilfe von T̃ � T � 0 � � 1 y d2

4T w 0x 4 dieTermein demAusdruckfür
�

erheblich

vereinfachen � δa2 � δa1 � T̃2 � � c̃2 � c̃2 � T̃ � � δb2 � δb1 �
2 � AT̃2 � B � � }

d ~ d
T � 0 � 2 | (B.16)
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Damit lässtsich
�

in derfolgendenFormschreiben� � d
A
� � 4d

}
d ~ I1 � � δa2 � δa1 � I2 y 4dN2I3 y 8A � δa2 � δa1 � I4 y

4A � d
}
d ~

T � 0� 2 � 2N2d

T̃
� I5 y 2 � A � c̃2 � c̃1 � I6 � (B.17)

wobeimanfür dieauftretendenIntegraleIi mit i ��� 1 |)|(| 6 � analytischeAusdr̈uckeerḧalt (wie-
derist y � d

2T w 0x 2)

I1 � u 1
4

0

1� T w 0x1 � z�2� 4 � 1
8T � 0� 4 � 1

1 y y2 y 1
y

atn� y� � � (B.18)

I2 � u 1
4

0

1� T w 0x1 � z�2� 2 � 1
2d

atn� y ��� (B.19)

I3 � u 1
4

0

1� T w 0x1 � z�2� 3 � 1
4T � 0 � 3 1

1 y y2 � (B.20)

I4 � u 1
4

0

z2� T w 0x1 � z��� 4 � T � 0 � 2
16d3 � atn� y� � y

1 y y2 �'� (B.21)

I5 � u 1
4

0

z� T w 0x1 � z�2� 4 � 1
8d2

y2

1 y y2 � (B.22)

I6 � u 1
4

0

z� T w 0x1 � z��� 4 log ���� 2d
T w 0x 2z y � 1 y � 2d

T w 0x 2zs 2

d
2T w 0x 2 y � 1 y d2

4T w 0x 4
���� 

� 1
16dT � 0 � 2 � 1

1 y y2 � 1
y

log� y y � 1 y y2 � � | (B.23)

Setztmandiesein,sofolgt nacheinerReihereinalgebraischerUmformungen� � }
d ~

2T � 0 � 2 � 1 � 1
y

atn� y� � � N2

2T � 0 � t 1� 1 y y2 � 1
y

log � y y � 1 y y2 � z (B.24)

unddamitfür ¡ d
T2 ¢£

d
T2 ¤ � }

d ~
T � 0 � 2 � N2

T � 0� � 1
1 y y2 � 1

y
log � y y � 1 y y2 � � | (B.25)
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DasErgebnislässtsichweitervereinfachen,wennmanber̈ucksichtigt,dassfür denFixpunkt
einersymmetrischenDispersionsstufeein besondererZusammenhangzwischen

}
d ~ und N2

besteht[34]

N2 � }
d ~

T � 0 � 1
2� 1¥ y2 � 1

y log � y y � 1 y y2 � | (B.26)

Damit folgt danndasverblüffendeinfacheErgebnis£
d
T2 ¤ � N2

T � 0 � � 1 y y2 | (B.27)
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C. Die lineare Approximation der E � k � -Kurve

C. Die lineare Appr oximation der E ¦ k § -Kurve

Die analytischeFormelfür die ParametrisierungderAbhängigkeitderEnergie E vomQuasi-
impulsk desDM-Solitonshatdie Form(3.96)

k � y� � Z � y�
N � y� � E � y� � Z̃ � y�

N � y� � (C.1)

mit

Z � y� � 2

}
d ~
d

y t � 1� 1 y y2 y 5
2

1
y

Arcsinh� y� z � (C.2)

Z̃ � y� � 4� π
}
d ~
d � y � N � y� � 2� 1 y y2 � 1

y
Arcsinh� y� | (C.3)

Um eine Approximationfür die lineareE � k � -Kurve zu erhalten,machenwir den Ansatz
E � y�F¨ αk � y� y β. Er soll anderSingulariẗat ζ desNennersN � y� ausgewertetwerden.Dann
gilt

α � lim
y© ζ

E ª«� y�
kª � y� β � lim

y© ζ
� E � y� � E ª«� y�

kª � y� k � y� � | (C.4)

BenutztmandiespezielleStrukturderFunktionenE � y � undk � y� , sofolgt

α � Z̃ � ζ �
Z � ζ � � β � Z̃ ª«� ζ � Z � ζ � � Z ª¬� ζ � Z̃ � ζ �

N ª � ζ � Z � ζ � | (C.5)

Wertetmandie Ausdr̈uckeaus,soerḧalt man

Z ª � ζ � � }
d ~
d

3 y 5ζ2� 1 y ζ23 � Z � ζ � � 8

}
d ~
d

ζ� 1 y ζ2
� (C.6)

Z̃ ª � ζ � � 2 � π
}
d ~� d

1� ζ
� Z̃ � ζ � � 4 � π

}
d ~� d � ζ � (C.7)

N ª � ζ � � 1 � ζ2

ζ � � 1 y ζ23 � (C.8)

unddamitdurchEinsetzendasgewünschteErgebnis

α � � π
2
� d

1 y ζ2

ζ
� β � � π

2

}
d ~� d � ζ � 1 y ζ2 | (C.9)
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T. Scḧafer, andK. H. Spatschek,Variational approach to optical pulsepropagationin
dispersioncompensatedtransmissionsystems, Opt.Comm.151(1998)117–135.
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