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5.3 Parallele Dynamik und Stöße . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6 Transporteigenschaften 75

6.1 Theoretische Modelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.1.1 Langevin Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6.1.2 Quasilineare Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6.1.3 Modell von Rechester und Rosenbluth . . . . . . . . . 80

6.2 Feldlinientransport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.2.1 Topologie des Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6.2.2 Ljapunovexponenten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.2.3 Begrenzte Diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.3 Teilchentransport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

6.3.1 Klassische Transporttheorie . . . . . . . . . . . . . . . 97
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Kapitel 1

Einleitung

Von dem Wunsch geleitet, eine neue Energiequelle für die Menschheit zu er-
schließen, sind in den vergangenen Jahren große experimentelle Fortschritte
auf dem Gebiet der kontrollierten Kernfusion vollbracht worden. Trotzdem
hat es sich herausgestellt, daß die Einschließung eines heißen Plasmas in ma-
gnetische Felder weiterhin schwieriger ist, als ursprünglich angenommen. Aus
einem schlechten magnetischen Einschluß resultieren aber hohe Verlustraten
für Teilchen und Energie, was wiederum direkt zu Belastungsproblemen der
Wände führt [28].

Da das Innere eines Plasmas nur sehr schwer meßtechnisch zu erfassen ist,
herrscht Unklarheit über die Ursachen für diesen erhöhten Transport [12].
Eine Vielzahl von Modellen beschreibt Teilaspekt von Plasmen und liefert
Hinweise und Zusammenhänge, eine endgültige Erklärung steht aber weiter-
hin aus. So wird von vielen Forschern das Problem des

”
anomalen“ Trans-

ports [4, 46] in Fusionsplasmen als das entscheidende Hindernis auf dem Weg
zur Energieerzeugung durch Fusion gesehen.

Ein solches Plasma ist ein komplexes physikalisches System einer großen An-
zahl wechselwirkender geladener Teilchen [3, 51]. Die Bewegungsgleichungen
der einzelnen Teilchen, sowie die zeitliche Entwicklung des elektromagneti-
schen Feldes, sind im Prinzip wohlbekannt, jedoch ist eine direkte numerische
Berechnung eines solchen Systems aufgrund der hohen Anzahl von Teilchen
nicht möglich, weder mit vorhandenen Rechenanlagen noch mit zukünftigen.
Dies ist ein Unterschied zu vielen anderen physikalischen Experimenten. Das
System kann nicht beliebig vereinfacht oder verkleinert werden. Es ist nicht
möglich nur einzelne Atome zur Fusion zu bringen (zumindest nicht, wenn
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

man dabei auch noch nutzbare Energie gewinnen möchte), man benötigt so-
fort ein komplexes System. Andererseits sind aber auch die Größenskalen
im Experiment nicht so deutlich getrennt, daß es möglich wäre statistische
Näherungen ohne Schwierigkeiten zu verwenden. Zusammen mit der schwie-
rigen oder teilweise unmöglichen Bestimmung von für die Theorie wichtigen
Größen, wie dem elektromagnetischem Feld im Inneren eines Plasmas, ist
die Entwicklung einer umfassenden theoretischen Beschreibung eines solchen
Systems eine gewaltige Herausforderung.

So werden neben einigen verschiedenen selbstkonsistenten Flüssigkeitsmo-
dellen [15, 50, 60] auch Teilchenbilder verwendet [21, 31, 33, 47], die die
Wechselwirkungen der Teilchen untereinander entweder gar nicht oder nur
statistisch berücksichtigen. Dieser letzteren Klasse von Modellen sind auch
die in dieser Arbeit durchgeführten Untersuchungen zuzuordnen. Durch die
Gyration der Teilchen im Magnetfeld, mit durchwegs kleinen Radien, fin-
det eine starke Kopplung zwischen Verlauf der Feldlinien und der Bewegung
der Teilchen statt. Man kann also das Problem erheblich reduzieren, indem
man den Verlauf der Feldlinien als dominanten Anteil betrachtet. Von diesem
Verlauf weichen die Mittelpunkte der Gyrationsbewegung der Teilchen durch
Driften und Stöße ab. Beides läßt sich berücksichtigen, so daß aus der Dy-
namik der Feldlinien, auf die der Teilchen zurück geschlossen werden kann.
Aufgrund der kleinen Gyrationsradien ist die Ersetzung der Teilchenpositio-
nen durch die der Gyrationszentren unkritisch und für die Rechnung von
großem Vorteil, da die auf einer sehr schnellen zeitlichen Skala stattfindende
Gyration vernachlässigt werden kann [38].

Das Problem ist dadurch im wesentlichen auf die Verfolgung von Feldlinien
des einschließenden Magnetfeldes reduziert [52]. Allerdings kann ein solches
Modell aufgrund der fehlenden Rückwirkung der Teilchen auf das elektro-
magnetische Feld keine Effekte beschreiben, die auf einem solchen Austausch
beruhen. Diese Arten von Instabilitäten lassen sich nur in einem selbstkon-
sistenten Flüssigkeitsbild des Plasmas behandeln. Dafür hat man aber die
Möglichkeit den Einfluß der Geometrie und den von statischen Störungen
des Magnetfeldes auf die Bewegungen der einzelnen Teilchen sehr detailliert
zu studieren [2]. Diese Informationen sind dann wiederum wichtige Ausgangs-
punkte zur Verbesserung von Flüssigkeitsbildern, so daß insgesamt ein immer
konsistenteres und genaueres Modell für Hochtemperaturplasmen entsteht.

Dabei ergeben sich die makroskopischen Größen der Flüssigkeitsmodelle aus
entsprechend gewichteten Mittelwerten über Ensembles von mikroskopischen
Teilchen. Die eigentlich interessierenden Größen enthalten also keine Informa-
tionen über individuelle Teilchen mehr, sondern nur noch Informationen über
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die Statistik vieler Teilchenbewegungen. Deshalb ist es nicht nötig tatsächlich
jede einzelne Teilchenbahn exakt zu berechnen, es reicht wenn das Mittel über
viele Bahnen die gleiche Statistik liefert [59]. Dies reduziert den Rechenauf-
wand erheblich, da es genügt die exakten Bahnen der Teilchen hinreichend
genau anzunähern. Man kann also die Integration der Teilchenbahnen durch
eine Abbildung ersetzen. Dadurch entsteht natürlich zum einen das Problem,
eine solche Abbildung zu finden, und zum anderen das Problem, die Äquiva-
lenz von untersuchtem System und Abbildung zu zeigen.

Hierbei stellt es sich als vorteilhaft heraus, daß das Magnetfeld aufgrund sei-
ner Divergenzfreiheit als ein Hamiltonsches System formuliert werden kann,
wobei eine der Feldkoordinaten die Rolle der Zeit übernimmt [23, 34]. Die
Verfolgung von Feldlinien ist also gleichbedeutend mit einer zeitlichen Inte-
gration des korrespondierenden Hamiltonschen Systems. Dadurch können auf
Hamiltonsche Systeme spezialisierte Verfahren verwendet werden. Unter die-
sen befindet sich eine besonders gute Klasse von Integratoren, nämlich die
der symplektischen Integratoren. Diese zeichnen sich durch hervorragende
Stabilität und sehr getreue Abbildung des Phasenraums des zugrundeliegen-
den Systems aus [17, 30]. Und, was in diesem Zusammenhang von größter
Bedeutung ist, auch dafür, daß diese Eigenschaften selbst bei großen Schritt-
weiten lange erhalten bleiben [32]. Hierdurch besteht die Möglichkeit einen
solchen Integrator als Abbildung zu

”
mißbrauchen“. Auch das Problem, die

Äquivalenz zwischen Abbildung und System zu zeigen, ist damit auf triviale
Weise gelöst, da man die Schrittweite kontinuierlich reduzieren und somit
von der Abbildung fließend zur numerischen Integration wechseln kann. Der
Nachteil, daß die Ableitung eines solchen Integrators mit erheblichem ma-
thematischen Aufwand verbunden ist, wird durch die Güte des erhaltenen
Integrators mehr als kompensiert. Außerdem ist es möglich ein konstrukti-
ves Verfahren für die Ableitung solcher Integratoren für in der Plasmaphysik
relevante Systeme anzugeben.

Dies zu demonstrieren, damit Transportgrößen zu berechnen und die Be-
ziehungen zu anderen Ansätzen und Methoden zu vergleichen, ist das er-
klärte Ziel dieser Arbeit. Der Aufbau beginnt deshalb zuerst mit einem ein-
fachen analytischen Referenzmodell einer begrenzten Diffusion (Kapitel 2)
als grundlegendster Möglichkeit Transportphänomene zu beschreiben. Der
klassische Ansatz einer unbegrenzten Diffusion ist in der Plasmaphysik nicht
angebracht, da die Längenskalen nicht unterschiedlich genug sind, als daß
man die Begrenzungen des Systems vernachlässigen könnte. Anhand die-
ses einfachen analytischen Modells läßt sich im Vergleich mit den numerisch
berechneten Transportgrößen die Frage beantworten, ob und unter welchen
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Einschränkungen die Bewegung von Feldlinien als diffusiv bezeichnet werden
kann.

Anschließend werden zuerst die mathematischen Methoden zur Ableitung
symplektischer Integratoren im Detail untersucht (Kapitel 3) und diese Me-
thoden dann zur Überprüfung der Korrespondenz zwischen der von Ba-
lescu [6] vorgeschlagenen Tokamap und dem korrespondierenden Hamilton-
schen System verwendet (Kapitel 4). Hieraus ergeben sich interessante Rück-
schlüsse über die spezielle Methode der Ableitung von Abbildung durch die
Verwendung von δ-Funktionen in Hamiltonschen Systemen. Außerdem wird
gezeigt, wie gut oder schlecht eine solche zeitlich lokalisierte Störung auch
eine zeitlich ausgedehnte Störung beschreiben kann.

Auf diesen Erkenntnissen aufbauend wird dann ein realistisches Hamilton-
sches System zur Berechnung von Transportgrößen beschrieben (Kapitel 5),
ein symplektischer Integrator dafür abgeleitet und die Ergebnisse mit de-
nen aus der Literatur und dem anfangs vorgestellten analytischen Modell
verglichen (Kapitel 6). Hieraus lassen sich einige wichtige grundlegende Aus-
sagen über den durch Feldlinien erzeugten Transport in Fusionsexperimenten
gewinnen. Die erhaltenen Ergebnisse werden abschließend nochmals in kom-
pakter Form zusammengefaßt.



Kapitel 2

Diffusionsmodelle

Einer der einfachsten Ansätze zur Beschreibung von Transportphänomenen
ist die Annahme eines Diffusionsprozesses. Aufgrund äußerst anschaulicher
Formeln lassen sich auf diese Weise leicht Diffusionskoeffizienten berechnen.
Bei genauerer Betrachtung stellen sich diese Koeffizienten jedoch oft mehr
als Zufallszahlen heraus denn als sinnvolle Transportgrößen. Insbesondere ist
die Angabe von Diffusionskoeffizienten zweifelhaft, wenn künstlich Zeitskalen
eingeführt werden, weil das System begrenzt ist und deshalb für lange Zeiten
kein lineares Anwachsen der Varianz zeigen kann.

2.1 Random Walk

Hat man eine zufällige, von der momentanen Position nicht abhängige, Be-
wegung in einem unendlich ausgedehnten System vorliegen, so geht der zeit-
abhängige Diffusionskoeffizient

D(t) =
〈r(t)− r(0)〉2

2t

für große Zeiten gegen einen konstanten Wert und man erhält

D = lim
t→∞

D(t)

11



12 KAPITEL 2. DIFFUSIONSMODELLE

als den Diffusionskoeffizient, welcher das gegebene System charakterisiert.
Für viele Systeme ist dies eine ausreichende Methode zur Charakterisierung
des Transports. Die praktische Berechnung ist oft mit großem Aufwand ver-
bunden, weil der Diffusionskoeffizient als Limes gegen eine unendlich späte
Zeit definiert ist und in vielen Fällen nur langsam gegen diesen Wert konver-
giert.

Auch das Ensemblemittel stellt eine langsam konvergierende Funktion dar,
in diesem Fall eine Monte-Carlo-Integration, und geht mit 1/

√
N gegen den

korrekten Wert. Dies bedeutet die Berechnung von vielen Testteilchen im
System für lange Zeiten. Im Falle eines ergodischen Systems, sind Ensemble-
und Zeitmittel austauschbar, was meist zu einer schnelleren Konvergenz der
Grenzwerte führt.

2.2 Diffusion mit Grenzen

Hat man nun jedoch ein räumlich begrenztes System vorliegen, so konvergiert
der zeitabhängige Diffusionskoeffizient stets gegen 0, da die Varianz begrenzt
ist. Oft wird dann eine

”
charakteristische“ Zeit gewählt, um für den Koeffi-

zienten eine von 0 verschiedene Zahl zu erhalten. Diese Zeit ist jedoch völlig
willkürlich, weswegen auch der Aussagewert so berechneter Koeffizienten in
hohem Maße fragwürdig bleibt. Um dieses Problem zu umgehen, ist es nötig,
die Begrenzung des Systems von Anfang an mit in die Berechnung einzube-
ziehen [22].

Aufgrund der endlichen Größe jedes Experiments in der Plasmaphysik, liegt
nie der Idealfall eines unbegrenzten Systems vor. Auch näherungsweise ist
dieser Fall nicht gegeben, da die Skalen für Teilchenbewegungen im System
und dem System selber nur um eine bis zwei Größenordnungen getrennt
sind. Deshalb sind Transportberechnungen auf der Basis eines unendlich aus-
gedehnten Systems wenig realistisch. Im folgenden soll daher als einfaches
analytisches Referenzmodell für die späteren Berechnungen die Diffusions-
gleichung für ein begrenztes System gelöst werden.

2.2.1 Differentialgleichung

Ausgehend von Kontinuitätsgleichung und der Annahme, daß der Dichte-
fluß im System linear vom Gradienten der Dichte abhängt, ergibt sich die
bekannte Differentialgleichung
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∂t u(ψ, t) = D(t) · ∂2
ψ u(ψ, t)

für ein diffusives System. Zwecks besserer Anschaulichkeit ist das System
eindimensional gewählt. Die Erweiterung auf mehrere Dimensionen ist trivial.
Außerdem wird für Vergleiche mit Berechnungen des radialen Transports in
Fusionsexperimenten kein mehrdimensionales Modell benötigt.

Weiterhin ist der Diffusionskoeffizient zeitabhängig gewählt, um auch sub-
oder superdiffusive Systeme beschreiben zu können, bei denen sich der Diffu-
sionskoeffizient aufgrund des Systems selber zeitlich ändert. Dies ist nicht zu
verwechseln mit der bereits beschriebenen Zeitabhängigkeit des numerisch
berechneten Diffusionskoeffizienten, der gegen den tatsächlichen zeitunab-
hängigen Wert konvergiert. Im einen Fall handelt es sich um eine Systemei-
genschaft, im anderen um eine numerische Schwierigkeit.

2.2.2 Randbedingungen

Um die Erhaltung der Dichte des Systems zu garantieren, muß an den ein-
zuführenden Rändern der Fluß der Dichte verschwinden. Physikalisch in-
terpretiert entspricht dies reflektierenden Wänden. Da der Fluß gemäß den
Annahmen proportional dem Gradienten der Dichte ist, bedeutet dies, daß

∂ψ u(0, t) = ∂ψ u(∆, t) = 0 , ψ ∈ [0;∆]

ist. Das System ist also auf das Intervall [0;∆] eingeschränkt.

Zur Bestimmung der Lösung muß die Dichte im Raum fouriertransformiert
werden, weswegen es sinnvoll ist, das System rein formal auf eine periodische
und gerade Funktion

u(−ψ, t) = u(ψ, t)

zu erweitern. Dadurch erweitert sich das Intervall für ψ auf den Bereich
[−∆;∆] und u(ψ, t) kann durch eine reine Kosinusreihe dargestellt werden.
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2.2.3 Anfangsbedingung

Da das System keine Translationsinvarianz mehr besitzt, hängt die zeitliche
Entwicklung der Anfangsbedingungen von der Startposition der Testteilchen
ab. Dies ist leicht zu verstehen, wenn man einmal ein Testteilchen am Rande
des Intervalls betrachtet und eins in der Mitte. Das Teilchen in der Mitte
benötigt einige Zeit, bis es überhaupt etwas von der Existenz der Wand
bemerken kann, während das Teilchen am Rand bereits von Anfang an nur
eine mögliche freie Richtung besitzt.

Dieser Effekt ist deutlich in der zeitlichen Entwicklung der Varianz zu erken-
nen. Eine, von einem kleinen Bereich des Phasenraums gestartete Population
von Testteilchen, zeigt eine vom Ort des Startpunktes abhängige zeitliche
Entwicklung, die sich von der Entwicklung von anderen Startpunkten aus
unterscheidet. Dies ist ein erster wichtiger Unterschied, der auf jeden Fall bei
der Analyse solcher Systeme berücksichtigt werden muß.

Im Rahmen des hier untersuchten eindimensionalen Modells starten alle Test-
teilchen von einer Position aus, womit sich die Dichte

u(ψ, 0) = δ(ψ0 − ψ) + δ(ψ0 + ψ)

ergibt, wobei ψ0 eine frei wählbare Startposition darstellt. Um die geforderte
Symmetrie der Dichte zu gewährleisten, muß zu der gewünschten Startposi-
tion auch noch die dazugehörende negative besetzt werden.

2.2.4 Fouriertransformation

Wie bei der Diffusion in einem grenzenlosen System läßt sich auch in diesem
Fall die Differentialgleichung im Fourierraum lösen. Durch die räumliche Be-
grenzung ergibt sich jedoch kein Fourierintegral, sondern die diskrete Summe

u(ψ, t) =
a0(t)

2
+

∞∑
k=1

ak(t) · cos
(
k ·π ·ψ
∆

)

für die Berechnung der Dichte aus den Fourierkoeffizienten. Diese wiederum
sind durch die Rücktransformation mit



2.2. DIFFUSION MIT GRENZEN 15

ak(t) =
1

∆

+∆∫
−∆

dψ cos

(
k ·π ·ψ
∆

)
· u(ψ, t)

eindeutig bestimmt. Aufgrund der Wahl von u(ψ, t) als gerade Funktion,
könnte das Integral auch nur über positive ψ-Werte berechnet werden. In
dem Fall muß natürlich dann auch der Vorfaktor verdoppelt werden.

Überprüfung der Randbedingungen

Ersetzt man die Dichte durch ihre Rücktransformation aus dem Fourierraum,
so läßt sich direkt zeigen, daß die geforderten Randbedingungen durch die
getroffene Wahl der Transformation automatisch erfüllt werden:

∂ψ u(ψ, t)

∣∣∣∣
ψ=±∆,0

= ∂ψ

[
a0(t)

2
+

∞∑
k=1

ak(t) · cos
(
k ·π ·ψ
∆

)] ∣∣∣∣
ψ=±∆,0

=

=
∞∑
k=1

−ak(t) · k ·π
∆

· sin
(
k ·π ·ψ
∆

) ∣∣∣∣
ψ=±∆,0

= 0

Diese müssen daher nicht mehr separat berücksichtigt werden, sondern sind
bereits in der fouriertransformierten Darstellung mit eingebaut. Der entschei-
dende Punkt ist hierbei, daß sich die Dichte als reine Kosinussumme dar-
stellen läßt. Deshalb auch die Erweiterung der Dichte auf eine gerade und
periodische Funktion.

Transformierte Anfangsbedingungen

Neben dem Nachweis, daß die Randbedingungen erfüllt sind, muß nun noch
für die spätere explizite Angabe der Lösung, die im Ortsraum gegebene An-
fangsbedingung in den Fourierraum transformiert werden. Statt konstanter
Koeffizienten, wie im unbegrenzten System, ergibt sich

ak(0) =
1

∆

+∆∫
−∆

dψ cos

(
k ·π ·ψ
∆

)
·
(
δ(ψ0 − ψ) + δ(ψ0 + ψ)

)
=
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=
2

∆
· cos
(
k ·π ·ψ0

∆

)

als ein von der Startposition abhängiger Fourierkoeffizient. Man erkennt auch
an dieser Stelle deutlich, daß die Position an der man die Testteilchen aus-
setzt, einen wichtigen Einfluß auf die spätere Lösung ausübt.

2.2.5 Fouriertransformation der Differentialgleichung

Nachdem nun alle nötigen Vorarbeiten abgeschlossen sind, kann die Differen-
tialgleichung im Ortsraum in die transformierte im Fourierraum umgeschrie-
ben werden. Die linke Seite der Differentialgleichung mit der Zeitableitung
liefert

1

∆

+∆∫
−∆

dψ cos

(
k ·π ·ψ
∆

)
·∂t u(ψ, t) = ∂t 1

∆

+∆∫
−∆

dψ cos

(
k ·π ·ψ
∆

)
·u(ψ, t) = ∂t ak(t)

und als zweiter Schritt folgt nun die etwas aufwendigere Transformation der
Ortsableitungen. Dabei fallen die eckigen Klammern bei den partiellen Inte-
grationen einmal aufgrund der Randbedingungen und einmal aufgrund der
Verwendung einer reinen Kosinussumme weg.

1

∆

+∆∫
−∆

dψ cos

(
k ·π ·ψ
∆

)
·D(t) · ∂2

ψ u(ψ, t) =

=
D(t)

∆

[
cos

(
k ·π ·ψ
∆

)
· ∂ψ u(ψ, t)

]+∆

−∆

+ · · ·

· · · +
D(t)

∆

+∆∫
−∆

dψ
k ·π
∆

· sin
(
k ·π ·ψ
∆

)
· ∂ψ u(ψ, t) =

=
D(t)·k ·π
∆2

[
sin

(
k ·π ·ψ
∆

)
· u(ψ, t)

]+∆

−∆

− · · ·
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· · · − D(t)·k ·π
∆2

+∆∫
−∆

dψ
k ·π
∆

· cos
(
k ·π ·ψ
∆

)
· u(ψ, t) =

= −k
2 ·π2

∆2
·D(t) · ak(t)

Setzt man diese Teile wieder zusammen, so ergibt sich die transformierte
Differentialgleichung des Systems im Fourierraum:

∂t ak(t) = −k
2 ·π2

∆2
·D(t) · ak(t)

2.2.6 Analytische Lösung

Diese Differentialgleichung läßt sich analytisch lösen. Mit

D̃(t) =

t∫
0

dt′ D(t′)

lautet die Lösung der Differentialgleichung im Fourierraum:

ak(t) = ak(0) · exp
{
−k

2 ·π2

∆2
· D̃(t)

}
=

=
2

∆
· cos
(
k ·π ·ψ0

∆

)
· exp

{
−k

2 ·π2

∆2
· D̃(t)

}

Hieraus erhält man nach Rücktransformation in den Ortsraum die zeitliche
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte

u(ψ, t) =
1

∆
·
[
1 +

∞∑
k=1

exp

{
−k

2 ·π2

∆2
· D̃(t)

}
· · · ·

· · · ·
(
cos

(
k ·π ·(ψ0 − ψ)

∆

)
+ cos

(
k ·π ·(ψ0 + ψ)

∆

))]
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des begrenzten Systems. Durch den Exponentialfaktor konvergiert die Sum-
me über k sehr schnell, selbst wenn D̃(t) eine kleine Zahl ist. Für den Ver-
gleich dieser Verteilung mit numerisch berechneten Verteilungen benötigt
man noch die Verteilungsfunktion U(ψ, t). Auch dieses Integral über die
Wahrscheinlichkeitsdichte kann analytisch berechnet werden.

U(ψ, t) =

ψ∫
0

dψ′ u(ψ′, t) =

=
ψ

∆
+

∞∑
k=1

1

k ·π · exp
{
−k

2 ·π2

∆2
· D̃(t)

}
· · · ·

· · · ·
(
sin

(
k ·π ·(ψ0 + ψ)

∆

)
− sin

(
k ·π ·(ψ0 − ψ)

∆

))

Aus dieser analytisch gegebenen Verteilungsfunktion und einer numerisch
gewonnenen kann nun mittels eines Kolmogorov-Smirnov-Tests der Korrela-
tionsgrad der beiden Verteilungen bestimmt werden.

2.2.7 Momente der Wahrscheinlichkeitsdichte

Neben der Wahrscheinlichkeitsdichte und der Verteilungsfunktion selber sind
auch die statistischen Momente des Systems von Interesse, um sie mit denen
eines numerisch berechneten Systems zu vergleichen. Um aber eine Aussa-
ge über die Gleichheit des zugrundeliegenden Transportprozesses treffen zu
können, ist immer ein Vergleich der Verteilungsfunktionen aussagekräftiger,
da verschiedene Verteilungen durchaus ähnliche Momente besitzen können.
Manchmal ist jedoch die Berechnung der Verteilungsfunktion numerisch zu
aufwendig, so daß man auf einen Vergleich der zeitlichen Entwicklung der
verschiedenen statistischen Momente der Verteilung zurückgreifen muß.

Diese lassen sich ebenfalls analytisch berechnen und unter Einführung der
Koeffizienten

αk(t) =
1

π2 ·k2
· exp

{
−k

2 ·π2

∆2
· D̃(t)

}
· cos
(
k ·π ·ψ0

∆

)

in einer kompakten Form aufschreiben.
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Normierung

Durch die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich für das nied-
rigste Moment

<u(ψ, t)>ψ =

∆∫
0

dψ u(ψ, t) = 1

stets der gewünschte Wert 1 für die Gesamtwahrscheinlichkeit.

Erwartungswert

Der Mittelwert der Verteilung

<ψ ·u(ψ, t)>ψ =

∆∫
0

dψ ψ ·u(ψ, t) = ∆

2
+

∞∑
k=1

2 ·∆ · αk(t) ·
(
(−)k − 1) =

=
∆

2
−

∞∑
n=1

4 ·∆ · α2n−1(t)

ändert sich dagegen im Laufe der Zeit von der Anfangsposition der Testteil-
chen zum Mittelwert ∆/2, welcher sich bei einer gleichförmigen Verteilung
der Dichte über das gesamte zur Verfügung stehende Intervall ergibt. Bei
einem Diffusionsprozeß in einem unbegrenzten System wäre auch dieses Mo-
ment zeitlich konstant geblieben. Durch die in endlicher Entfernung liegen-
den Ränder des Systems entsteht jedoch je nach Startposition anfangs eine
Asymmetrie, welche sich erst für lange Zeiten in eine Gleichverteilung über
das gesamte Intervall verwandelt.

2. Moment

Zur Berechnung der Varianz, einer mit numerischen Daten leicht vergleich-
baren Größe, wird das zweite Moment
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<ψ2 ·u(ψ, t)>ψ =

∆∫
0

dψ ψ2 ·u(ψ, t) = ∆2

3
+

∞∑
k=1

4 ·∆2 · αk(t) · (−)k

der Wahrscheinlichkeitsdichte benötigt. Auch dieses Moment strebt für un-
endlich lange Zeiten gegen den für eine gleichmäßige Verteilung über das zur
Verfügung stehende Intervall zu erwartenden Wert.

Varianz

Neben dem Mittelwert einer Verteilung, welcher eine Aussage über die Posi-
tion der Verteilung im Intervall beschreibt, ist auch die Varianz von großer
Bedeutung, da sie angibt, wie lokalisiert die Testteilchen um die durch den
Mittelwert beschriebene Position verteilt sind. Obwohl die Varianz damit
nicht direkt vom Anfangsort abhängt, ergibt sich doch eine unterschiedli-
che Zeitabhängigkeit, da die Testteilchen nahe am Rand eine längere Zeit
benötigen, sich über das gesamte Intervall zu verteilen, als Testteilchen aus
der Mitte des Intervalls. Aus den bereits berechneten Momenten ergibt sich
unmittelbar die Varianz

σ2(t) = <ψ2 ·u(ψ, t)>ψ − (<ψ ·u(ψ, t)>ψ

)2
=

=
∆2

12
+

∞∑
n=1

4 ·∆2 · α2n(t) +

( ∞∑
n=1

4 ·∆ · α2n−1(t)

)2

und auch hier strebt der Grenzwert für lange Zeiten gegen den einer Gleich-
verteilung über das Intervall. Insbesondere ist dieser Grenzwert unabhängig
von der Startposition, weshalb man dadurch bei numerisch berechneten Ver-
teilungen die Größe des verfügbaren Intervalls berechnen kann. Die Mitte
des Intervalls ergibt sich aus dem Grenzwert des Erwartungswertes. Damit
verbleibt lediglich der Diffusionskoeffizient selber als unbekannte Größe und
muß für einen Vergleich passend gewählt werden.

2.3 Konstanter Diffusionskoeffizient

Der sicherlich interessanteste Fall ist der eines konstanten Diffusionskoeffi-
zienten. Insbesondere der Vergleich zwischen einer unbegrenzten Diffusion
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mit konstantem Diffusionskoeffizienten und einer begrenzten zeigt auf, wie
unterschiedlich beide Systeme sich verhalten können und wie schnell man zu
falschen Ergebnisse kommen kann, wenn man ein begrenztes System

”
nähe-

rungsweise“ als unbegrenzt betrachtet. Das Integral

D̃(t) =

t∫
0

dt′ D = D · t

über den Diffusionskoeffizienten ist trivial zu berechnen und liefert zusam-
men mit der bereits angegebenen analytischen Lösung die vollständige Be-
schreibung des untersuchten Systems. Sämtliche Momente, die Wahrschein-
lichkeitsdichte und die Verteilungsfunktion können mit exakter Orts- und
Zeitabhängigkeit angegeben werden. Somit steht die vollständige Informati-
on über das System zum Vergleich mit anderen Systemen zur Verfügung.

2.4 Zeitabhängiger Diffusionskoeffizient

Neben einer Diffusion mit einem konstanten Koeffizienten gibt es auch Syste-
me, die einen stärkeren (superdiffusiv) oder schwächeren Transport (subdif-
fusiv) als ein diffusives System zeigen. Für viele dieser Systeme kann gezeigt
werden, daß ein solches Verhalten durch einen zeitabhängigen Diffusionskoef-
fizienten beschrieben werden kann. Oft besteht die Zeitabhängigkeit lediglich
in einem einfachen Potenzgesetz. In diesem Fall ergibt sich

D̃(t) =

t∫
0

dt′ D · tβ = D · t
1+β

1 + β

als Lösung. Will man nun versuchen numerisch gegebene Daten mit einem
solchen System zu vergleichen, so muß neben dem eigentlichen Diffusionsko-
effizienten D auch noch der Exponent β bestimmt werden.

2.5 Verschobene Verteilungen

Da man in der Praxis selten ein System finden wird, das genau zwischen
den Grenzen 0 und ∆ eingesperrt ist, soll hier auch noch der durch eine
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Verschiebung entstehende Unterschied untersucht werden. Sei die verscho-
bene Verteilung v = u + δ gegeben, so ergibt sich für das erste Moment
< v > = < u > + δ erwartungsgemäß auch nur eine lineare Verschiebung.
Die Varianz ist dagegen von einer Verschiebung unabhängig.

σ2 = <v2> − <v>2 = <u2> − <u>2

Möchte man lediglich die Diffusionskoeffizienten zweier Systeme vergleichen,
so braucht man also keine Rücksicht auf eine eventuelle Verschiebungen der
beiden Verteilungen zueinander zu berücksichtigen.

2.6 Grenzfall für ∆ → ∞

Wählt man die Größe des Intervalls für ψ größer und größer, so sollten die
hier erhaltenen Formeln in die eines unbegrenzten Systems übergehen. Dies
läßt sich beispielhaft an der Wahrscheinlichkeitsdichte zeigen. Die Summe
über k wird im Grenzfall eines unendlichen Parameters ∆ zu einem Integral,
welches sich analytisch lösen läßt und die bekannte Gaußverteilung eines
unbegrenzten Systems liefert.

lim
∆→∞

u(ψ, t) =

= lim
∆→∞

1

π

∞∑
k=1

π

∆
· exp

{
−k

2 ·π2

∆2
· D̃(t)

}
· · · ·

· · · ·
(
cos

(
k ·π ·(ψ0 − ψ)

∆

)
+ cos

(
k ·π ·(ψ0 + ψ)

∆

))
=

=
1

π

∞∫
0

dx exp

{
−D̃(t) · x2

}
·
[
cos

(
(ψ0 − ψ) · x

)
+ cos

(
(ψ0 + ψ) · x

)]
=

=

√
1

4·π ·D̃(t) ·
(
exp

{
−(ψ − ψ0)

2

4·D̃(t)

}
+ exp

{
−(ψ + ψ0)

2

4·D̃(t)

})



Kapitel 3

Symplektische Integratoren

Aus einem gegebenen zeitlich kontinuierlichen System eine Abbildung zu kon-
struieren, ist keine triviale Aufgabe [1, 19]. Eine Möglichkeit besteht darin,
eine Abbildung zu

”
erraten“ und diese durch Vergleich mit dem numerisch

integrierten System zu rechtfertigen. Auf diese Weise sind viele bekannte
Abbildungen gefunden worden.

In dieser Arbeit soll im Gegensatz dazu der Versuch unternommen werden,
ein Verfahren aufzustellen, das eine direkte Ableitung einer Abbildung aus ei-
nem kontinuierlichen System erlaubt. Die Idee ist dabei einfach: Man nehme
einen hochwertigen numerischen Integrator und mißbrauche ihn als Abbil-
dung, indem man die Schrittweite sehr groß wähle.

Damit diese Methode funktionieren kann, muß der Integrator das untersuch-
te System möglichst genau beschreiben [11, 57]. Für Hamiltonsche Systeme,
auf welche sich dieses Verfahren beschränkt, kann dies durch symplektische
Integratoren erreicht werden [56]. Diese approximieren das untersuchte Sy-
stem nicht durch eine Entwicklung der Bewegungsgleichungen in der Zeit
(wie dies zum Beispiel bei Runge-Kutta-Verfahren der Fall wäre), sondern
approximieren das gewünschte Hamiltonsche System durch ein analytisch ex-
akt gelöstes, welches mit abnehmender Schrittweite gegen das ursprüngliche
konvergiert.

Hierdurch werden wesentliche wichtige Eigenschaften des Phasenraums des
untersuchten Systems sehr detailliert abgebildet. Die Erhaltung aller Poin-
caré-Invarianten des ursprünglichen Hamiltonschen Systems ist eine dieser
Eigenschaften. Die Trajektorien des

”
echten“ Systems werden dadurch fast

23
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perfekt getroffen. Der Fehler liegt hauptsächlich in der Geschwindigkeit, mit
der die Trajektorie im Phasenraum durchlaufen wird.

Da zum Berechnen von Transportgrößen in einem System über viele An-
fangsbedingungen gemittelt wird, ist ein

”
Phasenfehler“ (also ein Fehler in

der Geschwindigkeit, mit der eine Trajektorie durchlaufen wird) weniger kri-
tisch als ein Fehler in der Position der Trajektorie. Solange das Abbild des
Phasenraums statistisch korrekt wiedergegeben wird, kann die Schrittweite
erhöht werden. Durch die speziellen Eigenschaften symplektischer Integra-
toren ist dies über einen großen Bereich von Schrittweiten gegeben. Diese
Genauigkeit kann jederzeit dadurch überprüft werden, daß die selbe Rech-
nung mit einer kleineren Schrittweite wiederholt wird. Der Übergang von der
Integration zur Abbildung ist fließend.

3.1 Hamiltonsche Systeme

Viele physikalische Systeme lassen sich in der Hamiltonschen Formulierung
beschreiben. Daher bedeutet die Einschränkung auf selbige keinen zu großen
Verlust an Anwendbarkeit. Auch für in der Plasmaphysik relevante Systeme
existieren solche Ansätze.

Der Formalismus zur Ableitung eines symplektischen Integrators für ein sol-
ches System wird im folgenden aus der Formulierung der Bewegungsgleichun-
gen mittels Differentialoperatoren gezeigt [62]. Diese Ableitung könnte auch
mit Hilfe der Liealgebra durchgeführt werden, wodurch die Schreibweise zwar
kompakter, dafür aber auch weniger durchsichtig wäre [27]. Außerdem sei in
diesem Zusammenhang auch auf ein Buch [49] über die numerische Lösung
Hamiltonscher Systeme verwiesen.

3.1.1 Zeitabhängige Systeme

Da der Formalismus nur auf zeitunabhängige Hamiltonfunktionen anwend-
bar ist, muß deshalb zuerst dieser allgemeinere Fall behandelt werden. Geht
man von einer zeitabhängigen Hamiltonfunktion Ht(p, q, t) aus, so kann man
durch Erweiterung des Phasenraums um ein zusätzliches Paar kanonisch kon-
jugierter Variablen (nämlich t und pt) eine neue, nun zeitunabhängige, Ha-
miltonfunktion aufstellen. Dabei ist zu beachten, daß t im neuen System eine
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Ortskoordinate im Phasenraum darstellt und nicht mehr die Zeit. Die Zeit
im neuen System sei deshalb mit τ bezeichnet.

Das neue System läßt sich sehr einfach aus dem alten berechnen, indem man
den neuen Impuls pt zur ursprünglichen Hamiltonfunktion addiert.

H(p, pt, q, t) = Ht(p, q, t) + pt

Als erstes kann man nun verifizieren, daß sich die beiden Zeiten t und τ
lediglich um eine Konstante unterscheiden können.

ṫ =
dt

dτ
=
∂H

∂pt
= 1 woraus folgt, daß t = τ + const.

Mit Hilfe dieses Zusammenhangs zwischen beiden Zeitskalen läßt sich nun
ebenfalls zeigen, daß auch die Bewegungsgleichungen für die übrigen kano-
nisch konjugierten Variablen invariant bleiben.

ṗ =
dp

dτ
=

dp

dt
· dt
dτ

=
dp

dt
und somit

dp

dt
= −∂H

∂q
sowie

q̇ =
dq

dτ
=

dq

dt
· dt
dτ

=
dq

dt
und

dq

dt
=

∂H

∂p

Durch die Umformung ist das zeitabhängige in ein zeitunabhängiges System
transformiert worden. Wir könne deshalb für die weitere Herleitung ohne Be-
schränkung der Allgemeinheit von einer zeitunabhängigen Hamiltonfunktion
ausgehen.

3.1.2 Zeitunabhängige Systeme

Tritt die Zeit in der untersuchten Hamiltonfunktion nicht explizit auf, so ist
der Wert der Hamiltonfunktion konstant. Die Gesamtenergie des Systems
stellt also eine Erhaltungsgröße dar. Diese kann somit als Kontrollgröße ver-
wendet werden, um die Genauigkeit der verwendeten numerischen Näherun-
gen abzuschätzen.
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Ausgehend von der Hamiltonfunktion H(p, q) und den bekannten dazu ge-
hörenden Bewegungsgleichungen

ṗ = −∂H
∂q

und q̇ =
∂H

∂p

definieren wir die Poissonklammer in üblicher Weise

{F,G} = ∂F
∂q

· ∂G
∂p

− ∂F
∂p

· ∂G
∂q

und fassen damit die Bewegungsgleichungen für p und q zu einer einzigen
für z = (p, q) zusammen:

ż =

(
−∂H
∂q
,
∂H

∂p

)
=

(
∂p

∂q
· ∂H
∂p

− ∂p
∂p

· ∂H
∂q

,
∂q

∂q
· ∂H
∂p

− ∂q
∂p

· ∂H
∂q

)
=

= ({p, H}, {q, H}) = {(p, q), H}

Damit erhält man eine sehr kompakte und für Orte und Impulse einheitliche
Schreibweise der Bewegungsgleichungen:

ż = {z, H}

Diese kann man durch die Einführung des Differentialoperators DG

DG · F = {F,G}

in die folgende Form umschreiben

ż = DH · z ,

welche im weiteren für die Ableitung benötigt wird.
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3.1.3 Formale Lösung

Die soeben aufgestellte Differentialgleichung läßt sich formal durch

z(t) = exp {t ·DH} · z(0)

lösen, wobei die Tatsache benötigt wird, daß H eine Erhaltungsgröße des
Systems ist und damit DH formal zeitunabhängig [27]. Dies ist der Grund
für die anfangs beschriebene Notwendigkeit der Transformation auf zeitun-
abhängige Systeme.

3.2 Genäherte Lösungen

Die weiteren Formeln für die Ableitung von Integratoren beruhen nun dar-
auf, den Differentialoperator DH als Summe aus Differentialoperatoren zu
schreiben und dann die Summe in der Exponentialfunktion durch ein Pro-
dukt aus Exponentialfunktionen anzunähern. Die einzelnen Produktterme
werden dabei so gewählt, daß sie analytisch lösbare Einzelsysteme darstel-
len. Der Integrator besteht also aus einer geschickten Hintereinanderreihung
von analytischen Lösungen einfacherer Hamiltonscher Systeme.

3.2.1 Näherung für Summen

Ein große Anzahl von Hamiltonschen Systemen läßt sich in Summen aus
Hamiltonfunktionen aufspalten, die jede für sich genommen analytisch inte-
grabel sind. Als ein Beispiel seien Hamiltonfunktion des Typs

H(z) = T (p) + V (q)

erwähnt. Spaltet man diese Systeme in kinetischen und potentiellen Anteil
auf, so erhält man zwei Einzelsysteme, die jedes für sich gesehen trivial inte-
grabel sind, weil jeweils nur eine der beiden kanonisch konjugierten Variablen
vorkommt.

Natürlich ist eine solche Aufspaltung nicht auf zwei Summanden begrenzt,
sondern kann von der allgemeinen Form
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H(z) = H1(z) +H2(z) + . . . =
∑
i

Hi(z)

sein. Setzt man dies in die Bewegungsgleichungen ein, so ergibt sich aufgrund
der Linearität der Poissonklammer ebenfalls eine Summe

DH · z = {z, H} = {z,
∑
i

Hi} =
∑
i

{z, Hi} =
∑
i

DHi · z

über die einzelnen, den
”
Unter“-Hamiltonfunktionen zugeordneten Operato-

ren. Die formale Lösung

z(t) = exp

{
t ·
∑
i

DHi

}
· z(0)

bildet nun die Grundlage, auf der eine näherungsweise Lösung des Systems
berechnet werden kann. Da es sich bei den DHi um Differentialoperatoren
handelt, kann die Summe im Exponenten nicht einfach in ein Produkt aus
Exponentialfunktionen umgewandelt werden.

Dies wäre wünschenswert, da H(z) ja gerade in einer Weise aufgeteilt wur-
de, daß die Bewegungsgleichungen für alle Hi(z) analytisch gelöst werden
können. Mit anderen Worten ist die Lösung

z(t) = exp {t ·DHi} · z(0)

für jedes Teilsystem bekannt. Die Kunst besteht nun darin die exakte Form
mit einer Summe über alle Teilsysteme im Exponenten, möglichst gut durch
eine Form zu approximieren, die lediglich aus Produkten von Exponential-
funktionen mit einzelnen Teilsystemen im Exponenten besteht.

Eine mögliche Lösung [27] ist, mit der Hälfte der Schrittweite die Integratoren
der Einzelsysteme auf die Anfangsbedingungen anzuwenden und danach noch
einmal dasselbe in umgekehrter Reihenfolge durchzuführen. Diese Lösung

z(t) = S2(t) · z(0) +O(t3) =
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=

[
N∏
i=1

exp
{
t/2 ·DHi

}] ·
[

1∏
i=N

exp
{
t/2 ·DHi

}] · z(0) +O(t3)

stellt einen symplektischen Integrator zweiter Ordnung S2(t) dar. Mit der
Bezeichnung O(tn) ist dabei keine Ordnungsangabe im Sinne einer Taylor-
entwicklung gemeint, sondern bis zu welcher Ordnung in t die Kommutatoren
der einzelnen Differentialoperatoren eliminiert wurden.

Die Korrektheit dieser Lösung für zwei Teilsysteme läßt sich leicht mit Hilfe
der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

exp{X} · exp{Y } =
= exp

{
X + Y +

1

2
[X, Y ] +

1

12
([X,X, Y ] + [Y, Y,X]) + . . .

}

mit [X, Y ] = X · Y − Y ·X , [X,X, Y ] = [X, [X, Y ]] , . . .

zeigen. Dabei werden alle Terme von dritter und höherer Ordnung in t ver-
nachlässigt. Durch die gewählte Reihenfolge der Anordnung der einzelnen
Differentialoperatoren heben sich die Kommutatoren von zweiter Ordnung
in t gegeneinander auf.

exp
{
t/2 · A

} · exp {t/2 ·B} · exp{t/2 · B} · exp {t/2 ·A} =
= exp

{
t/2 · A

} · exp {t · B} · exp{t/2 · A} =
= exp

{
t/2 · A

} · exp{t · B + t
2
· A+ t

2

4
[B,A]

}
+O(t3) =

= exp

{
t · (A+B) + t

2

4
[B,A] +

1

2

[
t

2
· A, t · B + t

2
· A
]}

+O(t3) =

= exp

{
t · (A+B) + t

2

4
[B,A] +

t2

4
[A,B] +

t2

8
[A,A]

}
+O(t3) =

= exp {t · (A +B)}+O(t3)

Aus dieser Form kann man nun durch vollständige Induktion auf eine belie-
bige Anzahl Teilsysteme schließen. Die obige Form stellt dabei den Rekursi-
onsanfang dar. Zusätzlich setzen wir voraus, daß die Formel
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exp

{
t ·

N∑
i=2

Ai

}
=

N∏
i=2

exp
{
t/2 ·Ai

} · 2∏
i=N

exp
{
t/2 · Ai

}
+O(t3)

für N − 1 Teilsysteme gilt und schließen daraus auf N .

N∏
i=1

exp
{
t/2 · Ai

} · 1∏
i=N

exp
{
t/2 · Ai

}
=

= exp
{
t/2 · A1

} · N∏
i=2

exp
{
t/2 · Ai

} · 2∏
i=N

exp
{
t/2 · Ai

} · exp {t/2 · A1

}
=

= exp
{
t/2 · A1

} · exp
{
t ·

N∑
i=2

Ai

}
· exp{t/2 · A1

}
+O(t3) =

exp

{
t ·

N∑
i=1

Ai

}
+O(t3)

Damit erhalten wir das gewünschte Endergebnis

N∏
i=1

exp
{
t/2 · Ai

} · 1∏
i=N

exp
{
t/2 ·Ai

}
= exp

{
t ·

N∑
i=1

Ai

}
+O(t3)

und den Beweis für die Korrektheit der Form für den bereits angegebenen
symplektischen Integrator zweiter Ordnung. Interessanterweise kann nun aus
dem Integrator zweiter Ordnung, ein Integrator vierter Ordnung gewonnen
werden, und aus diesem wiederum ein Integrator sechster Ordnung und so
weiter.

Die Rekursionsformel

S2n+2(t) = S2n(λ1 · t) · S2n(λ0 · t) · S2n(λ1 · t)

mit λ0 = − 2
1/(2n+1)

2− 21/(2n+1)
und λ1 =

1

2− 21/(2n+1)
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ist dabei wiederum sehr ähnlich der Form für den Integrator zweiter Ordnung
aufgebaut. Jedoch sind die Größen der Zeitschritte diesmal anders gewählt.
Sie ergeben sich aus den Bedingungen

λ0 + 2 · λ1 = 1 und λ2n+1
0 + 2 · λ2n+1

1 = 0 ,

welche sich wiederum aus der Gesamtlänge eines Zeitschritts und den Vor-
faktoren der einzelnen Kommutatoren höherer Ordnungen in t herleiten. Der
Beweis hierfür findet sich in [62].

Beispiel Physikalisches Pendel

Zur Veranschaulichung der Methode und ihrer Leistungsfähigkeit eignet sich
sehr gut das Physikalische Pendel. Der kritische Teil des Phasenraums dieses
Systems sind Trajektorien nahe der Separatrix. Die Qualität eines Integra-
tors läßt sich also darin messen, wie dicht die Anfangsbedingungen an der
Separatrix gewählt werden können, ohne daß ein unphysikalisches Verhalten
auftritt.

Abbildung 3.1 zeigt schematisch die Problematik. Je nach gewählter An-
fangsbedingung schwingt das Pendel entweder durch oder es pendelt zwischen
seinen zwei Umkehrpunkten. Ein Wechsel zwischen diesen beiden getrennten
Bereichen des Phasenraums ist nicht möglich. Ein guter Integrator sollte also
ebenfalls diese Eigenschaft besitzen und nicht die Separatrix überqueren, wie
dies in der Abbildung gezeigt ist.

Dies klingt trivial, ist aber ein ernsthaftes numerisches Problem. Verwendet
man zum Beispiel ein Runge-Kutta-Verfahren zur Integration, so muß man
die Anfangsbedingungen mehrere Größenordnungen weiter entfernt von der
Separatrix wählen, als bei dem hier nun beispielhaft abgeleiteten symplekti-
schen Integrator [22, 65]. Da die Periodendauer bei Annäherung an die Sepa-
ratrix gegen ∞ geht, ist somit auch das Verhältnis zwischen der maximalen,
mit einem Integrator erreichten, Periodendauer und der harmonischen, für
kleine Schwingungen genäherten, eine direkte Anzeige der Qualität des Inte-
grators. Für den hier abgeleiteten Integrator beträgt das Verhältnis ≈ 4.4.

Um nun die Gleichungen für den Integrator aufzustellen, muß die Hamilton-
funktion für das physikalische Pendel
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p

t

Korrekte Lösung

schlechter Integrator

Abbildung 3.1: Vergleich von korrekter Lösung und schlechtem Integrations-
verfahren [22]

H = H1 +H2 , H1 =
p2

2
, H2 = −k · cos(q) und k = 1/4

zuerst in integrable Anteile aufgespalten werden. Es bietet sich bei diesem
Problem an, in den kinetischen und in den potentiellen Anteil aufzuspalten.
Nun muß für beide Untersysteme die analytische Lösung bestimmt werden,
was bei dieser Aufteilung natürlich trivial ist. Für das erste Teilsystem H1

erhält man die Bewegungsgleichungen

ṗ = −∂H1

∂q
= 0 und q̇ =

∂H1

∂p
= p

mit der Lösung

p(t) = p(0) und q(t) = q(0) + t · p(0)

und für H2 analog
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ṗ = −∂H2

∂q
= −k · sin(q) und q̇ =

∂H2

∂p
= 0

als Bewegungsgleichung mit

p(t) = p(0)− k · t · sin (q(0)) und q(t) = q(0)

als Lösung. Aus diesen analytischen Lösungen der Teilsysteme baut man nun
den symplektischen Integrator nach der hergeleiteten Näherungsformel

S2(∆t) = exp
(
∆t/2 ·DH1

) · exp (∆t ·DH2) · exp
(
∆t/2 ·DH1

)
zusammen und erhält

p(t) = p(0)− t · k · sin (q(0) + t/2 · p(0)
)

und

q(t) = q(0) + t · p(0)− t
2

2
· k · sin (q(0) + t/2 · p(0)

)

als Formeln für die numerische Integration des Systems, um es von der Zeit 0
zur Zeit t zu integrieren, wobei t die Größe des Zeitschrittes der Integration
ist. Zum Vergleich kann man nun noch das System in harmonischer Näherung

H =
p2

2
− k · cos(q) ≈ p2

2
− k + k · q

2

2

lösen und erhält

q(t) = cos
(√
k · t
)

als Lösung und damit

T =
2 · π√
k
= 4 · π ≈ 12.57
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als Periodendauer des Systems für kleine Auslenkung um die stabile Ruhe-
lage. Die Abbildungen 3.2, 3.3 und 3.4 zeigen das Ergebnis der Integration
mit diesem Integrator für verschiedene Anfangsbedingungen und Abbildung
3.5 zeigt einen berechneten Phasenraumplot mit zusätzlichen Anfangsbedin-
gungen. Dabei ist anzumerken, daß die Separatrix aus zwei überlagerten und
mit dem Auge nicht mehr zu trennenden Anfangsbedingungen entstanden
ist, nämlich p = 1 − 10−11 und p = 1 + 10−11. Trotz dieser optisch nicht
mehr zu trennenden Distanz liegen beide Trajektorien in verschiedenen Be-
reichen des Phasenraums und verweilen dort auch für alle Zeiten. Daran kann
man deutlich erkennen, wie gut der symplektische Integrator die Struktur des
Phasenraums des tatsächlichen Systems abbildet.

3.2.2 Bedeutung des Kommutators

Um ein Gefühl für den bei dieser Form der numerischen Näherung gemachten
Fehler zu bekommen, ist es wichtig, die Rolle des Kommutators genauer zu
untersuchen. Sowie bei einem klassischen Integrationsverfahren die Restglie-
der der Taylorentwicklung der Bewegungsgleichungen nach der Zeit Ordnung
für Ordnung eliminiert werden, um zu höheren Ordnungen im Integrator zu
gelangen, so macht man dies analog bei symplektischen Integratoren mit den
Kommutatoren der einzelnen Differentialoperatoren. Die interessante Frage
ist dabei, welche physikalische Interpretation einem solchen Kommutator ent-
spricht. Zuerst läßt sich zeigen, daß der Kommutator ebenfalls wieder einem
Differentialoperator entspricht.

[DH1, DH2 ] · z =
= (DH1 ·DH2 −DH2 ·DH1) · z =
= {{z,H2} , H1} − {{z,H1} , H2} =
=
{
zq ·H(2)

p
− zp ·H(2)

q
, H1

}− {zq ·H(1)
p

− zp ·H(1)
q
, H2

}
=

=
[
zqq ·H(2)

p
+ zq ·H(2)

pq
− zpq ·H(2)

q
− zp ·H(2)

qq

] ·H(1)
p

− · · ·
· · · − [zpq ·H(2)

p
+ zq ·H(2)

pp
− zpp ·H(2)

q
− zp ·H(2)

pq

] ·H(1)
q

− · · ·
· · · − [zqq ·H(1)

p
+ zq ·H(1)

pq
− zpq ·H(1)

q
− zp ·H(1)

qq

] ·H(2)
p
+ · · ·

· · · +
[
zpq ·H(1)

p
+ zq ·H(1)

pp
− zpp ·H(1)

q
− zp ·H(1)

pq

] ·H(2)
q
=

= zq ·
[
H(2)

pq
·H(1)

p
−H(2)

pp
·H(1)

q
−H(1)

pq
·H(2)

p
+H(1)

pp
·H(2)

q

]− · · ·
· · · − zp ·

[
H(2)

qq
·H(1)

p
−H(2)

pq
·H(1)

q
−H(1)

qq
·H(2)

p
+H(1)

pq
·H(2)

q

]
=
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= zq ·
[(
H(1)
p

·H(2)
q

)
p
− (H(2)

p
·H(1)

q

)
p

]
− · · ·

· · · − zp ·
[(
H(1)
p

·H(2)
q

)
q
− (H(2)

p
·H(1)

q

)
q

]
=

= zq ·
[
H(2)

q
·H(1)

p
−H(2)

p
·H(1)

q

]
p
− · · ·

· · · − zp ·
[
H(2)

q
·H(1)

p
−H(2)

p
·H(1)

q

]
q
=

= zq · {H2, H1}p − zp · {H2, H1}q = {z, {H1, H2}} = D{H2,H1} · z

Nun kann man noch die Tatsache ausnutzen, daß die Poissonklammer einer
Hamiltonfunktion mit sich selber verschwindet und damit das Ergebnis

{H2, H1} = {H2, H1 +H2} = {H2, H} = H(2)
q

·Hp −H(2)
p

·Hq =

= H(2)
q

· q̇ +H(2)
p

· ṗ = H(2)
q

· q̇ +H(2)
p

· ṗ+H(2)
t =

d

dt
H2 = Ḣ2

erhalten, welches zeigt, daß der Kommutator

[DH1, DH2 ] = D{H2,H1} = DḢ2
= D−Ḣ1

eng mit dem Energieübertrag zwischen den jeweiligen Teilsystemen verknüpft
ist. Dies bestätigt, daß der Fehler bei der Integration praktisch ausschließlich
ein Phasenfehler ist. Trägt man den Wert der Gesamthamiltonfunktion auf,
so erkennt man für größere Schrittweiten immer stärkere Oszillationen in der
Gesamtenergie des Systems. Diese Oszillationen nehmen ebenfalls, wie nicht
anders zu erwarten, stark mit der Ordnung des Integrators ab. Aufgrund
der physikalischen Bedeutung des Kommutators ist daher die Gesamtenergie
des Systems ein guter Kontrollparameter für die Integration, da er praktisch
direkt die Größe des Integrationsfehlers anzeigt.

3.2.3 Näherung für Produkte

Bereits die Unterteilung einer Hamiltonfunktion in Summanden macht eine
Vielzahl von Systemen diesem Formalismus zugänglich. Jedoch ist dies nicht
immer möglich (insbesondere nicht bei den in dieser Arbeit interessierenden
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Systemen aus der Plasmaphysik), weshalb es nötig ist, den Formalismus auch
auf Produkte aus Untersystemen zu erweitern. Dies geschieht analog zur
vorherigen Herleitung. Ausgehend von der Hamiltonfunktion

H = H1 ·H2

setzt man die Definition des Differentialoperators ein und erhält mit

DH · F = {F,H} = {F,H1 ·H2} = ∂F
∂q

· ∂(H1 ·H2)

∂p
− ∂F
∂p

· ∂(H1 ·H2)

∂q
=

= H1

[
∂F

∂q
· ∂H2

∂p
− ∂F
∂p

· ∂H2

∂q

]
+H2

[
∂F

∂q
· ∂H1

∂p
− ∂F
∂p

· ∂H1

∂q

]
=

= H1 ·DH2 · F +H2 ·DH1 · F

eine ähnliche Form wie für Summen aus Hamiltonfunktionen. Damit lassen
sich alle bisher beschriebenen Methoden auch auf Produkte von Hamilton-
funktionen übertragen. Ausgehend von dem soeben gefundenen Zusammen-
hang

DH1·H2 = H1 ·DH2 +H2 ·DH1

kann aus der formalen Lösung der Bewegungsgleichungen

z(t) = exp {t ·DH} · z(0) = exp {t · (H1 ·DH2 +H2 ·DH1)} · z(0) =

= exp

{
H · t
H2

·DH2 +
H · t
H1

·DH1

}
· z(0)

die genäherte Lösung

z(t) ≈ exp

{
H · t
2 ·H1

·DH1

}
· exp

{
H · t
H2

·DH2

}
· exp

{
H · t
2 ·H1

·DH1

}
· z(0)
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des Problems analog der für Summen angeben werden. Das Ergebnis für das
Produkt zweier Hamiltonfunktionen kann sehr einfach auch auf eine Form
für das Produkt von N Hamiltonfunktionen

H =
N∏
i=1

Hi

erweitert werden und man erhält

z(t) ≈
[

N∏
i=1

exp

{
H · t
2 ·Hi

·DHi

}]
·
[

1∏
i=N

exp

{
H · t
2 ·Hi

·DHi

}]
· z(0)

in völliger Analogie zur Form für Summen von Teilsystemen.

Der entscheidende Unterschied zwischen den Formen für Summen und Pro-
dukte besteht darin, daß die Größe der eingesetzten Zeitschritte für Produk-
te nicht mehr unabhängig vom System durch feste Koeffizienten beschrieben
wird, sondern im Verhältnis der Einzelenergien der Untersysteme gewichtet
werden muß.

Dies hat eine Reihe von Konsequenzen für die Qualität des resultierenden
Integrators. Die gravierendste ist, daß die Kommutatoren nicht mehr exakt
gegeneinander eliminiert werden, da sich der Wert der Koeffizienten während
eines Integrationsschrittes langsam ändert. Dies bricht die für Summen aus
Hamiltonfunktionen vorhandene Zeitumkehrinvarianz. Der Integrationschritt
bleibt aber trotzdem symplektisch, da ja weiterhin die analytischen Lösun-
gen der Teilsysteme verwendet werden, lediglich die Größe der verwendeten
Zeitschritte wird modifiziert.

Eine weiteres Problem ist, daß der Fall, in dem alle Energie aus einem Teilsy-
stem abgezogen wird, berücksichtigt werden muß. Dies ist nicht schwierig, da
in diesem Fall das entsprechende System quasi aus der Hamiltonfunktion ver-
schwindet. Bei allen im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten numerischen
Berechnungen haben sich diese Komplikationen als unbedeutend erwiesen,
jedoch bedarf es sicher noch vieler weiterer Untersuchungen, um ein umfas-
sendes Verständnis dieser Probleme zu erreichen.
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Beispiel

An einem einfachen analytisch vollständig lösbaren System soll auch diese
Methode demonstriert werden. Das Hamiltonsche System

H = H1 ·H2 , H1 = p , H2 = q

besitzt die Bewegungsgleichungen

ṗ = −∂H
∂q

= −p und q̇ =
∂H

∂p
= q

und die Lösung

p(t) = p(0) · exp{−t} und q(t) = q(0) · exp{t}

mit exponentiell ansteigendem Ort und exponentiell abfallendem Impuls. Um
die Qualität der Näherung zu prüfen, betrachten wir die Hamiltonfunktion
als Produkt aus zwei Untersystemen und berechnen den dazugehörigen sym-
plektischen Integrator.

Zuerst betrachtet man die Bewegungsgleichungen

ṗ = −∂H1

∂q
= 0 und q̇ =

∂H1

∂p
= 1

für H1 mit der Lösung

p(t) = p(0) und q(t) = q(0) + t

und danach die für H2

ṗ = −∂H2

∂q
= −1 und q̇ =

∂H2

∂p
= 0

mit der Lösung
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Abbildung 3.6: Vergleich der analytischen Lösung mit dem symplektischen
Integrator in Abhängigkeit der Schrittweite

p(t) = p(0)− t und q(t) = q(0) .

Gemäß der aufgestellten Näherungsformel

S2(∆t) = exp

{
H ·∆t
2 ·H1

·DH1

}
· exp

{
H ·∆t
H2

·DH2

}
· exp

{
H ·∆t
2 ·H1

·DH1

}

ergibt sich der symplektische Integrator

p(t) = p(0) · 2− t
2 + t

und q(t) = q(0) · 2 + t
2− t

als Näherung für das betrachtete System. Da die analytische Lösung des Pro-
blems bekannt ist, kann man direkt vergleichen, wie gut der symplektische
Integrator die korrekte Lösung beschreibt (Abbildung 3.6). Erwähnenswert
ist in diesem Zusammenhang noch, daß die Gesamtenergie des Systems exakt
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erhalten bleibt, wie sich durch einfaches Einsetzen der Formel in die Hamil-
tonfunktion verifizieren läßt.

H = p(t) · q(t) = p(0) · q(0)

3.2.4 Verallgemeinerung für Summen und Produkte

Genauso wie man eine Form für eine Summe oder ein Produkt von Hamilton-
funktionen ableiten kann, ist es auch möglich dies für eine Hamiltonfunktion
zu tun, die aus einer Mischung von Summen und Produkten besteht.

Beispielsweise läßt sich sehr einfach für die Hamiltonfunktion

H = H1 +H2 ·H3 , H23 = H2 ·H3

der Differentialoperator

DH · F = {F,H1 +H2 ·H3} = {F,H1}+H23

(
1

H2
{F,H2}+ 1

H3
{F,H3}

)

in seine Bestandteile zerlegen und aus der erhaltenen Form

DH = DH1 +H23

(
1

H2

DH2 +
1

H3

DH3

)

die genäherte Lösung

z(t) ≈ exp

{
t

2
·DH1

}
· exp

{
H23 · t
2 ·H2

·DH2

}
· exp

{
H23 · t
H3

·DH3

}
· · · ·

· · · · exp
{
H23 · t
2 ·H2

·DH2

}
· exp

{
t

2
·DH1

}
· z(0)

für das gegebene System ermitteln. Die hier beispielhaft vorgestellte Hamil-
tonfunktion entspricht der Struktur nach den im Rahmen dieser Arbeit un-
tersuchten Systemen in der Plasmaphysik. Der abgeleitete Integrator wurde
für die numerische Berechnung dieser Systeme erfolgreich eingesetzt.
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Tokamap

Um die bekannten Schwächen der Standardabbildung [10, 20, 42, 43] zu um-
gehen, wurde von Balescu eine verbesserte Abbildung vorgeschlagen [6]. Die-
ser Abbildung liegt ein

”
gekicktes“ Hamiltonsches Modellsystem zugrunde.

Das System besteht aus einem integrablen Anteil und einer nur zu diskreten
Zeiten wirksamen Störung. Daher ist dieses System ein interessanter Test
für die Leistungsfähigkeit symplektischer Integratoren, da eine δ-Funktion
numerisch genähert werden muß.

Weiterhin besteht die Möglichkeit, die Lokalisierung der Störung bei der nu-
merischen Berechnung in eine breitere Verteilung übergehen zu lassen. Da-
durch läßt sich beurteilen, wie gut eine solche

”
mathematisch künstliche“

Störung eine wirkliche, in der Zeit verteilt wirkende, annähern kann. Letzt-
endlich kann erst ein solcher Vergleich die Benutzung lokalisierter Störungen
in der Ableitung von Abbildungen rechtfertigen.

4.1 Korrespondierende Hamiltonfunktion

Um, im Vergleich zur Standardabbildung, zu einer realistischeren Beschrei-
bung von Transportmechanismen in einem toroidalen Magnetfeld zu gelan-
gen, müssen einige wichtige topologische Eigenschaften eines solchen Feldes
berücksichtigt werden. Die Hamiltonfunktion

H =

ψ∫
dψ′ W (ψ′)− K

(2π)2
· A · ψ
1 + A · ψ · cos(2π · θ) · f(t)

43
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besteht aus einem integrablen Anteil W (ψ), der ein frei wählbares q-Profil
erlaubt, und einer nichtlinearen und nichtintegrablen Störung. Diese Störung
ist so gewählt, daß die magnetische Achse ψ = 0 invariant bleibt. Dies ist
physikalisch nötig, da im ungestörten System ψ ∼ r2 ist und damit keine
negativen Werte für ψ auftreten dürfen [6]. Dies ist, neben dem realistischen
q-Profil, die Hauptverbesserung zur Standardabbildung. Der Parameter A
wurde für alle Vergleichsrechnungen 1 gesetzt.

Damit ergeben sich die Bewegungsgleichungen

ψ̇ = −∂H
∂θ

= −K
2π

· A · ψ
1 + A · ψ · sin(2π · θ) · f(t)

θ̇ =
∂H

∂ψ
= W (ψ)− K

(2π)2
· A

(1 + A · ψ)2 · cos(2π · θ) · f(t)

in allgemeiner Form. Zur weiteren analytischen und numerischen Auswer-
tung müssen nun noch Angaben über das gewünschte q-Profil und über die
Funktion f(t), die die zeitliche Abhängigkeit der Störung beschreibt, gemacht
werden.

4.1.1 q-Profil

Experimentell wurden für verschiedene Parameter bei Entladungen sehr un-
terschiedliche Verscherungen des Magnetfeldes gefunden. Von quadratisch
ansteigenden bis zu sogenannten

”
reversed-shear“ Profilen, bei denen das q-

Profil außerhalb des zentralen Minimums weitere Extrema besitzt. Im Rah-
men dieses Vergleichs wird das Profil

W (ψ) =
1

1 + d · ψ mit d = 3

benutzt, welches in Experimenten für bestimmte Typen von Entladungen
gefunden werden kann. Der Wert d = 3 entspricht dabei der magnetischen
Konfiguration im Fusionsexperiment TEXTOR-94 in Jülich [26].

4.1.2 Herleitung der Tokamap

Da der allgemeine Fall einer kontinuierlichen Zeitabhängigkeit nicht analy-
tisch gelöst werden kann, wird die Zeitabhängigkeit
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f(t) =

∞∑
k=−∞

δ(k − t)

als Summe über δ-Funktionen gewählt, so daß die Störung nur zu diskreten
Zeiten auf das System einwirken kann. Dadurch erhält man direkt als Lösung

ψn+1 = ψn − K

2π
· A · ψn+1

1 + A · ψn+1
· sin(2π · θn)

θn+1 = θn +W (ψn+1)− K

(2π)2
· A

(1 + A · ψn+1)2
· cos(2π · θn)

oder eine zweite ähnliche Form, wobei die Indizes n + 1 und n so verteilt
werden, daß die Jakobideterminante der Abbildung 1 ist und die Abbildung
damit flächentreu. Diese Bedingung liefert jedoch keine eindeutige Lösung,
weshalb es eine zweite äquivalente Form gibt, bei der einige Indizes vertauscht
sind. Der Unterschied besteht darin, daß in einem Fall der Grenzübergang
der Annäherung an die δ-Funktionen von kleineren und im anderen Fall von
größeren Werten kommend durchgeführt wird.

Genau in diesem einseitigen Grenzübergang liegt auch ein gravierendes Pro-
blem der Herleitung der Tokamap verborgen. Der Störterm hängt sowohl
vom Impuls als auch vom Ort ab, aber beide Werte müssen zu verschiede-
nen Zeiten betrachtet werden, um eine flächentreue Abbildung zu erhalten.
Dies ist zwar, von einem mathematischen Standpunkt, aus der Herleitung er-
klärbar, physikalisch jedoch fragwürdig. Eine solche Trennung der Zeitpunkte
der Auswertung, der in einem einzigen Störterm vorkommenden Variablen,
läßt sich mit einem kontinuierlichen Grenzübergang nicht erreichen.

Die erhaltene implizite Form kann mit Hilfe der Funktion

P (ψn, θn) = 1− A · ψn +
K

2π
· A · sin(2π · θn)

in die explizite Form

ψn+1 =
1

2 · A
{√

P (ψn, θn)2 + 4 ·A · ψn − P (ψn, θn)
}

θn+1 = θn +W (ψn+1)− K

(2π)2
· A

(1 + A · ψn+1)2
· cos(2π · θn)
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umgeschrieben werden. Dies ist für die Auswertung von großem Vorteil, da
die Abbildung dadurch direkt und ohne Iterationen berechnet werden kann.

4.1.3 Symplektischer Integrator

Um den durch eine zeitlich diskret angenommene Störung erzeugten Fehler
näher zu untersuchen und um die Qualität der abgeleiteten Formeln zur Auf-
stellung eines symplektischen Integrators zu testen, wird das Hamiltonsche
System in Untersysteme

H = H1 +H2 ·H3 , H23 = H2 ·H3

aufgeteilt. Diese lauten

H1 =

ψ∫
dψ′ W (ψ′) + pt

H2 =
K

(2π)2
· A · ψ
1 + A · ψ

H3 = − cos(2π · θ) · f(t)

und beinhalten bereits die Erweiterung des Phasenraums, um ein formal
zeitunabhängiges Gesamtsystem zu erhalten. Für die Zeitabhängigkeit kann
prinzipiell jede mögliche gegen eine δ-Funktion konvergierende Funktion be-
nutzt werden. Die Summe über Gaußfunktionen

f(t, a) =
∞∑

k=−∞

a√
π
· exp{−a2 · (t− k)2}

bietet hierbei die Möglichkeit eines kontinuierlichen Grenzübergangs zum
zeitlich diskreten System der Abbildung. Auch die Summe über Kosinus-
funktionen

f(t, n) =

n∑
k=−n

cos(2π · k · t)
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kann diese Anforderung erfüllen, jedoch besteht hier das Problem, daß n ei-
ne ganze Zahl darstellt und damit kein kontinuierlicher Übergang möglich
ist. Weiterhin oszilliert die Funktion mit steigendem n immer stärker in der
Umgebung der Maxima und wird dadurch für eine numerische Auswertung
immer ungünstiger. Dieser Unterschied ist deutlich aus den beiden Abbildun-
gen 4.1 und 4.2 der genäherten δ-Funktionen ersichtlich. Deshalb wurde die
Summe der Gaußfunktionen anstelle der Kosinussumme für die Berechnung
der Vergleichsdaten verwendet.

Für H1 ergeben sich die Bewegungsgleichungen

ψ̇ = −∂H1

∂θ
= 0 , θ̇ =

∂H1

∂ψ
= W (ψ)

ṗt = −∂H1

∂t
= 0 , ṫ =

∂H1

∂pt
= 1

mit den Lösungen

ψ(τ) = ψ(0) , θ(τ) = θ(0) + τ ·W (ψ(0))

pt(τ) = pt(0) , t(τ) = t(0) + τ

und für H2 analog

ψ̇ = −∂H2

∂θ
= 0 , θ̇ =

∂H2

∂ψ
=

K

(2π)2
· A

(1 + A · ψ)2

ṗt = −∂H2

∂t
= 0 , ṫ =

∂H2

∂pt
= 0

mit

ψ(τ) = ψ(0) , θ(τ) = θ(0) + τ · K

(2π)2
· A

(1 + A · ψ(0))2
pt(τ) = pt(0) , t(τ) = t(0)

als Lösung. FürH3 muß zwischen den beiden beschriebenen Approximationen
für die δ-Funktion unterschieden werden. Benutzt man die Summe über die
Gaußfunktionen, so werden die Bewegungsgleichungen



4.1. KORRESPONDIERENDE HAMILTONFUNKTION 49

ψ̇ = −∂H3

∂θ
= −2π · sin(2π · θ) ·

∞∑
k=−∞

a√
π
· exp{−a2 · (t− k)2}

θ̇ =
∂H3

∂ψ
= 0

ṗt = −∂H3

∂t
= − cos(2π · θ) ·

∞∑
k=−∞

2a3 · (t− k)√
π

· exp{−a2 · (t− k)2}
ṫ =

∂H3

∂pt
= 0

durch

ψ(τ) = ψ(0)− 2π · τ · sin(2π · θ(0)) ·
∞∑

k=−∞

a√
π
· exp{−a2 · (t(0)− k)2}

θ(τ) = θ(0)

pt(τ) = pt(0)− τ · cos(2π · θ(0)) ·
∞∑

k=−∞

2 · a3 · (t(0)− k)√
π

t(τ) = t(0)

gelöst, wogegen die für die Kosinussumme resultierenden Bewegungsgleichun-
gen

ψ̇ = −∂H3

∂θ
= −2π · sin(2π · θ) ·

n∑
k=−n

cos(2π · k · t)

θ̇ =
∂H3

∂ψ
= 0

ṗt = −∂H3

∂t
= −2π · cos(2π · θ) ·

n∑
k=−n

k · sin(2π · k · t)

ṫ =
∂H3

∂pt
= 0

die Lösung
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ψ(τ) = ψ(0)− 2π · τ · sin(2π · θ(0)) ·
n∑

k=−n

cos(2π · k · t(0))

θ(τ) = θ(0)

pt(τ) = pt(0)− 2π · τ · cos(2π · θ(0)) ·
n∑

k=−n

k · sin(2π · k · t(0))

t(τ) = t(0)

besitzen. Aus diesen Teillösungen kann nun der symplektische Integrator

S2(∆τ) = exp

{
∆τ

2
·D1

}
· exp

{
H23 ·∆τ
2 ·H2

·D2

}
· · · ·

· · · · exp
{
H23 ·∆τ
H3

·D3

}
· exp

{
H23 ·∆τ
2 ·H2

·D2

}
· exp

{
∆τ

2
·D1

}

zusammengesetzt werden. Dies geschieht am praktischsten direkt in den nu-
merischen Routinen, da ein Einsetzen der teilweise recht komplexen Teillö-
sungen keinen Vorteil im Aufwand verspricht, wie dies bei einfacheren Bei-
spielen der Fall ist.

Zur Kontrolle der Güte des Integrators ist in Abbildung 4.3 die zeitliche Ent-
wicklung der Gesamtenergie des Systems dargestellt. Die stärksten Schwan-
kungen treten an den Stellen auf, an denen auch die approximierte δ-Funktion
lokalisiert ist. Dies ist leicht verständlich, da zu diesen Zeiten der größte
Energieübertrag zwischen den Teilsystemen auftritt und damit die verwen-
dete Näherung für den Integrator die größten Fehler zeigt. Trotzdem sind
die Schwankungen klein, wenn man bedenkt, daß der Parameter a in die-
ser Rechnung einen Wert von 200 besitzt und damit bereits eine sehr stark
lokalisierte Funktion mit großer Amplitude beschreibt.

Daß die Approximation mit dem gewählten Wert für den Parameter a bereits
gut eine δ-Funktion beschreibt, erkennt man an Abbildung 4.4. Dort ist der
zeitliche Verlauf des Impulses ψ des Systems aufgetragen. Man erkennt, daß
der Impuls keine kontinuierliche Änderung in der Zeit mehr aufweist, sondern
zwischen diskreten Werten springt. Dabei sind die Positionen der Sprünge mit
den Positionen der approximierten δ-Funktionen identisch.
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4.1.4 Vergleich

Die Übereinstimmung zwischen dem Ergebnis der Integration und der To-
kamap ist denkbar schlecht. Zum einen fällt bereits bei kleinen Störungen
auf, daß das Ergebnis der Integration symmetrisch zur ψ-Achse ist, während
keine solche Symmetrie bei der Tokamap vorliegt.

Weiterhin erkennt man, daß bei größeren Störungen bei der Tokamap mehr
Flußflächen gebrochen werden als bei der Integration. Der

”
chaotische“ Be-

reich ist größer, wodurch der Transport in diesem System stark beeinflußt
wird. Daher stellt sich natürlich die Frage, wie dies überhaupt möglich ist.

Bereits in der Herleitung wurde die Methode zur Auswertung der δ-Funk-
tionen als kritisch erachtet. Korrekt wäre eine Auswertung, die auf einer
Funktionenfolge beruht, die im Grenzübergang gegen eine δ-Funktion kon-
vergiert. Der in der Herleitung verwendete Grenzübergang scheint zwar für
beliebige endliche ε zu gelten, jedoch nicht mehr im Grenzfall ε = 0.

4.2 Symmetrische Abbildung

Aufgrund der schlechten Übereinstimmung zwischen Tokamap und Integra-
tion bieten es sich an, eine

”
bessere“ Auswertung der δ-Funktion zu verwen-

den. Diese symmetrische Auswertung geht von dem Bild einer ausgedehnten
Funktion der Zeitabhängigkeit aus, die im Grenzfall gegen eine δ-Funktion
konvergiert.

4.2.1 Herleitung

In Abbildung 4.6 ist schematisch dargestellt, wie die Berechnung eines voll-
ständigen Zeitschrittes durch Teilschritte erfolgt. Der entscheidende Punkt
ist, daß der Wert von ψ und θ nicht als linksseitiger oder rechtsseitiger Grenz-
wert definiert wird, sondern als Mittel aus beiden. Jeweils gleiche

”
Anteile“

der δ-Funktion befinden sich vor der Zeit tn und danach.

Ausgehend von dem bekannten Hamiltonschen System

H =

ψ∫
dψ′ W (ψ′) + f(ψ) · g(θ) ·

∞∑
k=−∞

δ(t− k)
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tn tn+1

t+n t−n+1

Abbildung 4.6: Konstruktionsschema der symmetrischen Abbildung

mit

f(ψ) = − K

(2π)2
· A · ψ
1 + A · ψ und g(θ) = cos(2π · θ)

ergeben sich wiederum die Bewegungsgleichungen, wobei zur besseren Über-
sichtlichkeit die Funktionen f(ψ) und g(θ) beibehalten werden.

ψ̇ = −∂H
∂θ

= −f(ψ) · ∂g(θ)
∂θ

·
∞∑

k=−∞
δ(t− k)

θ̇ =
∂H

∂ψ
= W (ψ) +

∂f(ψ)

∂ψ
· g(θ) ·

∞∑
k=−∞

δ(t− k)

Integriert man dieses System nun von der Zeit tn zur Zeit t
+
n , so muß die

Störung zur Zeit tn berechnet werden. Da aber die δ-Funktion symmetrisch
aufgeteilt wird, ergibt sich ein zusätzlicher Vorfaktor 1/2.

ψ+
n = ψn − 1

2
· f(ψn) · ∂g(θn)

∂θ
, θ+n = θn +

1

2
· ∂f(ψn)

∂ψ
· g(θn)

Während der Zeitspanne von t+n bis t−n+1 ist die lokalisierte Störung nicht
wirksam, so daß nur der integrable Anteil des Hamiltonschen Systems einen
Beitrag leistet.

ψ−
n+1 = ψ

+
n , θ−n+1 = θ

+
n +W (ψ

+
n )
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Und schließlich kommt man mit einem weiteren Schritt von der Zeit t−n+1 zur
gewünschten Zeit tn+1, um damit die Integration einer vollständigen Iteration
der Abbildung auszuführen.

ψn+1 = ψ−
n+1 −

1

2
· f(ψn+1) · ∂g(θn+1)

∂θ

θn+1 = θ−n+1 +
1

2
· ∂f(ψn+1)

∂ψ
· g(θn+1)

Setzt man die Ergebnisse der einzelnen Zwischenschritte ineinander ein, so
erhält man

ψn+1 = ψn − 1

2
· f(ψn) · ∂g(θn)

∂θ
− 1

2
· f(ψn+1) · ∂g(θn+1)

∂θ

θn+1 = θn +W

(
ψn − 1

2
· f(ψn) · ∂g(θn)

∂θ

)
+ · · ·

· · · +
1

2
· ∂f(ψn)

∂ψ
· g(θn) + 1

2
· ∂f(ψn+1)

∂ψ
· g(θn+1)

als vollständige implizite Form der Abbildung. Im Gegensatz zur Tokamap
kann diese Abbildung nicht explizit aufgelöst werden. Sie muß also durch
Iteration berechnet werden.

4.2.2 Vergleich

Vergleicht man das Ergebnis (Abbildung 4.7) dieser symmetrischen Abbil-
dung mit dem der Integration, so kann man eine nahezu perfekte Überein-
stimmung feststellen. Daraus folgt, daß die Auswertung der δ-Funktion einen
bedeutenden Einfluß auf die Übereinstimmung zwischen dem tatsächlichen
System und der Abbildung hat.

Insbesondere liefert die für die Tokamap verwendete Methode der Auswer-
tung ein falsches Ergebnis. Dies unterstreicht, daß man den Grenzübergang
mit äußerster Sorgfalt ausführen muß. Sämtliche Überlegungen zur Tokamap
gelten ebenso für die Standardabbildung. Es sind lediglich passende Funk-
tionen f(ψ) und g(θ) zu wählen und man erhält die symmetrische Form der
Standardabbildung.
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Weiterhin ist damit auch gezeigt, daß der symplektische Integrator tatsäch-
lich in der Lage ist, selbst eine stark lokalisierte Funktion detailliert und
genau zu integrieren. Damit bleibt lediglich zu klären, wie stark sich das
System selber ändert, wenn man die zeitliche Lokalisierung der Störung durch
eine breitere (und damit auch realistischere) Verteilung ersetzt.

4.3 Schlußfolgerungen

Aus den verschiedenen vorgestellten Ansätzen lassen sich eine Reihe interes-
santer Schlußfolgerungen ziehen. Auf jeden Fall sollten abgeleitete Abbildun-
gen stets durch numerische Integration auf ihre Korrektheit überprüft wer-
den. Eine rein mathematisch korrekte Herleitung, zusammen mit der Grund-
bedingung einer flächentreuen Abbildung, liefert keineswegs automatisch das
gewünschte Ergebnis.

4.3.1 Auswertung der Deltafunktion

Einen entscheidenden Einfluß auf die Struktur der Abbildung und auf das
damit erzielte Ergebnis übt die verwendete Methode der Auswertung der
δ-Funktion aus. Eine weniger mathematisch, dafür aber mehr physikalisch,
geleitete Vorstellung liefert nicht nur eine konstruktive Methode sondern auch
ein mit der numerischen Integration übereinstimmendes Ergebnis.

Es gibt keine Wahlmöglichkeit den Grenzwert von verschiedenen Zeiten kom-
mend auszuführen und dadurch auch keine verschiedenen Möglichkeiten der
Wahl der Indizes n und n+1 im Störungsterm. Diese ergeben sich eindeutig
aus der Ableitung selber und enthalten auch keine physikalisch schwer zu
rechtfertigenden Mischungen verschiedener Zeiten. Daher ist die symmetri-
sche Auswertung der δ-Funktionen wichtig zur Ableitung von Abbildungen
aus

”
gekickten“ Hamiltonschen Systemen.

4.3.2 Verteilungen endlicher Breite

Eine weitere wichtige Frage ist, welchen Einfluß die zeitliche Lokalisierung
der Störung auf die Dynamik des untersuchten Systems ausübt. Dies läßt
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sich mit Hilfe des numerischen Integrators einfach untersuchen, da dort die
Breite der δ-Funktion frei gewählt werden kann.

Es zeigt sich, daß der Unterschied zwischen einer breiten, aber lokalisierten,
Störung und einer scharfen δ-Funktion relativ gering ist. Die wesentlichen to-
pologischen Merkmale bleiben unverändert. Die genauen Grenzen zwischen
integrablen und chaotischen Bereichen des Phasenraums werden leicht ver-
schoben, jedoch ergibt sich erst im Grenzfall einer nicht-lokalisierten Störung
(a = 0) eine veränderte Topologie.

Weiterhin zeigt sich, daß die Wahl der Approximation der δ-Funktion kei-
nen starken Einfluß ausübt. Auch eine über Kosinusfunktionen genäherte
δ-Funktion ergibt ein topologisch korrektes Abbild des Phasenraums. Die ge-
naue Form der Lokalisierung der Störung ist nicht entscheidend. Selbst eine
δ-Funktion stellt umgekehrt noch eine hinreichend gute Approximation einer
lokalisierten, aber nicht singulären, Verteilung dar.

4.3.3 implizite Abbildungen

Obwohl die hier vorgestellte konstruktive Methode bisher verwendeten über-
legen ist, so bleibt doch ein wesentliches weiteres Grundproblem bestehen.
Die abgeleiteten Abbildungen (egal ob symmetrisch oder nicht) ergeben sich
in impliziter Form. Dies ist ein generelles Problem, da nur in seltenen Fällen
die implizite Form auch in eine explizite aufgelöst werden kann. Im Falle der
Tokamap ist dies noch möglich, für die symmetrische Variante bereits nicht
mehr.

Abgesehen von der benötigten Rechenzeit für die Lösung einer solchen im-
pliziten Abbildung, stellt sich auch die Frage der Konvergenz bei iterativer
Berechnung. Im allgemeinen sind die impliziten Terme klein, so daß dies kein
Problem darstellen sollte. Jedoch beweist dies nicht die Konvergenz. Diese
müßte eigentlich für jede Abbildung einzeln gezeigt werden.

Aus der impliziten Form ergibt sich auch die Schwierigkeit der Berechnung
der Jakobideterminante zum Nachweis der Flächentreue der Abbildung. Für
einige Abbildungen ist der Nachweis auch in der impliziten Form möglich,
weil sich Terme geschickt gruppieren lassen, jedoch ist auch dies wiederum
nicht für alle Abbildungen durchführbar. In solch einem Fall hilft dann nur
der Vergleich auf Übereinstimmung mit dem Ergebnis der Integration. Dies
ist zwar kein strenger mathematischer Beweis, aber in der Praxis meist aus-
reichend.
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Kapitel 5

Das Modellsystem

Nachdem nun die Theorie zur Ableitung eines symplektischen Integrators
vorhanden ist, kann diese auf ein Hamiltonsches System angewandt werden,
das möglichst viele charakteristische Eigenschaften eines Feldliniensystems
in einem realen Experiment besitzt. Es geht dabei nicht darum, eine gege-
bene Feldkonfiguration wirklich exakt zu beschreiben, sondern darum, die
topologischen Eigenschaften dieser Konfigurationen korrekt zu erfassen.

Das wesentliche Merkmal der Magnetfelder in Fusionsexperimenten ist der
Wechsel von geschlossenen Flußflächen mit aufgebrochenen. Im Idealfall hät-
te man gerne ein vollständiges System solcher geschlossener Flächen, da dies
keinen radialen Transport durch Feldlinien bedeuten würde. Dies ist jedoch
in der Praxis nicht realisierbar, da stets Störungen der idealen Konfiguration
vorhanden sind. Diese führen zu gebrochenen Flußflächen und damit auch
einem Transportbeitrag in radialer Richtung durch Feldlinien [40].

Deshalb ist auch das hier untersuchte Modellsystem so aufgebaut, daß neben
einem integrablen Anteil mit

”
perfekten“ ungebrochenen Flußflächen, eine

zusätzliche Störung wirkt, welche lokalisiert solche Flächen aufbricht. Diese
nichtintegrablen Bereiche werden oft auch als

”
chaotische“ oder

”
ergodische“

Gebiete des Phasenraums eines solchen Systems bezeichnet [48].

5.1 Hamiltonfunktion

Das Hamiltonsche System muß zur Konstruktion eines symplektischen Inte-
grators in drei Teile aufgespalten werden, so daß jeder Teil für sich genommen
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analytisch gelöst werden kann. Dabei ergibt sich die bereits im Kapitel über
symplektische Integratoren genannte Form der Hamiltonfunktion.

H = H1 +H2 ·H3

Hierbei beschreibt der erste Teil den integrablen Beitrag und der zweite und
dritte Teil die Störung des Feldes.

5.1.1 q-Profil

Aus Messungen an vielen Entladungen in Fusionsexperimenten weiß man,
daß die Grundstruktur des Magnetfeldes eine nach außen abnehmende Ver-
scherung besitzt. Dies erreicht man in Tokamakexperimenten durch Ströme
im Plasma, während in einem Stellarator selbige durch externe Ströme rea-
lisiert werden. Gegeben ist die Stärke der Verscherung durch das q-Profil als
dem Verhältnis zwischen toroidalem und poloidalem Fluß.

H1 =

ψ∫
dψ′ 1

q(ψ′)
+ pt =

1√
d
· arctan

(√
d · ψ
)
+ pt mit d = 3

Der Verlauf des q-Profils bestimmt die Lage und die Ausdehnung von Reso-
nanzen und Inseln in der Topologie des Magnetfeldes, weshalb ein realistisch
gewähltes Profil wichtig ist. Das hier verwendete Profil entspricht im wesent-
lichen den experimentell gefundenen q-Profilen.

5.1.2 Störung

Diesem Feld ist eine Störung überlagert, die in ihrer poloidalen Abhängigkeit
einer von Elsässer et al. [24] angegebenen entspricht. Die Wahl der Fourier-
komponenten und der berücksichtigten Modennummern approximiert die im
Experiment JET vorliegenden Verhältnisse. Natürlich kann dies die tatsächli-
che Konfiguration nicht exakt beschreiben, sondern nur zu einem akzeptablen
Grad annähern.

Eine solche rein poloidale Störung würde jedoch nicht die Invarianz der ma-
gnetischen Achse garantieren, weshalb von Balescu et al. [6] eine zusätzliche
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radiale Abhängigkeit vorgeschlagen wurde. Dies ist nötig, da der toroida-
le Fluß ψ in diesem System proportional dem Quadrat des Abstands von
der magnetischen Achse ist und daher negative Werte für ψ nicht auftreten
dürfen.

Da die gesamte Störung nicht analytisch integrabel ist, muß sie in zwei Pro-
duktterme aufgespalten werden, wobei

H2 = ε · A · ψ
1 + A · ψ mit A = 1

die radiale Abhängigkeit und

H3 =
11∑

m=4

1

(m+ 1)2
· cos (2 · π (m · θ − n · t)) mit n = 3

die poloidale und toroidale Abhängigkeit der Störung beschreibt. Beide ent-
halten jeweils nur eine von beiden kanonisch konjugierten Variablen und sind
damit trivial integrierbar.

Die Störung bewirkt ein mit wachsendem ε immer stärkeres Aufbrechen der
Flußflächen, so daß für sehr große Werte von ε ein immer größerer chaoti-
scher Bereich entsteht und immer mehr von der vorher vorhandenen Struktur
verloren geht.

5.1.3 Integrator

Für die Konstruktion des symplektischen Integrators werden nun zunächst
die analytischen Teillösungen der einzelnen Untersysteme benötigt. Durch die
gewählte Zerlegung ergeben sich durchweg einfach zu lösende Bewegungsglei-
chungen.

Das erste Teilsystem H1 enthält neben dem integrablen Anteil der Magnet-
feldkonfiguration auch noch den benötigten Hilfsimpuls pt um ein formal
zeitunabhängiges Gesamtsystem aufzustellen. Aus den Bewegungsgleichun-
gen
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ψ̇ = −∂H1

∂θ
= 0 , ṗt = −∂H1

∂t
= 0

θ̇ =
∂H1

∂ψ
=

1

1 + d · ψ2
, ṫ =

∂H1

∂pt
= 1

ergeben sich unmittelbar die Lösungen

ψ(τ) = ψ(0) , pt(τ) = pt(0)

θ(τ) = θ(0) + τ · 1

1 + d · ψ(0)2 , t(τ) = t(0) + τ

für das System.

Die radiale Abhängigkeit der Störung H2 variiert lediglich mit ψ, wodurch
sich nur für θ̇ eine nichtverschwindende Gleichung ergibt.

ψ̇ = −∂H2

∂θ
= 0 , ṗt = −∂H2

∂t
= 0

θ̇ =
∂H2

∂ψ
= ε · A

(1 + A · ψ)2 , ṫ =
∂H2

∂pt
= 0

Deshalb sind natürlich auch in der Lösung alle Variablen außer θ konstant.

ψ(τ) = ψ(0) , pt(τ) = pt(0)

θ(τ) = θ(0) + τ · ε · A

(1 + A · ψ(0))2 , t(τ) = t(0)

Schließlich fehlt noch der poloidale und toroidale Anteil der Störung H3.
Dieser vervollständigt das System und liefert mit seiner Abhängigkeit von θ
und t die Dynamik für die beiden Impulse.
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Aus

ψ̇ = −∂H3

∂θ
= 2 · π ·

11∑
m=4

m

(m+ 1)2
· sin (2 · π (m · θ − n · t))

θ̇ =
∂H3

∂ψ
= 0

ṗt = −∂H3

∂t
= −2 · π ·

11∑
m=4

n

(m+ 1)2
· sin (2 · π (m · θ − n · t))

ṫ =
∂H3

∂pt
= 0

erhält man direkt

ψ(τ) = ψ(0) + τ · 2 · π ·
11∑

m=4

m

(m+ 1)2
· sin (2 · π (m · θ(0)− n · t(0)))

θ(τ) = θ(0)

pt(τ) = pt(0)− τ · 2 · π ·
11∑

m=4

n

(m+ 1)2
· sin (2 · π (m · θ(0)− n · t(0)))

t(τ) = t(0)

als Lösung. Damit stehen nun alle benötigten Hilfsmittel zur symplektischen
Integration des Systems zur Verfügung.

5.1.4 Vergleich verschiedener Schrittweiten

Um die Stabilität des Integrators für große Zeitschritte beispielhaft zu zei-
gen, ist in den Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3 das Ergebnis einer numerischen
Integration einer festen Anfangsbedingung dargestellt.

Auf allen dargestellten Zeitskalen sind keine Abweichungen der Kurven un-
tereinander vorhanden, die größer als der durch die Ensemblemittelung zu
erwartende statistische Fehler sind. Dies ist bemerkenswert, da zum einen der
Unterschied zwischen der kleinsten und der größten Schrittweite einen Faktor
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Abbildung 5.1: Verhalten der Varianz für verschiedene Schrittgrößen der In-
tegration auf einer kurzen Zeitskala
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Abbildung 5.2: Verhalten der Varianz für verschiedene Schrittgrößen der In-
tegration auf einer mittleren Zeitskala
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Abbildung 5.3: Verhalten der Varianz für verschiedene Schrittgrößen der In-
tegration auf einer langen Zeitskala

100 beträgt, und andererseits, weil die größte Schrittweite mit lediglich 10
Schritten einen vollständigen Umlauf um den Torus berechnet. Eine solche
Schrittweite kann bereits nicht mehr als Integration bezeichnet werden. Es
ist eine Abbildung.

5.1.5 Poincaré-Schnitte

Um einen Überblick über die wesentlichen topologischen Eigenschaften eines
Systems zu bekommen, bietet sich auch in der Plasmaphysik die Darstellung
von Poincaré-Schnitten an.

Die Schnittebene ist dabei durch eine feste toroidale Position gegeben. Für
verschiedene Stärken der Störung (Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.6) erkennt
man den Übergang des Systems von einem integrablen mit intakten KAM-
Flächen zu einem System mit gebrochenen. Mit steigendem ε verschwindet
immer stärker die Struktur des Systems und es bildet sich ein

”
chaotischer“

Bereich heraus.

Für sehr große Werte von ε wird die Störung schließlich so dominant, daß
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Abbildung 5.4: Poincaréabbildung des Phasenraums für ε = 0.02
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Abbildung 5.5: Poincaréabbildung des Phasenraums für ε = 0.06
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Abbildung 5.6: Poincaréabbildung des Phasenraums für ε = 0.10

das System vollständig stochastisch wird und damit ein klassisches diffusi-
ves Verhalten zeigt. Interessant ist jedoch vielmehr der dazwischen liegende
Grenzbereich, da dieser in der Topologie der Konfigurationen von Fusionsex-
perimenten realisiert ist.

5.2 Teilchendriften

Wie bereits 1966 von Morozov und Solov’ev gezeigt wurde, können die durch
Driften bewirkten Abweichungen der Teilchen von den Feldlinien mit in die
Beschreibung des Magnetfeldes einbezogen werden. Das tatsächliche Feld
wird dabei durch ein transformiertes ersetzt, welches die Eigenschaft hat,
daß die Feldlinien in dem transformierten System gerade der tatsächlichen
Bewegung der Gyrationsmittelpunkte der Teilchen in dem ursprünglichen
entsprechen.

Morozov und Solov’ev [37] erhielten durch Umformung der Driftgleichung für
Teilchen die folgende Form für die Geschwindigkeit der Gyrationszentren
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Abbildung 5.7: Veränderung des q-Profils durch Einbeziehung von Driften

v =
v‖
B

· (B +∇ × (ρ‖ · B))
mit

v‖ =

√
2

m
· (E − µ ·B) , ρ‖ =

v‖
Ω

und Ω =
e · B
m

.

Aus dieser Darstellung läßt sich direkt die Gleichung für das transformierte
Magnetfeld

B∗ = B +∇ × (ρ‖ · B)
aufstellen [58]. Um dieses transformierte Magnetfeld für die Berechnung ver-
wenden zu können, müssen die dimensionsbehafteten Größen zuerst dimen-
sionslos gemacht werden. Für die Energie wird die thermische Energie

E =
m

2
· v2

th
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der Teilchen verwendet und für die Zeitskala das Inverse der Gyrofrequenz

Ω =
e ·B
m

.

Hieraus ergibt sich für die Längenskala ρ‖ die Einheit

ρ0 =
v0
Ω0

=

√
2
m
· E ·m
e · B =

√
2 ·m · E
e · B

und für eine Temperatur T = 1keV und ein Magnetfeld B = 2.25T erhält
man für Ionen

ρ0 = 3.05 · 10−3m ,

sowie für Elektronen

ρ0 = 7.11 · 10−5m .

Diese Längenskala muß in Relation zu der in magnetischen Koordinaten ver-
wendeten gestellt werden. Für einen kleinen Plasmaradius von 0.50m ergibt
sich dort ein

x0 = 0.35m

und damit ein dimensionsloser Parameter

λ =
ρ0

x0

mit einem Wert von 8.70 · 10−3 für Ionen und 2.03 · 10−4 für Elektronen. Da

λ · ρ‖ = λ

B
·
√
E − µ · B ≈ λ

1
· 1
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in den angegebenen dimensionslosen Einheiten als zusätzlicher Term in die
Hamiltonfunktion eingefügt werden muß [61], läßt sich erkennen, daß die
Bedeutung dieses Terms im Vergleich mit dem integrablen Anteil und dem
Störterm sehr klein ist. Dies ist in Abbildung 5.7 für Ionen dargestellt. Der
Unterschied für Elektronen liegt nochmals um einen Faktor 45 unter dem für
Ionen. Daher kann man davon ausgehen, daß in dieser Geometrie und für
die hier gewählten Parameter Driften keinen Einfluß auf das Transportver-
halten ausüben, solange keine parallele Dynamik für den Transport entlang
der Feldlinien mitberücksichtigt wird. Kann sich jedoch das magnetische Mo-
ment µ durch Stoßprozesse ändern, kann auch durch Driften ein effektiver
Transport entstehen.

5.3 Parallele Dynamik und Stöße

Solange Teilchen keine Wechselwirkung aufeinander ausüben, bewegen sie
sich fast vollständig entlang der Feldlinien [38]. Die Abweichungen durch
Driften sind nur gering. Bei Berücksichtigung von Stoßprozessen ändert sich
dieses Verhalten jedoch in zweierlei Weise. Zum einen besteht die Möglichkeit,
daß ein Teilchen sich durch den Stoß entgegen seiner ursprünglichen Richtung
weiterbewegt. Tut es dies mit einem geänderten magnetischen Moment, so
sind auch die Beiträge des Driftterms verschieden und das Teilchen kann
von seiner ursprünglichen Bahn abweichen [13, 18]. Diese Bewegung entlang
der Feldlinien wird als parallele Dynamik bezeichnet. Interessant in diesem
Zusammenhang ist, daß ein Teilchentransport senkrecht zum Magnetfeld nur
aufgrund der parallelen Dynamik und der Driften möglich ist.

Weiterhin bewirken Stöße aber auch eine direkte radiale Versetzung der Gyra-
tionsmittelpunkte der Teilchen, wodurch ebenfalls ein senkrechter Transport
entsteht. Geht man hierbei von einer mittleren quadratischen Versetzung
um ρ2/2 und einer Stoßfrequenz ν aus, so ergibt sich direkt der klassische
Diffusionskoeffizient

D⊥ =
1

2
· ν · ρ

2

2
=
1

4
· ν · ρ2

für die Diffusion der Teilchen relativ zur Bewegung der Feldlinien. In dimen-
sionslosen Einheiten ist der Gyrationsradius ρ für Ionen gerade λ. Setzt man
als mittlere freie Weglänge einen Umlauf um den Torus an, so ergibt sich für
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die Stoßfrequenz ν in dimensionslosen Einheiten gerade 1. Eingesetzt ergibt
dies zahlenmäßig

D⊥ =
1

4
· ν · λ2 = 1.892 · 10−5

für den Diffusionskoeffizienten. Für ein ungestörtes Magnetfeld mit geschlos-
senen Magnetflächen stimmt dieser Wert mit dem in der Simulation erhal-
tenen überein, da in diesem Fall kein Transport durch Feldlinien stattfindet.
Schaltet man nun aber die Störung des Magnetfeldes ein, so entsteht aus der
Überlagerung von Teilchen- und Feldlinienbewegung ein erhöhter Transport.
Kennt man den absoluten Teilchenfluß durch das System, so kann hieraus ein
ortsaufgelöster Diffusionskoeffizient bestimmt werden. Dieser Trick wird im
folgenden Kapitel zur Bestimmung von Diffusionskoeffizienten ausgenutzt.

Geht man davon aus, daß die Teilchen sich mit thermischer Geschwindig-
keit vth um den Torus bewegen, so ergibt sich hieraus der Zusammenhang
vth = z/t zwischen Länge z und Zeit t. Dies kann man ausnutzen, um einen
Diffusionskoeffizienten Dm in magnetischen Koordinaten in einen Koeffizien-
ten Dp im System der Teilchen umzurechnen:

Dp =
<r2(t)>

2 · t =
<r2(z)>

2 · z/vth = vth ·Dm

Diese wohlbekannte Umrechnung ist nötig, da in magnetischen Koordinaten
der toroidale Winkel die Zeit darstellt.
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Kapitel 6

Transporteigenschaften

Eines der größten Probleme in der Plasmaphysik ist, daß sich das Transport-
verhalten des Gesamtsystems aus mehreren einzelnen überlagerten Trans-
portprozessen zusammensetzt. Bereits die Beschreibung jedes Transportme-
chanismus für sich alleine ist keine triviale Aufgabe. Um so komplizierter
wird es jedoch, wenn diese gemeinsam betrachtet werden müssen.

So werden Teilchen sowohl durch Stöße als auch durch die Bewegung der
Feldlinien in radialer Richtung transportiert. Wie sich dabei das Gesamt-
verhalten aus den einzelnen Beiträgen bestimmen läßt, ist nicht leicht zu
beantworten, sondern muß in jedem Fall erst detailliert untersucht werden.

6.1 Theoretische Modelle

Zum Vergleich der mit einem symplektischen Integrator erhaltenen numeri-
schen Daten werden nun zuerst einige Modelle beschrieben, die analytisch
berechenbare Grenzfälle darstellen. Anhand dieser läßt sich die Korrektheit
und Genauigkeit der verwendeten numerischen Methode überprüfen.

Dabei ist stets zu beachten, auf welchen Annahmen die einzelnen Modelle
beruhen, um Unterschiede und Abweichungen mit den berechneten Daten
verstehen zu können. Insbesondere ist es interessant, Modelle, die mehr als
nur einen Transportprozeß berücksichtigen, mit den tatsächlich erhaltenen
Werten zu vergleichen. Dies liefert einen sehr guten Einblick in die Gren-
zen dieser analytischen Beschreibungen für Systeme mit einem gemischten
Phasenraum.
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6.1.1 Langevin Gleichungen

Um den Einfluß des Magnetfeldes auf die Bewegung von Teilchen zu berech-
nen, gibt es verschiedene Ansätze. Eine Möglichkeit ist, das Magnetfeld nur
über seine statistischen Eigenschaften zu beschreiben [55]. So läßt sich die
Störung des Magnetfeldes als

<bm(z) · bn(z′)> = β2 · exp
(
−(z − z

′)2

2 · λ2
‖

)
· δmn mit m,n = x, y

und die parallele Geschwindigkeit längs der Feldlinien als

<η‖(t) · η‖(t′)> = v
2
th

2
· exp (−ν · |t− t′|)

beschreiben. Weiterhin wird vorausgesetzt, daß es keine Korrelation zwischen
der parallelen Geschwindigkeit η‖(t) und der Störung des Magnetfeldes bm(z)
gibt. Ein solcher Ansatz führt mit den Bewegungsgleichungen für den Gyra-
tionsmittelpunkt eines Teilchens in einem Magnetfeld

dx(t)

dt
= bx (z(t)) · η‖(t) + ηx(t)

dy(t)

dt
= by (z(t)) · η‖(t) + ηy(t)

dz(t)

dt
= η‖(t)

zu statistischen Differentialgleichungen, nämlich den A-, V- und SA-Lange-
vin-Gleichungen [16, 29]. Hierbei enthalten die ηn(t) die senkrechte Dynamik
durch Stöße. Da man nur an einer Beschreibung des Transports durch das
Magnetfeld interessiert ist, werden diese Terme vernachlässigt. Die Langevin-
Gleichungen lassen sich unter bestimmten Annahmen analytisch lösen [5]
und ergeben für den Teilchendiffusionskoeffizienten für lange Zeiten eine
Abhängigkeit

D(t) ∼ 1√
t
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und damit einen verschwindenden Diffusionskoeffizienten. Da in den hier vor-
gestellten Simulationen der Limes für t → ∞ berechnet wurde, ist es nicht
möglich die erhaltenen Werte, mit denen aus den Langevin-Gleichungen zu
überprüfen [39].

Weiterhin kommt noch hinzu, daß die rein statistische Beschreibung des Ma-
gnetfeldes keine zeitlich konstante Störung beschreibt, das heißt Effekte auf-
grund der statischen Natur des Feldes, können nicht auftreten. Läuft ein
Teilchenensemble eine Weile entlang des Feldes und danach wieder zurück,
so führt dies in den Langevin-Gleichungen nicht zu einem Zusammenlaufen
der Teilchen, wie es korrekt wäre.

6.1.2 Quasilineare Theorie

Nimmt man an, daß die nichtintegrable Störung des Magnetfeldes eine große
Anzahl an Moden besitzt, so finden sich an jeder Stelle im Phasenraum über-
lappende Resonanzen, und die Bewegung der Feldlinien wird stochastisch
[14]. Der daraus resultierende Diffusionskoeffizient läßt sich quasilinear be-
rechnen [53]. Ausgehend von der Wahrscheinlichkeitsdichte f(ψ, θ, t), welche
für lange Zeiten einen stationären Zustand annimmt, läßt sich aus

d

dt
f(ψ, θ, t) =

∂

∂t
f(ψ, θ, t) + ψ̇ · ∂

∂ψ
f(ψ, θ, t) + θ̇ · ∂

∂θ
f(ψ, θ, t) = 0

die Ausgangsgleichung

∂

∂t
f(ψ, θ, t)− ∂H(ψ, θ, t)

∂θ
· ∂
∂ψ
f(ψ, θ, t) +

∂H(ψ, θ, t)

∂ψ
· ∂
∂θ
f(ψ, θ, t) = 0

für die Berechnung des Diffusionskoeffizienten gewinnen. Hierbei sei die Ha-
miltonfunktion

H(ψ, θ, t) = H0(ψ) + ε ·H1(ψ, θ, t)

aus einem integrablen nur von ψ abhängigen Anteil und einer nichtintegra-
blen Störung zusammengesetzt. Weiterhin wird die Wahrscheinlichkeitsdichte
in Ordnungen von ε entwickelt



78 KAPITEL 6. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN

f(ψ, θ, t) =

∞∑
ν=0

εν · fν(ψ, θ, t) =
∞∑
ν=0

εν ·
(
f̄ν(ψ, t) + f̃ν(ψ, θ, t)

)

und in Mittelwerte

f̄ν(ψ, t) =
1

2π

2π∫
0

dθ fν(ψ, θ, t) = <fν(ψ, θ, t)>θ

und Fluktuationen f̃ν(ψ, θ, t) aufgeteilt. Zusätzlich definieren wir verschiede-
ne Zeitskalen

tν = ε
ν · t ,

auf denen die Dynamik des Systems stattfindet. Bis zur zweiten Ordnung in
ε ergeben sich die Gleichungen:

ε0:
∂f0
∂t0

+
∂H0

∂ψ
· ∂f0
∂θ

= 0

ε1:
∂f1
∂t0

+
∂f0
∂t1

+
∂H0

∂ψ
· ∂f1
∂θ

+
∂H1

∂ψ
· ∂f0
∂θ

− ∂H1

∂θ
· ∂f0
∂ψ

= 0

ε2:
∂f2
∂t0

+
∂f1
∂t1

+
∂f0
∂t2

+
∂H0

∂ψ
· ∂f2
∂θ

+
∂H1

∂ψ
· ∂f1
∂θ

− ∂H1

∂θ
· ∂f1
∂ψ

= 0

Zerlegt man f0 in seinen mittleren und fluktuierenden Anteil erhält man

∂f̄0
∂t0

= 0 und
∂f̃0
∂t0

+ Ω · ∂f̃0
∂θ

= 0 mit Ω =
∂H0

∂ψ
.

Somit hängt f̄0 nicht von t0 ab und f̃0 ist eine Funktion von (ψ, θ−Ω · t0, t0 =
0, t1, t2, . . . ). Um keine großen Störungen der Ordnung ε0 zu erhalten, muß
man daher als Anfangsbedingung f̃0 = 0 wählen. Damit ergibt sich, daß

f0 = f̄0(ψ, t1, t2, . . . )
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von θ und t0 unabhängig ist. Setzt man dieses Ergebnis in die Gleichung der
Ordnung ε1 ein und zerlegt wiederum nach gemitteltem und fluktuierendem
Anteil

∂f̄1
∂t0

= −∂f̄0
∂t1

und
∂f̃1
∂t0

+ Ω · ∂f̃1
∂θ

=
∂H1

∂θ
· ∂f0
∂ψ

,

ergibt sich zuerst, daß f̄0 auch nicht von t1 abhängen darf, da sich sonst
ein linear wachsendes f̄1 ergeben würde. Dies würde nach kurzer Zeit die
Bedingung verletzen, daß f1 eine Ordnung in ε kleiner ist als f0. Die Lösung

f̃1 =

t0∫
0

dt′0
∂H1(ψ, θ − Ω · t′0, t0 − t′0)

∂θ
· ∂f̄0
∂ψ

+ f̃1(ψ, θ − Ω · t0, t0 = 0)

läßt sich direkt angeben, wobei der Anfangswert f̃1(ψ, θ − Ω · t0, t0 = 0) im
folgenden vernachlässigt werden soll. Insbesondere zeigt sich, daß f̃1 nicht
von t1 abhängt. Für die Ordnung ε

2 ergibt sich über θ gemittelt:

∂f̄2
∂t0

+
∂f̄1
∂t1

+
∂f̄0
∂t2

− <
∂H1

∂θ
· ∂f̃1
∂ψ
>θ = 0

Geht man davon aus, daß die Störungen mit T0 periodisch sind, so kann der
Mittelwert

<X>t =
1

T0

T0∫
0

dt′ X

definiert werden und liefert

∂ <f̄1>t

∂t1
= −∂f̄0

∂t2
+ <

∂H1

∂θ
· ∂f̃1
∂ψ
>θ,t , wobei

∂ <f̄2>t

∂t0
= 0

ist. Da die rechte Seite nicht von t1 abhängt, muß diese verschwinden, weil
sonst f̄1 linear mit t1 anwachsen würde. Setzt man nun in
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∂f̄0
∂t2

= <
∂H1

∂θ
· ∂f̃1
∂ψ
>θ,t =

∂

∂ψ
<
∂H1

∂θ
· f̃1>θ,t

das Ergebnis für f̃1 ein, so ergibt sich die Diffusionsgleichung

∂f̄0
∂t2

=
∂

∂ψ

(
DQL · ∂f̄0

∂ψ

)

mit

DQL = <

t0∫
0

dt′0
∂H1(ψ, θ − Ω · t′0, t0 − t′0)

∂θ
· ∂H1(ψ, θ, t0)

∂θ
>θ,t

als Diffusionskoeffizientem. Wertet man diese Form für das in Kapitel 5 vor-
gestellte System aus, so ergibt sich:

DQL =
1

4π
·
(

A · ψ
1 + A · ψ

)2

·
11∑

m=4

m2

(1 +m)4 · (n−m · Ω)2 · · · ·

· · · ·
[
1− cos

(
2π(n−m · Ω)

)]
mit Ω =

1

q(ψ)
=

1

1 + n · ψ2

Wichtig ist hierbei der Grenzfall ω = n−m · Ω → 0, da in diesem Fall eine
Divergenz auftreten könnte. Bei genauer Analyse zeigt sich jedoch, daß DQL

endlich bleibt und mit dem Grenzwert dieser Formel übereinstimmt.

lim
ω→0

1− cos (2π · ω)
ω2

= lim
ω→0

2π · sin (2π · ω)
2 · ω = lim

ω→0

(2π)2 · cos (2π · ω)
2

= 2π2

6.1.3 Modell von Rechester und Rosenbluth

Auf der vorherigen Beschreibung aufbauend haben Rechester und Rosenbluth
[41] die Dynamik eines Systems von Teilchen in einem solchen Magnetfeld
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untersucht. Unter der Annahme, daß die Feldlinien lokal exponentiell ausein-
anderlaufen

r(z) = r0 · exp(z/LK) mit LK =
1

λLj

und daß die Bewegung insgesamt stochastisch ist mit dem quasilinearen Dif-
fusionskoeffizienten DQL, ergeben sich verschiedene Bereiche für den Gesamt-
transport. Interessant ist dabei, wie sich die Feldlinienbewegung mit der par-
allelen und senkrechten Dynamik der Teilchen überlagert.

Für den kollisionsfreien Fall ergibt sich

<r2(t)> = 2 ·DQL · z(t) = 2 ·DQL · vth · t ,

wie bereits in Kapitel 5 gezeigt. Dieses Ergebnis ist auch noch gültig, wenn
die mittlere freie Weglänge lf der Teilchen für Stöße wesentlich größer ist,
als die Korrelationslänge der Feldlinien LK . In diesem Fall beeinflussen Stöße
das Transportverhalten nicht wesentlich.

Betrachtet man dagegen den Fall häufiger Kollisionen in der parallelen Dy-
namik lf � LK , so reduziert sich der effektive senkrechte Transport, weil die
Teilchen nicht mehr mit konstanter Geschwindigkeit entlang der Feldlinien
laufen. Stattdessen diffundieren sie mit

<z2(t)> = 2 ·D‖ · t

und man erhält

<r2(t)> = 2 ·DQL ·√2 ·D‖ · t

ein subdiffusives Verhalten, entsprechend dem Ergebnis der Langevinglei-
chungen. Erlaubt man schließlich auch Kollisionen mit Versetzungen senk-
recht zum Magnetfeld D⊥ > 0 und häufige Kollisionen lf � LK , so kann
man die senkrechte Diffusion als kontinuierlichen Prozeß betrachten:

<r2(t)> = 2 ·D⊥ · t
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Über die Zeitabhängigkeit der Diffusion in paralleler Richtung kann man dies
umschreiben in

<r2(t)> = 2 ·D⊥ · <z
2(t)>

2 ·D‖
=
D⊥
D‖

· <z2(t)>

oder mit r − r0 =
√
<r2(t)> und z =

√
<z2(t)> in die Form

r − r0 =
√
D⊥
D‖

· z .

Diese Beziehung gilt nur für z � LK , da für größere Werte von z das ex-
ponentielle Auseinanderlaufen der Feldlinien die Bewegung dominiert. Da r0
ein freier Parameter ist, kann dieser so bestimmt werden, daß sich für das
exponentielle Auseinanderlaufen der Feldlinien im Limes für z → 0 gerade
der Zusammenhang für die Teilchendiffusion durch Stöße ergibt.

r = r0 · exp (z/LK) = r0 + r0 · z
LK

+O(z2)

oder umgeformt

r − r0 = r0 · z
LK

≡
√
D⊥
D‖

· z und daraus r0 = LK ·
√
D⊥
D‖

Bildlich gesprochen bedeutet dies, daß die Teilchenstöße für kleine z ein li-
neares Auseinanderlaufen der Anfangsbedingungen bewirken, welches dann
in ein exponentielles übergeht, sobald der Abstand r − r0 zweier Feldlinien
groß genug geworden ist. Die Kollisionen liefern also die Startreaktion, durch
die identische Startpositionen voneinander getrennt werden (z < LK), welche
dann auf einer größeren Längenskala (z > LK) exponentiell auseinanderlau-
fen.

Über diesen Zusammenhang kann nun berechnet werden, nach welcher Ent-
fernung LRR längs einer Feldlinie zwei ursprünglich identische Anfangsbedin-
gungen gerade um die senkrechte Korrelationslänge L⊥ der Magnetfeldstö-
rungen getrennt werden.
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L⊥ = LK

√
D⊥
D‖

· exp (LRR/LK) liefert LRR = LK · ln
[
L⊥
LK

·
√
D‖
D⊥

]

Aus der parallelen Teilchendynamik läßt sich die Sprungzeit

tRR =
L2

RR

D‖

abschätzen, nach der ein Teilchen von einer Feldlinie zur nächsten befördert
wird. Dabei beträgt die Schrittweite

<(∆r)2> = DQL · LRR

für einen solchen Sprung gerade die Entfernung, um die Feldlinien im Mittel
über die Entfernung LRR auseinanderlaufen, und man erhält schließlich

DRR =
<(∆r)2>

tRR

=
DQL · LRR

L2
RR/D‖

= DQL · D‖
LRR

.

Der Teilchentransport (welcher der Simulation mit paralleler Dynamik ent-
spricht) im Vergleich zum Feldlinientransport (welcher der Simulation ohne
parallele Dynamik entspricht) ist also um einen Faktor

DRR

DQL
=
Dmit ‖-Dynamik

Dohne ‖-Dynamik

=
lf
LRR

mit LRR = LK · ln
(
L⊥
LK

·
√
D‖
D⊥

)

unterdrückt. Setzt man die in der Simulation verwendeten Werte für diese
Größen ein, so ergibt sich

Dmit ‖-Dynamik

Dohne ‖-Dynamik

= lf ·
[
LK · ln

(
16.133 · lf · L⊥

LK

)]−1

,
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wobei LK = 1/λLj ist, dem Ljapunovexponenten des Systems. Dieser kann
numerisch für das gegebene System bestimmt und eingesetzt werden.

Vergleicht man die Ergebnisse einer Simulation mit und ohne paralleler Dy-
namik, so sollte daher der radiale Teilchentransport ohne Berücksichtigung
der parallelen Dynamik deutlich höher sein.

6.2 Feldlinientransport

Nach der Beschreibung der verschiedenen rein analytischen Ansätze, soll nun
zuerst der Transport von Feldlinien untersucht werden. Für den Fall einer
starken Störung erwartet man dabei stochastisches Verhalten [44] im Bereich
der gebrochenen Flußflächen. Da das System aber weiterhin ungebrochene
Flußflächen aufweist, muß von einer Diffusion in einem begrenzten System,
wie in Kapitel 2 beschrieben, ausgegangen werden. Ist die Störung jedoch
noch nicht stark genug, um einen ausreichenden Überlapp der vorhandenen
Resonanzen zu erzeugen, so ist das Systemverhalten komplex und weicht
signifikant von einem stochastischen ab [36, 64].

6.2.1 Topologie des Systems

Betrachtet man das System im Detail, so kann man einige sehr interessante
Aussagen über die Topologie ableiten. So kann die Hamiltonfunktion um die
Stellen der einzelnen Resonanzen in der Energie entwickelt und damit auf die
Form eines physikalischen Pendels transformiert werden [20]. Dies erlaubt die
Berechnung von Inselgrößen in Abhängigkeit der Stärke der Störung. Hieraus
läßt sich wiederum der Überlapp der Inseln und damit auch eine Abschätzung
des Transportverhaltens gewinnen [45, 25].

Betrachtet man das System

H =

ψ∫
dψ′ ω(ψ′) + ε ·

∑
m,n

Vmn(ψ) · cos (m · θ − n · t)

mit integrablem Anteil und Störung, so läßt sich zuerst die Position der
Resonanzen aus der Bedingung berechnen, daß
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m · θ − n · t = const.

ist. Im O-Punkt der Resonanz verschwindet die Störung und es ergibt sich,
daß

θ̇ = ω(ψ) mit ψ̇ = 0

ist. Leitet man die Resonanzbedingung einmal nach der Zeit ab und setzt für
θ̇ ein, so erhält man

m · ω(ψmn)− n = 0 oder ω(ψmn) =
n

m
,

woraus sich für gegebenes n und m durch Umkehrung der Funktion ω(ψ)
der ψ-Wert der Resonanz ergibt. Um nun die Breite der zu jeder Resonanz
gehörenden Insel zu berechnen, muß das System mit der erzeugenden Funk-
tion

F (ψ, q, t) = (ψ − ψmn) · q + n · t
m

+H0(ψmn) · t

auf die neuen Koordinaten p und q transformiert werden. Es ergibt sich

p =
∂F

∂q
=

ψ − ψmn

m
=

∆ψ

m

θ =
∂F

∂ψ
=

q + n · t
m

und damit

p =
ψ − ψmn

m

q = m · θ − n · t

für die neuen Koordinaten. Mit der partiellen Zeitableitung
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m ψm ∆m rm ∆rm

4 0.333 0.084 0.816 0.103
5 0.471 0.084 0.971 0.086
6 0.577 0.083 1.075 0.077
7 0.667 0.082 1.155 0.071
8 0.745 0.082 1.221 0.067
9 0.816 0.081 1.278 0.064
10 0.882 0.081 1.328 0.061
11 0.943 0.080 1.373 0.058

Tabelle 6.1: Position und Ausdehnung der Inseln für ε = 0.10 in magnetischen
und kartesischen Koordinaten

∂F

∂t
= (ψ − ψmn) · n

m
+H0(ψmn) = n · p+H0(ψmn)

und der Konstanten

M =

∣∣∣∣∣
[
m2 · ∂ω(ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=ψmn

]−1
∣∣∣∣∣

kann nun die Hamiltonfunktion gemäß

Hr(p, q) = H(ψ, θ, t)− ∂F (ψ, q, t)
∂t

transformiert werden. Zuvor muß jedoch noch der integrable Anteil H0 um
die Resonanzstelle ψmn entwickelt werden:

H0(ψ) ≈ H0(ψmn) + ∆ψ · ∂H0

∂ψ

∣∣∣∣
ψ=ψmn

+
∆ψ2

2
· ∂

2H0

∂ψ2

∣∣∣∣
ψ=ψmn

=

= H0(ψmn) + ∆ψ · ω(ψmn) +
∆ψ2

2
· ∂ω(ψ)
∂ψ

∣∣∣∣
ψ=ψmn

=

= H0(ψmn) +m · p · n
m
+
m2 · p2
2

· 1

m2 ·M = H0(ψmn) + n · p+ p2

2 ·M
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m↔ m′ s
ε = 0.02 ε = 0.04 ε = 0.06 ε = 0.08 ε = 0.10

4↔ 5 0.272 0.385 0.471 0.544 0.608
5↔ 6 0.352 0.498 0.609 0.704 0.787
6↔ 7 0.414 0.586 0.718 0.829 0.927
7↔ 8 0.467 0.661 0.809 0.934 1.045
8↔ 9 0.513 0.725 0.888 1.026 1.147
9↔ 10 0.554 0.783 0.959 1.107 1.238
10↔ 11 0.590 0.835 1.022 1.180 1.320

Tabelle 6.2: Überlapp der Resonanzen für verschieden starke Störungen

Hieraus ergibt sich die bekannte Form des physikalischen Pendels

Hr(p, q, t) ≈ H0(ψmn)+n ·p+ p2

2 ·M +ε ·Vmn(ψmn) ·cos(q)−n ·p−H0(ψmn) =

=
p2

2 ·M + ε · Vmn(ψmn) · cos(q)

für die transformierte Hamiltonfunktion. Dabei ist noch zu beachten, daß
alle Moden bis auf die betrachtete (m,n) vernachlässigt werden. Weiterhin
läßt sich nun auch direkt der ψ-Wert des Maximums der Separatrix aus der
Hamiltonfunktion berechnen

p2

2 ·M =
∆ψ2

2 ·m2 ·M = ε · Vmn(ψmn)

und nach der Größe des ψ-Intervalls aufgelöst:

∆mn = 2 ·∆ψ = 2 ·m ·
√
2 · ε ·M · Vmn(ψmn)

Setzt man die in Kapitel 5 verwendeten Werte des Modellsystems ein und
berücksichtigt, daß nur eine n-Mode mit n = 3 auftritt, so ergeben sich die
Inselbreiten zu:

∆m = 2 · 1 + 3 · ψ
2
m

m+ 1
·
√
1

3
· ε

1 + ψm
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Die sich ergebenden Größen sind in Tabelle 6.1 für eine Störung mit ε = 0.1
zusammengefaßt.

Aus Position und Breite der Inseln läßt sich berechnen, ob einzelne Resonan-
zen im Phasenraum getrennte Gebiete darstellen oder sich überlappen. Der
als Stochastizität bezeichnete Parameter

s =
∆mn +∆m′n′

2 · |ψmn − ψm′n′|

ergibt sich hierbei direkt aus den soeben berechneten Größen [63]. Dabei be-
deutet ein s < 1, daß die beteiligten Resonanzen nicht überlappen, während
s ≥ 1 eine Überschneidung der Phasenraumgebiete der Inseln anzeigt.

In Tabelle 6.2 sind die mit dieser Formel berechneten Werte der Stocha-
stizität für verschiedene Störungen dargestellt. Es fällt auf, daß in Poin-
carédarstellungen des Phasenraums (vergleiche Abbildung 5.5) bereits viel
früher ein Überlapp der Resonanzen zu beobachten ist, als die Werte aus
Tabelle 6.2 vermuten lassen würden. Die berechneten Inselbreiten sind also
kleiner als in Wirklichkeit. Dies ist auf die Taylorentwicklung der Energie um
die Resonanzstelle zurückzuführen.

6.2.2 Ljapunovexponenten

Durch Berechnung der Ljapunovexponenten [7, 8] und durch Vergleich mit
einem analytischen Diffusionsmodell können die wesentlichen statistischen
Eigenschaften des Systems bestimmt werden.

Betrachtet man zuerst die numerisch berechneten Ljapunovexponenten in
Abbildung 6.1, so sieht man, daß ab einem ε ≈ 0.1 ein Überlapp von Re-
sonanzen stattfindet. Dies geschieht viel früher als aufgrund der Taylorent-
wicklung der Energie angenommen. Mit steigendem ε breitet sich der Bereich
überschneidender Resonanzen zu kleineren ψ-Werten aus, wie auch in der to-
pologischen Abschätzung vorhergesagt (siehe Tabelle 6.2).

Man erkennt weiterhin, daß der Ljapunovexponent im Bereich der Resonan-
zen nur schwach von ψ abhängt. Die Einbrüche kennzeichnen Stellen im
Phasenraum, welche noch Inseln oder deren Überreste enthalten. Da über
mehrere Startbedingungen gemittelt wurde, ergibt sich so ein kleinerer Lja-
punovexponent, weil in diesen noch nicht stochastisierten Gebieten λ = 0
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Abbildung 6.1: Numerisch berechnete Ljapunovexponenten des Modells für
verschiedene Stärken der Störung
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Abbildung 6.2: Maximaler Ljapunovexponent des Modellsystems als Funkti-
on der Stärke der Störung
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ist. Es macht daher Sinn nur den maximalen Ljapunovexponenten für ein
gegebenes ε zu betrachten. Dies ist in Abbildung 6.2 aufgetragen.

Interessanterweise stimmt der Verlauf der Kurve sehr gut mit einer Wurzel-
funktion überein, wobei die Abweichung bei kleinen εmit der bereits erwähn-
ten Mittelung über mehrere Anfangsbedingungen zusammenhängt. Für diese
kleinen Werte von ε gibt es noch keine ausgedehnten stochastischen Gebiete
im Phasenraum, so daß man stets auch Anfangsbedingungen mit λ = 0 zur
Mittelung auswählt.

Aber auch für große Werte von ε ist weiterhin eine deutliche Strukturierung
des Phasenraums zu erkennen. Es gibt also Gebiete, in denen Feldlinien sehr
schnell transportiert werden, und Sandere Bereiche, in denen kein Transport
stattfindet [35, 54]. In den stochastischen Gebieten des Phasenraums ist der
Ljapunovexponent eine wichtige Größe zur quantitativen Abschätzung des
Transports, da er die Inverse der Korrelationslänge für Feldlinien beschreibt.

6.2.3 Begrenzte Diffusion

Neben der Berechnung der Ljapunovexponenten wird die numerisch berech-
nete Verteilung der Feldlinien auch mit der analytischen für begrenzte Dif-
fusion mittels eines Kolmogorov-Smirnov-Tests verglichen, um eine Aussage
über die Gleichheit der Verteilungen machen zu können.

Dabei ergibt sich lediglich für die Anfangswerte ψ0 = 0.8 und ψ0 = 0.9
ein nicht verschwindender Wert der Größe QKS(λ). Diese Größe beschreibt
die Wahrscheinlichkeit, daß die beobachtete Differenz mit der Hypothese in
Einklang steht, daß beide Verteilungen gleich sind. Für die übrigen Start-
werte von ψ0 ist der Wert des maximalen Abstands der beiden Verteilungen
aufgetragen. Für einen maximalen Abstand von 0.064 ergibt sich für die be-
trachteten Systeme nur noch ein QKS(λ) von einem Prozent. Für größere
Abstände fällt der Wert von QKS(λ) schnell auf Null ab.

Erwartungsgemäß ergibt sich für Bereiche des Phasenraums, die Inseln oder
deren Überreste enthalten, eine sehr schlechte Übereinstimmung (Abbildun-
gen 6.3, 6.4 und 6.5). In diesen Bereichen ist eine statistische Beschreibung
im Rahmen des vorgestellten Modells nicht möglich. Dies bedeutet auch, daß
Modelle, die nur statistische Eigenschaften von Feldlinien berücksichtigen, in
diesem Bereich des Phasenraums keine Gültigkeit besitzen können.
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Abbildung 6.3: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) für die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) für ψ0 = 0.5. Für das
analytische Modell wurden die Werte D = 2.2·10−4 und ∆ = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.4: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) für die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) für ψ0 = 0.6. Für das
analytische Modell wurden die Werte D = 3.5·10−4 und ∆ = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.5: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) für die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) für ψ0 = 0.7. Für das
analytische Modell wurden die Werte D = 9.0·10−5 und ∆ = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.6: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) für die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) für ψ0 = 0.8. Für das
analytische Modell wurden die Werte D = 2.5·10−4 und ∆ = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.7: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) für die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) für ψ0 = 0.9. Für das
analytische Modell wurden die Werte D = 3.5·10−4 und ∆ = 0.57 verwendet.
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Weiterhin sieht man aus den Abbildungen 6.6 und 6.7 sehr deutlich den
Übergang von einem deterministischem nicht diffusiven System auf kleinen
Zeitskalen zu einem diffusiven für lange Zeiten. Auch dies entspricht der Vor-
stellung, daß die Feldlinien für kurze Zeiten stark korreliert sind. Erst wenn
sie sich weit genug voneinander im Phasenraum entfernt haben, können sie
ein voneinander unabhängiges (und damit stochastisches) Verhalten aufwei-
sen.

Typische Werte liegen bei diesem System in der Größenordnung von mehr als
40 Umläufen um den Torus. Somit sollten Teilchen in einem Plasma dieser
Art keine diffusive Bewegung der Feldlinien spüren, da diese typischerweise
einmal pro Umlauf durch Kollisionen von ihrer ursprünglichen Bahn gestreut
werden. Sie laufen also nie lange genug ungestört entlang dem Magnetfeld,
als daß die Bewegung der Feldlinien für sie stochastisch erscheinen könnte.

Erst für weit höhere Werte des Störterms kann man einen ausreichenden
Überlapp der Resonanzen erwarten, so daß das gesamte System einer sto-
chastischen Beschreibung zugänglich wird [9]. Da die hier gewählten Größen-
ordnungen aber in etwa den im Experiment gefundenen entsprechen, muß
man davon ausgehen, daß nur eine direkte Beschreibung von Teilchen im
Magnetfeld die gemessenen Flüsse korrekt beschreiben kann. Transportun-
tersuchungen nur auf Basis der Bewegung der Feldlinien sind dafür nicht die
geeignete Methode.

Auch fällt auf, daß es nicht möglich war, die für verschiedene Anfangsbe-
dingungen erhaltenen Verteilungen, mit einem einheitlichen Diffusionskoef-
fizienten zu beschreiben. Da das analytische Modell keine Ortsabhängigkeit
des Diffusionskoeffizienten vorsieht, hätte für alle Anfangswerte eigentlich
der gleiche Wert verwendet werden müssen, da alle Anfangswerte aus einem
zusammenhängenden Bereich des Phasenraums stammen. Dieser deutliche
Hinweis auf einen ortsabhängigen Diffusionskoeffizienten wird in der nun fol-
genden Beschreibung des Systems im Teilchenbild ebenfalls bestätigt werden.

6.3 Teilchentransport

Die Problematik in einem System aus gebrochenen und ungebrochenen Fluß-
flächen Transportgrößen zu bestimmen, läßt sich elegant umgehen, wenn man
zusätzlich den Einfluß von Stößen berücksichtigt und damit einen Transport
über das gesamte System ermöglicht. Für den Fall ungestörter Flußflächen
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ergibt sich ein einfacher diffusiver Transport wie bereits in 6.3.1 beschrieben.
Schaltet man nun die Störung ein, so ergibt sich ein zusätzlicher Transport-
beitrag durch die Bewegung der Feldlinien.

6.3.1 Klassische Transporttheorie

Die einfachste Vorstellung ist ein System mit geschlossenen magnetischen
Flußflächen, bei dem der gesamte radiale Transport durch Teilchenstöße her-
vorgerufen wird. Definiert man den Rand des Plasmas an der Stelle ψ = 1
und setzt alle Testteilchen, die diese Grenze überschreiten, wieder in der Mit-
te des Plasmas ψ = 0 aus, so erhält man nach einer Einschwingphase einen
stationären Teilchenfluß Γ∞ durch das System.

Ebenso ergibt sich ein stationäres Dichteprofil u(r). Hierbei ist jedoch die
Geometrie des Problems zu beachten. Die Teilchen werden in der Mitte ei-
nes Zylinders ausgesetzt und diffundieren dann durch Stöße zur Außenwand.
Der aufsummierte radiale Fluß durch die dazwischen liegenden Zylinderober-
flächen ist zwar konstant, jedoch ergibt sich aufgrund der mit dem Radius
zunehmenden Fläche ein nach außen abnehmender Fluß pro Oberflächenele-
ment. Man erhält

Γ(r) =
Γ∞

2 · π · r

und ebenso für das Verhältnis der poloidal aufsummierten Dichte

ū(r) = 2 · π · r · u(r) .

Diese kumulative Dichte ū(r) ist der aus der Simulation erhaltene Wert, wo-
hingegen die tatsächliche Dichte u(r) ist, welche in die Diffusionsgleichung
eingesetzt werden muß. Dieser Unterschied ergibt sich, weil die Diffusion in
einem zweidimensionalen euklidischen Raum erfolgt, die Darstellung aber in
Zylinderkoordinaten nach Summation über die poloidale Komponente. Die
Stöße finden also in einer anderen Geometrie statt als die später berücksich-
tigte Bewegung der Magnetfeldlinien.

Setzt man dies nun in den Ansatz
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Γ(r) =
Γ∞

2 · π · r = −D · du(r)
dr

für den Teilchenfluß in einem diffusivem System ein, so erhält man die Lösung

u(r) = − Γ∞
2 · π ·D · ln

(
r

r0

)

und für die poloidal integrierte Dichte

ū(r) = −Γ∞ · r0
D

·
(
r

r0

)
· ln
(
r

r0

)
,

wobei r0 =
√
2 · ψ0 =

√
2 für ψ0 = 1 ist. Die kumulierte Wahrscheinlich-

keitsdichte

Ū(r) =

r∫
0

dr′ ū(r′) =
Γ∞ · r20
4 ·D ·

(
r

r0

)2

·
(
1− 2 · ln

(
r

r0

))

liefert mit der Bedingung Ū(r0) = 1 für die Normierung der Wahrscheinlich-
keitsdichte auch direkt den Zusammenhang

Γ∞ = D · 4
r20
= 2 ·D für r0 =

√
2

zur Berechnung des Flusses Γ∞ zum Diffusionskoeffizienten D. Setzt man in
dieser FormelD = 1.892·10−5, so ergibt sich ein Fluß Γ∞ = 3.784·10−5. Dieser
nur durch Stöße hervorgerufene Fluß Γ∞ soll im folgenden als Referenzfluß

Γ0 = 3.784 · 10−5

bezeichnet werden, sowie

D0 =
Γ0

2
= 1.892 · 10−5
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als Referenzdiffusionskoeffizient. Aus der numerischen Simulation ergibt sich
ein Wert von Γnumerisch ≈ 3.730 · 10−5 in guter Übereinstimmung mit der
theoretischen Vorhersage.

6.3.2 Räumlich aufgelöster Diffusionskoeffizient

Der resultierende gesamte Teilchenfluß durch das System ist nur ein recht
grobes Maß für den Einfluß des Feldlinientransportes auf den Teilchentrans-
port. Es wäre daher schön, wenn man eine detailliertere Aussage machen
könnte, wo der Transport in welcher Stärke beeinflußt wird. Interessanter-
weise läßt sich ein solcher räumlich aufgelöster Diffusionskoeffizient aus dem
Dichteprofil und der Tatsache bestimmen, daß der radiale Gesamtfluß kon-
stant ist.

Ausgehend von

Γ(r) =
Γ∞

2 · π · r = −D · du(r)
dr

läßt sich durch Auflösen nach dem Diffusionskoeffizienten die Beziehung

D(r) = − Γ∞
2 · π · r · dru(r) =

Γ∞
ū(r)/r − drū(r)

aufstellen. Dadurch läßt sich zum einen überprüfen, ob im Bereich intakter
Flußflächen der Transport tatsächlich auf den erwarteten rein stoßbedingten
Anteil zurückgeht, und zum anderen, in welcher Weise Inseln oder stochasti-
sche Bereiche konkret den Transport erhöhen.

In den Abbildungen 6.8 bis 6.13 sind die Ergebnisse der Simulation darge-
stellt. Wie erwartet ergibt sich für den Diffusionskoeffizienten der berechnete
Wert D0 im Bereich ungebrochener Flußflächen. Auch der Gesamtfluß Γ∞
stimmt für den Fall ε = 0 sehr gut mit dem berechneten überein. Ebenso läßt
das Dichteprofil ū(r) in diesem Fall keine Abweichungen vom in 6.3.1 vor-
hergesagten erkennen. Die Geometrie des Problems ist also korrekt berück-
sichtigt worden und die Statistik der numerischen Daten ist gut genug, um
für alle berechneten Fälle klare Aussagen über die Transporteigenschaften in
dem System zu machen.
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ū
(r
)

r

mit par. Dyn.

−2r · ln(r/
√

2)

D
(r
)/
D

0

r

mit par. Dyn.
D0

Abbildung 6.8: Ergebnis der Simulation für ε = 0.00 mit und ohne Berück-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.9: Ergebnis der Simulation für ε = 0.02 mit und ohne Berück-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.10: Ergebnis der Simulation für ε = 0.04 mit und ohne Berück-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.11: Ergebnis der Simulation für ε = 0.06 mit und ohne Berück-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.12: Ergebnis der Simulation für ε = 0.08 mit und ohne Berück-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.13: Ergebnis der Simulation für ε = 0.10 mit und ohne Berück-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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6.3.3 Mittlere freie Weglänge

Ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik sollte der Diffusionskoeffizi-
ent im Bereich starken stochastischen Transports durch Feldlinien nicht von
der gewählten mittleren freien Weglänge für senkrechte Stöße abhängen. Der
Teilchendiffusionskoeffizient ist dabei durch

Dp = vth ·Dm

gegeben. In den Abbildungen 6.14 bis 6.17 sind jeweils für verschiedene Werte
von ε die Ergebnisse von Simulationen mit unterschiedlichen mittleren freien
Weglänge lf aufgetragen. Man erkennt deutlich, daß im stochastischen Be-
reich des Phasenraums keine statistisch signifikanten Abweichungen der Dif-
fusionskoeffizienten für verschiedene mittlere freie Weglängen auftreten. Dies
bedeutet, daß der Transport durch die Bewegung der Feldlinien bestimmt ist
und nicht mehr durch die Stöße zwischen den Teilchen. Das System befindet
sich in einem

”
stoßfreien“ Zustand.

Ganz anders verhält es sich dagegen, wenn man die Bereiche ausgeprägter
Inseln ohne nennenswerten Überlapp betrachtet. Hier ist eine deutliche Ab-
hängigkeit von der mittleren freien Weglänge lf erkennbar. Nimmt man als
einfaches Modell an, daß die Teilchen durch die Inseln sehr schnell transpor-
tiert werden, so kann man als Schrittweite eines solchen Zufallsprozesses die
Breite der Insel annehmen. Die Streufrequenz ist dabei das Inverse der mitt-
leren freien Weglänge, wenn man bedenkt, daß die mittlere Geschwindigkeit
der Teilchen in dimensionslosen Einheiten gerade 1 ist. Somit sollte sich eine
Abhängigkeit

DInsel = DI · ∆r
2
m

lf

ergeben. Auch diese Abhängigkeit ist gut erkennbar, wobei natürlich der Vor-
faktor DI eine unbekannte Größe darstellt. Setzt man die in der Simulation
verwendeten Werte in obige Formel ein, so kann man daraus die Größenord-
nung von DI aus den Ergebnissen abschätzen. Es ergibt sich ein Wert

DI

D0

=
DInsel

D0

· lf
∆r2m

≈ 3 · 10−3 ,
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Abbildung 6.14: Vergleich verschiedener mittlerer freier Weglängen lf für
ε = 0.02 ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.15: Vergleich verschiedener mittlerer freier Weglängen lf für
ε = 0.04 ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.16: Vergleich verschiedener mittlerer freier Weglängen lf für
ε = 0.06 ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.17: Vergleich verschiedener mittlerer freier Weglängen lf für
ε = 0.08 ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik des Systems



6.3. TEILCHENTRANSPORT 109

der relativ klein ist. Ein Teilchen wird also keineswegs zwischen zwei Stößen

”
über“ eine Insel befördert. Da die Umlaufgeschwindigkeit von Trajektorien
in einer Insel gerade zur Separatrix hin gegen 0 konvergiert, ist dieses Ergeb-
nis verständlich. Um einen quantitativen Wert für DI zu berechnen, müßte
man die Eindringtiefe der Teilchen in die Insel berücksichtigen, da von dieser
die Umlaufgeschwindigkeit maßgeblich abhängt.

6.3.4 Vergleich quasilineare Theorie

Da man also in den Simulationen ohne parallele Dynamik im stochastischen
Bereich ausschließlich Transport durch Feldlinien beobachtet, sollte in diesem
Bereich auch die quasilineare Näherung eine gute Beschreibung des Diffusi-
onskoeffizienten liefern. Mit steigendem ε wird die Näherung besser, was un-
mittelbar einleuchtend ist. Je stärker die einzelnen Resonanzen überlappen,
desto besser sollten die Annahmen der quasilinearen Näherung zutreffen.

Betrachtet man zuerst Abbildung 6.18, so erkennt man klar einzelne Inseln.
Außerdem hängt der Diffusionskoeffizient deutlich von der mittleren freien
Weglänge lf ab. Dementsprechend schlecht ist die Übereinstimmung mit der
quasilinearen Näherung. Dies bedeutet, daß einzelne Resonanzen nicht stark
überlappen können, wie dies auch die topologische Abschätzung in Tabelle
6.2 erwarten lassen würde. Selbst für Radien am äußeren Rand des Systems
(r > 1.2) ist noch eine Abhängigkeit von der mittleren freien Weglänge lf
sichtbar, obwohl keine einzelnen Resonanzen mehr im Diffusionskoeffizienten
aufgelöst werden. Der Diffusionskoeffizient erreicht gerade einmal die Hälfte
des Wertes der am stärksten den Transport fördernden Insel (m = 4).

Diese Situation beginnt sich in Abbildung 6.19 bereits zu ändern. Auch
wenn der Wert des Diffusionskoeffizienten im Bereich r > 1.2 noch nicht
den des Inseltransports der m = 4 Resonanz erreicht hat, so ist doch der
Abstand deutlich geschrumpft. Die Rechnungen mit verschiedener mittlerer
freier Weglänge lf gleichen sich ebenfalls in diesem Bereich stark an. Das
System beginnt eine Transition von einem durch einzelne Inseln getragenen
Transportregime in ein neues. Die immer bessere Übereinstimmung zwischen
Simulation und quasilinearer Näherung bestätigt, daß dieses Transportregime
die Voraussetzungen für die quasilineare Näherung erfüllt. Dies bestätigt auch
die Topologie des Systems. Für ε = 0.6 überlappen nach Tabelle 6.2 die
m = 10 und die m = 11 Resonanz.

In dem Umfang, in dem weitere Resonanzen überlappen, verschwindet die
Abhängigkeit des Diffusionskoeffizienten von der mittleren freien Weglänge
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Abbildung 6.18: Vergleich verschiedener mittlerer freier Weglängen lf für
ε = 0.04 ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.20: Vergleich verschiedener mittlerer freier Weglängen lf für
ε = 0.08 ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.21: Vergleich verschiedener mittlerer freier Weglängen lf für
ε = 0.10 ohne Berücksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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lf . In Abbildung 6.20 ist noch eine deutliche Abhängigkeit für die m = 5 Re-
sonanz zu erkennen, in Abbildung 6.21 ist diese bereits fast vollständig ver-
schwunden. Vergleicht man diese Entwicklung des quasilinearen Transport-
regimes mit dem aus der Topologie berechneten Überlapp der Resonanzen
in Tabelle 6.2, so erkennt man, daß diese eine sehr gute Übereinstimmung
zeigen. Sobald s > 1 wird, also Resonanzen überlappen, verschwindet die
Abhängigkeit von der mittleren freien Weglänge lf .

Insgesamt betrachtet ergibt sich damit folgendes Bild: Während die qua-
silineare Näherung den Diffusionskoeffizienten noch für kleine Werte von ε
überschätzt, gleichen sich die Kurven mit steigendem ε immer stärker an.
Bemerkenswert ist hierbei, daß die Ortsabhängigkeit des quasilinearen Diffu-
sionskoeffizienten gut mit der Abhängigkeit der numerischen Daten überein-
stimmt. Dies erklärt unmittelbar die Tatsache, daß in Abschnitt 6.2.3 ver-
schiedene Diffusionskoeffizienten für verschiedene Anfangsbedingungen bes-
sere Übereinstimmung zeigten.

Für kleine Störungen mit nicht oder nur schwach überlappenden Resonanzen
wird der Transport durch Inseln getragen, wogegen für stärkeres Überlappen
ein Übergang zu einem quasilinearen Transportregime stattfindet. Gerade
der sehr früh einsetzende Teilchentransport durch Inseln, ohne Transport von
Feldlinien, stellt dabei ein wichtiges Transportregime dar. Rein vom Stand-
punkt des Feldlinientransportes würde man nämlich für diese Situation kei-
nen Transport erwarten, da die Feldlinien um die Mitte der Insel umlaufen,
ohne stark voneinander abzuweichen. Insbesondere kommt es nicht zu einem

”
Mischen“ von Feldlinien und einem damit verbundenen positiven Ljapuno-
vexponenten.

6.3.5 Vergleich mit dem Modell von Rechester und

Rosenbluth

Da die Berücksichtigung der parallelen Dynamik einen starken Einfluß auf
die Transporteigenschaften des Systems ausübt, haben Rechester und Rosen-
bluth das Verhältnis beider Diffusionskoeffizienten zueinander abgeschätzt.

Setzt man in das Verhältnis

Dohne ‖-Dynamik

Dmit ‖-Dynamik

=
LK

lf
· ln
(
16.133 · lf · L⊥

LK

)
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Abbildung 6.22: Verhältnis der Diffusionskoeffizienten mit und ohne parallele
Dynamik im Vergleich mit dem Modell von Rechester und Rosenbluth

die gefundene empirische Abhängigkeit des Ljapunovexponenten

LK =
(√

1.8 · ε− 0.096
)−1

ein, so erhält man eine von der Stärke der Störung abhängige Größe.

Dabei ist zu beachten, daß die Abschätzung natürlich um so schlechter sein
muß, je kleiner die Störung ist, da im Falle einer verschwindenden Störung
nur noch Transport durch senkrechte Stöße beiträgt. Dieser ist aber von der
parallelen Dynamik unabhängig, so daß das Verhältnis für diesen Fall gerade
1 ergeben muß. In Abbildung 6.22 sieht man gerade diesen Übergang von
kleinen Störungen und einem Verhältnis von 1 auf einen Bereich, in dem
das Verhältnis aus der Simulation mit dem von Rechester und Rosenbluth
abgeschätzten in Einklang ist.

Hierbei spielt die senkrechte Korrelationslänge L⊥ eine wichtige Rolle. Da
in dem zur Simulation verwendeten System keine starke Abhängigkeit der
Störung in radialer Richtung vorhanden ist, ergibt sich diese Korrelations-
länge aus den räumlichen Grenzen des Systems. Diese wurde in Abbildung
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6.22 als L⊥ = 0.86 gewählt. Betrachtet man Abbildung 5.6, so sieht man,
daß dies in etwa der Ausdehnung des stochastischen Bereichs für ε = 0.1
entspricht.

Für kleinere und größere Werte von ε müßte dieser Wert im Prinzip ange-
paßt werden. Da sich der stochastische Bereich für größere ε nur wenig weiter
ausdehnt, führt dies nur zu kleinen Korrekturen. Für kleinere Werte von ε
sieht die Situation jedoch anders aus. Dadurch daß immer weniger Resonan-
zen überlappen, müßte L⊥ zu kleineren Werten korrigiert werden. Deutlich
ist dieser kleinere stochastische Bereich in Abbildung 5.4 zu erkennen.

Damit ergibt sich dann auch für das Verhältnis der Diffusionskoeffizienten
ein kleinerer Wert als in Abbildung 6.22 aufgetragen. Die Abweichungen des
Modells von den Simulationsdaten im Bereich ε ≤ 0.1 lassen sich hiermit
gut verstehen. Könnte man L⊥ aus den Phasenraumplots berechnen und
nicht nur grob mit dem Auge abschätzen, so wäre auch die Übereinstimmung
zwischen Modell und Simulation in diesem Bereich wesentlich besser. Für
sehr kleine Werte von ε bricht die Näherung natürlich weiterhin zusammen,
sobald L⊥ so klein geworden ist, daß das Verhältnis zahlenmäßig den Wert 1
erreicht hat.

Insgesamt bleibt das Transportverhalten demnach auch unter Berücksichti-
gung der parallelen Dynamik diffusiv, wobei allerdings der Diffusionskoeffi-
zient um einen Faktor 2.5 bis 5 unterdrückt ist, welcher sich mit dem Modell
von Rechester und Rosenbluth allerdings gut verstehen läßt.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Zur Herleitung hochwertiger Abbildungen für gegebene Hamiltonsche Syste-
me ist ein Integrator mit besonderen Eigenschaften nötig. Es reicht nicht,
eine Taylorentwicklung der Differentiale der Bewegungsgleichungen nach der
Zeit zu verwenden. Diese können zwar für kleine Zeitschritte die Entwicklung
des Systems präzise beschreiben, versagen jedoch für große Schrittweiten, wie
sie für Abbildungen benötigt werden.

Die Klasse der symplektischen Integratoren besitzt dagegen die geforderten
Eigenschaften. Der wesentliche Unterschied besteht darin, daß diese Inte-
gratoren das System durch ein ähnliches — aber vollständig integrables —
System ersetzen. Im Grenzfall für unendlich kleine Schritte konvergiert dieses
System gegen das ursprüngliche. Damit ist auch automatisch eine Prüfung
der Qualität einer gewonnenen Abbildung möglich, da der Übergang von
Integration zu Abbildung fließend verläuft.

Um solche Integratoren für in der Plasmaphysik relevante Systeme berechnen
zu können, muß es möglich sein, eine beliebige Zerlegung der ursprünglichen
Hamiltonfunktion in Summen- und Produktterme wählen zu können. Hier-
zu wurde der bekannte Formalismus zur symplektischen Integration von in
Summen zerlegbaren Hamiltonfunktionen auch auf Produkte und Mischun-
gen beider Formen erweitert. Damit steht eine leistungsfähige mathematische
und numerische Methode zur Verfügung, die für alle weiteren Untersuchun-
gen Verwendung findet.

Als erste Anwendung zur Überprüfung der Qualität solcher Integratoren wird
die von Balescu et al. vorgeschlagene Tokamap mit ihrem korrespondieren-
den Hamiltonschen System verglichen. Da dieses δ-Funktionen enthält, wer-
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den an die Numerik und den Integrator hohe Anforderungen gestellt. Der
Vergleich zeigt, daß eine Übereinstimmung nur erreicht werden kann, wenn
die δ-Funktionen anders ausgewertet werden als in der Herleitung der Toka-
map. Das Ergebnis ist eine symmetrische Auswertung der δ-Funktionen und
eine daraus resultierende symmetrische Abbildung, welche nun auch mit dem
Hamiltonschen System übereinstimmende Ergebnisse zeigt.

Hierauf aufbauend wird ein konkretes Hamiltonsches Modellsystem für die
Bewegung von Feldlinien vorgestellt, welches die wesentlichen topologischen
Eigenschaften eines im Experiment vorkommenden Magnetfeldes besitzt. Der
Vergleich verschiedener Schrittweiten liefert die Kontrolle für die korrekte
Wiedergabe des ursprünglichen Systems durch die konstruierte Abbildung.
Zugleich bestätigt sich damit auch die Eignung symplektischer Integratoren
zur Herleitung von Abbildungen.

Fügt man diesem Modell noch die Wirkung von Stößen zwischen Teilchen und
die Auswirkung der parallelen Teilchendynamik hinzu, lassen sich verschiede-
ne Transportregimes identifizieren und untersuchen. Dabei stellt sich heraus,
daß für kleine Störungen mit geringem Überlapp benachbarter Resonanzen
der Transport durch die im Phasenraum entstandenen Inseln bedingt ist.
Obwohl die Feldlinien in diesem Fall selber keinerlei Transport zeigen, steigt
der Teilchentransport stark an. Da Inseln bereits für sehr kleine Störungen
auftreten und auch im Versuch beobachtet werden, könnte dieser Transport-
prozeß für bestehende Fusionsexperimente durchaus wichtig sein.

Mit stärker werdenden Störungen überlappen die Resonanzen immer mehr
und das Transportverhalten geht in ein quasilineares Regime über. Der Trans-
port wird damit in gleichem Maße stochastisch wie sich die Überreste der In-
selstrukturen im Phasenraum auflösen. Dabei gibt die quasilineare Näherung
sehr gut die radiale Abhängigkeit des Diffusionskoeffizienten wieder.

Weiterhin läßt sich auch der Zusammenhang zwischen Teilchentransport mit
und ohne die Berücksichtigung der parallelen Dynamik untersuchen. Der
Abschätzung von Rechester und Rosenbluth nach bewirkt die parallele Dy-
namik eine Verringerung des Diffusionskoeffizienten um einen Faktor ≈ 3 für
das betrachtete System. Dies wird durch den Vergleich der durchgeführten
Simulationen bestätigt. Somit läßt sich feststellen, daß die Abschätzung von
Rechester und Rosenbluth für dieses System den richtigen Zusammenhang
liefert.
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