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Kapitel 1

Einleitung

Von dem Wunsch geleitet, eine neue Energiequelle fiir die Menschheit zu er-
schliefen, sind in den vergangenen Jahren grofie experimentelle Fortschritte
auf dem Gebiet der kontrollierten Kernfusion vollbracht worden. Trotzdem
hat es sich herausgestellt, daf die EinschlieBung eines heiflen Plasmas in ma-
gnetische Felder weiterhin schwieriger ist, als urspriinglich angenommen. Aus
einem schlechten magnetischen Einschlufl resultieren aber hohe Verlustraten
fiir Teilchen und Energie, was wiederum direkt zu Belastungsproblemen der
Wiinde fiihrt [28].

Da das Innere eines Plasmas nur sehr schwer mefitechnisch zu erfassen ist,
herrscht Unklarheit iiber die Ursachen fiir diesen erhohten Transport [12].
Eine Vielzahl von Modellen beschreibt Teilaspekt von Plasmen und liefert
Hinweise und Zusammenhénge, eine endgiiltige Erklarung steht aber weiter-
hin aus. So wird von vielen Forschern das Problem des ,,anomalen® Trans-
ports [4, 46] in Fusionsplasmen als das entscheidende Hindernis auf dem Weg
zur Energieerzeugung durch Fusion gesehen.

Ein solches Plasma ist ein komplexes physikalisches System einer grofien An-
zahl wechselwirkender geladener Teilchen [3, 51]. Die Bewegungsgleichungen
der einzelnen Teilchen, sowie die zeitliche Entwicklung des elektromagneti-
schen Feldes, sind im Prinzip wohlbekannt, jedoch ist eine direkte numerische
Berechnung eines solchen Systems aufgrund der hohen Anzahl von Teilchen
nicht méglich, weder mit vorhandenen Rechenanlagen noch mit zukiinftigen.
Dies ist ein Unterschied zu vielen anderen physikalischen Experimenten. Das
System kann nicht beliebig vereinfacht oder verkleinert werden. Es ist nicht
moglich nur einzelne Atome zur Fusion zu bringen (zumindest nicht, wenn

7



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

man dabei auch noch nutzbare Energie gewinnen méchte), man bendtigt so-
fort ein komplexes System. Andererseits sind aber auch die Gréfenskalen
im Experiment nicht so deutlich getrennt, dafl es moglich wére statistische
Néherungen ohne Schwierigkeiten zu verwenden. Zusammen mit der schwie-
rigen oder teilweise unmoglichen Bestimmung von fiir die Theorie wichtigen
Grofen, wie dem elektromagnetischem Feld im Inneren eines Plasmas, ist
die Entwicklung einer umfassenden theoretischen Beschreibung eines solchen
Systems eine gewaltige Herausforderung.

So werden neben einigen verschiedenen selbstkonsistenten Fliissigkeitsmo-
dellen [15, 50, 60] auch Teilchenbilder verwendet [21, 31, 33, 47|, die die
Wechselwirkungen der Teilchen untereinander entweder gar nicht oder nur
statistisch berticksichtigen. Dieser letzteren Klasse von Modellen sind auch
die in dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen zuzuordnen. Durch die
Gyration der Teilchen im Magnetfeld, mit durchwegs kleinen Radien, fin-
det eine starke Kopplung zwischen Verlauf der Feldlinien und der Bewegung
der Teilchen statt. Man kann also das Problem erheblich reduzieren, indem
man den Verlauf der Feldlinien als dominanten Anteil betrachtet. Von diesem
Verlauf weichen die Mittelpunkte der Gyrationshewegung der Teilchen durch
Driften und Stole ab. Beides 148t sich beriicksichtigen, so dafi aus der Dy-
namik der Feldlinien, auf die der Teilchen zuriick geschlossen werden kann.
Aufgrund der kleinen Gyrationsradien ist die Ersetzung der Teilchenpositio-
nen durch die der Gyrationszentren unkritisch und fiir die Rechnung von
groffem Vorteil, da die auf einer sehr schnellen zeitlichen Skala stattfindende
Gyration vernachlissigt werden kann [38].

Das Problem ist dadurch im wesentlichen auf die Verfolgung von Feldlinien
des einschlieBenden Magnetfeldes reduziert [52]. Allerdings kann ein solches
Modell aufgrund der fehlenden Riickwirkung der Teilchen auf das elektro-
magnetische Feld keine Effekte beschreiben, die auf einem solchen Austausch
beruhen. Diese Arten von Instabilitdten lassen sich nur in einem selbstkon-
sistenten Fliissigkeitsbild des Plasmas behandeln. Dafiir hat man aber die
Moglichkeit den EinfluB der Geometrie und den von statischen Stérungen
des Magnetfeldes auf die Bewegungen der einzelnen Teilchen sehr detailliert
zu studieren [2]. Diese Informationen sind dann wiederum wichtige Ausgangs-
punkte zur Verbesserung von Fliissigkeitsbildern, so dafl insgesamt ein immer
konsistenteres und genaueres Modell fiir Hochtemperaturplasmen entsteht.

Dabei ergeben sich die makroskopischen Gréflen der Fliissigkeitsmodelle aus
entsprechend gewichteten Mittelwerten iiber Ensembles von mikroskopischen
Teilchen. Die eigentlich interessierenden Gréfien enthalten also keine Informa-
tionen {iber individuelle Teilchen mehr, sondern nur noch Informationen {iber



die Statistik vieler Teilchenbewegungen. Deshalb ist es nicht notig tatséchlich
jede einzelne Teilchenbahn exakt zu berechnen, es reicht wenn das Mittel {iber
viele Bahnen die gleiche Statistik liefert [59]. Dies reduziert den Rechenauf-
wand erheblich, da es geniigt die exakten Bahnen der Teilchen hinreichend
genau anzundhern. Man kann also die Integration der Teilchenbahnen durch
eine Abbildung ersetzen. Dadurch entsteht natiirlich zum einen das Problem,
eine solche Abbildung zu finden, und zum anderen das Problem, die Aquiva-
lenz von untersuchtem System und Abbildung zu zeigen.

Hierbei stellt es sich als vorteilhaft heraus, dal das Magnetfeld aufgrund sei-
ner Divergenzfreiheit als ein Hamiltonsches System formuliert werden kann,
wobei eine der Feldkoordinaten die Rolle der Zeit tibernimmt [23, 34]. Die
Verfolgung von Feldlinien ist also gleichbedeutend mit einer zeitlichen Inte-
gration des korrespondierenden Hamiltonschen Systems. Dadurch kénnen auf
Hamiltonsche Systeme spezialisierte Verfahren verwendet werden. Unter die-
sen befindet sich eine besonders gute Klasse von Integratoren, namlich die
der symplektischen Integratoren. Diese zeichnen sich durch hervorragende
Stabilitat und sehr getreue Abbildung des Phasenraums des zugrundeliegen-
den Systems aus [17, 30]. Und, was in diesem Zusammenhang von grofiter
Bedeutung ist, auch dafiir, daf§ diese Eigenschaften selbst bei groflen Schritt-
weiten lange erhalten bleiben [32]. Hierdurch besteht die Moglichkeit einen
solchen Integrator als Abbildung zu , miflbrauchen“. Auch das Problem, die
Aquivalenz zwischen Abbildung und System zu zeigen, ist damit auf triviale
Weise gelost, da man die Schrittweite kontinuierlich reduzieren und somit
von der Abbildung flieBend zur numerischen Integration wechseln kann. Der
Nachteil, dafi die Ableitung eines solchen Integrators mit erheblichem ma-
thematischen Aufwand verbunden ist, wird durch die Giite des erhaltenen
Integrators mehr als kompensiert. Aulerdem ist es moglich ein konstrukti-
ves Verfahren fiir die Ableitung solcher Integratoren fiir in der Plasmaphysik
relevante Systeme anzugeben.

Dies zu demonstrieren, damit Transportgrofen zu berechnen und die Be-
ziehungen zu anderen Ansétzen und Methoden zu vergleichen, ist das er-
klarte Ziel dieser Arbeit. Der Aufbau beginnt deshalb zuerst mit einem ein-
fachen analytischen Referenzmodell einer begrenzten Diffusion (Kapitel 2)
als grundlegendster Moglichkeit Transportphdnomene zu beschreiben. Der
klassische Ansatz einer unbegrenzten Diffusion ist in der Plasmaphysik nicht
angebracht, da die Léngenskalen nicht unterschiedlich genug sind, als daf3
man die Begrenzungen des Systems vernachlédssigen kénnte. Anhand die-
ses einfachen analytischen Modells 148t sich im Vergleich mit den numerisch
berechneten Transportgréfien die Frage beantworten, ob und unter welchen
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Einschriankungen die Bewegung von Feldlinien als diffusiv bezeichnet werden
kann.

AnschlieBend werden zuerst die mathematischen Methoden zur Ableitung
symplektischer Integratoren im Detail untersucht (Kapitel 3) und diese Me-
thoden dann zur Uberpriifung der Korrespondenz zwischen der von Ba-
lescu [6] vorgeschlagenen Tokamap und dem korrespondierenden Hamilton-
schen System verwendet (Kapitel 4). Hieraus ergeben sich interessante Riick-
schliisse iiber die spezielle Methode der Ableitung von Abbildung durch die
Verwendung von é-Funktionen in Hamiltonschen Systemen. Aulerdem wird
gezeigt, wie gut oder schlecht eine solche zeitlich lokalisierte Stérung auch
eine zeitlich ausgedehnte Stérung beschreiben kann.

Auf diesen Erkenntnissen aufbauend wird dann ein realistisches Hamilton-
sches System zur Berechnung von Transportgrofien beschrieben (Kapitel 5),
ein symplektischer Integrator dafiir abgeleitet und die Ergebnisse mit de-
nen aus der Literatur und dem anfangs vorgestellten analytischen Modell
verglichen (Kapitel 6). Hieraus lassen sich einige wichtige grundlegende Aus-
sagen iiber den durch Feldlinien erzeugten Transport in Fusionsexperimenten
gewinnen. Die erhaltenen Ergebnisse werden abschlieBend nochmals in kom-
pakter Form zusammengefaf3t.



Kapitel 2

Diffusionsmodelle

Einer der einfachsten Ansétze zur Beschreibung von Transportphédnomenen
ist die Annahme eines Diffusionsprozesses. Aufgrund duflerst anschaulicher
Formeln lassen sich auf diese Weise leicht Diffusionskoeffizienten berechnen.
Bei genauerer Betrachtung stellen sich diese Koeffizienten jedoch oft mehr
als Zufallszahlen heraus denn als sinnvolle Transportgrofien. Insbesondere ist
die Angabe von Diffusionskoeffizienten zweifelhaft, wenn kiinstlich Zeitskalen
eingefiihrt werden, weil das System begrenzt ist und deshalb fiir lange Zeiten
kein lineares Anwachsen der Varianz zeigen kann.

2.1 Random Walk

Hat man eine zuféllige, von der momentanen Position nicht abhéngige, Be-
wegung in einem unendlich ausgedehnten System vorliegen, so geht der zeit-
abhéngige Diffusionskoeffizient

fiir grofle Zeiten gegen einen konstanten Wert und man erhilt

D = lim D(t)

t—o0

11



12 KAPITEL 2. DIFFUSIONSMODELLE

als den Diffusionskoeffizient, welcher das gegebene System charakterisiert.
Fiir viele Systeme ist dies eine ausreichende Methode zur Charakterisierung
des Transports. Die praktische Berechnung ist oft mit grofem Aufwand ver-
bunden, weil der Diffusionskoeffizient als Limes gegen eine unendlich spite
Zeit definiert ist und in vielen Féllen nur langsam gegen diesen Wert konver-
giert.

Auch das Ensemblemittel stellt eine langsam konvergierende Funktion dar,
in diesem Fall eine Monte-Carlo-Integration, und geht mit 1/ V/N gegen den
korrekten Wert. Dies bedeutet die Berechnung von vielen Testteilchen im
System fiir lange Zeiten. Im Falle eines ergodischen Systems, sind Ensemble-
und Zeitmittel austauschbar, was meist zu einer schnelleren Konvergenz der
Grenzwerte fiihrt.

2.2 Diffusion mit Grenzen

Hat man nun jedoch ein rdumlich begrenztes System vorliegen, so konvergiert
der zeitabhéngige Diffusionskoeffizient stets gegen 0, da die Varianz begrenzt
ist. Oft wird dann eine ,,charakteristische* Zeit gewdhlt, um fiir den Koeffi-
zienten eine von 0 verschiedene Zahl zu erhalten. Diese Zeit ist jedoch vollig
willkiirlich, weswegen auch der Aussagewert so berechneter Koeffizienten in
hohem Mafle fragwiirdig bleibt. Um dieses Problem zu umgehen, ist es nétig,
die Begrenzung des Systems von Anfang an mit in die Berechnung einzube-
ziehen [22].

Aufgrund der endlichen Grofle jedes Experiments in der Plasmaphysik, liegt
nie der Idealfall eines unbegrenzten Systems vor. Auch ndherungsweise ist
dieser Fall nicht gegeben, da die Skalen fiir Teilchenbewegungen im System
und dem System selber nur um eine bis zwei Gréfenordnungen getrennt
sind. Deshalb sind Transportberechnungen auf der Basis eines unendlich aus-
gedehnten Systems wenig realistisch. Im folgenden soll daher als einfaches
analytisches Referenzmodell fiir die spiteren Berechnungen die Diffusions-
gleichung fiir ein begrenztes System geltst werden.

2.2.1 Differentialgleichung

Ausgehend von Kontinuitédtsgleichung und der Annahme, daf§ der Dichte-
flul im System linear vom Gradienten der Dichte abhéngt, ergibt sich die
bekannte Differentialgleichung



2.2. DIFFUSION MIT GRENZEN 13

Oyu(,t) = D(t) - 5 u(y,t)

fiir ein diffusives System. Zwecks besserer Anschaulichkeit ist das System
eindimensional gewéhlt. Die Erweiterung auf mehrere Dimensionen ist trivial.
Auflerdem wird fiir Vergleiche mit Berechnungen des radialen Transports in
Fusionsexperimenten kein mehrdimensionales Modell benétigt.

Weiterhin ist der Diffusionskoeffizient zeitabhingig gewéahlt, um auch sub-
oder superdiffusive Systeme beschreiben zu konnen, bei denen sich der Diffu-
sionskoeffizient aufgrund des Systems selber zeitlich &ndert. Dies ist nicht zu
verwechseln mit der bereits beschriebenen Zeitabhéngigkeit des numerisch
berechneten Diffusionskoeffizienten, der gegen den tatsichlichen zeitunab-
héngigen Wert konvergiert. Im einen Fall handelt es sich um eine Systemei-
genschaft, im anderen um eine numerische Schwierigkeit.

2.2.2 Randbedingungen

Um die Erhaltung der Dichte des Systems zu garantieren, mufl an den ein-
zufithrenden Réandern der Flufl der Dichte verschwinden. Physikalisch in-
terpretiert entspricht dies reflektierenden Wéanden. Da der FluB geméfl den
Annahmen proportional dem Gradienten der Dichte ist, bedeutet dies, dafl

Opu(0,t) = yu(A,t) =0, ¢ €[0;A]

ist. Das System ist also auf das Intervall [0; A] eingeschrinkt.
Zur Bestimmung der Lésung mufl die Dichte im Raum fouriertransformiert

werden, weswegen es sinnvoll ist, das System rein formal auf eine periodische
und gerade Funktion

u(_¢a t) = U(¢> t)

zu erweitern. Dadurch erweitert sich das Intervall fiir ¢ auf den Bereich
[—A; Al und u(%), t) kann durch eine reine Kosinusreihe dargestellt werden.
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2.2.3 Anfangsbedingung

Da das System keine Translationsinvarianz mehr besitzt, hdngt die zeitliche
Entwicklung der Anfangsbedingungen von der Startposition der Testteilchen
ab. Dies ist leicht zu verstehen, wenn man einmal ein Testteilchen am Rande
des Intervalls betrachtet und eins in der Mitte. Das Teilchen in der Mitte
benétigt einige Zeit, bis es iiberhaupt etwas von der Existenz der Wand
bemerken kann, wihrend das Teilchen am Rand bereits von Anfang an nur
eine mogliche freie Richtung besitzt.

Dieser Effekt ist deutlich in der zeitlichen Entwicklung der Varianz zu erken-
nen. Eine, von einem kleinen Bereich des Phasenraums gestartete Population
von Testteilchen, zeigt eine vom Ort des Startpunktes abhéngige zeitliche
Entwicklung, die sich von der Entwicklung von anderen Startpunkten aus
unterscheidet. Dies ist ein erster wichtiger Unterschied, der auf jeden Fall bei
der Analyse solcher Systeme beriicksichtigt werden muf3.

Im Rahmen des hier untersuchten eindimensionalen Modells starten alle Test-
teilchen von einer Position aus, womit sich die Dichte

u(1),0) = 6(vg — ) + d(2bo + 1)

ergibt, wobei 9y eine frei wihlbare Startposition darstellt. Um die geforderte
Symmetrie der Dichte zu gewéhrleisten, mufl zu der gewiinschten Startposi-
tion auch noch die dazugehorende negative besetzt werden.

2.2.4 Fouriertransformation

Wie bei der Diffusion in einem grenzenlosen System 148t sich auch in diesem
Fall die Differentialgleichung im Fourierraum losen. Durch die rdumliche Be-
grenzung ergibt sich jedoch kein Fourierintegral, sondern die diskrete Summe

u(¥,t) = wlb) | ki::ak(t) : cos(k'zw)

2
1

fiir die Berechnung der Dichte aus den Fourierkoeffizienten. Diese wiederum
sind durch die Riicktransformation mit
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)= & T con(ET0Y
i )—A 1 cos A u(e,t)
“A

eindeutig bestimmt. Aufgrund der Wahl von u(1),t) als gerade Funktion,
konnte das Integral auch nur iiber positive 1)-Werte berechnet werden. In
dem Fall muf} natiirlich dann auch der Vorfaktor verdoppelt werden.

Uberpriifung der Randbedingungen

Ersetzt man die Dichte durch ihre Riicktransformation aus dem Fourierraum,
so laBt sich direkt zeigen, dafl die geforderten Randbedingungen durch die
getroffene Wahl der Transformation automatisch erfiillt werden:

k-
o], [0 S (M50)] |,

NS b (ke _
_Z a(t) A sm< A )'w—iA,O =0

Diese miissen daher nicht mehr separat beriicksichtigt werden, sondern sind
bereits in der fouriertransformierten Darstellung mit eingebaut. Der entschei-
dende Punkt ist hierbei, dafl sich die Dichte als reine Kosinussumme dar-
stellen 1a8t. Deshalb auch die Erweiterung der Dichte auf eine gerade und
periodische Funktion.

Transformierte Anfangsbedingungen

Neben dem Nachweis, dafl die Randbedingungen erfiillt sind, mufl nun noch
fiir die spétere explizite Angabe der Losung, die im Ortsraum gegebene An-
fangsbedingung in den Fourierraum transformiert werden. Statt konstanter
Koeffizienten, wie im unbegrenzten System, ergibt sich

ar(0) = % /dw COS(%) - (5(% —w>+6(wo+w>) =



16 KAPITEL 2. DIFFUSIONSMODELLE
_ 3 k-m-1q
= X " 008 A

als ein von der Startposition abhéngiger Fourierkoeffizient. Man erkennt auch
an dieser Stelle deutlich, dafl die Position an der man die Testteilchen aus-
setzt, einen wichtigen Einflul auf die spétere Losung ausiibt.

2.2.5 Fouriertransformation der Differentialgleichung

Nachdem nun alle nétigen Vorarbeiten abgeschlossen sind, kann die Differen-
tialgleichung im Ortsraum in die transformierte im Fourierraum umgeschrie-
ben werden. Die linke Seite der Differentialgleichung mit der Zeitableitung
liefert

+A +A

1 kw1 o1 k-m-g\ -
X di cos( A )ﬁtu(w,t)—@tK di cos( A )u(zp,t)—@tak(t)

—-A —-A

und als zweiter Schritt folgt nun die etwas aufwendigere Transformation der
Ortsableitungen. Dabei fallen die eckigen Klammern bei den partiellen Inte-
grationen einmal aufgrund der Randbedingungen und einmal aufgrund der
Verwendung einer reinen Kosinussumme weg.

A -A
D(t i k k
—l—%/dwg-sin( Z ) Oy u(,t) =
“A
k- - +A
:D(222 7T[sm( Z¢) u(l/),t)}_A_
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+A
D) k- k- k-
—%/@DTW'COS( Z¢).u(¢7t):

k2.7
= D) - m(n)

Setzt man diese Teile wieder zusammen, so ergibt sich die transformierte
Differentialgleichung des Systems im Fourierraum:

k2.2

A2

8, ay(t) = — - D(t) - ax(t)

2.2.6 Analytische L6sung
Diese Differentialgleichung 148t sich analytisch 16sen. Mit

t

D(t) = / dt' DY)

0

lautet die Losung der Differentialgleichung im Fourierraum:

ar(t) = ax(0) - exp {—ka .f)(t)} _

_ 2 k.ﬂ—.wo k2.2 .
_K'COS( x )-exp{— Az ~D(t)}

Hieraus erhalt man nach Riicktransformation in den Ortsraum die zeitliche
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte

u(w.0)= 5

it k2w -
k=1

[ )
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des begrenzten Systems. Durch den Exponentialfaktor konvergiert die Sum-
me iiber k sehr schnell, selbst wenn D(t) eine kleine Zahl ist. Fiir den Ver-
gleich dieser Verteilung mit numerisch berechneten Verteilungen bendtigt
man noch die Verteilungsfunktion U(v,t). Auch dieses Integral iiber die
Wahrscheinlichkeitsdichte kann analytisch berechnet werden.

({153 (13

Aus dieser analytisch gegebenen Verteilungsfunktion und einer numerisch
gewonnenen kann nun mittels eines Kolmogorov-Smirnov-Tests der Korrela-
tionsgrad der beiden Verteilungen bestimmt werden.

2.2.7 Momente der Wahrscheinlichkeitsdichte

Neben der Wahrscheinlichkeitsdichte und der Verteilungsfunktion selber sind
auch die statistischen Momente des Systems von Interesse, um sie mit denen
eines numerisch berechneten Systems zu vergleichen. Um aber eine Aussa-
ge iiber die Gleichheit des zugrundeliegenden Transportprozesses treffen zu
konnen, ist immer ein Vergleich der Verteilungsfunktionen aussagekraftiger,
da verschiedene Verteilungen durchaus dhnliche Momente besitzen konnen.
Manchmal ist jedoch die Berechnung der Verteilungsfunktion numerisch zu
aufwendig, so dafl man auf einen Vergleich der zeitlichen Entwicklung der
verschiedenen statistischen Momente der Verteilung zuriickgreifen muf.

Diese lassen sich ebenfalls analytisch berechnen und unter Einfiithrung der
Koeffizienten

2. 2 ~ . .
a(t) = # - exp {—kA;T -D(t)} © o8 (k 11/)0)

in einer kompakten Form aufschreiben.
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Normierung

Durch die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich fiir das nied-
rigste Moment

A

<u(,t) >y = /dw u(y,t) =1

0

stets der gewiinschte Wert 1 fiir die Gesamtwahrscheinlichkeit.

Erwartungswert

Der Mittelwert der Verteilung

A

0

A 00
= E —24 A'Oégn_l(t)
n=1

andert sich dagegen im Laufe der Zeit von der Anfangsposition der Testteil-
chen zum Mittelwert A /2, welcher sich bei einer gleichférmigen Verteilung
der Dichte iiber das gesamte zur Verfiigung stehende Intervall ergibt. Bei
einem Diffusionsprozefl in einem unbegrenzten System wére auch dieses Mo-
ment zeitlich konstant geblieben. Durch die in endlicher Entfernung liegen-
den Rénder des Systems entsteht jedoch je nach Startposition anfangs eine
Asymmetrie, welche sich erst fiir lange Zeiten in eine Gleichverteilung {iber
das gesamte Intervall verwandelt.

2. Moment

Zur Berechnung der Varianz, einer mit numerischen Daten leicht vergleich-
baren Grofle, wird das zweite Moment
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A

9 oo
<¢2'U(¢at) > = /CW ¢2U(¢>t) = % + 24 : A2 : ak’(t) ' (_)k
k=1

0

der Wahrscheinlichkeitsdichte bendtigt. Auch dieses Moment strebt fiir un-
endlich lange Zeiten gegen den fiir eine gleichméflige Verteilung iiber das zur
Verfiigung stehende Intervall zu erwartenden Wert.

Varianz

Neben dem Mittelwert einer Verteilung, welcher eine Aussage iiber die Posi-
tion der Verteilung im Intervall beschreibt, ist auch die Varianz von grofler
Bedeutung, da sie angibt, wie lokalisiert die Testteilchen um die durch den
Mittelwert beschriebene Position verteilt sind. Obwohl die Varianz damit
nicht direkt vom Anfangsort abhéingt, ergibt sich doch eine unterschiedli-
che Zeitabhangigkeit, da die Testteilchen nahe am Rand eine ldngere Zeit
benétigen, sich iiber das gesamte Intervall zu verteilen, als Testteilchen aus
der Mitte des Intervalls. Aus den bereits berechneten Momenten ergibt sich
unmittelbar die Varianz

o*(t) = <v’-u(th, ) >y = (<y-u(@h t) >y )" =

und auch hier strebt der Grenzwert fiir lange Zeiten gegen den einer Gleich-
verteilung iiber das Intervall. Insbesondere ist dieser Grenzwert unabhingig
von der Startposition, weshalb man dadurch bei numerisch berechneten Ver-
teilungen die Grofle des verfiigbaren Intervalls berechnen kann. Die Mitte
des Intervalls ergibt sich aus dem Grenzwert des Erwartungswertes. Damit
verbleibt lediglich der Diffusionskoeffizient selber als unbekannte Gréfle und
muf fiir einen Vergleich passend gewihlt werden.

2.3 Konstanter Diffusionskoeftizient

Der sicherlich interessanteste Fall ist der eines konstanten Diffusionskoeffi-
zienten. Insbesondere der Vergleich zwischen einer unbegrenzten Diffusion



2.4. ZEITABHANGIGER DIFFUSIONSKOEFFIZIENT 21

mit konstantem Diffusionskoeffizienten und einer begrenzten zeigt auf, wie
unterschiedlich beide Systeme sich verhalten konnen und wie schnell man zu
falschen Ergebnisse kommen kann, wenn man ein begrenztes System ,néhe-
rungsweise“ als unbegrenzt betrachtet. Das Integral

t
D(t):/dt/D:D-t

0

iiber den Diffusionskoeffizienten ist trivial zu berechnen und liefert zusam-
men mit der bereits angegebenen analytischen Losung die vollstdndige Be-
schreibung des untersuchten Systems. Samtliche Momente, die Wahrschein-
lichkeitsdichte und die Verteilungsfunktion konnen mit exakter Orts- und
Zeitabhéngigkeit angegeben werden. Somit steht die vollstéindige Informati-
on iiber das System zum Vergleich mit anderen Systemen zur Verfiigung.

2.4 Zeitabhingiger Diffusionskoeffizient

Neben einer Diffusion mit einem konstanten Koeffizienten gibt es auch Syste-
me, die einen stirkeren (superdiffusiv) oder schwécheren Transport (subdif-
fusiv) als ein diffusives System zeigen. Fiir viele dieser Systeme kann gezeigt
werden, dafl ein solches Verhalten durch einen zeitabhdngigen Diffusionskoef-
fizienten beschrieben werden kann. Oft besteht die Zeitabhéngigkeit lediglich
in einem einfachen Potenzgesetz. In diesem Fall ergibt sich

t
D(t)z/dt/D-tﬁ:D-

0

tl"rﬂ
1+06

als Losung. Will man nun versuchen numerisch gegebene Daten mit einem
solchen System zu vergleichen, so mufl neben dem eigentlichen Diffusionsko-
effizienten D auch noch der Exponent (3 bestimmt werden.

2.5 Verschobene Verteilungen

Da man in der Praxis selten ein System finden wird, das genau zwischen
den Grenzen 0 und A eingesperrt ist, soll hier auch noch der durch eine
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Verschiebung entstehende Unterschied untersucht werden. Sei die verscho-
bene Verteilung v = u + 6 gegeben, so ergibt sich fiir das erste Moment
<v> = <u> + ¢ erwartungsgeméf auch nur eine lineare Verschiebung.
Die Varianz ist dagegen von einer Verschiebung unabhéngig.

o = <> — <ou>?=<ui> - <u>?

Mochte man lediglich die Diffusionskoeffizienten zweier Systeme vergleichen,
so braucht man also keine Riicksicht auf eine eventuelle Verschiebungen der
beiden Verteilungen zueinander zu beriicksichtigen.

2.6 Grenzfall fiir A — ¢

Wiéhlt man die Grofle des Intervalls fiir ¢ grofler und gréfer, so sollten die
hier erhaltenen Formeln in die eines unbegrenzten Systems iibergehen. Dies
1aBt sich beispielhaft an der Wahrscheinlichkeitsdichte zeigen. Die Summe
iiber k£ wird im Grenzfall eines unendlichen Parameters A zu einem Integral,
welches sich analytisch 16sen 148t und die bekannte Gauflverteilung eines
unbegrenzten Systems liefert.

. <Cos(k;.7r.(1§) _1/))) +cos(k'ﬁ'(1f+¢))) _



Kapitel 3

Symplektische Integratoren

Aus einem gegebenen zeitlich kontinuierlichen System eine Abbildung zu kon-
struieren, ist keine triviale Aufgabe [1, 19]. Eine Moglichkeit besteht darin,
eine Abbildung zu ,erraten® und diese durch Vergleich mit dem numerisch
integrierten System zu rechtfertigen. Auf diese Weise sind viele bekannte
Abbildungen gefunden worden.

In dieser Arbeit soll im Gegensatz dazu der Versuch unternommen werden,
ein Verfahren aufzustellen, das eine direkte Ableitung einer Abbildung aus ei-
nem kontinuierlichen System erlaubt. Die Idee ist dabei einfach: Man nehme
einen hochwertigen numerischen Integrator und mifbrauche ihn als Abbil-
dung, indem man die Schrittweite sehr grof§ wihle.

Damit diese Methode funktionieren kann, mufl der Integrator das untersuch-
te System moglichst genau beschreiben [11, 57]. Fiir Hamiltonsche Systeme,
auf welche sich dieses Verfahren beschréankt, kann dies durch symplektische
Integratoren erreicht werden [56]. Diese approximieren das untersuchte Sy-
stem nicht durch eine Entwicklung der Bewegungsgleichungen in der Zeit
(wie dies zum Beispiel bei Runge-Kutta-Verfahren der Fall wire), sondern
approximieren das gewiinschte Hamiltonsche System durch ein analytisch ex-
akt gelostes, welches mit abnehmender Schrittweite gegen das urspriingliche
konvergiert.

Hierdurch werden wesentliche wichtige Eigenschaften des Phasenraums des
untersuchten Systems sehr detailliert abgebildet. Die Erhaltung aller Poin-
caré-Invarianten des urspriinglichen Hamiltonschen Systems ist eine dieser
Eigenschaften. Die Trajektorien des ,echten® Systems werden dadurch fast

23



24 KAPITEL 3. SYMPLEKTISCHE INTEGRATOREN

perfekt getroffen. Der Fehler liegt hauptséichlich in der Geschwindigkeit, mit
der die Trajektorie im Phasenraum durchlaufen wird.

Da zum Berechnen von Transportgréofien in einem System {iber viele An-
fangsbedingungen gemittelt wird, ist ein ,, Phasenfehler” (also ein Fehler in
der Geschwindigkeit, mit der eine Trajektorie durchlaufen wird) weniger kri-
tisch als ein Fehler in der Position der Trajektorie. Solange das Abbild des
Phasenraums statistisch korrekt wiedergegeben wird, kann die Schrittweite
erhoht werden. Durch die speziellen Eigenschaften symplektischer Integra-
toren ist dies iiber einen groflien Bereich von Schrittweiten gegeben. Diese
Genauigkeit kann jederzeit dadurch iiberpriift werden, dafl die selbe Rech-
nung mit einer kleineren Schrittweite wiederholt wird. Der Ubergang von der
Integration zur Abbildung ist flieSend.

3.1 Hamiltonsche Systeme

Viele physikalische Systeme lassen sich in der Hamiltonschen Formulierung
beschreiben. Daher bedeutet die Einschrénkung auf selbige keinen zu grofien
Verlust an Anwendbarkeit. Auch fiir in der Plasmaphysik relevante Systeme
existieren solche Ansitze.

Der Formalismus zur Ableitung eines symplektischen Integrators fiir ein sol-
ches System wird im folgenden aus der Formulierung der Bewegungsgleichun-
gen mittels Differentialoperatoren gezeigt [62]. Diese Ableitung kénnte auch
mit Hilfe der Liealgebra durchgefiihrt werden, wodurch die Schreibweise zwar
kompakter, dafiir aber auch weniger durchsichtig wére [27]. Auflerdem sei in
diesem Zusammenhang auch auf ein Buch [49] iiber die numerische Losung
Hamiltonscher Systeme verwiesen.

3.1.1 Zeitabhingige Systeme

Da der Formalismus nur auf zeitunabhéngige Hamiltonfunktionen anwend-
bar ist, mufl deshalb zuerst dieser allgemeinere Fall behandelt werden. Geht
man von einer zeitabhéingigen Hamiltonfunktion H(p, q,t) aus, so kann man
durch Erweiterung des Phasenraums um ein zusétzliches Paar kanonisch kon-
jugierter Variablen (ndmlich ¢ und p,) eine neue, nun zeitunabhingige, Ha-
miltonfunktion aufstellen. Dabei ist zu beachten, dafl ¢ im neuen System eine
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Ortskoordinate im Phasenraum darstellt und nicht mehr die Zeit. Die Zeit
im neuen System sei deshalb mit 7 bezeichnet.

Das neue System 143t sich sehr einfach aus dem alten berechnen, indem man
den neuen Impuls p; zur urspriinglichen Hamiltonfunktion addiert.

H(p,pi,q.t) = Hi(p,q.t) + p

Als erstes kann man nun verifizieren, daf} sich die beiden Zeiten ¢ und 7
lediglich um eine Konstante unterscheiden konnen.

. dt OH
t=—=—=1 woraus folgt, dal ¢ = 7 + const.
dr 0pt

Mit Hilfe dieses Zusammenhangs zwischen beiden Zeitskalen 148t sich nun
ebenfalls zeigen, dafl auch die Bewegungsgleichungen fiir die iibrigen kano-
nisch konjugierten Variablen invariant bleiben.

D = d_p = d_p ﬁ = @ und somit @ = — 6_H sowie
P =0 = @ e Tt it~ oq
. dgq dg di dq dq OH
q = — = @ —— = — und - - A
dr dt dr dt dt Op

Durch die Umformung ist das zeitabhéngige in ein zeitunabhéngiges System
transformiert worden. Wir konne deshalb fiir die weitere Herleitung ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit von einer zeitunabhéngigen Hamiltonfunktion
ausgehen.

3.1.2 Zeitunabhingige Systeme

Tritt die Zeit in der untersuchten Hamiltonfunktion nicht explizit auf, so ist
der Wert der Hamiltonfunktion konstant. Die Gesamtenergie des Systems
stellt also eine Erhaltungsgrofie dar. Diese kann somit als Kontrollgréfie ver-
wendet werden, um die Genauigkeit der verwendeten numerischen Néherun-
gen abzuschétzen.
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Ausgehend von der Hamiltonfunktion H(p,q) und den bekannten dazu ge-
horenden Bewegungsgleichungen

definieren wir die Poissonklammer in iiblicher Weise

OF 0G OF 0G

=50 o o 0

und fassen damit die Bewegungsgleichungen fiir p und q zu einer einzigen
fir z = (p, @) zusammen:

_(_0H oH Op OH Op OH 0q O0H 0q OH
o og'’op) \og Op Op 0Ogq  9dq Op Op Oq

= ({p,H},{q,H}) ={(p,q), H}

OH OH

Damit erhélt man eine sehr kompakte und fiir Orte und Impulse einheitliche
Schreibweise der Bewegungsgleichungen:

z2={z,H}

Diese kann man durch die Einfithrung des Differentialoperators D¢

D¢ - F ={F,G}

in die folgende Form umschreiben

Z:DH'Z,

welche im weiteren fiir die Ableitung benotigt wird.
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3.1.3 Formale Lésung

Die soeben aufgestellte Differentialgleichung 148t sich formal durch

=(t) = exp {t - Dur} - 2(0)

l6sen, wobei die Tatsache benttigt wird, dafl H eine Erhaltungsgrofie des
Systems ist und damit Dy formal zeitunabhéngig [27]. Dies ist der Grund
fiir die anfangs beschriebene Notwendigkeit der Transformation auf zeitun-
abhéngige Systeme.

3.2 (Gendherte Losungen

Die weiteren Formeln fiir die Ableitung von Integratoren beruhen nun dar-
auf, den Differentialoperator Dy als Summe aus Differentialoperatoren zu
schreiben und dann die Summe in der Exponentialfunktion durch ein Pro-
dukt aus Exponentialfunktionen anzundhern. Die einzelnen Produktterme
werden dabei so gewéhlt, dafl sie analytisch l6sbare Einzelsysteme darstel-
len. Der Integrator besteht also aus einer geschickten Hintereinanderreihung
von analytischen Losungen einfacherer Hamiltonscher Systeme.

3.2.1 Niaherung fiir Summen

Ein grofle Anzahl von Hamiltonschen Systemen 148t sich in Summen aus
Hamiltonfunktionen aufspalten, die jede fiir sich genommen analytisch inte-
grabel sind. Als ein Beispiel seien Hamiltonfunktion des Typs

H(z)=T(p)+V(q)

erwihnt. Spaltet man diese Systeme in kinetischen und potentiellen Anteil
auf, so erhélt man zwei Einzelsysteme, die jedes fiir sich gesehen trivial inte-
grabel sind, weil jeweils nur eine der beiden kanonisch konjugierten Variablen
vorkommt.

Natiirlich ist eine solche Aufspaltung nicht auf zwei Summanden begrenzt,
sondern kann von der allgemeinen Form
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H(z) = Hi(z) + Hx(z ZH

sein. Setzt man dies in die Bewegungsgleichungen ein, so ergibt sich aufgrund
der Linearitét der Poissonklammer ebenfalls eine Summe

DH'Z:{Z>H}:{Z>ZHi}:Z{z>Hi}:ZDHi'Z

iiber die einzelnen, den ,, Unter“-Hamiltonfunktionen zugeordneten Operato-
ren. Die formale Losung

z(t —exp{ ZDH}

bildet nun die Grundlage, auf der eine ndherungsweise Losung des Systems
berechnet werden kann. Da es sich bei den Dy, um Differentialoperatoren
handelt, kann die Summe im Exponenten nicht einfach in ein Produkt aus
Exponentialfunktionen umgewandelt werden.

Dies wire wiinschenswert, da H(z) ja gerade in einer Weise aufgeteilt wur-
de, dafl die Bewegungsgleichungen fiir alle H;(z) analytisch gelost werden
kénnen. Mit anderen Worten ist die Losung

2(t) = exp {t - D} - 2(0)

fiir jedes Teilsystem bekannt. Die Kunst besteht nun darin die exakte Form
mit einer Summe iiber alle Teilsysteme im Exponenten, moglichst gut durch
eine Form zu approximieren, die lediglich aus Produkten von Exponential-
funktionen mit einzelnen Teilsystemen im Exponenten besteht.

Eine mogliche Losung [27] ist, mit der Hélfte der Schrittweite die Integratoren
der Einzelsysteme auf die Anfangsbedingungen anzuwenden und danach noch
einmal dasselbe in umgekehrter Reihenfolge durchzufiihren. Diese Losung

z(t) = So(t) - 2(0) + O(t?) =
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H exp {t/z : DH}] : [H exp {t/2 : DH}] -2(0) + O(#)

stellt einen symplektischen Integrator zweiter Ordnung Ss(t) dar. Mit der
Bezeichnung O(t") ist dabei keine Ordnungsangabe im Sinne einer Taylor-
entwicklung gemeint, sondern bis zu welcher Ordnung in ¢ die Kommutatoren
der einzelnen Differentialoperatoren eliminiert wurden.

Die Korrektheit dieser Losung fiir zwei Teilsysteme 148t sich leicht mit Hilfe
der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

exp{ X} -exp{Y} =
— exp {X+Y+%[X,Y] b (X X Y]+ VY X)) +}

mit [X,Y]=X-Y-Y. X, [X,X,Y]=[X,[X,Y],

zeigen. Dabei werden alle Terme von dritter und héherer Ordnung in ¢ ver-
nachléssigt. Durch die gewéhlte Reihenfolge der Anordnung der einzelnen
Differentialoperatoren heben sich die Kommutatoren von zweiter Ordnung
in ¢t gegeneinander auf.

exp{'h-A}-exp{'h-B} -exp{'h-B} -exp{h-A} =
= exp {t/Q . A} -exp{t- B} - exp {t/g . A} =

=eXp{t/2-A}~eXp{t-B+%-A+§[B,A]}+O(t3):

2
:exp{t-(A+B)+tZ[B,A]+% |:%~A,t-B+%'A:|}+O(t3)=

= exp {t~ (A+ B) + %B,A] + %A,B] + g[A,A]} +O(t3) =

=exp{t-(A+ B)}+ O

Aus dieser Form kann man nun durch vollstdndige Induktion auf eine belie-
bige Anzahl Teilsysteme schlieflen. Die obige Form stellt dabei den Rekursi-
onsanfang dar. Zusétzlich setzen wir voraus, dafl die Formel
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exp {t : ZA’} = Hexp {*%h- A} - H exp {'h - 4;} + O°)

fiir N — 1 Teilsysteme gilt und schliefen daraus auf N.

HGXP {t/2 : Ai} : H eXp {t/2 : Ai} =
= eXp {t/2 : Al} : HGXP {t/2 : Ai} : H eXp {t/z : Ai} + €Xp {t/2 : Al} =
= exp {t/g . Al} - exp {t . ZA’} - exp {t/g . Al} + Ot =

exp {t : ZA’} +O(#)

Damit erhalten wir das gewiinschte Endergebnis

Hexp {'h-Ai}- H exp {'h- Ai} = exp {t : ZAZ} +0(t%)

und den Beweis fiir die Korrektheit der Form fiir den bereits angegebenen
symplektischen Integrator zweiter Ordnung. Interessanterweise kann nun aus
dem Integrator zweiter Ordnung, ein Integrator vierter Ordnung gewonnen
werden, und aus diesem wiederum ein Integrator sechster Ordnung und so
weiter.

Die Rekursionsformel
Sonta(t) = San(A1 - 1) - San(Ao - ) - San (A1 - 1)

21/(2n+1) 1
und A\

N 2 — 21/(2n+1) - 2 — 21/(2n+1)
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ist dabei wiederum sehr dhnlich der Form fiir den Integrator zweiter Ordnung
aufgebaut. Jedoch sind die Gréflen der Zeitschritte diesmal anders gewahlt.
Sie ergeben sich aus den Bedingungen

)\0+2'>\1:1 und )\(2)714-1_’_2_)\%71—}—1:0’

welche sich wiederum aus der Gesamtlénge eines Zeitschritts und den Vor-
faktoren der einzelnen Kommutatoren héherer Ordnungen in ¢ herleiten. Der
Beweis hierfiir findet sich in [62].

Beispiel Physikalisches Pendel

Zur Veranschaulichung der Methode und ihrer Leistungsfidhigkeit eignet sich
sehr gut das Physikalische Pendel. Der kritische Teil des Phasenraums dieses
Systems sind Trajektorien nahe der Separatrix. Die Qualitéit eines Integra-
tors 148t sich also darin messen, wie dicht die Anfangsbedingungen an der
Separatrix gewahlt werden kénnen, ohne dafl ein unphysikalisches Verhalten
auftritt.

Abbildung 3.1 zeigt schematisch die Problematik. Je nach gewéhlter An-
fangsbedingung schwingt das Pendel entweder durch oder es pendelt zwischen
seinen zwei Umkehrpunkten. Ein Wechsel zwischen diesen beiden getrennten
Bereichen des Phasenraums ist nicht moglich. Ein guter Integrator sollte also
ebenfalls diese Eigenschaft besitzen und nicht die Separatrix iiberqueren, wie
dies in der Abbildung gezeigt ist.

Dies klingt trivial, ist aber ein ernsthaftes numerisches Problem. Verwendet
man zum Beispiel ein Runge-Kutta-Verfahren zur Integration, so mufi man
die Anfangsbedingungen mehrere Groflenordnungen weiter entfernt von der
Separatrix wahlen, als bei dem hier nun beispielhaft abgeleiteten symplekti-
schen Integrator [22, 65]. Da die Periodendauer bei Annéherung an die Sepa-
ratrix gegen oo geht, ist somit auch das Verhéltnis zwischen der maximalen,
mit einem Integrator erreichten, Periodendauer und der harmonischen, fiir
kleine Schwingungen genéherten, eine direkte Anzeige der Qualitdt des Inte-
grators. Fiir den hier abgeleiteten Integrator betrdgt das Verhéltnis ~ 4.4.

Um nun die Gleichungen fiir den Integrator aufzustellen, mufl die Hamilton-
funktion fiir das physikalische Pendel
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Korrekte Losung

1.0 1

2 0.0

schlechter Integrator

,10 L Y

Abbildung 3.1: Vergleich von korrekter Losung und schlechtem Integrations-
verfahren [22]

2
H=H+H, le%, Hy=—k-cos(g) und k= Y

zuerst in integrable Anteile aufgespalten werden. Es bietet sich bei diesem
Problem an, in den kinetischen und in den potentiellen Anteil aufzuspalten.
Nun muf fiir beide Untersysteme die analytische Losung bestimmt werden,
was bei dieser Aufteilung natiirlich trivial ist. Fiir das erste Teilsystem H;
erhédlt man die Bewegungsgleichungen

mit der Losung

und fiir Hy analog
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H.
p=———=—k-sin(¢) und q:aa—;:()

als Bewegungsgleichung mit

p(t) =p(0) —k-t-sin(q(0)) und q(t) = q(0)

als Losung. Aus diesen analytischen Losungen der Teilsysteme baut man nun
den symplektischen Integrator nach der hergeleiteten Néherungsformel

Sa(At) = exp (*'h - Dm,) - exp (At - D) - exp (%' - D)

zusammen und erhalt

p(t) = p(0) —t-k-sin(q(0)+ %-p(0)) und

2

o(t) = a(0)+1-p(0) = 5 -k -sin (a(0) + % p(0))

als Formeln fiir die numerische Integration des Systems, um es von der Zeit 0
zur Zeit t zu integrieren, wobei t die Grofie des Zeitschrittes der Integration
ist. Zum Vergleich kann man nun noch das System in harmonischer Ndherung

2
H:p——k-cos(q)%

P
2 2

2
q
B S A
+ 2
losen und erhalt

q(t) = cos (\/E . t)

als Losung und damit

T = =471 12.57

2.7
Vk
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Abbildung 3.2: Langzeitverhalten einer Trajektorie nahe der Separatrix
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Abbildung 3.5: Darstellung des Phasenraums
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als Periodendauer des Systems fiir kleine Auslenkung um die stabile Ruhe-
lage. Die Abbildungen 3.2, 3.3 und 3.4 zeigen das Ergebnis der Integration
mit diesem Integrator fiir verschiedene Anfangsbedingungen und Abbildung
3.5 zeigt einen berechneten Phasenraumplot mit zusétzlichen Anfangsbedin-
gungen. Dabei ist anzumerken, dafl die Separatrix aus zwei iiberlagerten und
mit dem Auge nicht mehr zu trennenden Anfangsbedingungen entstanden
ist, ndmlich p = 1 — 107! und p = 1 + 107!, Trotz dieser optisch nicht
mehr zu trennenden Distanz liegen beide Trajektorien in verschiedenen Be-
reichen des Phasenraums und verweilen dort auch fiir alle Zeiten. Daran kann
man deutlich erkennen, wie gut der symplektische Integrator die Struktur des
Phasenraums des tatséchlichen Systems abbildet.

3.2.2 Bedeutung des Kommutators

Um ein Gefiihl fiir den bei dieser Form der numerischen Ndherung gemachten
Fehler zu bekommen, ist es wichtig, die Rolle des Kommutators genauer zu
untersuchen. Sowie bei einem klassischen Integrationsverfahren die Restglie-
der der Taylorentwicklung der Bewegungsgleichungen nach der Zeit Ordnung
fiir Ordnung eliminiert werden, um zu héheren Ordnungen im Integrator zu
gelangen, so macht man dies analog bei symplektischen Integratoren mit den
Kommutatoren der einzelnen Differentialoperatoren. Die interessante Frage
ist dabei, welche physikalische Interpretation einem solchen Kommutator ent-
spricht. Zuerst 148t sich zeigen, dafl der Kommutator ebenfalls wieder einem
Differentialoperator entspricht.

[Du,, Dp,| - 2z =
=(Dy, - Dy, — Dy, - Dp,) - 2z =
- {{Zv H2}7H1} - {{Zv H1}7H2} =
={2q - HY — 2,  HP Hi} — {z¢ - H") — zp - HV Hy} =
= [2qq - Hl(f) 24 Hr(fq) — Zpq - ng2) —zp- Hé?;)] : HI()l) _
— [qu . Hz(f) + 24 Hz()? — Zpp - Hf) — 2z Hz(ﬁl)} . H;l) —
— [24q - Hz(,l) +zq- 1(,11) — Zpgq H;l) —Zp- Hém . HI(,Q) +
+ [2pg - HY + 2 - HS) — 2 - HY — 2, - HO)] - HY =
=g [y Y )~ By D+ ) -

2 1 2 1 1 2 1 2)1
(1) ) 1) — B P+ )
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q

=z, [(H]g) -H(Q’),, — (H® -H(”)p] _

2 1 2 1
:zQ'[Hé)'H;(;)—H()'H()]p_

2 1 2 N1 _
_zp.[Hé).Hl())_Hl()).Hé)}q_

= zq {Ha, Hi}, — zp - {Hz, Hi}, = {2z, {H1, Ho}} = Dym, ) - 2

Nun kann man noch die Tatsache ausnutzen, dafl die Poissonklammer einer
Hamiltonfunktion mit sich selber verschwindet und damit das Ergebnis

{HQ,Hl} = {HQ,Hl —+ HQ} = {H27H} — H{SZ) . Hp — H1(12) . Hq =

. . . . d :
:Hfﬁ-q+H§,2>-p:Hg2>-q+H,<,2>-p+H§2):aH2:H2

erhalten, welches zeigt, dafl der Kommutator

Dy, D) = Dipy oy = Dy, = D_p,

eng mit dem Energieiibertrag zwischen den jeweiligen Teilsystemen verkniipft
ist. Dies bestétigt, dal der Fehler bei der Integration praktisch ausschliefSlich
ein Phasenfehler ist. Tragt man den Wert der Gesamthamiltonfunktion auf,
so erkennt man fiir groflere Schrittweiten immer stiarkere Oszillationen in der
Gesamtenergie des Systems. Diese Oszillationen nehmen ebenfalls, wie nicht
anders zu erwarten, stark mit der Ordnung des Integrators ab. Aufgrund
der physikalischen Bedeutung des Kommutators ist daher die Gesamtenergie
des Systems ein guter Kontrollparameter fiir die Integration, da er praktisch
direkt die Grofle des Integrationsfehlers anzeigt.

3.2.3 Naherung fiir Produkte

Bereits die Unterteilung einer Hamiltonfunktion in Summanden macht eine
Vielzahl von Systemen diesem Formalismus zugénglich. Jedoch ist dies nicht
immer moglich (insbesondere nicht bei den in dieser Arbeit interessierenden
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Systemen aus der Plasmaphysik), weshalb es notig ist, den Formalismus auch
auf Produkte aus Untersystemen zu erweitern. Dies geschieht analog zur
vorherigen Herleitung. Ausgehend von der Hamiltonfunktion

H=H,-H

setzt man die Definition des Differentialoperators ein und erhélt mit

DH-FZ{F,H}:{F,HI.H2}:?9_Z.8(H$7Z;HQ)_2_I;,8(H;7('1H2):

OF 0H, OF O0H,

- | it NI = R R i
"log 9p Op Oq } T {&1 op Op Oq
— H, Dy, -F+Hy-Dy, - F

OF 0H, O0F O0H,

eine dhnliche Form wie fiir Summen aus Hamiltonfunktionen. Damit lassen
sich alle bisher beschriebenen Methoden auch auf Produkte von Hamilton-
funktionen tibertragen. Ausgehend von dem soeben gefundenen Zusammen-
hang

Dy, = Hy - Dy, + Hy - Dp,

kann aus der formalen Losung der Bewegungsgleichungen

z(t) =exp{t- Dy} -2(0) =exp{t- (Hy- Dy, + Hy- Dy,)} - 2(0) =

H-t
Hy

H-t
:eXp{ DH2+

T : DHl} - 2(0)

die gendherte Losung

H-t H-t H-t
z(t)%exp{Q.Hl 'DHI}'QXP{ .DHQ}.eXp{ ‘ 'DHl}'Z(O)
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des Problems analog der fiir Summen angeben werden. Das Ergebnis fiir das
Produkt zweier Hamiltonfunktionen kann sehr einfach auch auf eine Form
fiir das Produkt von N Hamiltonfunktionen

erweitert werden und man erhalt

%

2(t) ~ [ﬁexp{f; -DHZ}] - Lli[\[exp{f; -DHZ}] . 2(0)

in volliger Analogie zur Form fiir Summen von Teilsystemen.

Der entscheidende Unterschied zwischen den Formen fiir Summen und Pro-
dukte besteht darin, dal die Grofle der eingesetzten Zeitschritte fiir Produk-
te nicht mehr unabhéngig vom System durch feste Koeffizienten beschrieben
wird, sondern im Verhéltnis der Einzelenergien der Untersysteme gewichtet
werden muf.

Dies hat eine Reihe von Konsequenzen fiir die Qualitdt des resultierenden
Integrators. Die gravierendste ist, dafi die Kommutatoren nicht mehr exakt
gegeneinander eliminiert werden, da sich der Wert der Koeffizienten wahrend
eines Integrationsschrittes langsam &ndert. Dies bricht die fiir Summen aus
Hamiltonfunktionen vorhandene Zeitumkehrinvarianz. Der Integrationschritt
bleibt aber trotzdem symplektisch, da ja weiterhin die analytischen Losun-
gen der Teilsysteme verwendet werden, lediglich die Gréfle der verwendeten
Zeitschritte wird modifiziert.

Eine weiteres Problem ist, dafl der Fall, in dem alle Energie aus einem Teilsy-
stem abgezogen wird, beriicksichtigt werden mufl. Dies ist nicht schwierig, da
in diesem Fall das entsprechende System quasi aus der Hamiltonfunktion ver-
schwindet. Bei allen im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten numerischen
Berechnungen haben sich diese Komplikationen als unbedeutend erwiesen,
jedoch bedarf es sicher noch vieler weiterer Untersuchungen, um ein umfas-
sendes Versténdnis dieser Probleme zu erreichen.
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Beispiel

An einem einfachen analytisch vollstdndig 16sbaren System soll auch diese
Methode demonstriert werden. Das Hamiltonsche System

H=H-Hy, Hi=p, Hy=gq

besitzt die Bewegungsgleichungen

und die Losung

p(t) =p(0) -exp{—t} und q(¢) = q(0) - exp{t}

mit exponentiell ansteigendem Ort und exponentiell abfallendem Impuls. Um
die Qualitdt der Néherung zu priifen, betrachten wir die Hamiltonfunktion
als Produkt aus zwei Untersystemen und berechnen den dazugehdrigen sym-
plektischen Integrator.

Zuerst betrachtet man die Bewegungsgleichungen

. aHl . 8[—]1
P B4 0 und ¢ p

fiir H; mit der Losung

mit der Losung
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3 . | | |
p(t) (analytisch) .
25 L | p(t) (symplektisch) - ]
q(t) (analytisch) — ------
q(t) (symplektisch) -
2 i —

Abbildung 3.6: Vergleich der analytischen Losung mit dem symplektischen
Integrator in Abhéngigkeit der Schrittweite

p(t) =p(0) —t und q(t) = q(0) .

Geméf der aufgestellten Naherungsformel

H - At H - At H - At
SQ(At):eXp{Q-Hl .DHI}.eXp{ s 'DHQ}'GXP{Q-HI .DHI}

ergibt sich der symplektische Integrator

p(0)=p(0)- ) wmd a(t)=a(0)

als Naherung fiir das betrachtete System. Da die analytische Losung des Pro-
blems bekannt ist, kann man direkt vergleichen, wie gut der symplektische
Integrator die korrekte Losung beschreibt (Abbildung 3.6). Erwihnenswert
ist in diesem Zusammenhang noch, dafl die Gesamtenergie des Systems exakt
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erhalten bleibt, wie sich durch einfaches Einsetzen der Formel in die Hamil-
tonfunktion verifizieren la3t.

3.2.4 Verallgemeinerung fiir Summen und Produkte

Genauso wie man eine Form fiir eine Summe oder ein Produkt von Hamilton-
funktionen ableiten kann, ist es auch moglich dies fiir eine Hamiltonfunktion
zu tun, die aus einer Mischung von Summen und Produkten besteht.

Beispielsweise 148t sich sehr einfach fiir die Hamiltonfunktion
H=H,+Hy-Hs, Ho3=H,-Hj
der Differentialoperator
1 1
Dy-F={F H +Hy Hy} = {F,H}+ Hy (F {F,Hy} + A {F, Hg,})
2 3

in seine Bestandteile zerlegen und aus der erhaltenen Form

1 1
Dy=2D H —D — Dy,
H H, + 1123 (H2 Hy T+ T, H3>

die gendherte Losung

t Hys - t Hos - t
z(t)%exp{ﬁ-DHl}-exp{l%HQ-DHQ}-eXp{ ;;3 DHJ}

fiir das gegebene System ermitteln. Die hier beispielhaft vorgestellte Hamil-
tonfunktion entspricht der Struktur nach den im Rahmen dieser Arbeit un-
tersuchten Systemen in der Plasmaphysik. Der abgeleitete Integrator wurde
fiir die numerische Berechnung dieser Systeme erfolgreich eingesetzt.



Kapitel 4

Tokamap

Um die bekannten Schwiichen der Standardabbildung [10, 20, 42, 43] zu um-
gehen, wurde von Balescu eine verbesserte Abbildung vorgeschlagen [6]. Die-
ser Abbildung liegt ein ,,gekicktes® Hamiltonsches Modellsystem zugrunde.
Das System besteht aus einem integrablen Anteil und einer nur zu diskreten
Zeiten wirksamen Storung. Daher ist dieses System ein interessanter Test
fiir die Leistungsfiahigkeit symplektischer Integratoren, da eine J-Funktion
numerisch gendhert werden muf.

Weiterhin besteht die Moglichkeit, die Lokalisierung der Storung bei der nu-
merischen Berechnung in eine breitere Verteilung iibergehen zu lassen. Da-
durch 148t sich beurteilen, wie gut eine solche ,mathematisch kiinstliche*
Storung eine wirkliche, in der Zeit verteilt wirkende, anndhern kann. Letzt-
endlich kann erst ein solcher Vergleich die Benutzung lokalisierter Stérungen
in der Ableitung von Abbildungen rechtfertigen.

4.1 Korrespondierende Hamiltonfunktion

Um, im Vergleich zur Standardabbildung, zu einer realistischeren Beschrei-
bung von Transportmechanismen in einem toroidalen Magnetfeld zu gelan-
gen, miissen einige wichtige topologische Eigenschaften eines solchen Feldes
beriicksichtigt werden. Die Hamiltonfunktion

¥

= far ww) - o

(27)2 14+ A-¢

-cos(2m - 0) - f(t)

43



44 KAPITEL 4. TOKAMAP

besteht aus einem integrablen Anteil W (1)), der ein frei wihlbares g-Profil
erlaubt, und einer nichtlinearen und nichtintegrablen Storung. Diese Stérung
ist so gew#hlt, dafl die magnetische Achse v = 0 invariant bleibt. Dies ist
physikalisch nétig, da im ungestérten System 1) ~ 7?2 ist und damit keine
negativen Werte fiir ¢ auftreten diirfen [6]. Dies ist, neben dem realistischen
g-Profil, die Hauptverbesserung zur Standardabbildung. Der Parameter A
wurde fiir alle Vergleichsrechnungen 1 gesetzt.

Damit ergeben sich die Bewegungsgleichungen

. oH K A-
b= = a0
: OH K A

in allgemeiner Form. Zur weiteren analytischen und numerischen Auswer-
tung miissen nun noch Angaben {iber das gewiinschte g-Profil und iiber die
Funktion f(t), die die zeitliche Abhéngigkeit der Stérung beschreibt, gemacht
werden.

4.1.1 qg-Profil

Experimentell wurden fiir verschiedene Parameter bei Entladungen sehr un-
terschiedliche Verscherungen des Magnetfeldes gefunden. Von quadratisch
ansteigenden bis zu sogenannten ,,reversed-shear® Profilen, bei denen das g-
Profil auflerhalb des zentralen Minimums weitere Extrema besitzt. Im Rah-
men dieses Vergleichs wird das Profil

W () mit d=3

T 4d-y

benutzt, welches in Experimenten fiir bestimmte Typen von Entladungen
gefunden werden kann. Der Wert d = 3 entspricht dabei der magnetischen
Konfiguration im Fusionsexperiment TEXTOR-94 in Jiilich [26].

4.1.2 Herleitung der Tokamap

Da der allgemeine Fall einer kontinuierlichen Zeitabhéngigkeit nicht analy-
tisch gelost werden kann, wird die Zeitabhéngigkeit
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= 6tk—1)

k=—00

als Summe iiber §-Funktionen gewihlt, so dal die Stérung nur zu diskreten
Zeiten auf das System einwirken kann. Dadurch erhélt man direkt als Losung

K A- wn-i-l .
— B i P Sy ) W
VYn1 (2 o 1T A 0 sin(27 - 6,,)
K A
Opi1 = O, +W(thpyr) — . -cos(2m - 6,)

2m)?2 (14+ A Pnga)?

oder eine zweite dhnliche Form, wobei die Indizes n + 1 und n so verteilt
werden, dafl die Jakobideterminante der Abbildung 1 ist und die Abbildung
damit flaichentreu. Diese Bedingung liefert jedoch keine eindeutige Losung,
weshalb es eine zweite dquivalente Form gibt, bei der einige Indizes vertauscht
sind. Der Unterschied besteht darin, dafl in einem Fall der Grenziibergang
der Anndherung an die §-Funktionen von kleineren und im anderen Fall von
groferen Werten kommend durchgefithrt wird.

Genau in diesem einseitigen Grenziibergang liegt auch ein gravierendes Pro-
blem der Herleitung der Tokamap verborgen. Der Storterm héngt sowohl
vom Impuls als auch vom Ort ab, aber beide Werte miissen zu verschiede-
nen Zeiten betrachtet werden, um eine flichentreue Abbildung zu erhalten.
Dies ist zwar, von einem mathematischen Standpunkt, aus der Herleitung er-
klarbar, physikalisch jedoch fragwiirdig. Fine solche Trennung der Zeitpunkte
der Auswertung, der in einem einzigen Storterm vorkommenden Variablen,
18t sich mit einem kontinuierlichen Grenziibergang nicht erreichen.

Die erhaltene implizite Form kann mit Hilfe der Funktion

P(wn,en):1—A-¢n+2£-A-sin(27r-€n)
T

in die explizite Form

1
wn-H - ﬂ {\/P(wn, en)Z +4- A- Qpn - P(%, en)}

K A
Onsr = Op +W(tny1) — o) Ox A o) - cos(2m - 0,,)
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umgeschrieben werden. Dies ist fiir die Auswertung von groflem Vorteil, da
die Abbildung dadurch direkt und ohne Iterationen berechnet werden kann.

4.1.3 Symplektischer Integrator

Um den durch eine zeitlich diskret angenommene Storung erzeugten Fehler
néher zu untersuchen und um die Qualitéat der abgeleiteten Formeln zur Auf-
stellung eines symplektischen Integrators zu testen, wird das Hamiltonsche
System in Untersysteme

H=H,+Hy -Hy, Hy=H, H;

aufgeteilt. Diese lauten

P
Ho= [ W)+
K A
By = 2m)2 1+A-¢
Hs; = —cos(2m-0)- f(t)

und beinhalten bereits die Erweiterung des Phasenraums, um ein formal
zeitunabhéngiges Gesamtsystem zu erhalten. Fiir die Zeitabhingigkeit kann
prinzipiell jede mogliche gegen eine ¢-Funktion konvergierende Funktion be-
nutzt werden. Die Summe iiber Gaufifunktionen

(e e}

f(t,a) = Z % -exp{—a2 (t— k‘)Q}

k=—00

bietet hierbei die Moglichkeit eines kontinuierlichen Grenziibergangs zum
zeitlich diskreten System der Abbildung. Auch die Summe iiber Kosinus-
funktionen

n

f(t,n) = Z cos(2m - k- t)

k=—n
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°l fes5  — |
A1) —
Ml F(t,25) e -
f(t,200) s
10 - |
B |
=
6 1 |

Abbildung 4.2: Funktion f(¢,n) fiir verschiedene Parameterwerte n
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kann diese Anforderung erfiillen, jedoch besteht hier das Problem, dafl n ei-
ne ganze Zahl darstellt und damit kein kontinuierlicher Ubergang méglich
ist. Weiterhin oszilliert die Funktion mit steigendem n immer stérker in der
Umgebung der Maxima und wird dadurch fiir eine numerische Auswertung
immer ungiinstiger. Dieser Unterschied ist deutlich aus den beiden Abbildun-
gen 4.1 und 4.2 der genidherten o-Funktionen ersichtlich. Deshalb wurde die
Summe der Gauffunktionen anstelle der Kosinussumme fiir die Berechnung
der Vergleichsdaten verwendet.

Fiir Hy ergeben sich die Bewegungsgleichungen

. oH, N
w——W—O,H—W—WW)
;A . 0H,

= =0 b= =

mit den Losungen

(1) = ¢0), 0(r) = 0(0)+7 -W(¥(0))

pe(t) = p(0), t(r) = t(0)+7

und fiir Hy analog

b = _@ _ 0 i - 0H, _ K ‘ A
00— o) ~ @rP (+A-up
mit
K A

Y(r) = ¥(0), o(t) = 0(0)+7- .

p(r) = p(0), i) = 1(0)

als Losung. Fiir H3 mufl zwischen den beiden beschriebenen Approximationen
fiir die 0-Funktion unterschieden werden. Benutzt man die Summe iiber die
Gaufifunktionen, so werden die Bewegungsgleichungen
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durch

0Hj;

(o)

0 = —27T-sin(27r~6)-k_z_:oo%~exp{—a2-(t—k)2}
OHy _ B

=
—% = —cos(2m-0)- Z u;—k)-exp{—a?(t—kf}
oHy _ e

Op; B

$(0) — 27 -7 -sin(2m - 0(0)) - Y % cexp {—a? - (£(0) — k)2}

gelost, wogegen die fiir die Kosinussumme resultierenden Bewegungsgleichun-

gen

D

die Losung

OHj;
ol
OHj;
oY
OHj;
ot
OHj;
Opt

—27 - sin(27 - 0) - Z cos(2m - k - t)

k=—n

0

—21 - cos(2m - 0) - Z k-sin(2m - k- t)

k=—n

0
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n

Y(r) = ¥(0) =277 -sin(2m - 6(0)) - Y cos(2m - k - £(0))
o) = 6(0)
pi(r) = p0) =27 7-cos(2m-0(0)) - > k-sin(2r - k- £(0))

k=—n

t(r) = t(0)

besitzen. Aus diesen Teillosungen kann nun der symplektische Integrator

2-H,

Hys - A Hys - A A
-exp{%-Dg}-exp{%-Dg}-exp{TT-Dl}

A Hos - A
52(A7):(3XP{77'D1}'6XP{ 2 T~D2}'

zusammengesetzt werden. Dies geschieht am praktischsten direkt in den nu-
merischen Routinen, da ein Einsetzen der teilweise recht komplexen Teillo-
sungen keinen Vorteil im Aufwand verspricht, wie dies bei einfacheren Bei-
spielen der Fall ist.

Zur Kontrolle der Giite des Integrators ist in Abbildung 4.3 die zeitliche Ent-
wicklung der Gesamtenergie des Systems dargestellt. Die stirksten Schwan-
kungen treten an den Stellen auf, an denen auch die approximierte ¢-Funktion
lokalisiert ist. Dies ist leicht verstdndlich, da zu diesen Zeiten der grofite
Energieiibertrag zwischen den Teilsystemen auftritt und damit die verwen-
dete Naherung fiir den Integrator die gréfiten Fehler zeigt. Trotzdem sind
die Schwankungen klein, wenn man bedenkt, dafl der Parameter a in die-
ser Rechnung einen Wert von 200 besitzt und damit bereits eine sehr stark
lokalisierte Funktion mit groffer Amplitude beschreibt.

Dafl die Approximation mit dem gewahlten Wert fiir den Parameter a bereits
gut eine d-Funktion beschreibt, erkennt man an Abbildung 4.4. Dort ist der
zeitliche Verlauf des Impulses ¢ des Systems aufgetragen. Man erkennt, dafl
der Impuls keine kontinuierliche Anderung in der Zeit mehr aufweist, sondern
zwischen diskreten Werten springt. Dabei sind die Positionen der Spriinge mit
den Positionen der approximierten o-Funktionen identisch.
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Abbildung 4.4: Zeitliche Entwicklung von
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4.1.4 Vergleich

Die Ubereinstimmung zwischen dem Ergebnis der Integration und der To-
kamap ist denkbar schlecht. Zum einen fallt bereits bei kleinen Storungen
auf, dafl das Ergebnis der Integration symmetrisch zur -Achse ist, wihrend
keine solche Symmetrie bei der Tokamap vorliegt.

Weiterhin erkennt man, dafl bei grofleren Storungen bei der Tokamap mehr
Fluflichen gebrochen werden als bei der Integration. Der , chaotische“ Be-
reich ist grofler, wodurch der Transport in diesem System stark beeinflufit
wird. Daher stellt sich natiirlich die Frage, wie dies iiberhaupt méglich ist.

Bereits in der Herleitung wurde die Methode zur Auswertung der ¢-Funk-
tionen als kritisch erachtet. Korrekt wére eine Auswertung, die auf einer
Funktionenfolge beruht, die im Grenziibergang gegen eine ¢-Funktion kon-
vergiert. Der in der Herleitung verwendete Grenziibergang scheint zwar fiir
beliebige endliche € zu gelten, jedoch nicht mehr im Grenzfall € = 0.

4.2 Symmetrische Abbildung

Aufgrund der schlechten Ubereinstimmung zwischen Tokamap und Integra-
tion bieten es sich an, eine ,bessere® Auswertung der §-Funktion zu verwen-
den. Diese symmetrische Auswertung geht von dem Bild einer ausgedehnten
Funktion der Zeitabhéngigkeit aus, die im Grenzfall gegen eine ¢-Funktion
konvergiert.

4.2.1 Herleitung

In Abbildung 4.6 ist schematisch dargestellt, wie die Berechnung eines voll-
standigen Zeitschrittes durch Teilschritte erfolgt. Der entscheidende Punkt
ist, dafl der Wert von 1) und € nicht als linksseitiger oder rechtsseitiger Grenz-
wert definiert wird, sondern als Mittel aus beiden. Jeweils gleiche , Anteile“
der 0-Funktion befinden sich vor der Zeit ¢,, und danach.

Ausgehend von dem bekannten Hamiltonschen System

w o
H = fa W) + 1) 90) 3 8t~ 1

k=—o00
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Abbildung 4.5: Vergleich Integration und Tokamap
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Abbildung 4.6: Konstruktionsschema der symmetrischen Abbildung

mit

K A
2r)2 14+ A-¢

f)=— und  g(0) = cos(27 - 9)

ergeben sich wiederum die Bewegungsgleichungen, wobei zur besseren Uber-
sichtlichkeit die Funktionen f(¢) und g(#) beibehalten werden.

. OH dq(6 >
6= gy = I S ek
o- 5 - W<w>+a§—ﬁf>-g<e>-k;m6<t—k>

Integriert man dieses System nun von der Zeit ¢, zur Zeit ¢, so muf} die
Storung zur Zeit t, berechnet werden. Da aber die J-Funktion symmetrisch

aufgeteilt wird, ergibt sich ein zusétzlicher Vorfaktor 5.

Wihrend der Zeitspanne von t bis ¢, ist die lokalisierte Stérung nicht
wirksam, so dafl nur der integrable Anteil des Hamiltonschen Systems einen
Beitrag leistet.

w;—i—l = %J{ ) 9;+1 = 9: + W(w:f)
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Und schlieflich kommt man mit einem weiteren Schritt von der Zeit ¢, zur
gewiinschten Zeit ¢, 1, um damit die Integration einer vollstdndigen Iteration
der Abbildung auszufiihren.

1 J0g(6,
Ya = v =g S(n) - L)
1 Of(¢n
Oni1 = 0,4 5'%'9(97&1)

Setzt man die Ergebnisse der einzelnen Zwischenschritte ineinander ein, so
erhalt man

1 0q(6,,)

ag(en-i-l)
00

5 FW)

Opt1 = 0, +W (1% — % () - 390(271)) n

T3 "o -9(9n)+§-7a¢ + 9(On+1)

als vollstdandige implizite Form der Abbildung. Im Gegensatz zur Tokamap
kann diese Abbildung nicht explizit aufgelost werden. Sie mufl also durch
Iteration berechnet werden.

4.2.2 Vergleich

Vergleicht man das Ergebnis (Abbildung 4.7) dieser symmetrischen Abbil-
dung mit dem der Integration, so kann man eine nahezu perfekte Uberein-
stimmung feststellen. Daraus folgt, dafy die Auswertung der J-Funktion einen
bedeutenden EinfluB auf die Ubereinstimmung zwischen dem tatséichlichen
System und der Abbildung hat.

Insbesondere liefert die fiir die Tokamap verwendete Methode der Auswer-
tung ein falsches Ergebnis. Dies unterstreicht, dal man den Grenziibergang
mit duBerster Sorgfalt ausfithren muf. Samtliche Uberlegungen zur Tokamap
gelten ebenso fiir die Standardabbildung. Es sind lediglich passende Funk-
tionen f(¢) und g(#) zu wéhlen und man erhélt die symmetrische Form der
Standardabbildung.
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Abbildung 4.7: Vergleich Integration und symmetrische Abbildung
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Weiterhin ist damit auch gezeigt, dafi der symplektische Integrator tatsich-
lich in der Lage ist, selbst eine stark lokalisierte Funktion detailliert und
genau zu integrieren. Damit bleibt lediglich zu kléren, wie stark sich das
System selber dndert, wenn man die zeitliche Lokalisierung der Storung durch
eine breitere (und damit auch realistischere) Verteilung ersetzt.

4.3 Schluf3folgerungen

Aus den verschiedenen vorgestellten Ansétzen lassen sich eine Reihe interes-
santer Schluflfolgerungen ziehen. Auf jeden Fall sollten abgeleitete Abbildun-
gen stets durch numerische Integration auf ihre Korrektheit iiberpriift wer-
den. Eine rein mathematisch korrekte Herleitung, zusammen mit der Grund-
bedingung einer flachentreuen Abbildung, liefert keineswegs automatisch das
gewiinschte Ergebnis.

4.3.1 Auswertung der Deltafunktion

Einen entscheidenden Einflul auf die Struktur der Abbildung und auf das
damit erzielte Ergebnis iibt die verwendete Methode der Auswertung der
0-Funktion aus. Eine weniger mathematisch, dafiir aber mehr physikalisch,
geleitete Vorstellung liefert nicht nur eine konstruktive Methode sondern auch
ein mit der numerischen Integration iibereinstimmendes Ergebnis.

Es gibt keine Wahlmoglichkeit den Grenzwert von verschiedenen Zeiten kom-
mend auszufithren und dadurch auch keine verschiedenen Moglichkeiten der
Wahl der Indizes n und n+ 1 im Storungsterm. Diese ergeben sich eindeutig
aus der Ableitung selber und enthalten auch keine physikalisch schwer zu
rechtfertigenden Mischungen verschiedener Zeiten. Daher ist die symmetri-
sche Auswertung der J-Funktionen wichtig zur Ableitung von Abbildungen
aus ,,gekickten“ Hamiltonschen Systemen.

4.3.2 Verteilungen endlicher Breite

Eine weitere wichtige Frage ist, welchen Einflufl die zeitliche Lokalisierung
der Storung auf die Dynamik des untersuchten Systems ausiibt. Dies 148t



58 KAPITEL 4. TOKAMAP

Abbildung 4.8: Integration mit K = 6.00 und verschiedenen Approximatio-
nen der ¢-Funktion
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sich mit Hilfe des numerischen Integrators einfach untersuchen, da dort die
Breite der d-Funktion frei gewéhlt werden kann.

Es zeigt sich, dafi der Unterschied zwischen einer breiten, aber lokalisierten,
Storung und einer scharfen é-Funktion relativ gering ist. Die wesentlichen to-
pologischen Merkmale bleiben unverédndert. Die genauen Grenzen zwischen
integrablen und chaotischen Bereichen des Phasenraums werden leicht ver-
schoben, jedoch ergibt sich erst im Grenzfall einer nicht-lokalisierten Storung
(a = 0) eine verdnderte Topologie.

Weiterhin zeigt sich, dafl die Wahl der Approximation der §-Funktion kei-
nen starken Einflul ausiibt. Auch eine iiber Kosinusfunktionen genéherte
0-Funktion ergibt ein topologisch korrektes Abbild des Phasenraums. Die ge-
naue Form der Lokalisierung der Stérung ist nicht entscheidend. Selbst eine
0-Funktion stellt umgekehrt noch eine hinreichend gute Approximation einer
lokalisierten, aber nicht singuléren, Verteilung dar.

4.3.3 implizite Abbildungen

Obwohl die hier vorgestellte konstruktive Methode bisher verwendeten iiber-
legen ist, so bleibt doch ein wesentliches weiteres Grundproblem bestehen.
Die abgeleiteten Abbildungen (egal ob symmetrisch oder nicht) ergeben sich
in impliziter Form. Dies ist ein generelles Problem, da nur in seltenen Féllen
die implizite Form auch in eine explizite aufgelost werden kann. Im Falle der
Tokamap ist dies noch méglich, fiir die symmetrische Variante bereits nicht
mehr.

Abgesehen von der benotigten Rechenzeit fiir die Losung einer solchen im-
pliziten Abbildung, stellt sich auch die Frage der Konvergenz bei iterativer
Berechnung. Im allgemeinen sind die impliziten Terme klein, so dafl dies kein
Problem darstellen sollte. Jedoch beweist dies nicht die Konvergenz. Diese
miifite eigentlich fiir jede Abbildung einzeln gezeigt werden.

Aus der impliziten Form ergibt sich auch die Schwierigkeit der Berechnung
der Jakobideterminante zum Nachweis der Flachentreue der Abbildung. Fiir
einige Abbildungen ist der Nachweis auch in der impliziten Form moglich,
weil sich Terme geschickt gruppieren lassen, jedoch ist auch dies wiederum
nicht fiir alle Abbildungen durchfithrbar. In solch einem Fall hilft dann nur
der Vergleich auf Ubereinstimmung mit dem Ergebnis der Integration. Dies
ist zwar kein strenger mathematischer Beweis, aber in der Praxis meist aus-
reichend.
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Kapitel 5

Das Modellsystem

Nachdem nun die Theorie zur Ableitung eines symplektischen Integrators
vorhanden ist, kann diese auf ein Hamiltonsches System angewandt werden,
das moglichst viele charakteristische Eigenschaften eines Feldliniensystems
in einem realen Experiment besitzt. Es geht dabei nicht darum, eine gege-
bene Feldkonfiguration wirklich exakt zu beschreiben, sondern darum, die
topologischen Eigenschaften dieser Konfigurationen korrekt zu erfassen.

Das wesentliche Merkmal der Magnetfelder in Fusionsexperimenten ist der
Wechsel von geschlossenen Flufiflichen mit aufgebrochenen. Im Idealfall hét-
te man gerne ein vollstédndiges System solcher geschlossener Flédchen, da dies
keinen radialen Transport durch Feldlinien bedeuten wiirde. Dies ist jedoch
in der Praxis nicht realisierbar, da stets Storungen der idealen Konfiguration
vorhanden sind. Diese fiithren zu gebrochenen FluBflachen und damit auch
einem Transportbeitrag in radialer Richtung durch Feldlinien [40].

Deshalb ist auch das hier untersuchte Modellsystem so aufgebaut, dafl neben
einem integrablen Anteil mit , perfekten ungebrochenen FluBflachen, eine
zusdtzliche Storung wirkt, welche lokalisiert solche Fliachen aufbricht. Diese
nichtintegrablen Bereiche werden oft auch als ,,chaotische* oder ,ergodische*
Gebiete des Phasenraums eines solchen Systems bezeichnet [48].

5.1 Hamiltonfunktion

Das Hamiltonsche System mufl zur Konstruktion eines symplektischen Inte-
grators in drei Teile aufgespalten werden, so daf jeder Teil fiir sich genommen

61
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analytisch gelost werden kann. Dabei ergibt sich die bereits im Kapitel {iber
symplektische Integratoren genannte Form der Hamiltonfunktion.

H:H1+H2'H3

Hierbei beschreibt der erste Teil den integrablen Beitrag und der zweite und
dritte Teil die Storung des Feldes.

5.1.1 qg-Profil

Aus Messungen an vielen Entladungen in Fusionsexperimenten weifl man,
dal die Grundstruktur des Magnetfeldes eine nach auflen abnehmende Ver-
scherung besitzt. Dies erreicht man in Tokamakexperimenten durch Stréme
im Plasma, wihrend in einem Stellarator selbige durch externe Stréme rea-
lisiert werden. Gegeben ist die Starke der Verscherung durch das g-Profil als
dem Verhéltnis zwischen toroidalem und poloidalem Flu$.

P

le/dw’@—l—ptZ%-arctan(\/&zﬂ)ijt mit d=3

Der Verlauf des g-Profils bestimmt die Lage und die Ausdehnung von Reso-
nanzen und Inseln in der Topologie des Magnetfeldes, weshalb ein realistisch
gewahltes Profil wichtig ist. Das hier verwendete Profil entspricht im wesent-
lichen den experimentell gefundenen g-Profilen.

5.1.2 Storung

Diesem Feld ist eine Storung iiberlagert, die in ihrer poloidalen Abhéngigkeit
einer von Elsésser et al. [24] angegebenen entspricht. Die Wahl der Fourier-
komponenten und der beriicksichtigten Modennummern approximiert die im
Experiment JET vorliegenden Verhéltnisse. Natiirlich kann dies die tatséchli-
che Konfiguration nicht exakt beschreiben, sondern nur zu einem akzeptablen
Grad annéhern.

Eine solche rein poloidale Storung wiirde jedoch nicht die Invarianz der ma-
gnetischen Achse garantieren, weshalb von Balescu et al. [6] eine zusétzliche
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radiale Abhéngigkeit vorgeschlagen wurde. Dies ist notig, da der toroida-
le FluB v in diesem System proportional dem Quadrat des Abstands von
der magnetischen Achse ist und daher negative Werte fiir ¢/ nicht auftreten
diirfen.

Da die gesamte Storung nicht analytisch integrabel ist, muf3 sie in zwei Pro-
duktterme aufgespalten werden, wobei

A

.1+A‘¢ mit A=

H2:€

die radiale Abhéngigkeit und

11
1

Hs; = ——.cos(2-m(m-0—n-t mit n=3

0= 2 o s )

m=4

die poloidale und toroidale Abhéngigkeit der Stérung beschreibt. Beide ent-
halten jeweils nur eine von beiden kanonisch konjugierten Variablen und sind
damit trivial integrierbar.

Die Stérung bewirkt ein mit wachsendem e immer stérkeres Aufbrechen der
FluBiflichen, so dafl fiir sehr grofe Werte von € ein immer gréflerer chaoti-
scher Bereich entsteht und immer mehr von der vorher vorhandenen Struktur
verloren geht.

5.1.3 Integrator

Fiir die Konstruktion des symplektischen Integrators werden nun zunéchst
die analytischen Teillosungen der einzelnen Untersysteme benotigt. Durch die
gewihlte Zerlegung ergeben sich durchweg einfach zu lésende Bewegungsglei-
chungen.

Das erste Teilsystem H; enthélt neben dem integrablen Anteil der Magnet-
feldkonfiguration auch noch den benétigten Hilfsimpuls p; um ein formal
zeitunabhéngiges Gesamtsystem aufzustellen. Aus den Bewegungsgleichun-
gen
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P aHl . . o aI{l -
v =0 o= =0
g o_ O _ 1 - ot _

ergeben sich unmittelbar die Losungen

() = ¥(0), p(t) = p:(0)

fiir das System.

Die radiale Abhéngigkeit der Storung H variiert lediglich mit ¢, wodurch
sich nur fiir # eine nichtverschwindende Gleichung ergibt.

. 0Hy, . 0Hy,
V= =0 o= =0
. 0H, A . 0H,

o T+ A2 B,

Deshalb sind natiirlich auch in der Losung alle Variablen aufler 8 konstant.

(r) = ¥(0), (1) = pi(0)

A
(1+A-4(0))*

0(r) = 0(0)+7-¢-

Schlieflich fehlt noch der poloidale und toroidale Anteil der Storung Hs.
Dieser vervollstandigt das System und liefert mit seiner Abhéngigkeit von 6
und ¢ die Dynamik fiir die beiden Impulse.
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Aus

. O0H;
_ 9 9 om
¥ 06 : 7712_:4(m+1)2

o,
oY

. (9H3 n .
po= — oo = _2.7(.27.

OHs3
Opy

erhilt man direkt

als Losung. Damit stehen nun alle benétigten Hilfsmittel zur symplektischen
Integration des Systems zur Verfiigung.

5.1.4 Vergleich verschiedener Schrittweiten

Um die Stabilitdt des Integrators fiir grofle Zeitschritte beispielhaft zu zei-
gen, ist in den Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3 das Ergebnis einer numerischen
Integration einer festen Anfangsbedingung dargestellt.

Auf allen dargestellten Zeitskalen sind keine Abweichungen der Kurven un-
tereinander vorhanden, die grofler als der durch die Ensemblemittelung zu
erwartende statistische Fehler sind. Dies ist bemerkenswert, da zum einen der
Unterschied zwischen der kleinsten und der grofiten Schrittweite einen Faktor
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Abbildung 5.1: Verhalten der Varianz fiir verschiedene Schrittgréfien der In-
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Abbildung 5.2: Verhalten der Varianz fiir verschiedene Schrittgréfien der In-
tegration auf einer mittleren Zeitskala
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Abbildung 5.3: Verhalten der Varianz fiir verschiedene Schrittgréfien der In-
tegration auf einer langen Zeitskala

100 betragt, und andererseits, weil die grofite Schrittweite mit lediglich 10
Schritten einen vollstdndigen Umlauf um den Torus berechnet. Eine solche
Schrittweite kann bereits nicht mehr als Integration bezeichnet werden. Es
ist eine Abbildung.

5.1.5 Poincaré-Schnitte

Um einen Uberblick iiber die wesentlichen topologischen Eigenschaften eines
Systems zu bekommen, bietet sich auch in der Plasmaphysik die Darstellung
von Poincaré-Schnitten an.

Die Schnittebene ist dabei durch eine feste toroidale Position gegeben. Fiir
verschiedene Stérken der Stérung (Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.6) erkennt
man den Ubergang des Systems von einem integrablen mit intakten KAM-
Flachen zu einem System mit gebrochenen. Mit steigendem e verschwindet
immer stéirker die Struktur des Systems und es bildet sich ein , chaotischer*
Bereich heraus.

Fiir sehr grofie Werte von ¢ wird die Stérung schliefilich so dominant, daf3
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Abbildung 5.5: Poincaréabbildung des Phasenraums fiir ¢ = 0.06
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Abbildung 5.6: Poincaréabbildung des Phasenraums fiir ¢ = 0.10

das System vollstdndig stochastisch wird und damit ein klassisches diffusi-
ves Verhalten zeigt. Interessant ist jedoch vielmehr der dazwischen liegende
Grenzbereich, da dieser in der Topologie der Konfigurationen von Fusionsex-
perimenten realisiert ist.

5.2 Teilchendriften

Wie bereits 1966 von Morozov und Solov’ev gezeigt wurde, kénnen die durch
Driften bewirkten Abweichungen der Teilchen von den Feldlinien mit in die
Beschreibung des Magnetfeldes einbezogen werden. Das tatséichliche Feld
wird dabei durch ein transformiertes ersetzt, welches die Eigenschaft hat,
dal die Feldlinien in dem transformierten System gerade der tatsdchlichen
Bewegung der Gyrationsmittelpunkte der Teilchen in dem urspriinglichen
entsprechen.

Morozov und Solov’ev [37] erhielten durch Umformung der Driftgleichung fiir
Teilchen die folgende Form fiir die Geschwindigkeit der Gyrationszentren
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Abbildung 5.7: Verédnderung des g-Profils durch Einbeziehung von Driften

v="1(B+Vx(p-B))

mit

)| e-B

2
U”:\/E-(E—/L~B), L= und Q= -

Aus dieser Darstellung 148t sich direkt die Gleichung fiir das transformierte
Magnetfeld

B*:B—l-VX(p”-B)

aufstellen [58]. Um dieses transformierte Magnetfeld fiir die Berechnung ver-
wenden zu konnen, miissen die dimensionsbehafteten Groflen zuerst dimen-
sionslos gemacht werden. Fiir die Energie wird die thermische Energie

m
E=2 4,
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der Teilchen verwendet und fiir die Zeitskala das Inverse der Gyrofrequenz

e-B
-

Q:

Hieraus ergibt sich fiir die Léngenskala p; die Einheit

Cw VEEm g
pO_QO_ e-B ~ e-B

und fiir eine Temperatur 7' = 1keV und ein Magnetfeld B = 2.25T erhélt
man fiir Jonen

po=3.05-10"m ,

sowie fiir Elektronen

po="7.11-10""m .

Diese Léangenskala mufl in Relation zu der in magnetischen Koordinaten ver-
wendeten gestellt werden. Fiir einen kleinen Plasmaradius von 0.50m ergibt
sich dort ein

und damit ein dimensionsloser Parameter

A="20
Zo

mit einem Wert von 8.70 - 1072 fiir Ionen und 2.03 - 10~ fiir Elektronen. Da

)\-p”:—- E—M-B%

) )
B 1
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in den angegebenen dimensionslosen Einheiten als zusétzlicher Term in die
Hamiltonfunktion eingefiigt werden mufl [61], 1&8t sich erkennen, dafi die
Bedeutung dieses Terms im Vergleich mit dem integrablen Anteil und dem
Storterm sehr klein ist. Dies ist in Abbildung 5.7 fiir Ionen dargestellt. Der
Unterschied fiir Elektronen liegt nochmals um einen Faktor 45 unter dem fiir
Ionen. Daher kann man davon ausgehen, dal in dieser Geometrie und fiir
die hier gewédhlten Parameter Driften keinen Einflufl auf das Transportver-
halten ausiiben, solange keine parallele Dynamik fiir den Transport entlang
der Feldlinien mitberiicksichtigt wird. Kann sich jedoch das magnetische Mo-
ment g durch Stofprozesse dndern, kann auch durch Driften ein effektiver
Transport entstehen.

5.3 Parallele Dynamik und Stoéfle

Solange Teilchen keine Wechselwirkung aufeinander ausiiben, bewegen sie
sich fast vollstindig entlang der Feldlinien [38]. Die Abweichungen durch
Driften sind nur gering. Bei Beriicksichtigung von Stofiprozessen éndert sich
dieses Verhalten jedoch in zweierlei Weise. Zum einen besteht die Moglichkeit,
daB ein Teilchen sich durch den Stof§ entgegen seiner urspriinglichen Richtung
weiterbewegt. Tut es dies mit einem gednderten magnetischen Moment, so
sind auch die Beitrdge des Driftterms verschieden und das Teilchen kann
von seiner urspriinglichen Bahn abweichen [13, 18]. Diese Bewegung entlang
der Feldlinien wird als parallele Dynamik bezeichnet. Interessant in diesem
Zusammenhang ist, daf} ein Teilchentransport senkrecht zum Magnetfeld nur
aufgrund der parallelen Dynamik und der Driften moglich ist.

Weiterhin bewirken Sto8e aber auch eine direkte radiale Versetzung der Gyra-
tionsmittelpunkte der Teilchen, wodurch ebenfalls ein senkrechter Transport
entsteht. Geht man hierbei von einer mittleren quadratischen Versetzung
um p?/2 und einer StoBfrequenz v aus, so ergibt sich direkt der klassische
Diffusionskoeffizient

fiir die Diffusion der Teilchen relativ zur Bewegung der Feldlinien. In dimen-
sionslosen Einheiten ist der Gyrationsradius p fiir lonen gerade . Setzt man
als mittlere freie Weglédnge einen Umlauf um den Torus an, so ergibt sich fiir
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die StoBfrequenz v in dimensionslosen Einheiten gerade 1. Eingesetzt ergibt
dies zahlenméfig

1
DL:Z-V-)\2:1.892-10_5

fiir den Diffusionskoeffizienten. Fiir ein ungestértes Magnetfeld mit geschlos-
senen Magnetflachen stimmt dieser Wert mit dem in der Simulation erhal-
tenen iiberein, da in diesem Fall kein Transport durch Feldlinien stattfindet.
Schaltet man nun aber die Storung des Magnetfeldes ein, so entsteht aus der
Uberlagerung von Teilchen- und Feldlinienbewegung ein erhéhter Transport.
Kennt man den absoluten Teilchenflufl durch das System, so kann hieraus ein
ortsaufgeloster Diffusionskoeffizient bestimmt werden. Dieser Trick wird im
folgenden Kapitel zur Bestimmung von Diffusionskoeffizienten ausgenutzt.

Geht man davon aus, dafl die Teilchen sich mit thermischer Geschwindig-
keit vy, um den Torus bewegen, so ergibt sich hieraus der Zusammenhang
vy, = 2/t zwischen Lénge z und Zeit ¢. Dies kann man ausnutzen, um einen
Diffusionskoeffizienten D,, in magnetischen Koordinaten in einen Koeffizien-
ten D, im System der Teilchen umzurechnen:

Diese wohlbekannte Umrechnung ist notig, da in magnetischen Koordinaten
der toroidale Winkel die Zeit darstellt.
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Kapitel 6

Transporteigenschaften

Eines der grofiten Probleme in der Plasmaphysik ist, dafl sich das Transport-
verhalten des Gesamtsystems aus mehreren einzelnen iiberlagerten Trans-
portprozessen zusammensetzt. Bereits die Beschreibung jedes Transportme-
chanismus fiir sich alleine ist keine triviale Aufgabe. Um so komplizierter
wird es jedoch, wenn diese gemeinsam betrachtet werden miissen.

So werden Teilchen sowohl durch Stéfle als auch durch die Bewegung der
Feldlinien in radialer Richtung transportiert. Wie sich dabei das Gesamt-
verhalten aus den einzelnen Beitragen bestimmen 1a8t, ist nicht leicht zu
beantworten, sondern mufl in jedem Fall erst detailliert untersucht werden.

6.1 Theoretische Modelle

Zum Vergleich der mit einem symplektischen Integrator erhaltenen numeri-
schen Daten werden nun zuerst einige Modelle beschrieben, die analytisch
berechenbare Grenzfille darstellen. Anhand dieser 1&8t sich die Korrektheit
und Genauigkeit der verwendeten numerischen Methode iiberpriifen.

Dabei ist stets zu beachten, auf welchen Annahmen die einzelnen Modelle
beruhen, um Unterschiede und Abweichungen mit den berechneten Daten
verstehen zu konnen. Insbesondere ist es interessant, Modelle, die mehr als
nur einen Transportproze beriicksichtigen, mit den tatsdchlich erhaltenen
Werten zu vergleichen. Dies liefert einen sehr guten Einblick in die Gren-
zen dieser analytischen Beschreibungen fiir Systeme mit einem gemischten
Phasenraum.

)



76 KAPITEL 6. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN

6.1.1 Langevin Gleichungen

Um den Einflu8 des Magnetfeldes auf die Bewegung von Teilchen zu berech-
nen, gibt es verschiedene Ansétze. Eine Moglichkeit ist, das Magnetfeld nur
tiber seine statistischen Eigenschaften zu beschreiben [55]. So ld8t sich die
Storung des Magnetfeldes als

(z —2')?

<bn(2) () > = B exp (— Y
[

) “Omn Mit m,n=2x,y

und die parallele Geschwindigkeit langs der Feldlinien als

2
v
<my(t) - m(#)> = Z - exp (= - |t =)

beschreiben. Weiterhin wird vorausgesetzt, dafl es keine Korrelation zwischen
der parallelen Geschwindigkeit 7 () und der Storung des Magnetfeldes b, (2)
gibt. Ein solcher Ansatz fithrt mit den Bewegungsgleichungen fiir den Gyra-
tionsmittelpunkt eines Teilchens in einem Magnetfeld

d:;(tt) = by (2(t)) - my(¢) + na(2)
d?;_(t“ = by (2() - 1y () + 7y (8)
dz(tt) = (t)

zu statistischen Differentialgleichungen, ndmlich den A-; V- und SA-Lange-
vin-Gleichungen [16, 29]. Hierbei enthalten die 7,,(¢) die senkrechte Dynamik
durch Stofle. Da man nur an einer Beschreibung des Transports durch das
Magnetfeld interessiert ist, werden diese Terme vernachléssigt. Die Langevin-
Gleichungen lassen sich unter bestimmten Annahmen analytisch lésen [5]
und ergeben fiir den Teilchendiffusionskoeffizienten fiir lange Zeiten eine
Abhéngigkeit
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und damit einen verschwindenden Diffusionskoeffizienten. Da in den hier vor-
gestellten Simulationen der Limes fiir ¢ — oo berechnet wurde, ist es nicht
moglich die erhaltenen Werte, mit denen aus den Langevin-Gleichungen zu
tiberpriifen [39].

Weiterhin kommt noch hinzu, dafl die rein statistische Beschreibung des Ma-
gnetfeldes keine zeitlich konstante Storung beschreibt, das heifit Effekte auf-
grund der statischen Natur des Feldes, konnen nicht auftreten. Lauft ein
Teilchenensemble eine Weile entlang des Feldes und danach wieder zuriick,
so fithrt dies in den Langevin-Gleichungen nicht zu einem Zusammenlaufen
der Teilchen, wie es korrekt wére.

6.1.2 Quasilineare Theorie

Nimmt man an, daf die nichtintegrable Stérung des Magnetfeldes eine grofie
Anzahl an Moden besitzt, so finden sich an jeder Stelle im Phasenraum iiber-
lappende Resonanzen, und die Bewegung der Feldlinien wird stochastisch
[14]. Der daraus resultierende Diffusionskoeffizient ldfit sich quasilinear be-
rechnen [53]. Ausgehend von der Wahrscheinlichkeitsdichte f(1,6,t), welche

fiir lange Zeiten einen stationédren Zustand annimmt, 148t sich aus

d 0 .0 .0
die Ausgangsgleichung
0 OH(¢,0,t) 0 OH(¢,0,t) 0 B
e (¥,0,t) — 0 oy (¢>9>t)+T g (¥,0,t) =0

fiir die Berechnung des Diffusionskoeffizienten gewinnen. Hierbei sei die Ha-
miltonfunktion

H(¢>9>t) = HO(w) +e- H1(¢>9>t)

aus einem integrablen nur von v abhéngigen Anteil und einer nichtintegra-
blen Storung zusammengesetzt. Weiterhin wird die Wahrscheinlichkeitsdichte
in Ordnungen von ¢ entwickelt
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f,0,t) = Zg ful,0,1) = Zs (fyw, +fy(w,9,t))

und in Mittelwerte

27

Flt) = 5 [0 1,(0,6.0) = < £(0.0,6)>9

0

und Fluktuationen f, (1, 0,t) aufgeteilt. Zusétzlich definieren wir verschiede-
ne Zeitskalen

t,=¢"-t,

auf denen die Dynamik des Systems stattfindet. Bis zur zweiten Ordnung in
¢ ergeben sich die Gleichungen:

dfo O0H, 0Ofy

0. _JY e —

ST LTI, 0
dfi  0fo 0H, 0fi O0H, 0fy, O0H, O0f

1. - - P - .- - - . =

= o o L W VIR WA, VR R WA
of, 0f, 0f O0H, 0f, OH, 0f, OH, 0

e2: ﬁ_‘_i_‘_ﬁ_F_o.ﬁ_F_l.i__l.i:O

Oty Ot Ot | O 00 ' o 09 98 o

Zerlegt man fy in seinen mittleren und fluktuierenden Anteil erhélt man

fo dfo fo . &H,
— = Q- = N=—"
3o 0 und ot o + 20 =0 mit 0

Somit hingt fy nicht von ¢ ab und fo ist eine Funktion von (¢, 0 —Q-ty, tg =
0,t1,ta,...). Um keine grolen Storungen der Ordnung g% zu erhalten, mufl
man daher als Anfangsbedingung fo = 0 wéhlen. Damit ergibt sich, dafl

fo=fo(,t1,t2,...)
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von € und ¢, unabhéingig ist. Setzt man dieses Ergebnis in die Gleichung der
Ordnung ¢! ein und zerlegt wiederum nach gemitteltem und fluktuierendem
Anteil

_ _ -~ - - T
Oh _ 0f o 0K o Oh _0m Ofy
Oty oty oty 00 00 oY’

ergibt sich zuerst, dafl _fo auch nicht von t; abhéngen darf, da sich sonst
ein linear wachsendes f; ergeben wiirde. Dies wiirde nach kurzer Zeit die
Bedingung verletzen, dafl f; eine Ordnung in ¢ kleiner ist als fy. Die Losung

to _
i /dtg OH1 (1,0 — Q -ty to —th) fo

20 a¢+fl(¢>9_9't0at020)

0

148t sich direkt angeben, wobei der Anfangswert f (¥,0 — Q- tg,tp = 0) im
folgenden vernachléissigt werden soll. Insbesondere zeigt sich, dafl f; nicht
von t; abhingt. Fiir die Ordnung &2 ergibt sich iiber § gemittelt:

of,  Of 0fs _OH, fi
o "ot Ton  “ o0 ap Y

Geht man davon aus, dafl die Storungen mit Ty periodisch sind, so kann der
Mittelwert

To
1
<X>t:? dt/X

0
0

definiert werden und liefert

a<f1>t__af0 oH, 0f, wobei 0 < fo>y

ot o, T o oy M at, 0

ist. Da die rechte Seite nicht von #; abhéngt, muf diese verschwinden, weil
sonst fi linear mit ¢; anwachsen wiirde. Setzt man nun in
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of  _0H, Of o OH,

o 00 00 " op “an I

das Ergebnis fiir fl ein, so ergibt sich die Diffusionsgleichung
dfo 0 dfo
=2 =~ (Dgp, - =
aty O o

mit

to
COHL (4,0 — Q- th to — 1) OH,(,0,t
DQL=</dt0 (¢ = 0.to — 1) 1(?9 0) os

0

als Diffusionskoeffizientem. Wertet man diese Form fiir das in Kapitel 5 vor-
gestellte System aus, so ergibt sich:

1 Ao 2 11 m2
DQL_E'(HA.w) ';(1+m)4 (n—m-Q)?2

o (QZM )

Wichtig ist hierbei der Grenzfall w = n —m - — 0, da in diesem Fall eine
Divergenz auftreten konnte. Bei genauer Analyse zeigt sich jedoch, dafl Dqp,
endlich bleibt und mit dem Grenzwert dieser Formel iibereinstimmt.

11
q(¥)  1+n-y?

n_ .
] mit Q=

6.1.3 Modell von Rechester und Rosenbluth

Auf der vorherigen Beschreibung aufbauend haben Rechester und Rosenbluth
[41] die Dynamik eines Systems von Teilchen in einem solchen Magnetfeld
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untersucht. Unter der Annahme, daf} die Feldlinien lokal exponentiell ausein-
anderlaufen

1
r(z) =ro-exp(z/Lix) mit Lk = v
Lj

und dafl die Bewegung insgesamt stochastisch ist mit dem quasilinearen Dif-
fusionskoeffizienten D¢y, ergeben sich verschiedene Bereiche fiir den Gesamt-
transport. Interessant ist dabei, wie sich die Feldlinienbewegung mit der par-
allelen und senkrechten Dynamik der Teilchen iiberlagert.

Fiir den kollisionsfreien Fall ergibt sich

<7"2(t)>:2'DQL'Z(t):2'DQL"Uth't,

wie bereits in Kapitel 5 gezeigt. Dieses Ergebnis ist auch noch giiltig, wenn
die mittlere freie Weglédnge [; der Teilchen fiir Stéf8e wesentlich grofer ist,
als die Korrelationsldnge der Feldlinien Lg. In diesem Fall beeinflussen Stéfe
das Transportverhalten nicht wesentlich.

Betrachtet man dagegen den Fall haufiger Kollisionen in der parallelen Dy-
namik [y < L, so reduziert sich der effektive senkrechte Transport, weil die
Teilchen nicht mehr mit konstanter Geschwindigkeit entlang der Feldlinien
laufen. Stattdessen diffundieren sie mit

<Z2(t)> :2-D|| -t

und man erhéalt

<’l“2(t)> :2~DQL-\/2-D||~t

ein subdiffusives Verhalten, entsprechend dem Ergebnis der Langevinglei-
chungen. Erlaubt man schliellich auch Kollisionen mit Versetzungen senk-
recht zum Magnetfeld D; > 0 und hédufige Kollisionen [ < Lk, so kann
man die senkrechte Diffusion als kontinuierlichen Prozefl betrachten:

<T2(t)>:2'DJ_‘t
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Uber die Zeitabhingigkeit der Diffusion in paralleler Richtung kann man dies
umschreiben in

<r?(t)>=2-D, )7 T2y
2-Dy D

oder mit r —rg = /<r%(t)> und z = /< 22(t) > in die Form

D,y
T —Tog = F”Z

Diese Beziehung gilt nur fiir 2 < Lk, da fiir grolere Werte von z das ex-
ponentielle Auseinanderlaufen der Feldlinien die Bewegung dominiert. Da rg
ein freier Parameter ist, kann dieser so bestimmt werden, daf sich fiir das
exponentielle Auseinanderlaufen der Feldlinien im Limes fiir 2 — 0 gerade
der Zusammenhang fiir die Teilchendiffusion durch Sto8e ergibt.

z
r=ro-exp(z/Lg)=ro+ro- T + (9(22)
K

oder umgeformt

z DJ_ DJ_
r—ro=1ry-— =4/— -2z unddaraus ro=Lg -,/ —
Lk~ \ Dy \/ Dy

Bildlich gesprochen bedeutet dies, daf3 die Teilchenstofle fiir kleine z ein li-
neares Auseinanderlaufen der Anfangsbedingungen bewirken, welches dann
in ein exponentielles iibergeht, sobald der Abstand r — rg zweier Feldlinien
grofl genug geworden ist. Die Kollisionen liefern also die Startreaktion, durch
die identische Startpositionen voneinander getrennt werden (z < L), welche
dann auf einer grofieren Léngenskala (z > Ly ) exponentiell auseinanderlau-
fen.

Uber diesen Zusammenhang kann nun berechnet werden, nach welcher Ent-
fernung Lgg léngs einer Feldlinie zwei urspriinglich identische Anfangsbedin-
gungen gerade um die senkrechte Korrelationslange L, der Magnetfeldsto-
rungen getrennt werden.
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| D ) L D
LJ_ = LK ﬁ - exp (LRR/LK) liefert LRR = LK -In [i . D—J”_

Aus der parallelen Teilchendynamik 148t sich die Sprungzeit

abschétzen, nach der ein Teilchen von einer Feldlinie zur néchsten befordert
wird. Dabei betriagt die Schrittweite

<(AT>2> = DQL . LRR

fiir einen solchen Sprung gerade die Entfernung, um die Feldlinien im Mittel
iiber die Entfernung Lrgr auseinanderlaufen, und man erhélt schliellich

<(A7")2> o DQL . LRR
trr Lyr/D)

by DL
LRR

Dgrr =

Der Teilchentransport (welcher der Simulation mit paralleler Dynamik ent-
spricht) im Vergleich zum Feldlinientransport (welcher der Simulation ohne
parallele Dynamik entspricht) ist also um einen Faktor

DRR Dmit ||-Dynamik lf . LJ_ D”
= = mit Lpp =Lg -In| — -4/ =
DQL Dohne |[-Dynamik LRR f K Ly D,

unterdriickt. Setzt man die in der Simulation verwendeten Werte fiir diese
Groflen ein, so ergibt sich

Dmi -Dynami L !
it |Dynamike _ . [LK-ln (16.133.lf.L_L)] 7

Dohne |[-Dynamik K
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wobel Ly = 1/Ap; ist, dem Ljapunovexponenten des Systems. Dieser kann
numerisch fiir das gegebene System bestimmt und eingesetzt werden.

Vergleicht man die Ergebnisse einer Simulation mit und ohne paralleler Dy-
namik, so sollte daher der radiale Teilchentransport ohne Beriicksichtigung
der parallelen Dynamik deutlich hdher sein.

6.2 Feldlinientransport

Nach der Beschreibung der verschiedenen rein analytischen Ansétze, soll nun
zuerst der Transport von Feldlinien untersucht werden. Fiir den Fall einer
starken Storung erwartet man dabei stochastisches Verhalten [44] im Bereich
der gebrochenen FluBiflichen. Da das System aber weiterhin ungebrochene
FluBflichen aufweist, mufl von einer Diffusion in einem begrenzten System,
wie in Kapitel 2 beschrieben, ausgegangen werden. Ist die Stérung jedoch
noch nicht stark genug, um einen ausreichenden Uberlapp der vorhandenen
Resonanzen zu erzeugen, so ist das Systemverhalten komplex und weicht
signifikant von einem stochastischen ab [36, 64].

6.2.1 Topologie des Systems

Betrachtet man das System im Detail, so kann man einige sehr interessante
Aussagen iiber die Topologie ableiten. So kann die Hamiltonfunktion um die
Stellen der einzelnen Resonanzen in der Energie entwickelt und damit auf die
Form eines physikalischen Pendels transformiert werden [20]. Dies erlaubt die
Berechnung von Inselgrofen in Abhéngigkeit der Stéarke der Stérung. Hieraus
148t sich wiederum der Uberlapp der Inseln und damit auch eine Abschétzung
des Transportverhaltens gewinnen [45, 25].

Betrachtet man das System

Y
Ay’ wy) + ¢ - van ccos(m-0—n-t)

mit integrablem Anteil und Stérung, so lafit sich zuerst die Position der
Resonanzen aus der Bedingung berechnen, dafl
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m -6 —n -t = const.

ist. Im O-Punkt der Resonanz verschwindet die Storung und es ergibt sich,
daB

0=w() mit =0

ist. Leitet man die Resonanzbedingung einmal nach der Zeit ab und setzt fiir
0 ein, so erhélt man

n

m - w(Ymn) —n =0 oder w(thn,)= o

woraus sich fiir gegebenes n und m durch Umkehrung der Funktion w(1))
der 1)-Wert der Resonanz ergibt. Um nun die Breite der zu jeder Resonanz
gehorenden Insel zu berechnen, mufl das System mit der erzeugenden Funk-
tion

qg+n-t

F(¢an t) = (¢ - ¢mn) ) + H0(¢mn) -t

auf die neuen Koordinaten p und ¢ transformiert werden. Es ergibt sich

OF Y —thpn _ AY

P % T Tm T om
OF qg+n-t
0 = _— =
oY m
und damit
1/)_¢mn
p — .
m

qg = m-6—n-t

fiir die neuen Koordinaten. Mit der partiellen Zeitableitung
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[m ] O [ An | rm [ Ar |
0.333 | 0.084 | 0.816 | 0.103
0.471 | 0.084 | 0.971 | 0.086
0.577 | 0.083 | 1.075 | 0.077
0.667 | 0.082 | 1.155 | 0.071
0.745 | 0.082 | 1.221 | 0.067
0.816 | 0.081 | 1.278 | 0.064
0.882 | 0.081 | 1.328 | 0.061
0.943 | 0.080 | 1.373 | 0.058

= O © 00~ O U~

—_ =

Tabelle 6.1: Position und Ausdehnung der Inseln fiir ¢ = 0.10 in magnetischen
und kartesischen Koordinaten

OF

E = W - men) ) % + Ho(wmn) =n-p+ HO(men)

und der Konstanten

-1
w:wmn :|

kann nun die Hamiltonfunktion geméf

H,(p,q) = H(y,0,t) — %

transformiert werden. Zuvor mufl jedoch noch der integrable Anteil Hy, um
die Resonanzstelle 1,,,, entwickelt werden:

OH,
Ho() ~ Ho(tmn) + At 2

= Ho(Ymn) + A - w(thrmn) +

AY? 9%H,
a2

Y=thmn 2
AY? dw(i)
2
m? - p? 1

2 mz-M

Y=mn

Y=Ymn
2

2-M

n
m
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m <= m S

£=0.02]c=004]c=006]c=008]c=0.10

4 5| 0272 0.385 0.471 0.544 0.608
b« 6| 0.352 0.498 0.609 0.704 0.787
6— 7| 0414 0.586 0.718 0.829 0.927
7T 8| 0467 0.661 0.809 0.934 1.045

8« 9| 0.513 0.725 0.888 1.026 1.147
9 10| 0.554 0.783 0.959 1.107 1.238
10 < 11 | 0.590 0.835 1.022 1.180 1.320

Tabelle 6.2: Uberlapp der Resonanzen fiir verschieden starke Stérungen

Hieraus ergibt sich die bekannte Form des physikalischen Pendels

2

p
2-M

Hr(pa q, t) ~ HO(¢mn) +np+ +e- an(¢mn) 'COS(Q) _np_HO(wmn) ==

p2

oM

+e- an(wmn) : COS(Q)

fiir die transformierte Hamiltonfunktion. Dabei ist noch zu beachten, dafl
alle Moden bis auf die betrachtete (m,n) vernachléssigt werden. Weiterhin
1Bt sich nun auch direkt der ¥-Wert des Maximums der Separatrix aus der
Hamiltonfunktion berechnen

p2 _ AQﬂQ
2-M 2-m?2-M

und nach der Gréfle des y-Intervalls aufgelost:

A =2-Ap =2-m /26 M - Vi ()

Setzt man die in Kapitel 5 verwendeten Werte des Modellsystems ein und
beriicksichtigt, dal nur eine n-Mode mit n = 3 auftritt, so ergeben sich die
Inselbreiten zu:

_2
o 113 U

A, = 1
m+ 1 3 14 ¢
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Die sich ergebenden Grofien sind in Tabelle 6.1 fiir eine Stérung mit € = 0.1
zusammengefaflt.

Aus Position und Breite der Inseln 148t sich berechnen, ob einzelne Resonan-
zen im Phasenraum getrennte Gebiete darstellen oder sich iiberlappen. Der
als Stochastizitédt bezeichnete Parameter

Amn + Am/n/
S =
2 |wmn - me’n"

ergibt sich hierbei direkt aus den soeben berechneten Groen [63]. Dabei be-
deutet ein s < 1, daf} die beteiligten Resonanzen nicht iiberlappen, wéhrend
s > 1 eine Uberschneidung der Phasenraumgebiete der Inseln anzeigt.

In Tabelle 6.2 sind die mit dieser Formel berechneten Werte der Stocha-
stizitét fiir verschiedene Storungen dargestellt. Es fallt auf, daf§ in Poin-
carédarstellungen des Phasenraums (vergleiche Abbildung 5.5) bereits viel
frither ein Uberlapp der Resonanzen zu beobachten ist, als die Werte aus
Tabelle 6.2 vermuten lassen wiirden. Die berechneten Inselbreiten sind also
kleiner als in Wirklichkeit. Dies ist auf die Taylorentwicklung der Energie um
die Resonanzstelle zuriickzufiihren.

6.2.2 Ljapunovexponenten

Durch Berechnung der Ljapunovexponenten [7, 8] und durch Vergleich mit
einem analytischen Diffusionsmodell kénnen die wesentlichen statistischen
Eigenschaften des Systems bestimmt werden.

Betrachtet man zuerst die numerisch berechneten Ljapunovexponenten in
Abbildung 6.1, so sicht man, daB ab einem ¢ ~ 0.1 ein Uberlapp von Re-
sonanzen stattfindet. Dies geschieht viel frither als aufgrund der Taylorent-
wicklung der Energie angenommen. Mit steigendem ¢ breitet sich der Bereich
iiberschneidender Resonanzen zu kleineren -Werten aus, wie auch in der to-
pologischen Abschitzung vorhergesagt (siehe Tabelle 6.2).

Man erkennt weiterhin, dafl der Ljapunovexponent im Bereich der Resonan-
zen nur schwach von 1 abhingt. Die Einbriiche kennzeichnen Stellen im
Phasenraum, welche noch Inseln oder deren Uberreste enthalten. Da iiber
mehrere Startbedingungen gemittelt wurde, ergibt sich so ein kleinerer Lja-
punovexponent, weil in diesen noch nicht stochastisierten Gebieten A = 0
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Abbildung 6.1: Numerisch berechnete Ljapunovexponenten des Modells fiir
verschiedene Stéarken der Storung
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Abbildung 6.2: Maximaler Ljapunovexponent des Modellsystems als Funkti-
on der Stirke der Storung
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ist. Es macht daher Sinn nur den maximalen Ljapunovexponenten fiir ein
gegebenes € zu betrachten. Dies ist in Abbildung 6.2 aufgetragen.

Interessanterweise stimmt der Verlauf der Kurve sehr gut mit einer Wurzel-
funktion iiberein, wobei die Abweichung bei kleinen € mit der bereits erwéhn-
ten Mittelung {iber mehrere Anfangsbedingungen zusammenhéngt. Fiir diese
kleinen Werte von ¢ gibt es noch keine ausgedehnten stochastischen Gebiete
im Phasenraum, so dafl man stets auch Anfangsbedingungen mit A = 0 zur
Mittelung auswéhlt.

Aber auch fiir grole Werte von ¢ ist weiterhin eine deutliche Strukturierung
des Phasenraums zu erkennen. Es gibt also Gebiete, in denen Feldlinien sehr
schnell transportiert werden, und Sandere Bereiche, in denen kein Transport
stattfindet [35, 54]. In den stochastischen Gebieten des Phasenraums ist der
Ljapunovexponent eine wichtige Grole zur quantitativen Abschétzung des
Transports, da er die Inverse der Korrelationsldnge fiir Feldlinien beschreibt.

6.2.3 Begrenzte Diffusion

Neben der Berechnung der Ljapunovexponenten wird die numerisch berech-
nete Verteilung der Feldlinien auch mit der analytischen fiir begrenzte Dif-
fusion mittels eines Kolmogorov-Smirnov-Tests verglichen, um eine Aussage
iiber die Gleichheit der Verteilungen machen zu kénnen.

Dabei ergibt sich lediglich fiir die Anfangswerte ¢y = 0.8 und ¢y = 0.9
ein nicht verschwindender Wert der Grofie Qxgs(\). Diese Grofie beschreibt
die Wahrscheinlichkeit, dafl die beobachtete Differenz mit der Hypothese in
Einklang steht, dafl beide Verteilungen gleich sind. Fiir die iibrigen Start-
werte von 1 ist der Wert des maximalen Abstands der beiden Verteilungen
aufgetragen. Fiir einen maximalen Abstand von 0.064 ergibt sich fiir die be-

trachteten Systeme nur noch ein Qxg(A) von einem Prozent. Fiir groBere
Abstande féllt der Wert von Qxs(A) schnell auf Null ab.

Erwartungsgeméf ergibt sich fiir Bereiche des Phasenraums, die Inseln oder
deren Uberreste enthalten, eine sehr schlechte Ubereinstimmung (Abbildun-
gen 6.3, 6.4 und 6.5). In diesen Bereichen ist eine statistische Beschreibung
im Rahmen des vorgestellten Modells nicht méglich. Dies bedeutet auch, daf3
Modelle, die nur statistische Eigenschaften von Feldlinien beriicksichtigen, in
diesem Bereich des Phasenraums keine Giiltigkeit besitzen kénnen.
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Abbildung 6.3: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) fiir die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) fir ¢y = 0.5. Fiir das
analytische Modell wurden die Werte D = 2.2-10~* und A = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.4: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) fiir die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) fir ¢y = 0.6. Fiir das
analytische Modell wurden die Werte D = 3.5-10~* und A = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.5: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) fiir die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) fir ¢y = 0.7. Fiir das
analytische Modell wurden die Werte D = 9.0-107° und A = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.6: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) fiir die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) fir ¢y = 0.8. Fiir das
analytische Modell wurden die Werte D = 2.5-10~* und A = 0.57 verwendet.
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Abbildung 6.7: Vergleich zwischen numerischen Daten (links) fiir die Bewe-
gung der Feldlinien und analytischem Modell (rechts) fir ¢y = 0.9. Fiir das
analytische Modell wurden die Werte D = 3.5-10~* und A = 0.57 verwendet.
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Weiterhin sieht man aus den Abbildungen 6.6 und 6.7 sehr deutlich den
Ubergang von einem deterministischem nicht diffusiven System auf kleinen
Zeitskalen zu einem diffusiven fiir lange Zeiten. Auch dies entspricht der Vor-
stellung, dafl die Feldlinien fiir kurze Zeiten stark korreliert sind. Erst wenn
sie sich weit genug voneinander im Phasenraum entfernt haben, konnen sie
ein voneinander unabhéngiges (und damit stochastisches) Verhalten aufwei-
sen.

Typische Werte liegen bei diesem System in der Groflenordnung von mehr als
40 Umlédufen um den Torus. Somit sollten Teilchen in einem Plasma dieser
Art keine diffusive Bewegung der Feldlinien spiiren, da diese typischerweise
einmal pro Umlauf durch Kollisionen von ihrer urspriinglichen Bahn gestreut
werden. Sie laufen also nie lange genug ungestort entlang dem Magnetfeld,
als dafl die Bewegung der Feldlinien fiir sie stochastisch erscheinen kénnte.

Erst fiir weit hohere Werte des Storterms kann man einen ausreichenden
Uberlapp der Resonanzen erwarten, so daff das gesamte System einer sto-
chastischen Beschreibung zugénglich wird [9]. Da die hier gew#hlten Grofien-
ordnungen aber in etwa den im Experiment gefundenen entsprechen, mufl
man davon ausgehen, dafl nur eine direkte Beschreibung von Teilchen im
Magnetfeld die gemessenen Fliisse korrekt beschreiben kann. Transportun-
tersuchungen nur auf Basis der Bewegung der Feldlinien sind dafiir nicht die
geeignete Methode.

Auch fallt auf, dal es nicht moglich war, die fiir verschiedene Anfangsbe-
dingungen erhaltenen Verteilungen, mit einem einheitlichen Diffusionskoef-
fizienten zu beschreiben. Da das analytische Modell keine Ortsabhéngigkeit
des Diffusionskoeffizienten vorsieht, hétte fiir alle Anfangswerte eigentlich
der gleiche Wert verwendet werden miissen, da alle Anfangswerte aus einem
zusammenhéngenden Bereich des Phasenraums stammen. Dieser deutliche
Hinweis auf einen ortsabhéngigen Diffusionskoeffizienten wird in der nun fol-
genden Beschreibung des Systems im Teilchenbild ebenfalls bestétigt werden.

6.3 Teilchentransport

Die Problematik in einem System aus gebrochenen und ungebrochenen Fluf3-
flachen Transportgrofien zu bestimmen, 148t sich elegant umgehen, wenn man
zuséitzlich den Einflufl von Sté8en beriicksichtigt und damit einen Transport
iiber das gesamte System ermoglicht. Fiir den Fall ungestorter FluBiflichen
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ergibt sich ein einfacher diffusiver Transport wie bereits in 6.3.1 beschrieben.
Schaltet man nun die Stérung ein, so ergibt sich ein zusétzlicher Transport-
beitrag durch die Bewegung der Feldlinien.

6.3.1 Klassische Transporttheorie

Die einfachste Vorstellung ist ein System mit geschlossenen magnetischen
FluBflichen, bei dem der gesamte radiale Transport durch Teilchenstofe her-
vorgerufen wird. Definiert man den Rand des Plasmas an der Stelle ¢ = 1
und setzt alle Testteilchen, die diese Grenze iiberschreiten, wieder in der Mit-
te des Plasmas ¥ = 0 aus, so erhélt man nach einer Einschwingphase einen
stationédren TeilchenfluBl I'y, durch das System.

Ebenso ergibt sich ein stationdres Dichteprofil u(r). Hierbei ist jedoch die
Geometrie des Problems zu beachten. Die Teilchen werden in der Mitte ei-
nes Zylinders ausgesetzt und diffundieren dann durch Stéfle zur Auflenwand.
Der aufsummierte radiale Fluf§ durch die dazwischen liegenden Zylinderober-
flachen ist zwar konstant, jedoch ergibt sich aufgrund der mit dem Radius
zunehmenden Flache ein nach auflen abnehmender Flufl pro Oberflichenele-
ment. Man erhalt

L(r)= Feo

2.7y

und ebenso fiir das Verhéltnis der poloidal aufsummierten Dichte

a(r)y=2-m-r-u(r)

Diese kumulative Dichte @(r) ist der aus der Simulation erhaltene Wert, wo-
hingegen die tatsdchliche Dichte u(r) ist, welche in die Diffusionsgleichung
eingesetzt werden muf}. Dieser Unterschied ergibt sich, weil die Diffusion in
einem zweidimensionalen euklidischen Raum erfolgt, die Darstellung aber in
Zylinderkoordinaten nach Summation iiber die poloidale Komponente. Die
Stole finden also in einer anderen Geometrie statt als die spater beriicksich-
tigte Bewegung der Magnetfeldlinien.

Setzt man dies nun in den Ansatz
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I(r)

:2-7r~7" dr

fiir den Teilchenfluf in einem diffusivem System ein, so erhélt man die Losung

r r
——_—° Inl=—
=55 ()
und fiir die poloidal integrierte Dichte
' - 79 T r
alr) = — ) m (=
tr) D (7“0) ! (7“0) 7

wobel g = 1/2- 1Yy = \/5 fiir ¢y = 1 ist. Die kumulierte Wahrscheinlich-
keitsdichte

U(r) :/dr’ a(r') = FZO_ gg ' <%)2 <1 —2hn <%))

liefert mit der Bedingung U(ry) = 1 fiir die Normierung der Wahrscheinlich-
keitsdichte auch direkt den Zusammenhang

lo=D-—=2-D fir rg=+?2

Sto| &

zur Berechnung des Flusses 'y, zum Diffusionskoeffizienten D. Setzt man in
dieser Formel D = 1.892-1075, so ergibt sich ein Flufi 'y, = 3.784-107°. Dieser
nur durch StoBe hervorgerufene Flufl I', soll im folgenden als Referenzfluf3

[op=23.784-10"°

bezeichnet werden, sowie

r
Dy = 70 —1.892.107°
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als Referenzdiffusionskoeffizient. Aus der numerischen Simulation ergibt sich
ein Wert von I'yymerisen = 3.730 - 107° in guter Ubereinstimmung mit der
theoretischen Vorhersage.

6.3.2 Raumlich aufgeldster Diffusionskoeffizient

Der resultierende gesamte Teilchenflul durch das System ist nur ein recht
grobes Ma# fiir den Einflul des Feldlinientransportes auf den Teilchentrans-
port. Es wire daher schon, wenn man eine detailliertere Aussage machen
kénnte, wo der Transport in welcher Stérke beeinfluflt wird. Interessanter-
weise 143t sich ein solcher raumlich aufgeloster Diffusionskoeffizient aus dem
Dichteprofil und der Tatsache bestimmen, dafl der radiale Gesamtflufl kon-
stant ist.

Ausgehend von

T(r) = )
(r) 2-m-r dr

148t sich durch Auflésen nach dem Diffusionskoeffizienten die Beziehung

I _ Lo
D(T) - _2 ST dru(’r‘) n ﬂ(’f‘)/’f‘ - drﬂ(’f‘)

aufstellen. Dadurch 148t sich zum einen iiberpriifen, ob im Bereich intakter
FluBflichen der Transport tatsdchlich auf den erwarteten rein stolbedingten
Anteil zuriickgeht, und zum anderen, in welcher Weise Inseln oder stochasti-
sche Bereiche konkret den Transport erhéhen.

In den Abbildungen 6.8 bis 6.13 sind die Ergebnisse der Simulation darge-
stellt. Wie erwartet ergibt sich fiir den Diffusionskoeffizienten der berechnete
Wert Dy im Bereich ungebrochener Flufiflichen. Auch der Gesamtflufl ',
stimmt fiir den Fall € = 0 sehr gut mit dem berechneten iiberein. Ebenso 1483t
das Dichteprofil @(r) in diesem Fall keine Abweichungen vom in 6.3.1 vor-
hergesagten erkennen. Die Geometrie des Problems ist also korrekt bertick-
sichtigt worden und die Statistik der numerischen Daten ist gut genug, um
fiir alle berechneten Fille klare Aussagen iiber die Transporteigenschaften in
dem System zu machen.
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Abbildung 6.8: Ergebnis der Simulation fiir £ = 0.00 mit und ohne Beriick-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.9: Ergebnis der Simulation fiir £ = 0.02 mit und ohne Beriick-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.10: Ergebnis der Simulation fiir £ = 0.04 mit und ohne Beriick-

sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.11: Ergebnis der Simulation fiir £ = 0.06 mit und ohne Beriick-

sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.12: Ergebnis der Simulation fiir £ = 0.08 mit und ohne Beriick-

sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.13: Ergebnis der Simulation fiir £ = 0.10 mit und ohne Beriick-
sichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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6.3.3 Mittlere freie Weglinge

Ohne Beriicksichtigung der parallelen Dynamik sollte der Diffusionskoeffizi-
ent im Bereich starken stochastischen Transports durch Feldlinien nicht von
der gewéhlten mittleren freien Weglénge fiir senkrechte Stofle abhédngen. Der
Teilchendiffusionskoeffizient ist dabei durch

Dp = Uth * Dm

gegeben. In den Abbildungen 6.14 bis 6.17 sind jeweils fiir verschiedene Werte
von ¢ die Ergebnisse von Simulationen mit unterschiedlichen mittleren freien
Weglénge [; aufgetragen. Man erkennt deutlich, daf§ im stochastischen Be-
reich des Phasenraums keine statistisch signifikanten Abweichungen der Dif-
fusionskoeffizienten fiir verschiedene mittlere freie Wegldngen auftreten. Dies
bedeutet, dafl der Transport durch die Bewegung der Feldlinien bestimmt ist
und nicht mehr durch die Sto8e zwischen den Teilchen. Das System befindet
sich in einem ,,stoffreien* Zustand.

Ganz anders verhilt es sich dagegen, wenn man die Bereiche ausgepragter
Inseln ohne nennenswerten Uberlapp betrachtet. Hier ist eine deutliche Ab-
hangigkeit von der mittleren freien Weglénge [; erkennbar. Nimmt man als
einfaches Modell an, dafl die Teilchen durch die Inseln sehr schnell transpor-
tiert werden, so kann man als Schrittweite eines solchen Zufallsprozesses die
Breite der Insel annehmen. Die Streufrequenz ist dabei das Inverse der mitt-
leren freien Weglédnge, wenn man bedenkt, dafl die mittlere Geschwindigkeit
der Teilchen in dimensionslosen Einheiten gerade 1 ist. Somit sollte sich eine
Abhéngigkeit

Ar?
Dlnsel - DI . I
!

ergeben. Auch diese Abhéngigkeit ist gut erkennbar, wobei natiirlich der Vor-
faktor D; eine unbekannte Grofle darstellt. Setzt man die in der Simulation
verwendeten Werte in obige Formel ein, so kann man daraus die Groflenord-
nung von D; aus den Ergebnissen abschétzen. Es ergibt sich ein Wert

& _ Dlnsel . lf
DO DO A’I"?n

~3-107%,
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Simulation: [y =0.5 —— , 1.0 ----- , 2.0 ------
Modell: lf =05 e , 1.0 ——— ;2.0 -

Abbildung 6.14: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [; fiir
¢ = 0.02 ohne Beriicksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Simulation: [y =0.5 —— , 1.0 ----- , 2.0 ------
Modell: lf =05 e , 1.0 ——— ;2.0 - -

Abbildung 6.15: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [ fiir
¢ = 0.04 ohne Berticksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.16: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [; fiir
¢ = 0.06 ohne Beriicksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.17: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [ fiir
¢ = 0.08 ohne Berticksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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der relativ klein ist. Ein Teilchen wird also keineswegs zwischen zwei Stoflen
,iber” eine Insel befordert. Da die Umlaufgeschwindigkeit von Trajektorien
in einer Insel gerade zur Separatrix hin gegen 0 konvergiert, ist dieses Ergeb-
nis verstidndlich. Um einen quantitativen Wert fiir D; zu berechnen, miifite
man die Eindringtiefe der Teilchen in die Insel beriicksichtigen, da von dieser
die Umlaufgeschwindigkeit mafigeblich abhéngt.

6.3.4 Vergleich quasilineare Theorie

Da man also in den Simulationen ohne parallele Dynamik im stochastischen
Bereich ausschliefSlich Transport durch Feldlinien beobachtet, sollte in diesem
Bereich auch die quasilineare Ndherung eine gute Beschreibung des Diffusi-
onskoeffizienten liefern. Mit steigendem ¢ wird die Ndherung besser, was un-
mittelbar einleuchtend ist. Je stiarker die einzelnen Resonanzen iiberlappen,
desto besser sollten die Annahmen der quasilinearen Nédherung zutreffen.

Betrachtet man zuerst Abbildung 6.18, so erkennt man klar einzelne Inseln.
AuBerdem héngt der Diffusionskoeffizient deutlich von der mittleren freien
Wegliange [ ab. Dementsprechend schlecht ist die Ubereinstimmung mit der
quasilinearen Naherung. Dies bedeutet, dafl einzelne Resonanzen nicht stark
iiberlappen konnen, wie dies auch die topologische Abschétzung in Tabelle
6.2 erwarten lassen wiirde. Selbst fiir Radien am dufleren Rand des Systems
(r > 1.2) ist noch eine Abhéngigkeit von der mittleren freien Weglinge (¢
sichtbar, obwohl keine einzelnen Resonanzen mehr im Diffusionskoeffizienten
aufgelost werden. Der Diffusionskoeffizient erreicht gerade einmal die Hélfte
des Wertes der am stérksten den Transport fordernden Insel (m = 4).

Diese Situation beginnt sich in Abbildung 6.19 bereits zu é&ndern. Auch
wenn der Wert des Diffusionskoeffizienten im Bereich r» > 1.2 noch nicht
den des Inseltransports der m = 4 Resonanz erreicht hat, so ist doch der
Abstand deutlich geschrumpft. Die Rechnungen mit verschiedener mittlerer
freier Weglédnge [y gleichen sich ebenfalls in diesem Bereich stark an. Das
System beginnt eine Transition von einem durch einzelne Inseln getragenen
Transportregime in ein neues. Die immer bessere Ubereinstimmung zwischen
Simulation und quasilinearer Naherung bestétigt, dafl dieses Transportregime
die Voraussetzungen fiir die quasilineare Naherung erfiillt. Dies bestétigt auch
die Topologie des Systems. Fiir ¢ = 0.6 iiberlappen nach Tabelle 6.2 die
m = 10 und die m = 11 Resonanz.

In dem Umfang, in dem weitere Resonanzen iiberlappen, verschwindet die
Abhéngigkeit des Diffusionskoeffizienten von der mittleren freien Weglénge
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Abbildung 6.18: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [; fiir
¢ = 0.04 ohne Beriicksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.19: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [ fiir
¢ = 0.06 ohne Berticksichtigung der parallelen Dynamik des Systems



6.3. TEILCHENTRANSPORT 111

P I I ! T T m T
lf=05 ——
lf =10 -----
lf=20 ------
10 kb quasilinear - |
~
Al
|
(=)
Q
~—
=
QA 5F |
O ) 1
0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

Abbildung 6.20: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [; fiir
¢ = 0.08 ohne Beriicksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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Abbildung 6.21: Vergleich verschiedener mittlerer freier Wegldngen [ fiir
¢ = 0.10 ohne Berticksichtigung der parallelen Dynamik des Systems
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l¢. In Abbildung 6.20 ist noch eine deutliche Abhéngigkeit fiir die m = 5 Re-
sonanz zu erkennen, in Abbildung 6.21 ist diese bereits fast vollstandig ver-
schwunden. Vergleicht man diese Entwicklung des quasilinearen Transport-
regimes mit dem aus der Topologie berechneten Uberlapp der Resonanzen
in Tabelle 6.2, so erkennt man, daB diese eine sehr gute Ubereinstimmung
zeigen. Sobald s > 1 wird, also Resonanzen {iiberlappen, verschwindet die
Abhéngigkeit von der mittleren freien Weglange [;.

Insgesamt betrachtet ergibt sich damit folgendes Bild: Wahrend die qua-
silineare Nédherung den Diffusionskoeffizienten noch fiir kleine Werte von e
iiberschétzt, gleichen sich die Kurven mit steigendem e immer stirker an.
Bemerkenswert ist hierbei, dafl die Ortsabhéngigkeit des quasilinearen Diffu-
sionskoeffizienten gut mit der Abhéngigkeit der numerischen Daten iiberein-
stimmt. Dies erklart unmittelbar die Tatsache, dafl in Abschnitt 6.2.3 ver-
schiedene Diffusionskoeffizienten fiir verschiedene Anfangsbedingungen bes-
sere Ubereinstimmung zeigten.

Fiir kleine Storungen mit nicht oder nur schwach iiberlappenden Resonanzen
wird der Transport durch Inseln getragen, wogegen fiir stirkeres Uberlappen
ein Ubergang zu einem quasilinearen Transportregime stattfindet. Gerade
der sehr friih einsetzende Teilchentransport durch Inseln, ohne Transport von
Feldlinien, stellt dabei ein wichtiges Transportregime dar. Rein vom Stand-
punkt des Feldlinientransportes wiirde man nédmlich fiir diese Situation kei-
nen Transport erwarten, da die Feldlinien um die Mitte der Insel umlaufen,
ohne stark voneinander abzuweichen. Insbesondere kommt es nicht zu einem
, Mischen“ von Feldlinien und einem damit verbundenen positiven Ljapuno-
vexponenten.

6.3.5 Vergleich mit dem Modell von Rechester und
Rosenbluth

Da die Beriicksichtigung der parallelen Dynamik einen starken Einflufl auf
die Transporteigenschaften des Systems ausiibt, haben Rechester und Rosen-
bluth das Verhéltnis beider Diffusionskoeffizienten zueinander abgeschétzt.

Setzt man in das Verhaltnis

Do ne ||-Dynami L L
obe |[-Dynamik _ HK 4 (16'133'lf‘L—L)

Dmit -Dynamik f K
y
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Abbildung 6.22: Verhéltnis der Diffusionskoeffizienten mit und ohne parallele
Dynamik im Vergleich mit dem Modell von Rechester und Rosenbluth

die gefundene empirische Abhéngigkeit des Ljapunovexponenten

-1
Ly = <\/1.8 . 0.096)

ein, so erhélt man eine von der Stérke der Storung abhingige Grofie.

Dabei ist zu beachten, dafl die Abschitzung natiirlich um so schlechter sein
muf, je kleiner die Stérung ist, da im Falle einer verschwindenden Stérung
nur noch Transport durch senkrechte Sto8e beitragt. Dieser ist aber von der
parallelen Dynamik unabhéngig, so dafl das Verhéltnis fiir diesen Fall gerade
1 ergeben muB. In Abbildung 6.22 sieht man gerade diesen Ubergang von
kleinen Stérungen und einem Verhéltnis von 1 auf einen Bereich, in dem
das Verhéltnis aus der Simulation mit dem von Rechester und Rosenbluth
abgeschétzten in Einklang ist.

Hierbei spielt die senkrechte Korrelationslédnge L, eine wichtige Rolle. Da
in dem zur Simulation verwendeten System keine starke Abhéngigkeit der
Storung in radialer Richtung vorhanden ist, ergibt sich diese Korrelations-
linge aus den rdaumlichen Grenzen des Systems. Diese wurde in Abbildung
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6.22 als L, = 0.86 gewéhlt. Betrachtet man Abbildung 5.6, so sieht man,
dafl dies in etwa der Ausdehnung des stochastischen Bereichs fiir ¢ = 0.1
entspricht.

Fiir kleinere und groflere Werte von ¢ miifite dieser Wert im Prinzip ange-
pat werden. Da sich der stochastische Bereich fiir groflere € nur wenig weiter
ausdehnt, fithrt dies nur zu kleinen Korrekturen. Fiir kleinere Werte von &
sieht die Situation jedoch anders aus. Dadurch dafl immer weniger Resonan-
zen iiberlappen, miifite L, zu kleineren Werten korrigiert werden. Deutlich
ist dieser kleinere stochastische Bereich in Abbildung 5.4 zu erkennen.

Damit ergibt sich dann auch fiir das Verhéltnis der Diffusionskoeffizienten
ein kleinerer Wert als in Abbildung 6.22 aufgetragen. Die Abweichungen des
Modells von den Simulationsdaten im Bereich ¢ < 0.1 lassen sich hiermit
gut verstehen. Konnte man L, aus den Phasenraumplots berechnen und
nicht nur grob mit dem Auge abschiitzen, so wire auch die Ubereinstimmung
zwischen Modell und Simulation in diesem Bereich wesentlich besser. Fiir
sehr kleine Werte von € bricht die Ndherung natiirlich weiterhin zusammen,
sobald L, so klein geworden ist, dal das Verhéltnis zahlenméfig den Wert 1
erreicht hat.

Insgesamt bleibt das Transportverhalten demnach auch unter Beriicksichti-
gung der parallelen Dynamik diffusiv, wobei allerdings der Diffusionskoeffi-
zient um einen Faktor 2.5 bis 5 unterdriickt ist, welcher sich mit dem Modell
von Rechester und Rosenbluth allerdings gut verstehen l&83t.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Zur Herleitung hochwertiger Abbildungen fiir gegebene Hamiltonsche Syste-
me ist ein Integrator mit besonderen Eigenschaften notig. Es reicht nicht,
eine Taylorentwicklung der Differentiale der Bewegungsgleichungen nach der
Zeit zu verwenden. Diese konnen zwar fiir kleine Zeitschritte die Entwicklung
des Systems prézise beschreiben, versagen jedoch fiir groffe Schrittweiten, wie
sie fiir Abbildungen benotigt werden.

Die Klasse der symplektischen Integratoren besitzt dagegen die geforderten
Eigenschaften. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dal diese Inte-
gratoren das System durch ein &hnliches — aber vollstindig integrables —
System ersetzen. Im Grenzfall fiir unendlich kleine Schritte konvergiert dieses
System gegen das urspriingliche. Damit ist auch automatisch eine Priifung
der Qualitiit einer gewonnenen Abbildung méglich, da der Ubergang von
Integration zu Abbildung flieBend verlauft.

Um solche Integratoren fiir in der Plasmaphysik relevante Systeme berechnen
zu konnen, mufl es moglich sein, eine beliebige Zerlegung der urspriinglichen
Hamiltonfunktion in Summen- und Produktterme wéhlen zu kénnen. Hier-
zu wurde der bekannte Formalismus zur symplektischen Integration von in
Summen zerlegbaren Hamiltonfunktionen auch auf Produkte und Mischun-
gen beider Formen erweitert. Damit steht eine leistungsfdhige mathematische
und numerische Methode zur Verfiigung, die fiir alle weiteren Untersuchun-
gen Verwendung findet.

Als erste Anwendung zur Uberpriifung der Qualitét solcher Integratoren wird
die von Balescu et al. vorgeschlagene Tokamap mit ihrem korrespondieren-
den Hamiltonschen System verglichen. Da dieses J-Funktionen enthélt, wer-
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den an die Numerik und den Integrator hohe Anforderungen gestellt. Der
Vergleich zeigt, daB eine Ubereinstimmung nur erreicht werden kann, wenn
die o-Funktionen anders ausgewertet werden als in der Herleitung der Toka-
map. Das Ergebnis ist eine symmetrische Auswertung der d-Funktionen und
eine daraus resultierende symmetrische Abbildung, welche nun auch mit dem
Hamiltonschen System iibereinstimmende Ergebnisse zeigt.

Hierauf aufbauend wird ein konkretes Hamiltonsches Modellsystem fiir die
Bewegung von Feldlinien vorgestellt, welches die wesentlichen topologischen
Eigenschaften eines im Experiment vorkommenden Magnetfeldes besitzt. Der
Vergleich verschiedener Schrittweiten liefert die Kontrolle fiir die korrekte
Wiedergabe des urspriinglichen Systems durch die konstruierte Abbildung.
Zugleich bestétigt sich damit auch die Eignung symplektischer Integratoren
zur Herleitung von Abbildungen.

Fiigt man diesem Modell noch die Wirkung von St68en zwischen Teilchen und
die Auswirkung der parallelen Teilchendynamik hinzu, lassen sich verschiede-
ne Transportregimes identifizieren und untersuchen. Dabei stellt sich heraus,
daB fiir kleine Storungen mit geringem Uberlapp benachbarter Resonanzen
der Transport durch die im Phasenraum entstandenen Inseln bedingt ist.
Obwohl die Feldlinien in diesem Fall selber keinerlei Transport zeigen, steigt
der Teilchentransport stark an. Da Inseln bereits fiir sehr kleine Storungen
auftreten und auch im Versuch beobachtet werden, kénnte dieser Transport-
prozef fiir bestehende Fusionsexperimente durchaus wichtig sein.

Mit starker werdenden Stoérungen iiberlappen die Resonanzen immer mehr
und das Transportverhalten geht in ein quasilineares Regime iiber. Der Trans-
port wird damit in gleichem MafBe stochastisch wie sich die Uberreste der In-
selstrukturen im Phasenraum auflésen. Dabei gibt die quasilineare Ndherung
sehr gut die radiale Abhéngigkeit des Diffusionskoeffizienten wieder.

Weiterhin 148t sich auch der Zusammenhang zwischen Teilchentransport mit
und ohne die Beriicksichtigung der parallelen Dynamik untersuchen. Der
Abschétzung von Rechester und Rosenbluth nach bewirkt die parallele Dy-
namik eine Verringerung des Diffusionskoeffizienten um einen Faktor ~ 3 fiir
das betrachtete System. Dies wird durch den Vergleich der durchgefiihrten
Simulationen bestétigt. Somit 148t sich feststellen, dal die Abschitzung von
Rechester und Rosenbluth fiir dieses System den richtigen Zusammenhang
liefert.
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