Entwicklung der n;-Instabilitit
in driftkinetischer Beschreibung

Inaugural-Dissertation zur Erlangung des Doktorgrades
der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat
der Heinrich-Heine-Universitat Disseldorf

vorgelegt von
Oliver Sieks
aus Diisseldorf

Diisseldorf
1999



Gedruckt mit Genehmigung der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fa-
kultdt der Heinrich-Heine-Universitat Diisseldorf

Erster Berichterstatter: Prof. Dr. K. H. Spatschek
Zweiter Berichterstatter: Prof. Dr. R. Bessenrodt

Tag der miindlichen Priifung: 3. November 1999

1



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung 1
1.1 Die n—Instabilitat . . . . ... ... ... .. .. ... ... ... 3
2 Modell 5
2.1 Diriftkinetische Beschreibung . . . . .. .. .. ... ... .... 5
22 Geometrie . . . . ... e e e 6
23 Skalierung . .. ... ... ... o 9
231 Annahmen. ... ... ... ... ... .. ... ... ... 10
2.3.2  Uberfithrung in dimensionslose Gréflen . . . . . . .. .. 11
24 Grundgleichungen . ... ... ... ...... ... . ...... 13
241 Diriften . . . . . . ... 13
242 Dynamik der Elektronen. . . . . .. .. ... . ... ... 15
243 Quasineutralitat. . . . ... ... ... ... ... 15
244 Dynamikderlonen. ... .. ... ... .. ... ..... 18
3 Lineare Behandlung 20
3.1 Dispersionsrelation . . .. ... ... ... ... . ... .. 20
3.1.1 Linearisierung der Vlasov-Gleichung . .. ... ... .. 20
3.1.2 Auswertung mit Hilfe der Z-Funktion . .. ... .. .. 23
3.2 Lokale Approximation . . ... .. ... ... . ......... 25
3.2.1 Lokales Instabilitatskriterium . . . . . . ... ... .... 26
3.2.2 Abhidngigkeit von der Wellenzahl . . ... ... ... .. 27
3.3 Nichtlokale Behandlung . . . . ... ................ 29
3.3.1 Diskretisierung . . .. ... ... ... ... ... . ... 29
332 Losungsbedingung . . . ... ... ............. 30
3.3.3 Struktur der instabilen Moden . . .. ... ... ... .. 30
3.4 Vergleich zwischen lokaler und nichtlokaler Rechnung . . . . . 34
3.5 FEinflufs der Magnetfeldkonfiguration. . . . . . .. ... ... .. 35
3.51 Homogenes Magnetfeld . . . ... ... .......... 36

111



Inhaltsverzeichnis

352 Verscherung . .. ... .......... .. ... .. ...

4 Nichtlineares Verhalten und Transport
4.1 Plasmasimulation . . . .. ... ... ... ... ... ... ...
411 Numerische Behandlung . ... ... ...........
412 Diagnostik . . ... ... Lo Lo oo
41.3 VerhaltenderMode .. ... ................
4.2 Relaxation ins Gleichgewicht . .. ... ... ... ... ... ..
4.3 Einfluf$ kinetischer Effekte . . . . . . ... ... ... ... . ...
44 Finsatz der Instabilitit und Skalengesetze . . . . . . .. ... ..
4.5 Getriebene stationdre Zustande . . . . . ... ...
45.1 Teilchen- und Warmediffusion . . . . ... ... ... ..
452 Fluktuationen und Spektren. . . . . .. ... ... ... ..
5 Zusammenfassung
Anhang
A Numerische Methoden
A.1 Integration der kinetischen Gleichung . . . . ... ... ... ..
A.1.1 Transformation auf Invariante . ... ... ... ... ..
A.2 Losung der Poissongleichung . . . . ... ... ... .......
A3 Interpolation und Operator Splitting . . . . . .. ... ... ....
A.4 Nullstellensuche in der komplexen Ebene . . . . . ... ... ..
A.4.1 Newton-Verfahren . . ... ... ... ...........
A.42 KomplexeBisektion . ... ............ . ...,
A43 DownhillWalk . . . ... ... ... ... ... ... ...
B Vergleich mit SOC-Modellen

iv

B.1 Sandhaufensimulationen . . . . . . . . . . . . ... .. .. ....

B.2 Analogien zwischen Sandhaufen und Plasmen . . . . .. .. ..



1 Einleitung

Seit der Entdeckung der Kernfusion besteht ein grofser Traum der Physik dar-
in, die beim Verschmelzungsprozefi zweier Wasserstoffatome freiwerdende
Energie nutzbar zu machen und damit iiber eine praktisch unerschopfliche,
abfall- und risikoarme Energiequelle zu verfiigen. Gleichzeitig ist dies eine
grofie Herausforderung fiir die Wissenschaft, da enorme physikalische und
technische Schwierigkeiten zu iiberwinden sind. Das Hauptproblem bei der
Fusion unter kontrollierten Bedingungen ist, das zur Verschmelzung zweier
Kerne die Coulomb-Abstofsung zwischen ihnen tiberwunden werden musf.
Dazu sind entweder hohe Dichten n oder hohe Temperaturen 7" erforderlich,
die auSerdem noch tiber einen hinreichend langen Zeitraum 7 herrschen miis-
sen. Als erstes Ziel wird die Fusion mit den Wasserstoffisotopen Deuterium
1D und Tritium jT angesehen. Hier ist die Potentialschwelle niedriger, da die
Neutronen des Kerns die gegenseitige Abstoflung verringern [1]. Fiir die D-
T-Reaktion gilt das Lawson-Kriterium [2,3]

ner T 2 10% = . 3. 107K,
m
fiir die D-D-Reaktion liegt die Lawsonzahl mit 10 sm™ - 10® K noch hoher.
Um das notwendige Produkt aus Dichte und Einschlufizeit zu erreichen, gibt
es zwei verschiedene Ansitze:

» einerseits die Trigheitsfusion, die mit hochkomprimierten Deuterium-Per-
len, sogenannten pellets, arbeitet und die erforderliche Lawsonzahl in er-
ster Linie durch grof3e Dichten erreichen will,

» andererseits den magnetischen Einschluf, bei dem mit geringeren Dich-
ten, dafiir aber hohen Temperaturen und langen Einschlufizeiten gear-
beitet wird. Innerhalb dieser Gruppe gibt es die beiden Hauptrichtungen
der Tokamaks und der Stellaratoren.

Der vielversprechendere Ansatz scheint zur Zeit der magnetische Einschluf3
zu sein. Hierbei wird das Wasserstoffgas ionisiert, also in den Plasma-Zustand
tiberfiihrt. In einem starken Magnetfeld werden die elektrisch geladenen Teil-
chen durch die Lorentzkraft auf Spiralbahnen um die Feldlinien gezwungen,
an denen sie wie Perlen auf einer Schnur aufgereiht sind. Die moglichen Ma-
gnetfeldkonfigurationen sind dadurch stark eingeschréankt, dafs einerseits die
Maxwellgleichung V - B = 0 erfiillt sein mufs, andererseits die Linien ge-
schlossen sein sollen und nicht auf die Wande des Plasma-Behlters stofien
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diirfen, da an diesen Stellen sonst Verluste auftreten. Alle Konfigurationen,
die diesen beiden Bedingungen geniigen, sind topologisch einem Torus dqui-
valent. Die beiden Hauptrichtungen unterscheiden sich darin, dafs Tokamaks
eine toroidale Symmetrie aufweisen, Stellaratoren dagegen von vorneherein
asymmetrisch aufgebaut sind. Den Stellaratoren ist es deswegen moglich, den
Einschlufs mit einem komplexen, aber stationdren Magnetfeld zu erreichen,
wahrend in Tokamaks ein zusétzliches poloidales Feld durch den toroidalen
Plasmastrom erzeugt wird.

Obwohl jedes einzelne Teilchen um ,seine” Feldlinie gyriert und deshalb
die Maschine theoretisch nie verlassen diirfte, stellt sich heraus, dafs ein Plas-
ma mit etwa 10?° miteinander wechselwirkenden Protonen und Elektronen
sich keineswegs so verhilt. Es findet im Gegenteil ein Transport von Teilchen
und Energie aus dem Zentrum in den Plasmarand und von dort aus auf die
Wainde statt, der einen Verlust von Dichte und Warme mit sich bringt und
die Lawsonzahl verringert. Dafiir sind zwei unterschiedliche Mechanismen
verantwortlich:

» Stofibestimmter Transport erfolgt durch Kollisionen der Elektronen bzw.
Ionen untereinander, bei denen Energie iibertragen wird oder die Teil-
chen von ihren Feldlinien heruntergeworfen werden. Dieser Transport
ist in der Regel diffusiv, das heifst proportional zum Dichtegradienten; er
wird auch als normaler Transport bezeichnet. Da in Fusionsplasmen die
mittleren freien Wegldngen in der Regel sehr grof sind, spielt er nur ei-
ne untergeordnete Rolle.

» Kollektiver Transport bezeichnet alle Phanomene, die durch die langreich-
weitige Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Teilchen entstehen. Da-
zu gehoren die unterschiedlichsten Wellen und Instabilitaten. Obwohl er
in Fusionsplasmen den bestimmenden Teil ausmacht, wird er aus histo-
rischen Griinden auch anomaler Transport genannt.

In dieser Arbeit wird ein Mechanismus, der zum anomalen Transport bei-
tragt, untersucht, ndmlich die 7;—-Instabilitit. Diese Mode wird im ndchsten
Abschnitt zundchst allgemein beschrieben. Zur mathematischen Behandlung
wird hier ein driftkinetisches Modell verwendet, das in Kapitel 2 eingefiihrt
wird. Anschlieffend werden in Kapitel 3 analytische Aussagen gemacht, die
sich aber wegen der Komplexitit der Gleichungen auf den linearen Bereich be-
schrianken miissen. Anhand einer numerischen Simulation, die in Abschnitt 4.1
und im Anhang A.1 beschrieben ist, wird in Kapitel 4 das nichtlineare Regime
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untersucht und der durch die 7;-Moden verursachte Transport behandelt. Da-
bei wird der Zusammenhang mit kritischer Selbstorganisation diskutiert, ein
Zustand, der in Anhang B ausfiihrlicher dargestellt wird. In Kapitel 5 werden
schliefilich die wichtigsten Ergebnisse zusammengefafst.

1.1 Die n;—Instabilitit

Die n,—Instabilitit ist eine Driftmode, das heifst, eine Ionenwelle, die durch den
Gradienten des Ionen-Drucks getrieben wird und sich senkrecht zu ihm und
anndhernd senkrecht zum Magnetfeld ausbreitet. Sie wird aus diesem Grund
auch als Ionentemperaturgradient- oder ITG-Instabilitit bezeichnet. In einem To-
kamak oder in zylindrischen Plasmaentladungen erfolgt die Ausbreitung un-
gefdhr — unter einem kleinen Winkel — in poloidaler Richtung; eine solche
Driftwelle 1af3t sich als langgestreckte Spirale um den Plasmakern herum vor-
stellen. Eine anschauliche Darstellung findet sich z. B. bei Chen [4, Kapitel 6.8].

Die Driftwelle koppelt an die longitudinale thermische Bewegung der Io-
nen, das heifit, das unter bestimmten Umstdnden die Transitdrift entlang der
Magnetfeldlinien Energie an die transversale Driftwelle abgibt, die dann ex-
ponentiell anwéchst: die 7,-Mode wird instabil. Dabei werden zwei verschie-
dene Mechanismen unterschieden. Zum einen gibt es den Effekt der ungiin-
stigen Kriimmung der Magnetfeldlinien, zum anderen den des ungiinstigen
Verhiltnisses zwischen Dichte- und Temperaturgradienten. Diese beiden Fille
werden in der Literatur als toroidale Mode bzw. slab-Mode bezeichnet [5].

In dieser Arbeit wird die slab-Mode der 7;—Instabilitdt behandelt. Hierbei
ist das Verhaltnis von Temperatur- zu Dichtegradient ein kritischer Wert, wes-
wegen der dimensionslose Parameter

_dlogT;  n;dT;
= dlogn;,  T;dn;

(1)

eingefiihrt wird, der der Mode ihren Namen gegeben hat. Der Index ¢ steht
dabei fiir ,Ionen”. Analog laf3t sich auch 7. fiir Elektronen definieren, die da-
zugehorige Mode ist jedoch von geringerer Bedeutung. Niedrige Werte von
n; wirken stabilisierend, wihrend beim Uberschreiten eines Schwellenwertes
n;, dessen genauer Wert je nach betrachteter Konfiguration zwischen 2/3 und
2 variiert, die Instabilitdt auftritt. Eine umfangreiche Zusammenstellung von
Ergebnissen fiir die toroidale wie fiir die slab-Mode findet sich bei Horton [6].

Eine erste Beschreibung der n;—Instabilitdt erfolgte bereits 1967 durch Cop-
pi, Rosenbluth und Sagdeev [7]. Seitdem wurde diese Mode in diversen Ex-
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perimenten identifiziert, sowohl in Laborentladungen wie der Columbia Li-
near Machine [8] als auch in Tokamaks. Bei letzteren wurde die Entdeckung
gemacht, dafs bei pellet fueling, also dem Einschieflen kleiner Deuteriumkiigel-
chen in das Fusionsplasma, der Einschlufs unerwartet verbessert wird, wah-
rend bei Neutralteilchen-Injektion (neutral beam injection, NBI) die Lawsonzahl
unter den Erwartungen bleibt. Fiir diese Effekte wird die 7;—Instabilitédt ver-
anwortlich gemacht, da in dem einen Fall 7; herab-, im anderen heraufgesetzt
wird.

Eine Vielzahl von Artikeln beschiftigt sich mit analytischen und nume-
rischen Untersuchungen, beispielsweise [6,9-15], um nur einige zu nennen.
Die Bedeutung der 7,-Mode wird in den letzten Jahren offenbar immer hoher
eingeschitzt. Sehr intensiv wird dariiberhinaus seit einiger Zeit das Phino-
men der kritischen Selbstorganisation diskutiert, das zuerst in ganz anderem
Zusammenhang, ndmlich bei zelluliren Automaten, beobachtet wurde.

Einige Aspekte der 7;-Instabilitdt sind bisher wenig behandelt worden.
Die Mehrzahl der Untersuchungen stiitzt sich auf eine MHD-Approximation,
wihrend kinetische Rechnungen etwas vernachldssigt wurden. Hier wird des-
halb ein driftkinetisches Modell betrachtet, um Unterschiede zwischen diesen
beiden Ansdtzen untersuchen zu konnen. Dabei werden die Rechnungen in
einer stark vereinfachten Geometrie durchgefiihrt, so dafs quantitative Aus-
sagen fiir konkrete Fusionsexperimente nicht zu erwarten sind, andererseits
aber schon qualitative Ergebnisse erhofft werden konnen.

Ein Schwerpunkt liegt auf der nichtlokalen Rechnung, das heifit der Ein-
beziehung der globalen Struktur der Gradienten und der endlichen Ausdeh-
nung des Plasmas. Insbesondere wird die Auswirkung dieser unterschiedli-
chen Behandlung auf den Einsatz und die Starke der Instabilitat gepriift.

Der andere grofie Themenkreis dieser Arbeit dreht sich um die nichtlinea-
ren Effekte. Anhand des Relaxationsprozesses der anfanglichen Profile kon-
nen marginal stabile Zustande untersucht und der anomale Transport bestimmt
werden. Weitere aufschlufireiche Daten werden bei flufigetriebenen Simula-
tionen gewonnen; dabei wird auch der Zusammenhang mit kritischer Selbst-
organisation diskutiert.
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Ein Fusionsplasma enthilt elektrisch geladene Teilchen, ndmlich einerseits die
negativen Elektronen, andererseits verschiedene Sorten positiver Ionen unter-
schiedlicher Kernmasse und Ionisationsstufe. In dieser Arbeit beschrankt sich
das Modell auf den einfachsten Fall, ndmlich ein vollstindig ionisiertes Was-
serstoffplasma, in dem sich also nur Elektronen und Protonen befinden. Wenn
im folgenden von ,Ionen” die Rede ist, so sind damit die {H"—, oder, was die
Rechnungen nicht weiter beeinflufit, die {D"—Kerne gemeint. Die physikali-
schen Grofden, die sich auf die verschiedenen Teilchensorten beziehen, wer-
den wie allgemein {iblich durch die tief- oder hochgestellten Indizes i bzw.
e gekennzeichnet. Beide Teilchensorten wechselwirken miteinander tiber die
Coulomb-Anziehung, verhalten sich aber ansonsten recht unterschiedlich: Die
Elektronen reagieren aufgrund ihrer geringen Masse praktisch augenblicklich
auf Anderungen im Potential, wihrend die Ionen grofere Tragheit und Im-
puls besitzen und deshalb tiber eine Newtonsche Bewegungsgleichung be-
rechnet werden.

2.1 Driftkinetische Beschreibung

Zur Beschreibung der Ionenbewegung in der ,—Instabilitdt wird in dieser Ar-
beit ein driftkinetischer Ansatz verwendet. Bei kinetischen Modellen wird die
Entwicklung der Verteilungsfunktion eines Teilchens im Phasenraum betrach-
tet, so daf$ Orts- und Geschwindigkeitskoordinate unabhdngige Variable sind.
Fluid- oder magnetohydrodynamische (MHD-) Modelle gehen dagegen da-
von aus, daf$ die Verteilung nicht wesentlich vom thermodynamischen Gleich-
gewicht abweicht und die wichtigen Effekte der Dynamik durch Bilden der
Momente Dichte und Druck eingefangen werden konnen. Die Geschwindig-
keit bzw. der Strom der magnetischen Fliissigkeit wird damit zu einer abhéan-
gigen Variablen. Ob eine Fluid-Approximation gerechtfertigt ist, steht dabei a
priori nicht unbedingt fest (siehe zum Beispiel bei Jenko [16]).

Der vollstandige Satz der Entwicklungsgleichungen fiir die 1, 2, . .. N-Teil-
chen-Verteilungsfunktionen folgt aus der Liouvillegleichung, also der Inkom-
pressibilitat der Lagrangedichte im Phasenraum (vgl. Goldstein [17, S. 297]).
Um diese Hierarchie abzubrechen, mufs zunéachst fiir die Stofde der Teilchen
untereinander, die Quellen und Senken in der Kontinuitdtsgleichung bilden,
eine geeignete Annahme gemacht werden (vgl. Balescu [18]). In der von Vla-
sov [19] eingefiihrten Form werden sie einfach zu null gesetzt. Ein solches
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stof$freies Plasma liegt dann vor, wenn die mittleren freien Weglangen fiir Sto-
3e grofier als die makroskopischen Abmessungen des Experiments sind. Ein
Hochtemperaturplasma kann als stof3frei angenommen werden, denn in einem
Tokamak konnen Teilchen oft mehrere toroidale Umldufe zuriicklegen, ohne
mit einem anderen zu stofien. Die Entdeckung, daf trotzdem Transport statt-
findet und dieser noch dazu den bestimmenden Anteil ausmacht, gehorte zu
den groflen Uberraschungen der frithen Fusionsforschung.

Auf diese Weise entsteht eine sechsdimensionale, nichtlineare, zeitabhan-
gige partielle Differentialgleichung, die wenig Hoffnung auf vollstindige Lo-
sung lafit. Auch eine numerische Integration verlangt eine Rechenleistung,
die heute und in absehbarer Zukunft nicht moglich ist. Deshalb werden ver-
schiedene Annahmen gemacht, die diese Gleichung vereinfachen; eine Recht-
fertigung fiir die unterschiedlichen Approximationen wird in Abschnitt 2.3
unternommen.

Es wird insbesondere ausgenutzt, dafs sich die Bewegung eines Teilchens
im Plasma aus einer schnellen Spiralbewegung mit dem Larmorradius p um
die Magnetfeldlinien und einer langsameren Drift senkrecht dazu zusammen-
setzt. Da die interessante Dynamik durch die Drift beschrieben wird, kann
die schnelle Gyration absepariert werden, so dafd nicht mehr die Verteilung
der Teilchen selbst beschrieben wird, sondern die der Gyrationszentren. Da-
bei wird die senkrechte Drift als bekannte Funktion der anderen Variablen
eingesetzt. Wenn schliefilich alle abhdngigen Grofsen, insbesondere das elek-
trische Potential, am Ort des Gyrationszentrums betrachtet werden, so dafs in
dieser Hinsicht die Larmorradien als unendlich klein angenommen werden,
entsteht die hier verwendete driftkinetische Gleichung.

2.2 Geometrie

Ein Torus ist topologisch ein Zylinder, der so gebogen ist, daf8 die beiden End-
flachen wieder aufeinandergesetzt sind. Das Plasma gleicht in seiner Form
also dem Schlauch eines Autoreifens, wobei bei heutigen Fusionsmaschinen
die kleinen Radien, also die , Dicke” des Schlauches, in der Grofienordnung
von etwa einem Meter liegen (Tabelle 1 auf Seite 11). Im Torus gibt es die
drei Hauptrichtungen toroidal (am Zylinder entlang), poloidal (um den Zylin-
der herum) und radial (von der Zylinderachse nach aufien). In dieser Arbeit
wird das Plasma in einer stark vereinfachten Geometrie betrachtet, die nur
lose der eines Fusionsexperiments entspricht. Dazu wird wie in Abbildung 1
auf der ndchsten Seite ein poloidaler Querschnitt des Torus , aufgebogen” und
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Abbildung 1: Transformation von toroidaler in slab-Geometrie

mit einem kartesischen Koordinatensystem versehen. Die auf diese Weise ent-
stehende rechtwinklige Plasma-, Scheibe” wird als slab-Geometrie bezeichnet;
sie ist in Abbildung 2 dargestellt. Die radiale Richtung entspricht hier der z—,
die poloidale der y—Koordinate.

Da der Dichte- und Temperaturausgleich entlang der Feldlinien sehr viel
schneller erfolgt als senkrecht dazu, ist das Plasma in toroidaler Richtung we-
sentlich homogener als in poloidaler oder radialer, und die wichtige Dynamik
einer Driftwelle spielt sich in in einem poloidalen Querschnitt ab. Aus diesem
Grund wird das vorliegende Modell auf eine z—y—Ebene beschrdnkt. Die z—
Koordinate wird nicht berticksichtigt, und alle Ableitungen nach z werden
gleich 0 gesetzt.

Andererseits kann eine ITG-Mode nicht genau senkrecht zum B-Feld ent-
stehen, weil die Anregungsenergie der Instabilitdt der parallelen thermischen
Bewegung der Ionen entnommen wird. Dieser Energieaustausch wiirde ver-
hindert, wenn die Ausbreitungsrichtung senkrecht zum Magnetfeld festgelegt
wire. Hier wird deswegen ein fester Winkel # zwischen e und e, vorgegeben,
der etwas kleiner als 90° ist. Das fiihrt dazu, dafs 9. = 0 ist, aber 9 einen von
null verschiedenen Anteil hat, ndmlich die Projektion auf die y—Achse. Diese
auf den ersten Blick paradoxe Situation ist notwendig, weil sonst tiberhaupt
keine Dynamik entstiinde; eine ,richtige” Behandlung erfordert eine Bertick-
sichtigung der z—Koordinate, aber eine solche rdumlich dreidimensionale ki-
netische Rechnung sprengt die derzeitigen Moglichkeiten der numerischen
Behandlung.
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g1
ad 1) §

e

Abbildung 2: Koordinatensystem in slab-Geometrie

Ein gegebener Vektor a spaltet sich also durch Projektion auf e und die
Ebene senkrecht zu e in Parallel- und Normalkompononenten auf. Die Trans-
formation zwischen kartesischen und Magnetfeldkoordinaten ist durch

a| =sinfa. +cosfa,
a; =a, +sinfa, (2)
gegeben. Entsprechendes gilt fiir die Gradienten V| und V. Da nur die z—y—

Ebene betrachtet wird, haben die Vektoren in diesem Modell keine z—Kompo-
nente, und es ist

a) = cos fa,
V|| = cos 09,
und

ax B = Bsinf(a,e, — ae,).

Wie in Abbildung 2 angegeben, werden in y—Richtung periodische Rand-
bedingungen angenommen. Auf den Aufienrdandern werden dagegen Dichte
und Potential vorgeschrieben; das entspricht Dirichlet-Randbedingungen in
z—Richtung.

Die hier durchgefiihrten Rechnungen und Simulationen gehen von einem
anfanglichen Gleichgewicht aus, das nur von der radialen Koordinate in vor-
gegebener Weise abhdngt und in y konstant ist. Es miissen daher Dichte- und
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Temperaturprofile als Anfangswerte gewéahlt werden, die moglichst gut de-
nen in einem wirklichen Fusionsplasma entsprechen. Leider macht aber im
Experiment die Bestimmung besonders der Ionenwerte grofie Schwierigkei-
ten, und es liegen keine verwendbaren Daten derartiger Profile vor [20]. Fiir
das Temperaturprofil wird eine Gaufssche Glockenkurve

Ti(z) = To (0,2 +0.8 exp(—/ﬂ:r?)) 3)

angenommen, bei der der Parameter # die Form bestimmt. Eine solche Gauf3-
funktion wird hier zwar willkiirlich gewihlt, ist aber von den tatsdchlichen
Temperaturverldufen vermutlich nicht allzuweit entfernt. Die Flanke des Plas-
mas wird dariiberhinaus kiinstlich symmetrisiert, indem der ,linke” Teil der
Glockenkurve fiir z < 0 dazugenommen wird. Dies wie auch die endliche
Temperatur am Rand dienen dazu, Schwierigkeiten in der Numerik, die bei-
spielsweise bei Division durch null entstehen konnen, zu vermeiden.

Fur das Dichteprofil n;(z) kann ebenfalls eine beliebige Funktion ange-
nommen werden. Um einen besseren Vergleich mit anderen Rechnungen zu
ermoglichen, wird es hier so gewahlt, daf der Wert von 7, tiber den ganzen
Radius konstant ist. Aus der Definition (1) ergibt sich daher die Bedingung

n(x) = Tj(x)V/" . (4)

Beispiele fiir solche Profile sind in Abbildung 12 auf Seite 40 dargestellt.

2.3 Skalierung

Die n,—-Mode ist in erster Linie fiir Fusionsexperimente interessant. Es ist daher
sinnvoll und gerechtfertigt, sich in das in einem solchen Plasma vorliegende
Regime zu begeben und fiir die Skalenverhéltnisse entsprechende Annahmen
zu machen. Alle Groflen im Plasma konnen damit auf dimensionslose Variable
transformiert werden, die dann bis auf wenige Ausnahmen einen Zahlenwert
von der Groflenordnung 1 haben.

Zum Vergleich sind in Tabelle 1 auf Seite 11 typische Werte einiger Fusions-
experimente angegeben, namlich von JET in Abingdon (England), TEXTOR in
Jiilich (Deutschland) und TORE-Supra in Cadarache (Frankreich). Da sich die
Operationsbereiche im Laufe der Lebenszeit eines Experiments immer wieder
verschieben, konnen die Werte nur als Anhaltspunkte fiir die Groflenordnun-
gen dienen.
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2.3.1 Annahmen

Bei Ionen-Driftwellen handelt es sich um relativ langsame, raumlich ausge-
dehnte Moden. Zu ihrer Untersuchung wird ein Regime angenommen, das
sich durch folgende Charakteristika auszeichnet:

10

1. Die raumlichen Skalen sind grof3 gegeniiber den Gyroradien: a ~ Ly ~

Ln >> Qi

Dies ist die Definition eines magnetisierten Plasmas. Als raumliche Ska-
len dienen der kleine Radius « wie auch die Langen L, = n/|Vn| und
Ly = T/|VT)|, auf denen sich Dichte und Temperatur dndern. In Fusi-
onsexperimenten mit ihren Magnetfeldstarken im Tesla-Bereich ist diese
Annahme sehr gut erfiillt.

. Die Larmorradien sind grof gegeniiber der effektiven Reichweite des

Potentials, die durch die Debye-Linge (siehe Tabelle 3) gegeben ist: AQ—D <
1.

Aquivalent dazu ist, dafd der dimensionslose Parameter v := :37 ~272 AQ—D
klein ist. Diese Bedingung bedeutet die Quasineutralitiit des Plasmas; sie
erfordert eine hohe Teilchendichte und ist in Fusionsplasmen in der Re-
gel gut erfiillt.

. Die Zeitskalen sind grof gegentiber den Gyrationszeiten: -~ < 1.

Hier ist w die Frequenz der untersuchten Schwingung. Diese Annahme
heifst Driftniherung. Durch die relativ langsame Bewegung der Driftwel-
len ist sie fiir Ionen praktisch immer gerechtfertigt.

. Ionen und Elektronen haben die gleiche Temperatur: T; = T..

In Hochtemperatur-Plasmen sind die Ionen so heifs, dafy ihre Temperatur
nicht gegentiber der der Elektronen vernachlassigt und etwa T; ~ 0 oder
T; < T. gesetzt werden darf. Ionendichte und besonders -temperatur
sind allerdings in Experimenten dufierst schwer zu messen, so dafs mei-
stens eine Annahme der Art 7; = 7. gemacht werden muf8. Diese ist
zwar sicher nicht streng erfiillt, d&ndert aber fiir die Rechnungen zur 7,-
Instabilitdt die Ergebnisse nicht qualitativ, wie sich im nachhinein her-
ausstellt. Dafiir werden die Gleichungen wesentlich tibersichtlicher.

5. Die Ionengeschwindigkeiten sind nichtrelativistisch: vy, < c.



2.3 Skalierung

TEXTOR TORE JET

Supra
a [m] 1,75 0,8 0,8bis2,1
B [T] 2,8 4,0 3,45

n;, [m™] Rand 10%7 1-10%
Zentrum 1019 5-10%° 4.10"°

T, [eV] Rand 10 100
Zentrum 100 4000 1860
we  [GHz] 0,27 0,38 0,33
wyi  [GHZz] 0,4 bis 4,2 4,2 bis 9,3 8,3
v 0,6 bis 0,06 0,09 bis 0,04 0,04
vy, [km/s] 40 bis 140 140 bis 875 597
0o; [mm] 0,026 bis 0,083 0,058 bis 0,35 0,29
Ap [mm] 0,074 bis 0,023 0,024 bis 0,067 0,05
Stand 1994 1999 1994

Tabelle 1: Typische Operationsbereiche einiger Fusionsexperimente (oben) und die
daraus abgeleiteten Groflen (unten). Der kleine Radius a ist ein Maf fiir
die makroskopischen riumlichen Skalen. Entnommen aus [21] fiir JET,
[22] fiir TEXTOR, [23] fiir TORE-Supra.

Da die thermische Geschwindigkeit der Ionen selbst im Plasmakern nur
in der Groflenordnung von einigen hundert km /s liegt, konnen alle Rech-
nungen nicht-relativistisch durchgefiihrt werden.

6. Die Fluktuationen des Magnetfelds sind klein gegeniiber dem Feld selbst.

In dieser elektrostatischen Rechnung wird das elektrische Feld durch E =
—V ¢ ausgedriickt. Dadurch treten neben der Gyrationsbewegung kei-
ne weiteren Lorentzkrifte auf, die elektromagnetische Wechselwirkung
beschrénkt sich auf die Coulombkraft.

2.3.2 Uberfiihrung in dimensionslose Grofen
Die physikalischen Variablen sollen zunéchst in eine dimensionslose Form ge-

bracht werden. In Tabelle 3 auf der ndchsten Seite sind einige Grofien, die
tiir die Ionen charakteristisch sind, zusammengefafst. Hier werden die Gyra-
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2 Modell

Elektronenmasse Me 9,11-107°' kg
Ionenmasse m; = 1836 -m, 1,67-107*" kg
Ladung +q 1,60-1071° C
Boltzmannfaktor kg 1,38-1072 J/K
Dielektrizititskonstante £0 8,8854-10712 Vm/As

Tabelle 2: Naturkonstanten

. = 4B
Gyrofrequenz wei = L&
nna2
Plasmafrequenz Wy = [ mog?
€Qm;
relative Feldstarke v o=
pi
Thermische Geschwindigkeit vy, = 273"9
T B i
Schallgeschwindigkeit cs = L
i i — 1w
Gyrationsradius 0 = ok
—L.a _ Cs Toe
Debye-Linge A\p = = iy

Tabelle 3: Wichtige PlasmagrifSen

tionsperiode 1/w,; fiir die Zeit, die lonen-Schallgeschwindigkeit' c, fiir die Ge-
schwindigkeit und die Lange ¢, /w.;, die bis auf einen Faktor V87 der Gyra-
tionsradius p; ist, fiir die raumlichen Skalen benutzt. Weiter sind Temperatur
und Potential in Energieeinheiten angegeben und auf eine mittlere Energie 7
bezogen; die Dichte wird mit einer mittleren Dichte 7 normiert. Zur besse-
ren Unterscheidung werden die urspriinglichen, dimensionsbehafteten Gro-
flen mit einem Zirkumflex versehen. Damit ergeben sich folgende Transfor-

1Als ,Schallgeschwindigkeit” wird hier ¢, := +/To/m; bezeichnet. Tatsdchlich breitet sich
eine Ionen-Schallwelle mit +/(To ; + To,.)/m; aus, bei ungeféhr gleicher Ionen- und Elek-
tronentemperatur also mit /27, /m;, der thermischen Geschwindigkeit der Ionen. Um
die Gleichungen nicht unnétig mit einem Faktor v/2 zu belasten, wird hier trotzdem mit
¢ normiert.

12



2.4 Grundgleichungen

mationen in die neuen, jetzt ohne besondere Kennzeichnung geschriebenen
Variablen:

2? — t = 0{ — wcia-[
Wei

'U|| — Cs'U||

n; — nn; . (5)

2.4 Grundgleichungen

Zur Beschreibung eines zweikomponentigen Plasmas werden die Bewegungs-
gleichungen der Ionen und der Elektronen benétigt. Beide sind miteinander
durch das von allen Teilchen erzeugte elektrische Potential gekoppelt, das so
eine dritte Bedingung liefert. Schliefilich wird im driftkinetischen Modell die
senkrechte Bewegung der Ionen als Funktion der unabhéngigen Variablen be-
trachtet, so daf3 die relevanten Driften in die Impulsgleichung eingesetzt wer-
den miissen.

2.4.1 Driften

Die Bewegung der Gyrationszentren senkrecht zum Magnetfeld wird als Drift
bezeichnet. Sie besteht aus mehreren Anteilen; ihnen ist gemeinsam, daf8 sie
— bis auf die diamagnetische Drift — dadurch hervorgerufen werden, dafs sich
aus unterschiedlichen Griinden der Larmorradius wéahrend einer Gyrationspe-
riode dndert, so daf3 das Teilchen Phasen verschiedener Kriimmung durch-
lauft und sich die Gyrationskurve nicht zu einem Kreis schliefit. Dies kann
einfach durch ein Gyrieren um ein bewegtes, driftendes Zentrum beschrieben
werden.

Die elektrische oder E x B-Drift entsteht durch eine E-Feldkomponente
senkrecht zu B und ist in der Regel die dominante Drift. Wegen der elektro-

13



2 Modell

statischen Annahme wird das E-Feld als E = —@QAS geschrieben; die Umrech-
nung auf dimensionslose Einheiten geschieht durch

waloG, _ _peve. 6)
cs q

E=—

und damit 1463t sich die E x B-Drift durch

R ExB
VExB = T = —Cq4 V(/ﬁ X €| =: CsVExB (7)

ausdriicken. In der hier verwendeten Geometrie ist vg.p = sinf (—e, 9,¢ +
e, 0.¢).

Die Polarisationsdrift entsteht durch die Tragheit der Ionen bei zeitlich ver-
anderlichen Feldern. Sie ist normalerweise wesentlich kleiner als die E x B-
Drift, mufS aber berticksichtigt werden, wenn der fithrende Beitrag verschwin-
det. In den hier verwendeten Einheiten ergibt sich

. 1 dE;,  dV.¢

Vpol =

wu B df “ T ar

= C5Vpol (8)

Laut (2) muf$ hier V| = 9, + sinf 9, eingesetzt werden. Elektronen zeigen
aufgrund ihrer geringen Masse praktisch keine Polarisationsdrift.

Die diamagnetische Drift nimmt eine Sonderstellung ein, denn sie wird
durch die kollektive Bewegung der Plasmateilchen hervorgerufen; ein einzeln
betrachtetes Teilchen zeigt keine diamagnetische Drift. Eine anschauliche Dar-
stellung findet sich bei Chen [4]. Es ist

i = CsVdiq - (9)

Andere Driften entstehen etwa durch inhomogene Magnetfelder oder auch
durch Gravitationskréfte. Im betrachteten Modell spielen sie keine Rolle. Eine
kompakte Zusammenfassung findet sich zum Beispiel bei Schmidt [24, S. 50].

14



2.4 Grundgleichungen

2.4.2 Dynamik der Elektronen

Die Bewegung der Elektronen erfolgt praktisch ausschliefllich entlang der Ma-
gnetfeldlinien, da ihr Gyrationsradius um den Faktor /m;/m. ~ 42 kleiner
ist als der der Ionen. Hier wird die adiabatische Niherung verwendet, in der die
Elektronen als eindimensionale Fliissigkeit, die wie in einem diinnen Rohr an
,ihrer” Feldlinie entlang fliest, betrachtet werden. Die Geschwindigkeit der
Elektronen v° ist dann gleich ihrem parallelen Anteil P und ihre Beweglich-
keit ist nahezu unendlich grofs. Dann gilt die Bewegungsgleichung

0@6 q -~ kBTe

I
—=—F -

ot M, MeN

oy (10)

oder, in dimensionslosen Variablen,

m 3’Uﬁ 1 1

— L= 9p—=9n.

m; Ot Te e n [ (11)
N~

~0

Da die Trdgheit der Elektronen klein ist, kann die linke Seite vernachléssigt
werden, und es balancieren sich in der adiabatischen Ndherung immer die
elektrostatische Kraft und der Druckgradient. Integration ergibt die Vertei-
lung der Elektronen,

nc = ny 0T & ng (1 + %) . (12)

2.4.3 Quasineutralitit

Ein Plasma hat eine starke Tendenz, elektrisch neutral zu bleiben. Bildet sich
an einem Ort eine positive Ionenladung, so sammeln sich die beweglichen
Elektronen um sie herum und schirmen die Ladung ab. Umgekehrt verdrangt
eine negative Wolke die Elektronen aus ihrer Umgebung. Die Reichweite der
elektrischen Wechselwirkung ist deswegen nur von der Ordnung der Debye-
Linge A\p = ¢,/w,;. Ist diese kleiner als die typische Langenskala im Plasma,
im vorliegenden Fall also A\p < p; oder, gleichbedeutend damit, » < 1, so
wird von Quasineutralitit gesprochen. Das bedeutet aber nicht, dai n; = n,
ist, sondern nur, daf3 es sich bei n; — n. um eine kleine Grofe handelt.

15



2 Modell

Dies ist wichtig fiir die Berechnung des Potentials im Plasma. Dazu wer-
den zundchst die Kontinuitédtsgleichungen d;n + V - (vn) = 0 der Elektronen
und der Ionen miteinander kombiniert:

on; ; oan. .
0= o T V- (niv') Y V - (neve)
on; ; ; ;
=2 + (i) + V'L - Vini +n;V - v
8‘716 ) e e e
5 0||(n€v”) -v{-Vin.—n-V,-vi. (13)

Die senkrechte Geschwindigkeit setzt sich fiir die Ionen aus vg,p und v,
zusammen, fiir die Elektronen ist sie gleich vg. 5, wobei die E x B-Dirift fiir
beide Spezies gleich ist. Da v, g auch bei den Ionen den dominanten Anteil
stellt, wird die Polarisationsdrift gegen sie vernachlissigt. Eine Ausnahme bil-
det nur der Divergenzterm: Weil V - vg, g = 0 gilt, mufs in ndchster Ordnung
Vo berticksichtigt werden. Damit ergibt sich

In; A
0= % + a”(’nﬂ)ﬂ) +vVeug-Vin +n;V- Voo
on, .
oot 8”(7”&6@“) —veyg- -V n.
on; On. .
B ot B ot +8||(]||)+VE><B'VL(n[—ne)_i_nl_V.val. (14)

Hier steht j fiir n; vy — n.ve, wéhrendj = q(n;V; — n. V) ist. Fiir 9, j) ergibt sich
aus der Maxwellgleichung

1 )
—VxB-=1i -
1bo . J+e ot

=0= j” — 605156”& (15)
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2.4 Grundgleichungen

in dimensionslosen Einheiten der Ausdruck

ci T
0 = nc, j) — € we et 20 ;0
Cs (

S

e whwy T
= 0=jj— — =50
noc; wy q
2
2
Wei gn m; Tye
== < ) = =010k
Wpi €01 TO q
v W2, 1/c?
=) = V%%
Der Term 9;n. 146t sich durch (12) als
on.,  ngdo
_ 99 17
ot T ot (17)
ausdriicken Die Divergenz der Polarisationsdrift folgt aus (8):
0
’ (18)

i ~s —_—
nV-vaINnOV-vpol = —noALa,

mit der Abkiirzung A, := 97 + sinf . Schlielich gilt noch im Plasma die

Poissongleichung

Ap = Llae — il (19)

oder, in der dimensionslosen Form,

wei \° T
= ( C') A = iﬁ[ne —nf]
Cs q €0

2 92—
Wes g n m; Tyeg . ;
= — =n‘—-n

wyi) eom; Ty ¢?n
N N~

< 2 2
v? Wpi 1/':'3

= VAp=n°—n'. (20)
Durch Einsetzen in (14) entsteht dann
on;  myd 3
g I _mdb VRp — 1Veep - V1 AG —ng ALa—f (1)

T ot T ot

17



2 Modell

Jetzt wird aufgrund der Quasineutralitit »* =~ 0 angenommen. Auflerdem
wird A; = A = 82 + 9] gesetzt, nicht aber 9, = 0; dies wird in [25, S. 326]

begriindet. Dadurch ergibt sich schliefilich
_On;  ny ¢ P
"= T T 22)

und durch Integration

P Pb b om
= - 4 —. 2
ox2 + oy Te + ng (23)

0

2.4.4 Dynamik der Ionen

Die Bewegung der Ionen wird durch die Vlasov-Gleichung aus [19] beschrie-
ben. In der driftkinetischen Approximation ist die Vlasov-Gleichung die Be-
wegungsgleichung fiir die Ionen-Gyrationszentren. Diese sind im folgenden
immer stillschweigend gemeint, wenn von , Ionen” die Rede ist. Ihre Geschwin-
digkeit setzt sich aus dem parallelen Anteil v und der senkrechten Drift zu-
sammen. Wihrend v, jetzt ohne Index i geschrieben, eine unabhingige Varia-
ble ist, wird v, als bekannt angenommen und als Funktion der anderen Gro-
en, insbesondere des Potentials ¢(z. y), geschrieben. Der bestimmende Anteil
ist die E x B-Drift, denn die wesentlich kleinere Polarisationsdrift kann hier
vernachlissigt werden. Die Gleichung fiir die Verteilungsfunktion f(z,y,v)
der Ionen lautet damit
of -

0= L 1L V. (%
0t+ (Vvf)+

(Fey 91

m; O '

(24)

Hier ist v = vje| 4+ vg.p; die Polarisationsdrift ist von niedrigerer Ordnung
und wird in der Vlasovgleichung vernachlassigt. Der parallele Anteil der Cou-
lombkraft ist

(E) = iE” = —i@”(;s = —wcicsanqﬁ. (25)
I

my; my; m;

In dimensionslosen Variablen wird (24) zu

of

0
a’UH

of + v O f +Vexp - Vf— 0 (26)

T ot

und in der slab-Geometrie zu
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2.4 Grundgleichungen

of
A’

_of

0=
ot

., Of . Of
— 9y¢sinf I0 + (v} cos 8 + 0, psin ) % —cos ¢ (27)

Mit (23) und (27) liegen die Grundgleichungen vor, die das driftkinetische
System beschreiben. In Kapitel 3 soll versucht werden, anhand ihrer linea-
risierten Formen analytische Aussagen zu treffen. Eine vollstindig analyti-
sche Behandlung ist zwar auch in diesem Fall nicht moglich, dennoch gelingt
es, die Dispersionsrelation auf eine algebraische Gleichung zurtickzufiihren,
die dann mit vertretbarem Aufwand numerisch gelost werden kann. In Ab-
schnitt 4.1 wird eine Simulation des vollstindigen, nichtlinearen Gleichungs-
systems vorgestellt.
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3 Lineare Behandlung

3 Lineare Behandlung

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 soll sich das System lokal im thermodynamischen Gleich-
gewicht befinden. Die Ionen gehorchen dann der Maxwell-Boltzmann-Verteilung

0 __nilx) v
FO(z,v) = W exp (_2T5(I)> : (28)

Diese 10st auf jeden Fall, unabhingig von der fiir 7;(z) und n;(z) gewdhlten
Form, die Differentialgleichung (27), so dafs ein stationdrer Zustand vorliegt.
Er kann je nach der gewdhlten Konfiguration stabil oder instabil sein. Liegt
der zweite Fall vor, so fiihrt eine kleine Stérung dazu, dafs sich das System
aus der Gleichgewichtslage entfernt und ein exponentielles Anwachsen der
Mode stattfindet.

In diesem Kapitel soll das Einsetzen und die Stiarke des Anwachsens be-
stimmt werden. In der ersten Phase der Instabilitdt sind die Abweichungen
von den ungestorten Grofien klein, und das Verhalten wird von den Differen-
tialgleichungen (23) und (27) schon in ihrer linearisierten Form gut beschrie-
ben. Thre Losungen sind dann Exponentialfunktionen, und die Zeitentwick-
lung verlduft proportional zu exp(—¢ wt) mit einer komplexen Frequenz w, die
aus der reellen Frequenz R(w) und der Anwachsrate v = ¥(w) besteht. Die An-
wachsrate bestimmt die Starke der Instabilitdt; fiir v < 0 ist das System linear
stabil, und eine kleine Storung wird gedampft oder wachst zumindest nicht
weiter an.

3.1 Dispersionsrelation

Die Dispersionsrelation fiir eine bestimmte Welle ist eine Gleichung zwischen
der komplexen Frequenz w und der Wellenzahl £, in die die restlichen Gro-
3en, wie zum Beispiel 7, als Parameter eingehen. Eine solche Beziehung soll
hier weitgehend analytisch hergeleitet oder zumindest in eine solche Form
gebracht werden, dafi sie sich anschlieflend numerisch einfach 16sen laf3t.

3.1.1 Linearisierung der Vlasov-Gleichung
In der linearen Ndherung wird angenommen, daf3 sich das System in der Ndhe

des Ausgangszustands befindet. Die Verteilungsfunktion f(z,y,v) setzt sich
dann aus der Maxwell-Boltzmann-Funktion (28) und einer im Vergleich dazu
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3.1 Dispersionsrelation

kleinen Storung ¢ £V (z, y, v, t) zusammen. Diese Funktion ist so gewihlt, dafl
9 und f dieselbe Gréflenordnung haben und ¢ < 1 ist. Ebenso verhilt sich
die Dichte; das Potential ist dagegen im Gleichgewicht null, so dafs ¢ = ¢,
ist. Allgemein gilt

f(‘E Y,7, ) f( ‘E U\|)+gf T Y57 )>

ni(z,y,t) /f mv||+5/f (z,y,v),1)

=ng(z) +eny(z,y,t)

und

QS(ﬂﬁ.y t) = E¢1(Zl?.y,t) : (29)

Die Gleichgewichtsgrofien sind zeitlich konstant und dndern sich raumlich
nur auf grofien Skalen. Die gestorten Grofsen fluktuieren dagegen raumlich
und zeitlich schnell. So ist zum Beispiel ny > en, bzw. ny ~ n,, aber da die
Variationsldnge von n; kleiner als die von n, ist, kompensiert das Ableiten den
Unterschied zwischen beiden. Das bedeutet, dafs sowohl Vn, als auch Ven,
in derselben Grofienordnung liegen und beide mit den Dichtestérungen en;
vergleichbar sind. Fiir die Dichten und ihre Gradienten gilt dann also

d
ng>>eng ~Vnyg~eVn; ~¢ anl \ (30)

die anderen Variablen verhalten sich entsprechend.

Die Zeitabhdngigkeit ist in den linearisierten Differentialgleichungen au-
tomatisch durch exp(—iwt) mit w € C gegeben. Aufierdem soll die Stérung
die Randbedingungen erfiillen und wird daher periodisch in y angenommen:

fO (2. t) = fa(z) =) (31)

Formal kann dann 9, — ik und 9; — —iw ersetzt werden. Die Wellenzahl £ be-
zieht sich hier immer auf die poloidale Richtung, der Index y wird der besse-
ren Ubersicht wegen nicht geschrieben. Zunichst wird die Vlasov-Gleichung
(27) auf Seite 19 linearisiert, indem (29) und (31) eingesetzt und dann die Ter-
me, die von Ordnung ¢? oder hoher sind, vernachléssigt werden. Da alle Bei-
trdage nullter Ordnung verschwinden, bleiben nur diejenigen in O(¢) tibrig. Es
ergibt sich nach Division durch «:

0=—iwfy(x) —iksinhpd,f " + i kv cos O f1(x) — ik(:osé’(bc?l,”f(o) ,

21



3 Lineare Behandlung

also

(0)
fue) = T 0T T g ) 0. (32)

—% + ) cos 0

Die hier auftretenden Ableitungen der Maxwellverteilung f(*) sind

of O (z,v n' 1T} i
OF 2w o) _ oy _ SO+ 0, (-5

ox g 2T;
n! ! 2
_po (o 1T Y 33
f <7Z0 2 fl'vl + 2 21’112 ( )
! fU2
— 0™ 1_1,.1_l

(34)

Die abhdngigen Variablen werden im folgenden ohne ihre Argumente ge-
schrieben, um die Gleichungen etwas tibersichtlicher zu halten. Der Strich
bezeichnet die Ableitung nach z. Durch Einsetzen von (33) und (34) in (32)
entsteht fiir die Fluktuationen der Verteilungsfunktion der Ausdruck

! ’UZ N
sin@% <1 - %772- |:1 — %:D — cos GTU

=¢fO
b=l —< 4+ ) cos B
.l 4 (e w sin()% (1_%771. {1_ﬂ:|>
:¢f(0) TiCOSGT,I.F(/\" k) i+gbf(0) T;
~& Tujcosd T; —% + vy cosb
- T; " T; w — k‘UH cos ) (35)
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3.1 Dispersionsrelation

3.1.2 Auswertung mit Hilfe der Z-Funktion

Aus (35) ergibt sich die Ionendichte durch Integration iiber v|,. Das dabei auf-
tretende Integral 1463t sich nicht elementar integrieren, kann aber auf die Form

)
eS

+o0
G(C) = % / e (36)

zuriickgefiihrt werden. Es gilt

+oo .
)

1 se

G0 -1= == [ a7 37)

—0o0

und

9 2
sTe

+o0
c<ca<c>—1)=% / 5%

(vgl. [25] 4.3.14-4.3.16). Diese G—Funktion hdngt mit der Plasma—Dispersions-
funktion oder Fried-Conte-Funktion

—S

(38)

S

i
Z(C) == 2ie=" / ds e’ (39)

tiber die Beziehung
G(¢) = Z(~() fir$(() <0 (40)

(vgl. [25] 4.3.13 und [4] 7-118) zusammen. Allerdings muf$ beachtet werden,
dafs (40) nur in der unteren komplexen Halbebene gilt. Durch die Singulari-
tat bei s = ( im Integranden weist G einen Schnitt an der reellen Achse auf,
wihrend Z holomorph ist, so daf$ sich die beiden Funktionen auf der oberen
Halbebene um das Residuum des Poles unterscheiden:

G(C) = Z(—¢) — 2iv/me" fiir $(¢) > 0. (41)
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3 Lineare Behandlung

Andererseits 1df8t sich wegen der Punktsymmetrie G(—() = —G(() die Funk-
tion G auf ganz C\R durch

o) =Z() fur$(() >0
Gl = {Z(—C) fiir 3(¢) < 0 (42)

ausdriicken. Die Z-Funktion aber ist im wesentlichen das Gaufssche Fehlerin-
tegral mit einem komplexen Argument. Sie kann zwar auch nicht geschlos-
sen integriert werden, a3t sich aber numerisch einfach und schnell berechnen
(hier mittels [26]; sieche dazu auch [27]).

Mit den Abkiirzungen
. W Uphase
= = 4
¢ k cos By, (vsn)y ’ )
vy, tan 6 ny
_ (] 44
2 g #)
und
S 1= ﬂ = i = dUH =ds Vth (45)
Vi V' 2T; |

kann die Dichte durch die Plasma-Dispersionsfunktion und damit die Gaufs-
sche Fehlerfunktion ausgedriickt werden:

+oo

ny = /dUH fl

—0oQ

2
_ Titan# ng 1. - ﬂ
0¢ d) kcos@c,h Vih ng (1 2’71 |:1 T1:|>
/def

w Gl

k cos vy, - Vih
R / ow M0 Ca(l=kn)
T; " Vg, ¢—s
7,_1»2521'?,1
— i ds vy L
\/_Uth ¢—s
¢ e L e
n 8 7 e’
=—< —-14+—= ds —a(l——)— ds
T; NZ3 / -5 2/ Jm -5
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3.2 Lokale Approximation

+oo

1 52~
— —=an; d - )
\/77@"/ Sc—s}'

—00

also

2= 21 (G0 - a (1= ) 60 - and (60 - 1} (46)

i
Durch Einsetzen von (46) in (23) auf Seite 18 entsteht die Dispersionsrelation
0= ¢"(x) - 1 $(x) + D(w, z. k)p(z) (47)
mit
Di= = |t | + {60 [ - o (1= )] - ancieetc) - )
T e [c-a(1- )] - anca© -1} 8)

T 2

Die Abkiirzung D ist hier eine Funktion von z, £ und w sowie den festen Pa-
rametern 7;, ¢ etc., wobei die beiden Variablen k und w nur in (, also in der
Kombination w/k auftreten.

3.2 Lokale Approximation
Die lokale Approximation besteht darin, dafi ungeachtet der Dirichlet-Randbe-

dingungen sowie der Variation in radialer Richtung von n;, T; und folglich #;
eine Fourier-Transformation in = durchgefiihrt, also die Ersetzung

0? 12

o2 — R (49)
vorgenommen wird. Das ist dquivalent mit einer Betrachtung des Plasmas an
nur einer Stelle im Raum unter Annahme einer konstanten globalen Situati-
on. In diesem Fall wird (47) zu einer rein algebraischen Gleichung, in der z
zusammen mit %, k, und w nur als Parameter auftritt:

0=—(k§+k2)+D(%,r,) . (50)

Die Losung dieser Gleichung kann numerisch zum Beispiel durch das New-
ton-Verfahren (sieche Anhang A.4.1) relativ einfach durchgefiihrt werden. Bei
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3 Lineare Behandlung

einem vorgegebenen Profil entsteht so eine Kurve w(z), die Moden haben
dann abhédngig vom Ort unterschiedliche Frequenzen und Anwachsraten (Ab-
bildung 3). Es 143t sich ein instabiler Bereich ausmachen, in dem w positiven
Imaginérteil hat, also anwachsende Losungen existieren.

0.025

0.020 lokal (y=y(x))
0.015
0.010 ¢ nichtlokal (y=konst.)

0.005 r /

OOOO 1 1 1 1

Abbildung 3: Anwachsrate ~(z) in lokaler Approximation als Funktion der ra-
dialen Koordinate x. Profile wie in Abbildung 12 auf Seite 40
(n; =8,0,8 =0,55); Wellenzahlen k, = 0, k = —1,2. Die durch
nichtlokale Rechnung unter sonst gleichen Bedingungen bestimmte
Anwachsrate ist zum Vergleich als Linie eingezeichnet.

3.2.1 Lokales Instabilititskriterium

Fiir den Fall, dafd wie hier eine Fourier-Transformation in « durchgefiihrt wer-
den kann, 1dfit sich die Existenz von Losungen mit positivem Imaginérteil
auch analytisch nachweisen. Das wird in von Goldston und Rutherford [28,
S. 468 ff.] mit Hilfe der Nyquist-Diagrammanalyse durchgefiihrt. Auf die hier
verwendete Geometrie iibertragen ergibt sich ein lokaler Schwellenwert

1
Nic = 2 5 - (51)
1-16c0t26 (5)

Dieser Wert liegt bei starken Temperaturgradienten knapp {iber 2, steigt aber,
wenn das Temperaturprofil zu flach wird, bis co an und wird bei allzu kleinem
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3.2 Lokale Approximation

VT; sogar negativ. In diesem Fall ist keine 7;-Instabilitit moglich. Allgemein
ist das System lokal instabil, wenn 7, iiber der Kurve des Schwellenwertes
liegt. In Abbildung 4 ist zu sehen, daf$ der auf diese Weise begrenzte insta-
bile Bereich mit dem aus der Dispersionsrelation (47) auf Seite 25 erhaltenen
Gebiet {z : v(z) > 0} tbereinstimmt. Die Driftwelle wird sich nach dieser
lokalen Vorhersage also im Bereich 0,5 < = < 2 ausbreiten.

12

10

N;
(o))

Abbildung 4: Kritischer Parameter n; und lokaler Schwellenwert 1;. zu Beginn der
Simulation (t = 0). Zum Vergleich ist die Anwachsrate y(z) fiir k =
—1,2 als schraffierte Fliche eingezeichnet, aber gegeniiber Abb. 3 stark
iiberhoht dargestellt.

3.2.2 Abhingigkeit von der Wellenzahl

Die Tatsache, dafd D nicht einzeln von w und k abhédngt, sondern nur von
( = w/k, hat zur Folge, daf3 der Beitrag des Laplace-Operators A¢ in (50)
nicht vernachldssigt werden darf. Andernfalls ergibe sich — unabhéangig von
der tatsdchlichen Form von D —jedenfalls eine Losung w/k = (o(z,7;,60), und
damit wire w = (pk. Das heifst, dafs die Anwachsrate proportional zu £ stei-
gen wiirde, die Instabilitdt also auf den kleinstmoglichen Skalen stattfande,
was offensichtlich unphysikalisch ist. Wird jedoch den Term %2 in (50) beibe-
halten, so wird die Instabilitat fiir grofse & wieder gedampft. Es zeigt sich ein
Maximum k =~ —1, also eine bevorzugte Wellenldnge in poloidaler Richtung
von ca. 6p; (Abbildung 5 auf der ndchsten Seite).
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3 Lineare Behandlung

Auf der anderen Seite stellt sich heraus, dafi bei festgehaltenem % die An-
wachsrate mit steigender radialer Wellenzahl &, sinkt, wahrend sie fiir k, =
0 maximal wird. Das bedeutet, daf$ bei freien Rindern in z in dieser Rich-
tung gar keine Struktur entsteht, was einer unendlich grofien Wellenlédnge
entspricht, bei Dirichlet-Randbedingungen dagegen die jeweils grofstmogli-
che Wellenldnge bevorzugt wird. Deswegen hat das ,Einengen” der Mode
auf einen radialen Bereich, entweder durch Rander auf einem konstanten Po-
tential oder durch variierende Gradienten und damit eine endliche Grofie der
instabilen Zone, eine dampfende Wirkung. Dies ist ein Hinweis, daf3 die lo-
kale Approximation zu grofie Anwachsraten liefert. Im folgenden Abschnitt
wird daher die volle radiale Abhédngigkeit der Profile berticksichtigt.

0.025

0.02

0.015

yik,)

001 £

0.005

0 1 1 1
-2 -15 -kl -0.5 0

y

Abbildung 5: Abhiingigkeit der lokalen Anwachsrate von den Wellenzahlen k und
k.. Es ist jeweils nur das Maximum iiber x von y(x) aufgetragen. Pa-
rameter wie in Abbildung 3 auf Seite 26. Die Driftbewegung verliuft
in (—y)—Richtung, daher ist k bei positiv gewihlter Frequenz negativ.
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3.3 Nichtlokale Behandlung

3.3 Nichtlokale Behandlung

Die lokale Rechnung ist nur dann zu rechtfertigen, wenn die Ausdehnung der
Mode klein gegentiber der Skala ist, auf der sich die Profile und besonders
die Gradienten dndern. In dem System, das in dieser Arbeit betrachtet wird,
ist das allerdings nicht der Fall. Wenn aber auf die Ndherung (49) verzich-
tet wird, mufs (47) als Differentialgleichung in z gelost werden, was deutlich
komplizierter als die algebraische Gleichung (50) ist.

3.3.1 Diskretisierung

Die Dispersionsrelation (47) wird zunéchst auf die diskrete Form

¢z —h) = 2¢(x) + ¢(x + h)
h2

— 12 §(x) + D(x)p(z) = 0, (52)

also auf ein Gitter mit der Weite h, gebracht. Zu bestimmen sind dann die »
Werte von ¢(z;) an den diskreten Punkten z; := zo +ih miti =1...n,so dafl
sich (52) kompakt als lineare Vektorgleichung fiir ¢ schreiben laft:

0=M- ¢
WD -2 1 0 1
1 WD, —2 1 5
S % (53)
1 WD, ,—2 1 .
0 1 WD, — 2 b,

Dabei ist ¢; = ¢(z;) und D; := D(z;) — k?; der Term (—£k?) ist hier mit in die Ab-
kiirzung hineingezogen worden. Aufgrund der Dirichlet-Randbedingungen
ist von vorneherein ¢, = ¢, = 0, so daf§ diese beiden Werte in der Glei-
chung erst gar nicht erscheinen. Die Bedingung spiegelt sich dennoch in der

ersten und der letzten Zeile der Matrix wider, wie sich durch Vergleich mit
(52) sehen lafst.

Gesucht ist also ein Vertreter ¢ aus dem Kern von 9. Zunéichst ist aber
gar nicht sicher, daf8 ker(9) # {0} ist, denn die Matrix 9t hédngt tiber die
n Eintrdge mit D; von den Grofien w und % ab. Besitzt sie vollen Rang, so
besteht der Kern nur aus dem Nullvektor.
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3 Lineare Behandlung

3.3.2 Losungsbedingung

Das System (52) hat also nur dann eine nichttriviale Losung, wenn die Deter-
minante von 9 verschwindet. Damit ergibt sich eine Losbarkeitsbedingung

M| (w,k) =0, (54)

die zur Bestimmung von w(k) dient und damit die Anwachsrate v liefert. Da
es sich bei 9 um eine Dreibandmatrix handelt, ist die Berechnung ihrer De-
terminante |91 dadurch moglich, daf sie auf die Form

M 10
m = 1 (55)
0 An

transformiert wird. Es ist dann

)\1 = h2D1 - 2,
1
A= (KPD; —2) — firi=2...n
Aic1
und
| = 9| = [ ™ (56)
=1

Die Funktion |9t| hiangt dabei in recht komplizierter Weise von der kom-
plexen Grofle w sowie den reellen Parametern & und 7; ab. Die Bestimmung
der Nullstellen ist dadurch nicht ganz einfach; die verwendeten Algorithmen
werden im Anhang A.4 vorgestellt. Es ergibt sich durch diese Auswertung
ein Satz von moglichen Werten fiir w, und durch Variation von % entsteht eine
Ortskurve der Frequenz in der komplexen Ebene. Der Punkt mit dem grofiten
Imaginérteil bestimmt das lineare Anwachsverhalten der Mode. Durch das
so gefundene £ ist die poloidale Struktur der Mode bestimmt; fiir die radia-
le muf§ dagegen tatsdchlich ein ¢ € ker 91 berechnet werden. Dazu wird im
nédchsten Abschnitt 3.3.3 die Methode der inversen Vektoriteration angewandt.

3.3.3 Struktur der instabilen Moden

Die Instabilitdt besitzt eine Struktur in radialer wie in poloidaler Richtung. In
y handelt es sich um einfache linear unabhéngige Fourierkomponenten, deren
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3.3 Nichtlokale Behandlung

OOlO T T T T T T T

0.008 -

0.006 -

y(k)

0.004

0.002 -

0.000

-4 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0

Abbildung 6: Abhiingigkeit der Anwachsrate von der Wellenzahl k bei n; =8,0 in
nichtlokaler Rechnung. Die senkrechten Linien stellen einige zuging-
liche k—Werte bei einem Gitter wie in Lauf O (Tabelle 5) dar.

Anwachsrate von der Wellenzahl £ abhidngt. Abbildung 6 zeigt den instabilen
Bereich.

In der Numerik bestimmt die Schrittweite des Berechnungsgitters die mog-
lichen Moden. Bei den durchgefiihrten Simulationen liegen in der Regel meh-
rere zugangliche Wellenldngen im instabilen Bereich, so daf$ ein Gemisch von
instabilen Moden entsteht. Die k-Werte, die am oder nahe beim Maximum der
Kurve v(k) liegen, bestimmen — nach einer kurzen Anfangsphase, in der durch
die zuféllige Initialstorung alle Moden gleichméfiig angeregt sind — die Dyna-
mik des Systems. Die grobe Diskretisierung im k-Raum schréankt hier also die
moglichen Wellenldngen ein. Andererseits ist die Kurve v(k) in der Nahe des
Maximums relativ flach, so daf3 zwei oder drei Moden mit sehr dhnlichen An-
wachsraten miteinander konkurrieren konnen.

Quasilineare Simulation Das Auftreten mehrerer Wellenzahlen mit positi-
ven und ungefédhr gleich starken Anwachsraten hat zur Folge, daf3 sich unter
Umstdnden bis zum Eintritt in den nichtlinearen Bereich keine Mode durch-
gesetzt hat und noch immer ein Gemisch verschiedener Fourierkomponenten
vorliegt. Abbildung 7 zeigt, daf8 in y—Richtung neben einem deutlich ausge-
pragten Maximum und seiner Vielfachen noch eine zweite, schwéchere Mode
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3 Lineare Behandlung

;

Abbildung 7: Fouriertransformierte des Potentials in Abbildung 14(a) auf Seite 43.
Die Schwiirzung der Punkte entspricht dem Betrag der Spektralkom-
ponenten. In der Mitte des Diagramms liegt die (0; 0)—Mode; darge-
stellt sind in den beiden Richtungen k, (horizontal) bzw. k (vertikal)
nur jeweils 64 Spektralkomponenten

mit kleinerem k vorliegt, fiir die bei genauem Hinsehen auch eine Harmoni-
sche zu erkennen ist.

Das Entstehen einer reinen Sinuswelle kann jedoch durch eine kiinstli-
che Linearisierung erzwungen werden. Das geschieht dadurch, daff eine nu-
merische Simulation wie in Kapitel 4.1 durchgefiihrt wird. Bei jedem Zeit-
schritt findet aber eine Renormierung statt, indem die Abweichung von der
Gleichgewichtsverteilung gleichméflig an jedem Punkt mit €/ ||¢|| multipli-
ziert wird, wobei e < 1 ein fester Faktor ist. Auf diese Weise wird die Dy-
namik bewahrt, aber die Amplitude der Storung kleingehalten, so daf$ das
System den linearen Bereich nie verldfit. Nach einiger Zeit sind alle Moden
aufler der am starksten instabilen weggeddampft, und die lineare Anwachsrate
kann direkt am jetzt konstanten Wert (ez/ ||¢||) abgelesen werden. Die Mode
bildet in poloidaler Richtung fiir t — oo eine harmonische Schwingung. In Ab-
bildung 8 auf der nédchsten Seite ist die Struktur zur Zeit ¢t =9 800 dargestellt,
was offenbar noch nicht hinreichend nahe an ¢ = oo liegt, denn die Welle weist
in y—Richtung eine leichte Schwebung auf. Zu einem noch spéteren Zeitpunkt
stellt sich dann ein reiner Sinus ein.
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3.3 Nichtlokale Behandlung
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Abbildung 8: Ausbildung einer harmonischen Welle in y—Richtung bei quasilinea-

bel. Einheiten

Abbildung 9:

rer Simulation (3d—Darstellung und Isokonturlinien des Potentials bei
t = 9800).

(@ @(x), linear —=—
- (b) @(x), numerisch - .

_4 L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80
x [Gitterpunkte]

Radiale Mode des Potentials: (a) in linearer Rechnung. Dargestellt ist
eine Linearkombination der Moden fiir k = 1 und k = —1, die durch
inverse Vektoriteration erhalten wurden. (b) aus numerischer, quasili-
nearer Simulation bei t = 9 800. Die Profile der Simulation an mehre-
ren y—Querschnitten sind iibereinandergedruckt, um die Struktur als
Einhiillende sichtbar zu machen.
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3 Lineare Behandlung

Inverse Vektoriteration In radialer Richtung ist die Struktur komplizierter,
da die Randbedingungen und die rdumliche Inhomogenitét in (47) eine sinus-
artige Funktion verbieten. Die moglichen Moden sind die Eigenvektoren von
M in (53), die durch inverse Vektoriteration berechnet werden konnen. Dabei
wird ausgenutzt, dafs bei der numerischen Bestimmung von w nur ein Ap-
proximativwert fiir die Nullstelle gefunden wird. Dadurch ist |9t zwar sehr
klein, aber nicht genau null. Zur Bestimmung einer Losung ¢ mufs also ein Ei-
genvektor von 9t zum kleinsten Eigenwert gefunden werden, so dafi 9t-¢ ~ 0
gilt. Ist aber ¢ ein Eigenvektor von 91 zum Eigenwert ), so ist es auch einer der
Inversen M ! zu A !, dem groBten Eigenwert von 9 1. Durch wiederholtes
Anwenden von 9! auf einen beliebig gew&hlten Vektor ¢,, dessen Projekti-
on auf den gesuchten Eigenvektor ¢ natiirlich nicht 0 sein darf, entsteht eine
Folge, die gegen ¢ konvergiert,

¢ = lim (fm—l)"’ oo . (57)

k—o0

Ein Vergleich mit einem Querschnitt durch das Potential in der numeri-
schen Simulation zeigt dabei eine gute Ubereinstimmung der Strukturen (Ab-
bildung 9 auf der vorherigen Seite).

3.4 Vergleich zwischen lokaler und nichtlokaler Rechnung

Wird zu jedem Wert von 7; die jeweils maximale Anwachsrate y aufgetragen,
so entsteht ein Bifurkationsdiagramm wie in Abbildung 10 auf der nidchsten
Seite. Da die Losbarkeitsbedingung (54) je nach den Parametern auch mehr als
eine Losung zuldfst, konnen mehrere Zweige entstehen. Insbesondere ist zu
jedem ( auch (* eine Losung, so daf’ ein an der 7;-Achse gespiegelter Zweig
auftritt. Die Instabilitdt wird aber nur durch die maximale Anwachsrate be-
stimmt.

Eine Gegentiberstellung der Rechnung unter Berticksichtigung der Profile
mit der lokalen Approximation zeigt deutlich den stabilisierenden Einflufs der
Nichtlokalitat: die nichtlokale Anwachsrate liegt wesentlich unter dem Maxi-
mum der Kurve y(z) aus der lokalen Nédherung. Ein Vergleich mit den nu-
merischen Daten wie in Abbildung 10 auf der ndchsten Seite zeigt eine gute
Ubereinstimmung mit der nichtlokalen Rechnung, die hier mit einer Matrix-
grofie von 50 x 50 ausgefiihrt worden ist. Die lokale Ndherung erweist sich
dagegen als zu grob, da die vorhergesagten Anwachsraten durchweg wesent-
lich zu hoch liegen.
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0.035

‘ IokaléApproXi mation’

globale Rechnung -=----=---
numerische Simulation O

0.030 -

0.025 -

0.020 -

0.015

0.010 -

0.005 -

0.000

Abbildung 10: Vergleich der Bifurkationskurven ~(n;) in lokaler und nichtlokaler
Rechnung mit der numerisch ermittelten Anwachsrate. Die nicht-
lokale Anwachsrate wurde fiir k = —1,2 berechnet, die lokale ist
maxy . y(z, k).

Daneben ist auch der Einsatzpunkt der Instabilitdt unterschiedlich. In der
lokalen Ndherung ergibt sich ein Schwellenwert von etwa 7;. = 2. Dies ent-
spricht auch den beispielsweise bei Horton [6] aufgefiihrten Fluidrechnun-
gen. Bei den hier durchgefiihrten Simulationen, mit denen die nichtlokale
Rechnung gut iibereinstimmt, wird dagegen der wesentlich h6here Wert von
nic ~ 3,65 gefunden. In Abschnitt 4.4 wird das Verhalten am Einsatzpunkt der
Instabilitat weiter untersucht.

3.5 Einflufs der Magnetfeldkonfiguration

Die Bewegungsgleichung (27) hangt vom Winkel 6 zwischen dem Magnetfeld
B und der Ausbreitungsrichtung der Welle, also zwischen e und e,, ab. In
diesem Abschnitt wird der Einflufs von 6 auf die Starke der Instabilitdt unter-
sucht.
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Abbildung 11: Abhingigkeit der linearen, nichtlokalen Anwachsrate vom Winkel der
Magnetfeldlinien. Aufgetragen ist max;, vy bei n; = 6.

3.51 Homogenes Magnetfeld

Zunédchst wird die Mode bei verschiedenen konstanten Winkeln betrachtet.
Es zeigt sich, dafy die Anwachsrate mit ¢ steigt, dafy aber die 7,-Mode nur in
einem eng begrenzten Bereich existieren kann. Dieses Verhalten ist in Abbild-
ung 11 zu sehen: Fiir § < 85° sinkt v unter null, wiahrend fiir Winkel in der
Nahe von 90° die Algorithmen zur Nullstellensuche aus Anhang A.4 versa-
gen und keine sinnvollen Losungen der Dispersionsgleichung finden. Physi-
kalisch betrachtet liegt das daran, daf8 bei # = 90° keine Koppelung zwischen
der parallelen Bewegung und der Driftwelle mehr moglich ist; vom ,,techni-
schen” Standpunkt aus gesehen verschwinden die Nenner in (43) und (44), so
daf3 D in (50) undefiniert ist.

In dieser Arbeit wurden daher alle linearen und numerischen Rechnungen
mit einem Winkel von 87°, der etwa in der Mitte des moglichen Intervalls fiir
6 liegt, durchgefiihrt. Auf diese Weise lassen sich die einzelnen Anwachsraten
miteinander vergleichen. Dariiberhinaus zeigt sich auch, daf eine Anderung
des Winkels auf den Einsatzpunkt der Instabilitdt keinen mefibaren Einfluf3
hat; der Schwellenwert n;. hangt nicht oder nur sehr schwach von ¢ ab.
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3.5 Einflufs der Magnetfeldkonfiguration

3.5.2 Verscherung

Unter magnetischer Verscherung (magnetic shear) wird eine Variation der Rich-
tung des B-Feldes mit der radialen Koordinate verstanden. In Tokamaks wird
dadurch eine Nichtlokalitdt in z—Richtung erzwungen und damit die Entste-
hung von ausgedehnten Moden verhindert. In slab-Geometrie 1df3t sich Ver-
scherung wie zum Beispiel in [29] dadurch einfiihren, daf3

xr

B = B eZ+LSey (58)

gesetzt wird, wobei L, die Verscherungslidnge ist. In der Bewegungsgleichung
miissen dann die Ersetzungen cos — ;= und sinf — 1 vorgenommen wer-
den. Da die Dispersionsrelation (52) aber sowieso von z abhédngt, entsteht da-
durch keine zusétzliche Komplikation fiir die Rechnungen. Andererseits stellt
sich auch heraus, daf$ die Anwachsrate nicht wesentlich durch die Versche-
rung beeinflufit wird; das System verhalt sich etwa so, als ob es einen gleich-
bleibenden, mittleren Wert fiir § aufwiese. Das liegt daran, dafd die Nichtloka-
litat in den globalen Profilen ja bereits berticksichtigt ist; das zuséatzliche Ein-
fiihren einer radialen Variation von # dndert diese Situation also nicht mehr
grundlegend.
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4 Nichtlineares Verhalten und Transport

4 Nichtlineares Verhalten und Transport

Von groflem Interesse fiir das Verhalten eines Fusionsplasmas ist der anoma-
le Transport von Warme und Teilchen durch die 7;,-Instabilitdt. Dazu muf3 die
Mode in ihrer maximalen Ausbildung betrachtet werden, wenn die Stérungen
nicht mehr klein gegeniiber der Ionendichte selbst sind, und die lineare Na-
herung zusammenbricht. Die Nichtlinearitdten verhindern dann ein weiteres
Anwachsen und sorgen fiir eine Sattigung der Mode.

Aussagen konnen aufgrund der komplizierten Struktur der Gleichungen
(23) und (27) und der Profile nicht mehr analytisch gemacht werden, sondern
nur aus den numerisch gewonnenen Daten abgeleitet werden. Unter den ,kli-
nischen” Bedingungen der Simulation kdnnen zwei unterschiedliche Situa-
tionen untersucht werden: zum einen die Relaxation aus einer tiberkritischen
Ausgangskonfiguration, zum anderen der flufigetriebene Transport, bei dem
ein superkritisches Profil durch Energie- oder Teilchenzufuhr aufrechterhal-
ten wird.

4,1 Plasmasimulation

Kernstiick der nichtlinearen Untersuchungen der 5;-Instabilitit ist die Simula-
tion des Plasmas durch die numerische Losung der Gleichungen (23) und (27)
als Anfangswertproblem. In diesem Abschnitt werden Numerik, verschiede-
ne Ausgangskonfigurationen und die beobachteten Grofien zusammen mit ei-
nigen typischen Simulationsverldufen vorgestellt. Eine ausfiihrliche Diskussi-
on der numerischen Methoden findet sich im Anhang.

4.1.1 Numerische Behandlung

Zur numerischen Integration des Systems wird ein Semi-Lagrange-Verfahren
verwendet, das in A.1 detailliert beschrieben wird. Die Berechnung findet auf
Gittern statt, die in z und y gleichmaflig unterteilt sind, wahrend die Ge-
schwindigkeitskoordinate v| laut (82) auf den kanonischen Impuls I projiziert
wird. In dieser Richtung werden wegen des exponentiellen Abfalls der Ver-
teilungsfunktion mit wachsendem Impuls die Abstinde mit wachsendem I
grofier gewdhlt, so dafd sich in jeder , Scheibe” etwa gleichviel Masse befindet.
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4.1 Plasmasimulation

Als Anfangsbedingung wird die auf (z,y. I') transformierte Verteilung

Z - n(x) o _'Uﬁ([,:r,)
Fo(a, 1) = V27T(x) ' p( 2T (x) (59)

mit der in Anhang A.1 beschriebenen Transformation
v (I,z) =1+ z cotd (60)

angesetzt. Dann ist auch

+oo

1= /n,'(w) de ~ Y AL Fy(x, 1), (61)

—x

wobei die Diskretisierung leichte Abweichungen von der Normierung mit
sich bringt.

Die fiir n;(z) und T;(x) gewdhlten Profile entsprechen denen auf Seite 9
(Gleichungen (3) und (4), Abbildung 12 auf der nédchsten Seite). Die Randbe-
dingungen sind in Tabelle 4 aufgefiihrt. Sie sind insofern problematisch, als
fir ¢ und f getrennte, aber miteinander vertragliche Bedingungen vorgege-
ben werden miissen. In y ist das durch die Wahl periodischer Randbedingun-
gen ohne weiteres moglich, in = entstehen jedoch Schwierigkeiten. Die Forde-
rung ¢ = 0 auf dem Rand bedeutet, daf8 dort (E), = 0 und damit (vg.p), =0
ist; es findet also kein Transport iiber den rechten oder linken Rand hinaus
statt. Andererseits erfordert die Interpolationsmethode, daf fiir f(z) entwe-
der die ersten oder die zweiten Ableitungen vorgegeben werden. Das stellt
eine zusédtzliche Bedingung an das Gleichungssystem, das damit moglicher-
weise tiberbestimmt wird. Als Kompromifs werden ,natural splines” angesetzt
(das heifst, die zweiten Ableitungen sind 0) und eine Pufferzone rechts und
links der Instabilitdtszone verwendet. Damit ist natiirlich ein Verlust an Re-
cheneftizienz verbunden.

| « (radial) y (poloidal)
f| f"(z) =0 periodisch
¢ | Dirichlet periodisch

Tabelle 4: Randbedingungen fiir die Plasmasimulation
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Abbildung 12: Typische Ausgangskonfigurationen fiir die Plasmasimulationen (zu
Tabelle 5, Spalte [)
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4.1 Plasmasimulation

Parameter

O O O O O O 00 O
Kantenldngen
L, 12,0 12,0 120 12,0 12,0 10,0 10,0 10,0
L, 50,0 50,0 50,0 50,0 50,0 50,0 50,0 50,0
L; 236 236 236 236 236 23,6 236 23,6
Gitterpunkte
N, 119 119 119 119 119 49 199 49
N, 200 200 200 200 200 100 200 100
N; (adaptiv) 45 45 45 45 45 41 33 41
Profilparameter
n; 20 28 36 40 44 60 80 120
B 0,10 0,10 040 040 040 055 055 0,55

Tabelle 5: Parameter der verwendeten Simulationen. Das Zeichen O markiert den
Referenzlauf.

4.1.2 Diagnostik

Um aus der Datenflut der dreidimensionalen, zeitlich variierenden Felder sinn-
volle Schliisse zu ziehen, werden verschiedene Grofien aufgezeichnet und
ausgewertet.

1. Zeitreihen

» die L,—Norm des Potentials, die die Gesamt-Starke oder , Amplitu-
de” der Fluktuationen angibt,

11l = \/szv, DD o)l (62)

» das Signal einer ,virtuellen Sonde”, das heifst, die Potentialfluktua-
tionen ¢(xg, y9) an einer festen Stelle.

» der Energiegehalt des Plasmas an dieser Stelle,

Q(70, %) =/d’U|'Uﬁf($ovyo-U||)- (63)
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Abbildung 13: Anwachsen der Storung in einem typischen Lauf. Parameter siehe
Spalte U in Tabelle 5.

2. eindimensionale Felder

» radiale Profile von Dichte, Temperatur und Druck:

n;(x) =]\1f > ni(x,y). (64)

Y

entsprechend fiir 7 etc.
» die Verteilungsfunktion an der virtuellen Sonde,

faowo (V) = f(20, Yo, 1)) - (65)
3. zweidimensionale Felder

» Momentaufnahmen von Potential, Dichte, Temperatur, Dichtesto-
rung etc. zu verschiedenen Zeitpunkten.
4.1.3 Verhalten der Mode
Zur Orientierung sind typische Amplitudenverldufe wahrend verschiedener

Simulationen in Abbildung 13 und 15 gezeigt. Momentaufnahmen von ver-
schiedenen Feldern zu einem spiten Zeitpunkt finden sich in Abbildung 14.
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4.1 Plasmasimulation
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Abbildung 14: Potential, Dichtestorung und Temperatur zur Zeit t=2 000 (Lauf U).
Horizontal aufgetragen ist «, vertikal y (am unteren Bildrand ist y =
0).

Man sieht, dafs die vorherrschende Struktur aus zwei Ziigen von Driftwel-
len besteht, die sich auf der linken und der rechten Flanke der Verteilung
bewegen, und zwar in unterschiedlicher Richtung — fiir 2 < 0 mit positiver
Geschwindigkeit, das heifit von unten nach oben, fiir z > 0 entsprechend ent-
gegengesetzt, aber mit der gleichen Driftgeschwindigkeit. Die Instabilitét ver-
lauft praktisch immer in vier Phasen:

1. Auspragung der Instabilitdt, in Abb. 13 etwa bis ¢ = 100. Da zu Beginn
dem Feld eine zufillige Storung mitgegeben wird, konkurriert eine Viel-
zahl von Moden miteinander. Im Verlauf der ersten Phase werden die
stabilen gedampft, und es bleiben einige wenige instabile Moden tibrig.

2. Exponentielles Anwachsen, hier fiir 100 < ¢ < 500. Dieser Phase wird
bestimmt von den linearen Termen in der Bewegungsgleichung (27).
Durch Variation des Parameters 7; ergeben sich unterschiedliche An-
fangsbedingungen, die auch zu unterschiedlichem Wachstum der Sto-
rungen fithren (Abbildung 15). In diesem Bereich kann die Anwachsrate
aus der logarithmischen Darstellung an der Steigung der Regressions-
geraden abgelesen werden; sie stimmt sehr gut mit den Vorhersagen der
linearen Rechnung in Kapitel 3 tiberein, wie Abbildung 10 auf Seite 35
zeigt. Abweichungen entstehen noch durch die Mischung mehrerer in-
stabiler Moden.
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Abbildung 15: Anwachsen der Storung ||¢||,, bei verschiedenen Werten von n; (vgl.
Tabelle 5). Die Amplitude ist logarithmisch aufgetragen.
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4.2 Relaxation ins Gleichgewicht

3. Transportphase von etwa t = 500 bis ¢t = 5000, gekennzeichnet durch ei-
ne unregelmaéfiige Amplitudenkurve bei weiterem, schwachen Anwach-
sen. Die Storung ist hier nicht mehr klein gegentiber der Gleichgewichts-
verteilung, die lineare Ndherung also nicht mehr giiltig. Der erzeugte
Teilchen- und Warmetransport verandert die Dichte- und Temperatur-
profile deutlich. Eine Untersuchung dieser Phase wird in Abschnitt 4.2
durchgefiihrt.

4. Sattigung fiir ¢t > 5000. Die Mode ist maximal ausgebildet. Sie zeigt eine
sehr langsame Schwingung, in deren Rhythmus periodisch Warme und
Dichte transportiert wird; iiber lange Zeiten ist der gemittelte Transport
jedoch Null, so daf3 sich die Profile nicht mehr dndern.

4.2 Relaxation ins Gleichgewicht

In diesem Kapitel wird stellvertretend fiir die durchgefiihrten Simulationen
der in Tabelle 5 mit [J gekennzeichnete Lauf mit den Ausgangsprofilen in Ab-
bildung 12 untersucht. Zur Orientierung ist in Abbildung 13 der zeitliche Ver-
lauf der Amplitude aufgetragen.

Das lineare Anwachsen der Mode ist nach etwa 10° Zeitschritten abge-
schlossen. Danach beginnt eine Transportphase, in deren Verlauf eine deutli-
che Anderung der Profile auftritt, wie in Abbildung 16 auf der néchsten Seite
zu sehen ist. Das System relaxiert schliefSlich in einen gesittigten Zustand, in
dem ohne &uflere Einwirkung keine langfristige Anderung der Profile mehr
stattfindet. In der Entwicklung der Instabilitdt lassen sich fiir £ 2> 5000 nur
noch langsame, periodische Schwankungen der Storungsamplitude erkennen.
Ein Vergleich mit den Feldern n; und ¢ zeigt, daf’ es sich hierbei um den Effekt
der Wechselwirkung der beiden Wellenziige auf der rechten und der linken
Flanke handelt.

In diesem stationdren Zustand liegt eine etwas flachere Temperaturkur-
ve als zu Beginn vor. Wesentlich deutlicher sind die Anderungen in n;, denn
hier kommt es durch den Transport von Masse von den Aufienbezirken des
Plasmas in die Mitte zu einem Aufsteilen des Profils. Dabei dndert sich der
Druckgradient kaum, da sich in dieser Hinsicht die beiden Effekte ungefahr
kompensieren; andererseits findet durch die Umverteilung von Dichte und
Energie eine Erniedrigung des n;—Profils statt, zu dem sowohl die Abflachung
des T-Profils als auch die Erhohung des Dichtegradienten beitragen. Es ent-
steht sogar ein Bereich, in dem Dichte- und Temperaturgradient entgegenge-
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Abbildung 16: Gemittelte radiale Ionenprofile der Simulation zu verschiedenen Zei-
ten. Zu beachten ist, dafS die n,-Achse nicht bei 0 beginnt.
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4.2 Relaxation ins Gleichgewicht
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Abbildung 17: Summe der Dichte der einzelnen Gebiete in Abb. 16, iiber die Zeit
aufgetragen und auf 1 bei t = 0 normiert. Die Gesamtdichte ist mit
Y bezeichnet.

setzt sind und 7; folglich negativ ist, wie in Abbildung 18 auf der nédchsten
Seite zu sehen ist.

Einen Uberblick iiber den Dichteaustausch gibt Abbildung 17. Hier sind
die Teilchenzahlen in vier verschiedenen Bereichen aufsummiert und ihre Ent-
wicklung gegen die Zeit dargestellt, wobei die Dichten so normiert wurden,
daf die Kurven fiir t = 0 bei 1 beginnen. Die Bereiche entstehen durch willkiir-
liche Aufteilung der radialen Lange in mehrere Zonen, die in Abbildung 16
auf der vorherigen Seite durch senkrechte Linien voneinander getrennt und
mit I bis IV bezeichnet sind. Die symmetrisch zueinander liegenden Zonen
werden zu jeweils einer zusammengefafit. Zunachst ist zu erkennen, daf3 der
Transport nicht gleichméfiig, sondern im Rhythmus der Driftwelle erfolgt.
In unregelméfiigen Abstdnden finden dabei auch etwas grofiere Schiibe statt;
dieser intermittenter Transport wird in Abschnitt 4.5 weiter untersucht. Weiter
ist zu sehen, daf$ bei gleichbleibender Gesamtdichte Teilchen von der dufieren
Instabilitdtsregion in die Mitte transportiert werden. Ganz aufien, in der Puf-
ferzone, bleibt die Dichte wiederum nahezu unverandert. Interessant ist das
Verhalten in der Flanke (Bereich II): Zu Beginn der Simulation wird hier noch
Dichte abgetragen und nach innen gebracht. Danach hat sich das Profil so ein-
gestellt, daf$ die Teilchen von aufien in den Kern hineintransportiert werden,
ohne sich in der Zwischenregion abzulagern.
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4 Nichtlineares Verhalten und Transport
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Abbildung 18: Kritischer Parameter n; zu Beginn der Simulation und im relaxier-
ten Zustand im Vergleich zum Schwellenwert 7,.. Bei x ~ 0 treten
Ungenauigkeiten beim Bilden der numerischen Ableitung und der
anschlieffenden Division auf. In der dufleren Instabilititszone ent-
steht ein Gebiet mit umgekehrtem Gradienten in n;, daher wird n;
dort negativ. Bei n/;(x) = 0 hat n; eine Polstelle.

4.3 Einfluf$ kinetischer Effekte

Abbildung 18 zeigt, daf8 der anfanglich hohe Wert von 7, drastisch abgebaut
wird und sich der kritischen Kurve 7,.(z) aus (51) annédhert, aber nie unter die-
se Schwelle sinkt. Wenn fiir die Profile im relaxierten Zustand durch Einsetzen
von n;(z) bzw. n;(z) in (50) die lokale Anwachsrate y(z) berechnet wird, so ist
diese innerhalb des Bereichs der Mode zwar reduziert, aber nach wie vor po-
sitiv (Abbildung 19 auf der nédchsten Seite). Das bedeutet, dafy kein marginal
stabiles Profil mit y(z) = 0 oder gar ein subkritischer Zustand mit y(z) < 0 Vz
erreicht wird. Stattdessen stellt sich ein superkritisches, nah-marginales Pro-
fil ein, wie etwa auch im Fluidmodell [30] oder der Teilchensimulation [5].
Dagegen wird in [31], ebenfalls ein Fluidmodell, ein subkritisches Verhalten
beobachtet.

Vom nichtlokalen Standpunkt aus scheint der Zustand ebenfalls superkri-
tisch. Dazu werden die zu verschiedenen Zeitpunkten vorliegenden Profile in
die Gleichung (54) eingesetzt und so die jeweiligen Anwachsraten ermittelt,
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4.3 Einflufd kinetischer Effekte
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Abbildung 19: Lineare Anwachsraten fiir Profile zu verschiedenen Zeiten Die Kur-
ven zeigen «y(xz) in lokaler Approximation, die waagerechten Striche
die x—unabhiingigen Werte fiir -y in nichtlokaler Rechnung.

die in Abbildung 19 als waagerechte Striche eingezeichnet sind. Auch diese
bleiben positiv und konvergieren nicht gegen null.

Zur Erklarung dieses tiberraschenden Verhaltens mufi bedacht werden,
daf3 die lineare Rechnung nur dann gilt, wenn die Verteilungsfunktion schwach
von der Maxwell-Verteilung abweicht. Durch die kinetischen Effekte entsteht
in nichtlinearer Rechnung aber bei der Ausbildung der Driftwelle ein ,Loch”
bei der entsprechenden resonanten Geschwindigkeit v ~ v,/ cos §, und da-
durch liefern (50) und (54) zu hohe Werte fiir v. Das laf$t sich nachweisen,
indem die relaxierte Verteilung kiinstlich ,, maxwellisiert”, die Simulation also
mit den erreichten Profilen wieder von Anfang an gestartet wird. Dies fiihrt
in der Tat erneut zu einer instabilen Situation, in der eine Driftwelle zunichst
anwdchst und spéter sdttigt. Die entsprechenden Anwachsraten stimmen tat-
sdchlich gut mit den linear ermittelten tiberein (Tabelle 6), sie liegen sogar
noch etwas dartiber. Das superkritische Verhalten ist also ein Artefakt, der
durch die Annahme maxwellverteilter lonen entsteht. In ,, Wirklichkeit” befin-
det sich das System in einem marginal stabilen, vielleicht sogar subkritischen,
Zustand.
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4 Nichtlineares Verhalten und Transport

Profil | linear numerisch
0 | 0,0088 0,0099
1000 | 0,0072 0,0091
2000 | 0,0052 0,0077
6000 | 0,0042 0,0061

Tabelle 6: Vergleich der linear berechneten, nichtlokalen Anwachsrate mit der nu-

merischen Anwachsrate bei gleichen Ausgangsprofilen. Die Nummer des
Profils bezieht sich auf die Zeit t in Abb. 16 und 19

4.4 Einsatz der Instabilitit und Skalengesetze

Abbildung 15 auf Seite 44 zeigt, dafl sowohl das Anwachsen als auch die er-
reichte Starke der Instabilitdt von der Ausgangskonfiguration, die durch den
Wert 7; bestimmt ist, abhédngt. In diesem Abschnitt soll der Einsatzpunkt 7;,
und das Verhalten bei Uberschreiten dieser Schwelle bestimmt werden. Als
Amplitude A wird laut (62) die L,—-Norm der Fluktuationen des Potentials
bezeichnet; die Sattigungsamplitude A, := limy_ (||¢||,) ist dann entspre-
chend der zeitlich gemittelte Wert tiber A(t) nach dem Erreichen einer gewis-
sen Starke, die hier auf A(t) > 0,005 festgesetzt wurde. Wie in Abbildung 20
auf der ndchsten Seite zu sehen ist, steigt die Sattigungsamplitude mit wach-
sendem 7;. Allerdings ist ihre Bestimmung gerade bei geringen Anwachsraten
mit Fehlern behaftet, so daf? fiir n; < 5 keine Punkte aufgetragen werden kon-
nen und deshalb deren Zahl insgesamt nicht ausreicht, um einen funktionalen
Zusammenhang abzuleiten.

Ergiebiger ist die Untersuchung des Gesamttransports I'. Als Maf§ dafiir
wird die Dichtemenge genommen, die wihrend des gesamten Relaxations-
prozesses die Linie z = 1 {iberquert. Dieser Wert ist in Abbildung 21 auf
der néchsten Seite fiir verschiedene Parameter 7, aufgetragen, und zwar fiir
die ersten 2000 Zeitschritte; danach fallt der Transport praktisch auf 0 ab. Da
es sich um eine zeitlich integrierte Grofie handelt, sind die Fehler hier klei-
ner als bei der Bestimmung der Sittigungsamplitude. Zundchst kann so der
Schwellenwert 7,. bestimmt werden, der bei etwa 3,65 liegt. Durch Anpas-
sen an ein Potenzgesetz ergibt sich dann die in der Abbildung eingezeichnete
Kurve 0,0014 (; — n;.)%/>.

Mit dieser zusatzlichen Information kann nun auch in Abbildung 20 auf
der nédchsten Seite eine Regression versucht werden. Es zeigt sich, dafy — unter
der Annahme, daf8 die Séattigungsamplitude einer Potenz von (7; —7;.) propor-
tional ist — die Punkte durch eine Kurve ~ (1; —7;.)/* gut angendhert werden.

50



4.4 Einsatz der Instabilitdt und Skalengesetze

0.012 T T T T T T —
0.010 | ]

0.008 | |

|olp

0.006 | ]
0.004 | .

0.002 | ]

OOOO L L L L L L

Abbildung 20: Sittigungsamplitude A := lims_, |||, der n—Instabilitit bei ver-
schiedenen Ausgangskonfigurationen. Die angepafite Kurve ist pro-
portional zu (n; — n;e)'/® mit n;. =3,65.
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Abbildung 21: Gesamttransport wihrend der Relaxationsphase (bis t = 2000) fiir
verschiedene Werte von n;. Der Transport erfolgt von auflen nach
innen, deswegen ist I' negativ. Die Punkte werden durch eine Kurve
~ (ni = mic)?® mit n;. =3,65 approximiert.
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Abbildung 22: Anwachsrate der Instabilitit als Funktion von n;. Die angepafSte Kur-
ve ist proportional zu (n; — i)Y mit n;, =3,65.

Schliefslich soll eine solche Aussage tiber die Anwachsrate v, die in Ab-
bildung 22 gegen 7, aufgetragen ist, gemacht werden. Hier stellt sich heraus,
dafs v ebenfalls der dritten Wurzel aus (n; — 7;.) folgt. Es ergeben sich damit
die Relationen

Y~ VN = Nie s
A~y
und
I ~~2. (66)

Das bedeutet, daf$ die gemittelte Amplitude einer nichtlinearen Differenti-
algleichung mit quadratischen Termen folgt, also

oA ,
- =VA+0A+0(A7). (67)

In der Sittigung ist % = 0, und es gilt dann A, ~ (—o ') v. Der Transport I'
ist dagegen durch das Quadrat der Fluktuationen gegeben.
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4.5 Getriebene stationdre Zustinde

4.5 Getriebene stationire Zustinde

Um das Transportverhalten genauer zu untersuchen, wird eine zweite Serie
von Simulationen durchgefiihrt, in denen ein konstanter Energie- und Teil-
chenflufs bei festen Gradienten vorgegeben wird. Das geschieht hier dadurch,
dafd eine stabile, relaxierte Situation als Ausgangskonfiguration genommen
wird, in der dann in bestimmten Gebieten lokale Druckerh6hungen erzeugt
werden. Es werden also in festen Zeitabstdnden 7p Pulse aufgesetzt, die durch
ihre Starke II , 7 und ihre raumliche Form X(z, y) charakterisiert sind:

flzy o)) = flo,y,v)) + B2, y) a, 7(vy) 7P - (68)

Hier sei Ap die Dichtemenge, die bei einer Temperatur T’ zugefithrt wird. Der
Puls soll im Geschwindigkeitsraum eine Maxwell-Verteilung sein, also

M, (o) = Ap _a (69)
Ap,TY| _WGXP o | -

Fiir die Pulsform ¥ werden hier zwei Funktionen verwendet, die durch die
Symbole @ und ® gekennzeichnet sind. Die eine ist eine punktférmige Quelle
an einer frei wiahlbaren Stelle (, o). Damit die Anderung nicht zu singulir
ist, erhalten die vier ndchsten Nachbarn des Rechengitters jeweils ein Viertel
der Dichte des Zentralpunktes:

. 1 R
OI',IO 53/-’!/0 + g(él’ﬂLAl’-@’o 5U*Ay-yo + ()-L’+A¢L’.l’0 6y+AZ/-,’!J0 +

DN | =

©: B(zy)=
51?—&33,330 5y—Ayayo + 63:—&3,:30 5y+3y,yo) . (70)

Dabei sind Az und Ay die jeweiligen Schrittweiten des Gitters. Der Mittel-
punkt (zg,yo) sollte sich auf der Innenseite des instabilen Bereichs befinden,
allerdings noch innerhalb der Mode, damit die zusitzliche Dichte sofort wei-
tertransportiert werden kann und sich nicht an einem Punkt ansammelt.

Die andere Moglichkeit ist eine Reihe tiber die ganze poloidale Lange bei
einer festen radialen Position z,

I .
®: X(z.y)=—0s.4,- (71)
L!/
Hier kann zum Beispiel z, = 0 gewdhlt werden. Beide Formfunktionen sind
schematisch in Abbildung 23 auf der ndchsten Seite dargestellt.

Zwei verschiedene Moglichkeiten bieten sich an: einmal die Dichtezufuhr
bei einer Temperatur 7', zum anderen eine reine Temperaturerh6hung ohne
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Abbildung 23: Verschiedene Formen fiir Dichtepulse auf dem Rechengitter der Plas-
masimulation
R A B C D

L, 8.0 16,0 16,0 16,0 8,0
N, 39 79 79 79 39
At 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
7; 8,0 6,0 12,0 8,0 8,0
o 0,073 0,037 0,055 0,055 0,055
I6; 0,95 0,95 0,55 0,55 0,55
Stirke Ap 0 0.5 0.5 0,5 0.1
Form X(z,y) | — [ ) o o ©
Intervall 7p 1 1 1 1
Startbeit = 1000 1000 1000 1000

Tabelle 7: Parameter der verwendeten flufigetriebenen Simulationen. Der Buchstabe
R bezeichnet einen ungetriebenen Vergleichslauf

Dichtednderung. In zweiten Fall werden zwei Pulse IT' ; . und II} .. mit unter-

schiedlicher Temperatur und negativer bzw. positiver Masse aufgelsetzt. Diese
Moglichkeit scheint interessanter, da der Energietransport in der kinetischen
Gleichung, also eine Anderung in der Verteilung f(v), iiber den Coulomb-
term ebenso wie iiber die Konvektion erfolgen kann. Der Mechanismus des
Dichtetransports ist dagegen auf die E x B-Drift beschrankt: Die lokalen An-
derungen in der Ionendichte bewirken tiber (23) Fluktuationen im Potential.
Die Teilchen driften entlang der Isopotentialflachen, der ,Hohenlinien” von ¢,
die aber wegen der Poissongleichung nicht stark von den Flachen n; = const.
abweichen und deshalb nur Gebiete ungefdhr gleicher Dichte miteinander
verbinden.
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4.5 Getriebene stationdre Zustinde

Es zeigt sich tatsdchlich, dafs ein Treiben der Simulation durch Zufiihren
von Teilchen Schwierigkeiten mit sich bringt, da das System schon bei schwa-
chen Quellen nicht in der Lage ist, die zusatzliche Dichte abzufiihren. In die-
sem Kapitel wird deswegen die Anregung nur {iber eine Temperaturerh6hung
durchgefiihrt. Ein weiteres Problem wurde bereits auf Seite 39 angesprochen:
die Randbedingungen verbieten einen Transport iiber die radialen Grenzen
hinaus, so daf3 die zugefiihrte Energie das System nicht verlassen kann. Als
Ausweg bietet sich an, die Warme am Rand aktiv zu dissipieren, was aber
andererseits eine zusdtzliche Komplikation im Modell und im numerischen
Code mit sich bringt. Hier wurde die einfache, aber wenig effiziente Losung
gewdhlt, den Pufferbereich grofs genug zu halten, der dann fiir ausreichend
lange Zeiten als Warme- und Teilchenreservoir dient.

Die entsprechenden Parameter sind in Tabelle 7 fiir verschiedene Laufe,
deren Kennbuchstaben in den Abbildungen wiederzufinden sind, angegeben.
Jedesmal wird von einer Situation wie in Kapitel 4.2 ausgegangen und die Re-
laxation in stabile Profile abgewartet, bevor die Dichte- oder Temperaturpulse
zugefiihrt werden. Das bedeutet, dafd anfangs nicht viel passiert; da die Tem-
peraturerh6hung genau bei z = 0, also im stabilen Bereich, geschieht, sam-
melt sich die zusétzliche Energie einfach in der Kernregion an. Erst wenn die
injizierte Warmemenge grofs genug wird, diffundiert sie in den Bereich der
Instabilitdt und wird dann von der n,-Mode weiter nach aufSen transportiert.

Das Verhalten des getriebenen Modells ist in Abbildung 24 auf der néach-
sten Seite zu sehen. Hier sind die Potentialfluktuationen zusammen mit dem
Referenzlauf R aufgetragen. Wahrend die ungetriebene Kurve R ihre Form, ei-
ne Uberlagerung harmonischer Wellen, beibehilt, zeigen die anderen Zeitrei-
hen in dem dargestellten Bereich ein Umschlagen in den transportierenden
Zustand. Dies ist daran zu erkennen, dafs die Kurven plotzlich einen unre-
gelmafligen, ,zitternden” Charakter bekommen, wobei der Einsatzpunkt von
dem jeweiligen Lauf und damit der betrachteten Konfiguration abhédngt. Ein
solches Verhalten kann ein Hinweis auf stofSweisen oder intermittenten Trans-
port sein, der auch in anderen Simulationen gefunden wird, zum Beispiel
in [32]. Dort zeigen Garbet et al., daf3 ein solcher intermittenter Transport in ei-
nem Fluid-Modell auftritt und besonders gut beobachtet werden kann, wenn
das System durch einen festen Flufs getrieben wird.
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Abbildung 24: Potential ¢ an einem festen Punkt fiir die Simulationen in Tabelle 7
(Auszug)

4,5.1 Teilchen-und Wirmediffusion

Wichtig fiir den Einschluf$ des Plasmas ist der radiale Transport. Deshalb wird
in diesem Abschnitt untersucht, wieviele Teilchen pro Zeiteinheit eine Radial-
flache, im betrachteten Modell also eine Linie konstanter z—Koordinate, tiber-
queren. Ist

ol L A @)

der mittlere Teilchenstrom in z—Richtung, so lafit er sich dank der Kontinui-
tatsgleichung 2n;(r) + V - j = 0 durch

i) = - [ aged) 73)

— 00

ausdriicken, wobei sich n;(z) auf die poloidal gemittelte Dichte bezieht. Dieses
Stromprofil ist fiir verschiedene Zeiten in Abbildung 25(a) auf Seite 58 aufge-
tragen. Jede Zeile entspricht dabei dem Mittelwert von j(z) tiber 1000 Gyro-
zyklen. Positive j bedeuten einen Transport nach rechts, zu hoheren z—Werten,
negative dann entsprechend nach links — wobei zu beachten ist, dafs der Be-
trachter in Abbildung 25 ,von hinten” auf das Diagramm sieht, so dafs rechts
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4.5 Getriebene stationdre Zustinde

und links im Bild vertauscht sind. Es ist zu erkennen, dafs das System zu Be-
ginn der Simulation in den relaxierten Zustand findet: wahrend einiger tau-
send Zeitschritte findet ein Dichtetransport statt, und zwar in die Mitte hinein.
Das entspricht dem Aufsteilen der Dichtekurve in Abbildung 16 auf Seite 46.

Analog zu (73) 1a8t sich der Warmestrom durch

xr

o)== [ e (m© 7 - s0(0)) 74)

—0o0

einfiihren. Da das System geheizt wird, taucht hier in der Kontinuititsglei-
chung ein Quellterm St auf. Abbildung 25(b) zeigt die entsprechende zeitli-
che Entwicklung. Im Gegensatz zum Teilchentransport fillt x nicht auf null
ab, sondern bleibt endlich und nach aufien gerichtet und fiihrt so die in der
Mitte kontinuierlich anwachsende Energie nach aufSen ab.

Der Diffusionskoeffizient und die Wirmeleitfihigkeit werden dadurch defi-
niert, daf$ die entsprechenden Stréme auf den Druckgradienten bezogen wer-
den, also

i)
D0 =i "
beziehungsweise
o - X@)
Drlz) = Pz 76

Bei einem diffusiven Prozef$ streben D,, und Dy gegen einen zeitunabhén-
gigen Diffusionskoeffizienten lim,_,. D,,, der dann die Stirke des Transports
bestimmt. Das ist in Abbildung 26 auf Seite 59 zu sehen. Hier wurde, um die
Diffusion zu einem bestimmten Zeitpunkt in jeweils einer einzigen Grofie zu-
sammenzufassen, wie in Abschnitt 4.4 der Strom iiber die Grenzlinie z = 1
hinweg ausgewertet, wobei der Druckgradient tiber das Intervall z € [0; 3] ge-
mittelt wurde. Dabei treten die tiblichen Probleme durch die Ungenauigkeiten
der numerischen Ableitungen in ¢ und in z auf, so daf$ die Ergebnisse starke
Schwankungen aufweisen. Da der Dichtetransport entgegen dem Druckgra-
dienten stattfindet, ist D,, negativ, geht nach der Relaxationsphase aber schnell
gegen 0. Der Diffusionskoeffizient Dy strebt gegen einen zeitlich konstanten
Wert.
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4 Nichtlineares Verhalten und Transport

(a) Teilchenstrom

(b) Warmestrom

Abbildung 25: Zeitlicher Verlauf der Dichte- und Wirmestromprofile (Lauf B), je-
weils iiber 1 000 Zeitschritte gemittelt.
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Abbildung 26: Zeitliche Entwicklung der mittleren Diffusionskoeffizienten fiir n;
und T; (Lauf B), jeweils iiber 1 000 Zeitschritte gemittelt

4.5.2 Fluktuationen und Spektren

Weitergehenden Aufschlufs {iber den Charakter des Transports verspricht ei-
ne Fourieranalyse der Fluktuationen. Dabei ist insbesondere wieder das Si-
gnal der ,Plasmasonde” interessant, also das Potential an einem festen Punkt
(zg,9o). Die Spektren der Amplitude (62) haben dagegen durch die Mittelung
tiber y bereits einen Teil ihres Informationsgehalts verloren. In Abbildung 27
auf der nédchsten Seite sind die Transformierten der Kurven aus Abbildung 24
auf Seite 56 dargestellt, also das an der Sonde gemessene Potential nach der
anfanglichen Relaxationsphase. Deutlich ist die Spitze der Driftwelle und ih-
rer Harmonischen zu erkennen. Beim Vergleich des Diagramms mufs beachtet
werden, dafs manche Autoren das power spectrum einer Mefsgrofie verwenden,
hier aber die Betrdge der Fourierkoeffizienten selbst aufgetragen sind. Dieser
Unterschied macht in der logarithmischen Darstellung einen Faktor 2 im An-
stieg aus. Die Transformation wurde mit den Routinen aus dem Fftpack von
Swarztrauber [33] durchgefiihrt.

Das Spektrum der getriebenen Simulationen zeigt tatsachlich interessante
Abweichungen gegeniiber dem der ungetriebenen. Bei niedrigen Frequenzen
ist der Verlauf deutlich flacher. In beiden Situationen tritt dann —bei f =~ 0,02
— ein Knick auf, und die Kurve fillt dartiiber starker ab. Lineare Regression
in dem doppeltlogarithmischen Auftrag zeigt, daf8 sich im ungetriebenen Fall
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let+10

100000

1e-05

le-10
0.0001 0.001 0.01 0.1

Abbildung 27: Fourierspektren der Kurven in Abb. 24 (jeweils um 10* versetzt)

ein Bereich etwa proportional zu 1/ f?, im getriebenen zu 1/f ausbildet. Die-
se beiden Potenzgesetze sind zum Vergleich in Abbildung 27 eingezeichnet.
Einen solchen 1/ f-Abfall zeigen alle getriebenen Simulationen bis auf den
Lauf B, denn bei diesem ist 7, relativ klein, so dafs die Transportphase erst bei
t =~ 8000 beginnt und die Zeitreihe dadurch dem Fall R dhnelt.

Spektren, die proportional zu 1/ f* abfallen, werden als 1/ f— oder rosa Rau-
schen bezeichnet. Dabei muf§ o > 0, aber nicht notwendig @ = 1 sein. Diese
beiden Merkmale, ndmlich einerseits das Auftreten von rosa Rauschen, ande-
rerseits das Zerfallen des Spektrums in mehrere Bereiche, die unterschiedli-
chen Potenzgesetzen gehorchen, werden oft in Zusammenhang mit sogenann-
ter kritischer Selbstorganisation beobachtet. Dabei handelt es sich um einen Zu-
stand, der zuerst bei ganz anderen Systemen, ndmlich bei Modellen granu-
larer Medien, beobachtet wurde, seitdem aber auch in anderen Zusammen-
hédngen, unter anderem bei Plasmasimulationen, diskutiert wird. Der kritisch-
selbstorganisierte Zustand wird in Anhang B ausfiihrlich dargestellt.

Eine weitergehende Analyse der gewonnenen Daten 143t allerdings Zwei-
fel am Auftreten rdumlich und zeitlich ausgedehnter Prozesse, sogenannter
Lawinen, und damit am Vorliegen kritischer Selbstorganisation aufkommen.
Die Diagnose steht hier leider vor dem Problem, dafs, im Gegensatz zu Sand-
haufenmodellen, in denen jede einzelne Zelle zu einem gegebenen Zeitpunkt
entweder aktiv oder inaktiv ist und in denen so die Gréfie von Lawinen sinn-
voll definiert und gemessen werden kann, die Bestimmung von Transporter-
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Abbildung 28: Spektren der getriebenen Simulation D bei unterschiedlichen Anre-
gungsfrequenzen. Zum Vergleich sind die Funktionen f~' und f~>
eingezeichnet.

eignissen und ihrer raumlichen und zeitlichen Ausdehnung schwierig ist. Am
einfachsten ist noch das visuelle Erkennen in einer Darstellung wie Abbild-
ung 29. Dort ist in horizontaler Richtung die Radialkoordinate, in vertika-
ler Richtung die Zeit aufgetragen. Gezeigt sind jeweils die Konturen glei-
cher Dichte bzw. Temperatur. Es sind deutlich Versetzungen der Linien zu
sehen, die einzelne Transportereignisse kennzeichnen. Bei genauerer Unter-
suchung bewegen sich diese Stellen ungefdahr mit der fiir das System charak-
teristischen Geschwindigkeit, ndmlich der senkrechten Komponente der ther-
mischen bzw. Schallgeschwindigkeit. Der Transport verlduft aber offensicht-
lich nur entlang einer eindimensionalen Linie; selbst in Ausschnittsvergrofie-
rungen haben die Ereignisse zu einem bestimmten Zeitpunkt keine raumliche
Ausdehnung.

Ein anderes Indiz fiir eine rdumliche Ausdehnung ist die Wechselwirkung
der Lawinen untereinander. Wird dem System zwischen zwei Transportereig-
nissen genug Zeit zum Relaxieren gegeben, so geht jede Lawine einzeln ab;
wenn aber im Gegenteil ein standiger Flufd aufrechterhalten wird, iiberlappen
sich die aktiven Bereiche. Dieser Unterschied mufs sich im Spektrum dadurch
bemerkbar machen, daf der 1/ f-Bereich seine Grofie é&ndert. Wie jedoch Ab-
bildung 28 zeigt, hat eine Variation der Treiberfrequenz keine Auswirkungen
auf das Spektrum: Die drei Kurven weisen kaum Unterschiede auf, insbeson-
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dere verschieben sich die Grenzen zwischen den einzelnen Bereichen unter-
schiedlicher Abfallstirke nicht.

Demnach findet in dem System intermittenter Transport statt, es gibt aber
keinen Hinweis auf einen SOC-Zustand. Weder zeigt sich in den Spektren
ein Einfluf der Treiberfrequenz auf das Transportverhalten, noch sind in den
Raumzeitdiagrammen flichenhafte Strukturen zu sehen. Das bedeutet, daf3
es in diesem Modell nicht so ist, dafs Elementarzellen lokal wechselwirken
und dadurch komplexe Gebilde mit einer raumlichen Ausdehnung entstehen.
Stattdessen sorgt bereits die Driftwelle fiir das Ausbilden einer ausgedehnten
Struktur mit grofler Korrelationslange. Der Transport wird durch diese glo-
bale Mode verursacht und nicht durch einen Elementartransport von Zelle
zu Zelle. Die Abwesenheit von kritischer Selbstorganisation und die Bildung
ausgedehnter Wellenziige unterstreichen die Notwendigkeit, die n,-Mode in
ihrer globalen Form zu betrachten. Dadurch wird nochmals der zusétzliche
Aufwand, den die nichtlokale Rechnung in Kapitel 3 bedeutet, gerechtfertigt.
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die 7n;—Instabilitdt in einem driftkinetischen Modell in
slab-Geometrie analytisch und numerisch behandelt, um verschiedene Aspek-
te dieser fiir Fusionsapparaturen relevanten Mode zu untersuchen. Allerdings
sind wegen der dabei notwendigen Vereinfachungen die erhaltenen Resultate
nicht ohne weiteres auf ein komplexes Plasma-Experiment iibertragbar. Qua-
litativ relevante Aussagen konnen dennoch gemacht werden.

Es wurde ein numerisches Verfahren entwickelt, das die Lagrange-Struktur
der Bewegungsgleichung ausnutzt und erlaubt, die partielle nichtlineare Dif-
ferentialgleichung mit relativ geringen Rechnerkapazititen zu integrieren. Die
Plasmasimulation zeigt die Entstehung einer Ionen-Driftwelle, die in poloida-
ler Richtung mit der diamagnetischen Geschwindigkeit um das Plasma her-
umlduft. Bei ,, ungiinstigen” Konfigurationen wéchst die Mode exponentiell
an, wobei Energie aus der parallelen thermischen Bewegung der Ionen ent-
nommen wird, bis schliefilich nichtlineare Effekte zu Sittigung fiihren.

Fiir kleine Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht wird
der Einsatz und die Stirke der Instabilitit durch die linearisierten Gleichun-
gen gut beschrieben. Dabei zeigt sich eine hervorragende Ubereinstimmung
der analytischen Voraussagen mit den numerischen Rechnungen. Die Instabi-
litét tritt in diesem Modell bei einem kritischen Wert von 7;. = 3,65 ein. Sowohl
die Anwachsrate als auch die Sittigungsamplitude nehmen mit der dritten
Wurzel aus (; — 1;.) zu. Der Dichtetransport ist proportional zum Quadrat
der Fluktuationen.

Besondere Aufmerksamkeit wurde dem Unterschied zwischen einer loka-
len und einer radial globalen Behandlung der Mode gewidmet. Die lineare
Rechnung zeigt einen deutlichen Unterschied zwischen den beiden Ansit-
zen. Durch die Beriicksichtigung der nichtlokalen Struktur der Profile und
der radialen Begrenzung wird das Anwachsen der 7;-Instabilitdt erheblich
gebremst. Die auf diese Weise erhaltenen Anwachsraten werden ebenso wie
die berechnete radiale Struktur von der Numerik bestitigt, im Gegensatz zu
den Vorhersagen der lokalen Approximation. Eine nichtlokale Rechnung ist
wegen des Verzichts auf eine Fouriertransformation in radialer Richtung und
der dadurch notwendigen Losung der Differentialgleichung deutlich aufwen-
diger als die lokale Ndherung, mufs aber offensichtlich fiir eine korrekte Be-
handlung der n,—Instabilitdt durchgefiihrt werden.

Die Beriicksichtigung eines verscherten Magnetfeldes hat dagegen in die-
sem Modell keinen qualitativen Einfluf8 auf die Mode. Zwar hédngt die An-

64



wachsrate von dem Winkel zwischen den Feldlinien und der Ausbreitungs-
richtung ab, jedoch wirkt sich die durch Verscherung eingefiihrte zusitzliche
Nichtlokalitdt nicht weiter dimpfend auf die Instabilitdt aus. Zum einen liegt
das daran, daf die Rechnungen bereits nichtlokal durchgefiihrt worden sind,
zum anderen macht sich hier die {iberméfiige Vereinfachung der Geometrie
bemerkbar: zur korrekten Behandlung miifite die z—Koordinate und der Ein-
flufs der Verscherung auf die toroidalen Moden eingefiihrt werden.

Obwohl im vorliegenden Modell ein stofifreies Plasma angenommen wird
und die Vlasov-Gleichung keine Stofse zwischen Teilchen vorsieht, zeigt die
numerische Simulation im nichtlinearen Bereich einen Teilchen- und Energie-
transport. Anhand der Anderungen in den Dichte- und Temperaturprofilen
wurde dieser anomale Transport bestimmt. Das System relaxiert in einen Zu-
stand, in dem 7; in der Nahe des lokal kritischen Wertes liegt (near marginal
stability). Dabei bleibt der Ionendruck p; anndhernd konstant; die Anderung
geschieht einerseits durch einen Dichtetransport ins Zentrum und ein damit
verbundenes Aufsteilen der n,—Kurve, andererseits durch eine Diffusion von
Wirme in die dufSeren Gebiete. Diese beiden Prozesse kompensieren sich in
Hinblick auf p;, sorgen aber fiir eine Erniedrigung von 7;. Es zeigt sich ein
deutlicher Unterschied zwischen kinetischer und MHD-Theorie: Wie die nu-
merische Losung der driftkinetischen Gleichung ergibt, sind die relaxierten
Profile stabil, obwohl sie in einer Fliissigkeitsrechnung noch deutlich super-
kritisch waren.

Der Transport von Warme und Teilchen verlduft nicht gleichméfliig, son-
dern zeigt intermittenten Charakter. Das ist besonders gut zu sehen, wenn
das System in stationdrem Zustand durch einen festen Fluf3 getrieben wird.
Ein solches Verhalten wird oft mit kritischer Selbstorganisation in Zusammen-
hang gebracht; auch die Spektren der zeitlichen Fluktuationen scheinen dar-
auf hinzudeuten. Eine genauere Untersuchung zeigt jedoch keine eindeutigen
Hinweise auf zeitlich und rdumlich ausgedehnte Transportereignisse, soge-
nannte Lawinen. Durch die Struktur der linearen Mode, deren Ausdehnung
in der Groflenordnung der Systemldngen und eben nicht einer mikroskopi-
schen Skala liegt, sind die Korrelationsldngen bereits grofs. So kann hier zwar
von einer Selbstorganisation gesprochen werden, die aber anders zu verste-
hen ist als der SOC-Zustand in zelluldren Automaten.
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Anhang

A Numerische Methoden

A1 Integration der kinetischen Gleichung

Die Losung der driftkinetischen Gleichung erfolgt durch die Methode der Cha-
rakteristiken oder Semi-Lagrange-Methode analog zu Ghizzo, Feix, Bertrand et. al.
[34,35]. Es wird dabei ausgenutzt, daf$ sich die Bewegungsgleichung (27) in
der Form

0 0 0 0
0= 8{ + (- 8¢)511198—f+(v||0089+8 ¢51119)8—£+( y(b)cos@a—jl
T y UH
af ~.of ~.0f f
ot +JJ0:E +y0y H(%”
df
=< (77)

als vollstandige Zeitableitung schreiben lafst. So kann die Verteilungsfunktion
f als Dichtefunktion einer inkompressiblen Fliissigkeit im Phasenraum an-
gesehen werden, deren Elemente sich auf Trajektorien (z(t),y(t),v|(t)), den
Charakteristiken der Differentialgleichung, bewegen. Die Geschwindigkeiten
im Phasenraum (., 7)) werden dann formal iiber (77) eingefiihrt; es sind
keine ,,wirklichen” Geschwindigkeiten im physikalischen Sinn. Ein Punkt im
Phasenraum bewegt sich wiahrend der Zeitspanne At um (Az, Ay, Av)). Sind
die Geschwindigkeiten (i, 7,7 ) jeweils von der Grof8enordnung 1, so gilt

Az = At = O(At),

entsprechend auch fiir Ay und Av). Damit 1463t sich fiir kleine At die Funktion
f durch

flt,z — Az, y — Ay, v — Av))

of of of 2
— f(tz,y,0) — Ar L — Ay2l _ A :
ft 2,y o)) = Az Yoy ~Aligy + O(At), (78)

in eine Taylorreihe entwickeln, wobei die partiellen Ableitungen jeweils an
der Stelle (t,z,y,v)) genommen werden. Der Umstand, daff f entlang einer
Trajektorie konstant bleibt, bedeutet, dafy die Entwicklung in der Zeit durch
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A.1 Integration der kinetischen Gleichung

eine Verschiebung entlang der Charakteristiken ersetzt werden kann, wie in
Abbildung 30 schematisch dargestellt wird. Durch Umformen von (77) ent-
steht ndmlich

af af of af
Arl 4 Ay 4 Ap =L = AL 7
Tar Ty T2y, ot )

und durch Kombination mit (78) ergibt sich bis zur ersten Ordnung

0 5
[t + At z,y,vy) = f(t,z,y,v)) + A + O(AtY)

ot
(79) af af af N
= f(t,x,y,v)) — Ar— — Ay— — Avy— + O(At"),
f(t.2.y,v) = Awg = Ayg gy T (A7), (80)
also
ft+ At z,y,v) = f(t,x — Az,y — Ay, v — Avy) + O(AE?). (81)
y [}
e gv t+d)
J d/ T
| s
x -

¥y
Abbildung 30: Verschiebung der Verteilungsfunktion entlang der Charakteristiken
der Differentialgleichung

A.11 Transformation auf Invariante
Eine Verbesserung der Numerik wird von Manfredi et al. [35] vorgeschlagen.

Dabei wird ausgenutzt, dafs die Charakteristiken von (77) aufler f eine weitere
Konstante der Bewegung besitzen, mit deren Hilfe sich die Behandlung der
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vi Ly

Abbildung 31: Verschiebung der Verteilungsfunktion im Raum x,y, I, wobei I ei-
ne Konstante der Bewegung ist. Das rechte Bild ist gegeniiber dem
linken um 90° in Pfeilrichtung gedreht.

Differentialgleichung vereinfachen 1dfit, ndmlich den kanonischen Impuls in
v|-Richtung,

I(v,z,y) := v —zcotf. (82)

Werden in die totale Zeitableitung I = v —  tan # die entsprechenden Aus-
driicke aus (77) eingesetzt, ergibt sich

df
i —Oy¢pcost —g—ay(p) sinf tan 0

§
gl '

=0,

so daf$ I eine Invariante entlang einer Trajektorie ist. Durch die Transformati-
on

flz,y, o)) = F(z,y, (v, z,y)) = Fr(z,y)
vy=1I+z cott

entsteht nun statt (27) als Entwicklungsgleichung der Verteilungsfunktion:

OF; . OF, cos> # . OF; . Oy
0=— -0 0— Icos+x 0; 0| —+1——F;.
ot y sin Oz +< cosvtw sin ¢ Oz sin ) dy * a1 !
N——

=0

(83)
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Da aber I = 0 ist, wird (81) zu
Fr(t+ At z,y) = Fi(t,z — Az,y — Ay) + O(A#). (84)

Das bedeutet, dafs die Verschiebung — wie in Abbildung 31 verdeutlicht — nur
innerhalb von ,,Scheiben” mit konstantem I stattfindet. Dadurch werden eini-
ge Vorteile fiir die Numerik gewonnen:

» Eine grobe Diskretisierung im /-Raum geht zwar auf Kosten der Ge-
nauigkeit, da die Verteilungsfunktion nicht mehr ausreichend aufgelost
wird, sie kann aber — da keine Information in dieser Richtung transpor-
tiert wird — nicht zu numerischen Instabilitdten fiihren.

» Aus dem gleichen Grund ist es moglich, die Punkte in I mit beliebi-
gen Abstinden zu wéhlen und etwa den Bereich héherer Dichte um
v = 0 besser als den nur schwach besetzten ,Schwanz” der Maxwell-
Verteilung aufzuldsen. Durch diese Methode ist es moglich, mit einer
sehr geringen Anzahl von , Scheiben” auszukommen und dennoch zu-
friedenstellende Ergebnisse zu erzielen. In der Tat zeigen Simulationen
mit unterschiedlich diskretisierten /-Raumen, dafs etwa 25 Gitterpunkte
ausreichen; eine feinere Diskretisierung ergibt keine abweichenden Aus-
sagen.

» Der Algorithmus 14t sich parallelisieren, wobei zwischen den einzel-
nen Prozessen nur ein Mindestmafs an Kommunikation erforderlich ist,
wie in Abbildung 32 auf der ndchsten Seite schematisch dargestellt wird.
Es muf$ in jedem Zeitschritt nur jeweils die Summe der Verteilungen in
den einzelnen zugewiesenen ,Scheiben” gebildet und dem koordinie-
renden Prozef3 mitgeteilt werden; dieser 10st dann die Poissongleichung
und tibermittelt das daraus resultierende Potential. Es werden dabei kei-
ne Parallelrechner mit shared memory benotigt. Andererseits entstehen
neue Kosten durch die Verwaltung der Teilfelder und die Kommunika-
tion zwischen den Prozessen, aber immerhin lief$ sich bei Verwendung
von vier durch ein LAN verbundenen Workstations die Rechenzeit etwa
um den Faktor 3 reduzieren.

Diesen Gewinnen stehen leider auch Nachteile gegeniiber:
» Die Transformation (82) erzeugt eine Schieflage des Rechengitters im

r—v—-Raum. Um dadurch erzeugte Randeffekte zu neutralisieren, mufs
einerseits die Verteilung in I symmetrisch sein, andererseits auch ein
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Abbildung 32: Berechnung und Ubermittlung der Felder im parallelisierten Algo-
rithmus

grofer Teil des , Maxwell-Schwanzes” einbezogen werden. Dadurch wird
die Zahl der Punkte in I wieder erhoht.

» Die Parallelisierung ist nur dann effizient, wenn wenig Daten zwischen
den Prozessen ausgetauscht werden miissen. Jede zusatzlich eingefiihr-
te Diagnose ist nicht nur umstdndlich im Code zu implementieren, son-
dern driickt auch durch das notwendige Sammeln und Weitergeben von
Informationen die Rechenleistung.

A.2 Losung der Poissongleichung
Die Losung der Poissongleichung (23) ist ein in der numerischen Mathematik

héufig auftretendes Problem, zu dem es ausgereifte und leistungsfahige Stan-
dardmethoden gibt. Die diskretisierte Form der Differentialgleichung lautet

(71)i _ ¢ =20+ " $r_1 = 261 + b R
(no) Ay? Ax? (To)
(ny)]

ny)

o~

= —Ay? Mk = i 9gl 4 it
(no)k
Ay? =207 Ay ;o Ay
— — . 85
+ A2 k—1 + ( A2 (Te)k (;Sk + A2 k+1 ( )

In y—Richtung lafit sich dies sofort durch einen Exponentialansatz 16sen, in
z—Richtung verbieten jedoch sowohl die Koeffizienten als auch die Dirichlet-
Randbedingungen eine Fourier-Transformation. Das Gleichungssystem kann
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aber mit dem Verfahren der zyklischen Reduktion gelost werden, das in Nu-
merical Recipes [36, Kapitel 17.4] beschrieben wird. In dieser Arbeit wird die
Routine genbun aus dem Fishpack-Paket [37] verwendet.

A.3 Interpolation und Operator Splitting

Zur Berechnung der Funktion f auf dem Rechengitter zum jeweils nachsten
Zeitpunkt ¢+ At an einer Position (z, y) im Phasenraum wird nach (84) nur der
Wert an der um (Az, Ay) riickversetzten Stelle benotigt, wobei die Koordina-
te I nicht berticksichtigt werden mufi. Da dieser Verschiebungsvektor aber im
allgemeinen kein Vielfaches der Gitterabstande ist, muf8 f(¢,z — Az,y — Ay)
durch Interpolation aus den Werten von f auf den Gitterpldtzen selbst ge-
wonnen werden. Es stellt sich heraus, dafs die Wahl einer geeigneten Metho-
de dafiir von grofler Bedeutung ist. Eine lineare Interpolation beispielswei-
se erzeugt eine viel zu hohe numerische Dissipation, die Verteilungsfunktion
wird in unzuldssiger Weise geglattet. Deshalb werden hier kubische Spline-
Funktionen verwendet. Es entsteht dabei allerdings das Problem, daf$ eine
solche Interpolation in mehr als einer Dimension nicht einfach moglich ist.
Als Ausweg bietet sich das Operator-Splitting an; die Verschiebung (84) wird
dabei in zwei Schritten, fiir jede Raumrichtung getrennt, ausgefiihrt. Werden
die Operationen des Verschiebens in z— bzw. y—Richtung symbolisch mit X
und Q) und die Losung der Poissongleichung mit P bezeichnet, so lafst sich
jeder Zeitschritt als

F(t+ At) =X 0o PF(t). (86)
darstellen. Auch dieses Verfahren ist in erster Ordnung in At genau:

(DFY)(t,2,y) = Fi(t,z,y — Ay)
OF,

= Fi(t,z,y) — Ay—— + O(AP)

Ay
- OYF
(DF)(t,x — Az,y) = Fi(t,z,y) — Az (?T D, O(AR)

OF; OF; O Fy

= Fr(t,z,y) — Ay—r — Az—2 — Az

~—_———
O(At2)

D Fi(t+ At,z,y) + O(AL).

Ein zu grober Zeitschritt At fithrt dadurch naturgemafs zu Ungenauig-
keiten. Die Methode der Charakteristiken hat aber die Eigenschaft, daf3 dies
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kein , Explodieren” des Systems auslost. Das liegt daran, daff solche nume-
rischen Instabilitdten bei impliziten oder expliziten Integratoren dann entste-
hen, wenn bei Verletzung des Courant-Friedrichs-Lewy-Kriteriums [36, S. 838]
Information aus der Vergangenheit benutzt wird, die durch die Differential-
gleichung nicht schnell genug transportiert wird, so daf8 sie noch gar nicht an
dem zu berechnenden Punkt angelangt sein kann. Ein solcher Effekt ist hier
aber ausgeschlossen, da die Ausbreitung der Information genau gemafs der
Charakteristiken, an denen entlang auch integriert wird, erfolgt.
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A.4 Nullstellensuche in der komplexen Ebene

Die Suche nach Wurzeln einer komplexen Funktion f : C — R ist wesent-
lich verschieden von derselben Aufgabe im reellen Fall. Es gibt ndamlich dann
keinen Algorithmus, der eine Nullstelle in einem vorgegebenen Gebiet sicher
findet. Fir f : R — R kann dagegen immer der Zwischenwertsatz (ZWS,
vgl. [38, Abschnitt 3.1.4.1.6]) herangezogen werden: Wenn zwei Punkte ¢ und
bmit f(a) - f(b) < 0 gegeben sind und f stetig ist, liegt mindestens eine Null-
stelle im Intervall A = [a; b] vor. Indem A rekursiv immer weiter halbiert wird,
mufs diese Nullstelle notwendigerweise innerhalb einer vorgegebenen Genau-
igkeit ¢ gefunden werden. Wenn also gesichertist, dafd A hdchstens eine Wurzel
enthdlt, ist diese Bisektionsmethode absolut sicher und benotigt O(log, 1/6)
Funktionsaufrufe. Es gibt auch andere, schnellere Methoden, wie etwa das im
nichsten Abschnitt A.4.1 beschriebene Newtonverfahren, aber bei diesen ist
der Erfolg nicht garantiert.

Leider funktioniert dies nicht bei komplexen Funktionen, da es in C kein
Aquivalent zum ZWS gibt. Daher werden hier einige numerische Methoden
vorgestellt, die fiir die Losung der Dispersionsrelation in Kapitel 3 verwendet
wurden.

A.4.1 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eine Approximationsmethode, bei dem ein anfangli-
cher Versuchswert z, immer weiter verbessert wird, bis eine zufriedenstellen-
de Genauigkeit erreicht ist. Ein Iterationsschritt z; — z; 4, sieht dabei wie folgt
aus:

1. Bestimmung der Ableitung f'(z;). Diese kann entweder in geschlossener
Form angegeben werden, falls das moglich ist, oder numerisch mittels

, 1
[(z) = E(f(zi +h) — f(z)) (87)
bestimmt werden. Hier ist h ein vorgegebener kleiner Wert.

2. Bestimmung des ndchsten Punktes

Zi4l = 2 — f’(z-) .
2

3. Abbruch mit Erfolg, falls |f(z;)| < €, oder mit Fehler, falls i > i,,4,.
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Dieses Verfahren funktioniert ebenso fiir reelle wie fiir komplexe Funktionen.
Dank der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (siehe beispielswei-
se Abschnitt 3.4.5.2 in [38]) ist es sogar egal, ob & reell, imagindr oder gemischt
komplex gewihlt wird. Dartiberhinaus ist die Konvergenz von quadratischer
Ordnung und daher sehr schnell. Leider hdangt der Erfolg sehr von der Wahl
des Anfangswertes ab. Bei einer gegebenen Funktion zerfillt die komplexe
Ebene in Attraktionsbassins fiir das Newtonverfahren. Liegt der Startpunkt
auflerhalb des Konvergenzbereiches, so streben die z; gegen einen anderen
Attraktor, der auch periodisch oder der Punkt oo sein kann. Im komplexen
Fall ist dies durch die zwei Freiheitsgrade wesentlich schlimmer als im reel-
len, da die Attraktionsbassins sehr ,diinn” sein konnen. Bei den Funktionen
in Abschnitt 3.3 zeigt sich, dafy das Newtonverfahren im allgemeinen nicht die
gesuchte Nullstelle findet.

A.4.2 Komplexe Bisektion

Die komplexe Bisektion nutzt das ,Nullstellen-Zidhlintegral” meromorpher Funk-
tionen aus. Es ist besonders vorteilhaft, wenn f als geschlossener Ausdruck
bekannt ist. Eine ndhere Beschreibung findet sich in [39], [40] oder [41]. Es
hat sich aber gezeigt, dafd ihre Anwendung fiir das in Kapitel 3 vorliegende
Problem nicht sehr effizient ist. Auf eine eingehende Diskussion wird deshalb
hier verzichtet.

A.4.3 Downhill Walk

Beim downhill walk handelt es sich um einen Spezialfall des simulierten Aushiir-
tens (simulated annealing), das in [36] beschrieben wird. Diese Methode wird
verwendet, um globale Extrema einer Funktion ¢ : RY — R zu finden. Sie
erweist sich besonders in hohen Dimensionen N > 1 als duflerst wirkungs-
voll. Der Begriff des ,Aushdrtens” ist der Metallverarbeitung entlehnt: Ein
Werkstiick aus einer Metallegierung kann durch Glithen und Abkiihlen dazu
gebracht werden, dafs seine Kristallstruktur sich so verdndert, dafd die innere
Energie ein Minimum annimt. Der Stahl erhélt so besondere mechanische und
magnetische Hérte (siehe etwa bei Rohr und Wiele [42]).

Das simulierte Aushirten startet wie das Newtonverfahren mit einer An-
tangskonfiguration, die iterativ verbessert wird:

1. Wahl einer kleinen, zufilligen Konfigurationsinderung A (mit A € RY).
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2. Bestimmung des ndchsten Punktes durch die Regel

W=g(z + A) — g(z)
zi+ A furW <0
Zit1 = oder W > 0 und ¢="/T > rand([0; 1]) (89)

2; sonst

3. Erniedrigung des Parameters T'.

Dabei wird ¢(z;) als die Energie einer Konfiguration z; betrachtet, und W spielt
die Rolle einer Energiednderung. Der neue Punkt z; + A wird also akzeptiert,
wenn die Differenz W negativ ist, mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit aber
auch bei positiven Werten von W, um damit ein Steckenbleiben in lokalen Mi-
nima zu vermeiden. Der Parameter 7', der den Part der virtuellen Temperatur
tibernimmt, wird im Verlauf des Verfahrens allméhlich verringert, so daf3 es
immer schwieriger wird, zu hoheren Werten von ¢ zuriickzukehren. Dies wird
fortgesetzt, bis schliefilich ein Minimum gefunden wird oder aber 7" unter eine
vorgegebene Schranke féllt und das System damit , einfriert”.

Diese Prozedur kann durch die Identifikationen C = R? und g(z) = |f(z)/?
auch auf das Problem der Nullstellensuche von f angewandt werden. Dabei
zeigt sich, daf3 sie auch fiir diesen Spezialfall N = 2 gut funktioniert. Es muf3
noch entschieden werden, wie die ,, Konfigurationsdnderungen” A zu wiahlen
sind. Der natiirlichste Weg ist, kleine Schritte in der Ebene mit vorgegebener
Weite und in zufélliger Richtung zu tun. Aus Griinden der Skaleninvarianz
muf dann die Schrittweite |A| proportional zu 7" abnehmen. Auf diese Art
wird das Verfahren zu einem random walk in einer hiigeligen Landschaft mit
einer wachsenden Tendenz talwirts, hin zu kleineren Werten von | f|?. In die-
sem Bild laf3t sich 1/7" als eine stetig zunehmende Miidigkeit vorstellen.

Methode Funktionsaufrufe | CPU-Zeit
fl fZ fl f2
Newton 4 — 1 0,0s —
Komplexe Bisektion | 223 3493 | 0,3s 13,2s
,downhill walk” 97 1738 | 0,2s 83s
,downhill skiing” 14 160 | 0,1s 1,6s

Tabelle 8: Vergleich der verschiedenen Algorithmen zur Nullstellensuche fiir zwei
ausgewihlte Testfunktionen
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Eine Verbesserung kann dadurch erreicht werden, dafs in jeder n. Iteration
(mit » in der Grofienordnung von 5 bis 10) Schritt 1 von oben ersetzt wird
durch

la. Wahl der Anderung

f(z)
fr(zi)

A=— (90)

Die Ableitung f'(z¢) wird dabei wie in (87) berechnet. Danach wird das Krite-
rium (89) entsprechend auf den Punkt z; + A angewandt. Diese eingestreuten
Newton-Schritte sorgen fiir eine rasche Konvergenz, wiahrend die zufélligen
Schritte die Attraktionsbassins finden und den Algorithmus dadurch robuster
machen. Dies ist weniger ein random walk zu Fufs als ein Ski-Langlauf: Von Zeit
zu Zeit, und wenn es das Terrain erlaubt, kann eine schnelle Schufsfahrt ins Tal
getan werden.

Tabelle 8 vergleicht die vorgestellten Methoden anhand zweier verschiede-
ner komplexer Funktionen. Die erste ist eine einfache lineare Testfunktion, die
zweite ein reales Beispiel aus Kapitel 3, bei dem das Newton-Verfahren leider
versagt. Die CPU-Zeit wurde auf einem Intel 80586-Prozessor bei 100 MHz
gemessen; sie ist dabei nur als grober Approximativwert zu verstehen.
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In den letzten Jahren gewinnt der Begriff der kritischen Selbstorganisation (self
organized criticality oder SOC) unter anderem in der Plasmaphysik an Bedeu-
tung. Urspriinglich wurde er von Bak, Tang und Wiesenfeld (BTW) [43—46]
bei Untersuchungen an ,numerischen Sandhaufen” geprégt. In diesem Ab-
schnitt wird ein BTW-artiges Modell vorgestellt, an dem sich das Auftreten
von kritischer Selbstorganisation sowie die dabei entstehenden Spektren er-
klaren lassen. AnschliefSend soll der Zusammenhang mit Plasmasimulationen
diskutiert werden.

B.1 Sandhaufensimulationen

Granulare Medien, wie etwa Sand, Kies oder Getreide, verhalten sich in man-
cher Hinsicht anders als , klassische” Festkorper oder Fliissigkeiten. Sie for-
men beispielsweise Haufen mit festen, materialabhdngigen Boschungswin-
keln; sie konnen flieflen, tun dies aber im Gegensatz zu einer Fliissigkeit nur
an der Oberfldche; und sie zeigen Instabilitidten in Form von , Lawinen”, also
plotzlichen, massiven Transportprozessen, die lange Phasen scheinbarer Ru-
he durchbrechen. Mit Hilfe relativ einfacher Computermodelle konnen einige
dieser typischen Verhaltensweisen modelliert werden.

Bei dem urspriinglichen Modell von Bak, Tang und Wiesenfeld handelt
es sich um einen eindimensionalen zelluldaren Automaten, das heifst eine Ket-
te von Zellen i = 1... N, die jeweils eine gewisse Menge ,Sand” enthalten
und denen damit eine Hohe h; zugeordnet ist. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit soll die Folge der i; monoton fallen. Die Zeitentwicklung erfolgt in
diskreten Schritten nach folgenden Regeln:

1. markiere alle Zellen 7 mit (h; — hi+1) > V.4 als instabil

2. ,kippe” die instabilen Zellen: h; — (h; — J), hiy1 — (hiy1 + J).

Der kritische Gradient V,.;; und die , Korngrofie” J bestimmen dann das Ver-
halten des Systems: wiahrend V,,;; tiber stabile und instabile Zustdnde ent-
scheidet, gibt J den Elementartransport und damit auch den maximal mog-
lichen Transport pro Zeiteinheit an. Ist das Profil des Sandhaufens zu steil,
so dafs das System superkritisch ist, dann relaxiert er in einen Zustand mit
(hi — hit1) < Vj, fur alle 7. Dabei spielt das Verhaltnis von J zu Vy,;; eine
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Rolle: Fiir Vy,;; > J kann der Ausgleich fein genug erfolgen, so daf3 die Stei-
gung nahe bei dem kritischen Gradienten liegt und das System bei marginaler
Stabilitat zur Ruhe kommt. Fiir V,.;; < J jedoch ist der mittlere Gradient klei-
ner als V,.,;;, es wird ein subkritischer Zustand erreicht.

Zusatzlich erfolgt ein , Regen” von Sandkornern auf den Haufen:

3. Befindet sich das System in einem stabilen Zustand, wird ein Korn der
Grofie Ag auf die Spitze des Haufens gelegt: hy — hy + Ap.

Im marginal stabilen Zustand wird nun durch jedes zusitzliche Sandkorn der
kritische Gradient lokal tiberschritten, so dafi ein Kippen in die nidchste Zel-
le stattfindet, wo sich dieser Prozefs wiederholt. Jedes fallende Korn wird auf
diese Weise sofort bergab transportiert. Im subkritischen Fall jedoch bleiben
die zuséatzlichen Korner zunédchst irgendwo liegen. Es konnen sich dann Lawi-
nen entwickeln, an denen viele Zellen gleichzeitig beteiligt sind. Die Korrelati-
onsldnge, die im marginalen Fall genau eine Zellenbreite betragt, wachst jetzt
stark an, und es treten Strukturen auf allen rdumlichen Skalen bis hin zur Sy-
stemgrofie auf. Gleichzeitig werden in den Spektren der Zeitreihen von Trans-
portgrofien bzw. Aktivitit typische 1/ f-Frequenzbereiche beobachtet Dieser
Zustand wird von BTW als selbstorganisiert kritisch bezeichnet.

Uber den hier vorgestellten ,Sandhaufen” hinaus gibt es eine Vielzahl von
mehr oder weniger abweichenden Modellen, etwa das von Zhang [47] und
Manna [48], das Zugmodell [49], das Oslo-Modell [50], das von MarkoSo-
va [51, 52] oder das Erdbebenmodell [53]. Alle diese Systeme zeigen SOC-
Phdnomene, unterscheiden sich aber beispielsweise durch die Anzahl der Di-
mensionen, durch die Gestalt der Transportregeln und der Treiber, durch einen
unterschiedlich groflen Anteil von Zufall und Determinismus in den Regeln
etc. Kritische Selbstorganisation tritt aber auch in anderen zelluldren Automa-
ten auf, etwa dem klassischen Game of Life von Conway [54,55] oder dem forest
fire-Modell [56].

Alle vorgestellten Systeme zeichnen sich dadurch aus, dafd durch ihre Kon-
struktion nur lokale Wechselwirkungen auftreten konnen, da jede Zelle immer
nur von ihren unmittelbaren Nachbarn beeinflufit wird. Trotzdem entstehen
zusammenhdngende Muster von aktiven Zellen, bei Sandhaufenmodellen al-
so etwa Lawinen, bei denen ganze Gebiete gleichzeitig instabil werden. Eine
visuelle Darstellung solcher zelluldrer Automaten erinnert an das Verhalten
von ferromagnetischen Stoffen bei Abkiihlen unter die Curie-Temperatur, bei
denen lokale Doménen sich auszudehnen beginnen, bis sie die Dimension des
ganzen Systems erreichen. Im Gegensatz zu einem solchen Phaseniibergang
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entstehen bei der kritischen Selbstorganisation diese langreichweitigen Kor-
relationen aber nicht durch Anderung eines dufieren Parameters, sondern bil-
den ein inhdrentes Merkmal des Systems, das — zumindest in gewissen Gren-
zen — bei beliebiger Wahl der Grofien V.1, J und Ap auftritt.

Bak, Tang und Wiesenfeld beobachteten in den von ihnen untersuchten
zelluldren Automaten ein typisches Frequenzverhalten verschiedener Mef3-
grofien, bei dem sich das gesamte Spektrum in mehrere, voneinander abge-
grenzte Bereiche aufteilt. Zwischen einem konstanten Bereich bei niedrigen
und einem raschen Abfallen bei hohen Frequenzen tritt in einem mittleren
Frequenzbereich 1/ f-Rauschen auf. Wenn in einem System Ereignisse wie et-
wa Lawinen auf allen Langenskalen auftreten, aber keine Skala ausgezeichnet
sein soll, wie dies in einem SOC-Zustand gefordert wird, dann mufs die An-
zahl der Ereignisse einer bestimmten Grofienklasse umgekehrt proportional
zu deren Grofie selbst sein, da nur so unabhédngig von der Skala immer die
gleiche Anzahl von Zellen aktiv ist und immer der gleiche Transport erfolgt.
Daher wird das Auftreten dieses Frequenzverhaltens allgemein als Indiz fiir
das Vorliegen von kritischer Selbstorganisation gewertet. Auf der Suche nach
solchen Zustanden wurde 1/ f-Rauschen bereits in vielen, sehr unterschiedli-
chen Systemen gefunden, vom interplanetaren Magnetfeld [57] tiber die Ver-
teilung der Primzahlen [58] bis hin zu Erdbeben und der Verteilung von Re-
genfallen [59].

Das bedeutet aber nun nicht unbedingt, dafs die Natur grundséatzlich oder
bevorzugt selbstorganisiert kritisch ist. Ein 1/f-Abfall des Spektrums kann
auf verschiedene Weise entstehen, zum Beispiel auch auf eine der folgenden
Arten:

» Die Fouriertransformierte der -Stufenfunktion enthdlt die ungeraden
Frequenzanteile mit Koeffizienten ~ 1/n. Allgemein hat jede diskonti-
nuierliche Funktion 1/ f—Anteile in ihrem Spektrum.

» Da eine Integration in der Zeit eine Multiplikation mit 1/f im Fourier-
raum bedeutet, fithrt zeitliches Aufsummieren von weifiem Rauschen,
also einer gleichverteilten Zufallsgrofie, zu einem rosa Rauschen. Insbe-
sondere weist ein random walk ein 1/ f-Spektrum auf.

Deshalb kann es passieren, dafs das beobachtete Spektrum nicht von den Trans-
portphdnomenen, sondern schon durch den Treiber hervorgerufen wird. In
der Tat laf3t sich relativ einfach ein vollig kiinstliches Signal aus Pseudo-Zu-
fallszahlen konstruieren, das SOC-Spektren verbliiffend dhnlich sieht, aber als
eindimensionales System garantiert keine Selbstorganisation aufweist.
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Das heifst, daS das Auftreten eines 1/ f—Bereichs allein noch kein hinrei-
chendes Kriterium fiir das Vorliegen von kritischer Selbstorganisation ist. Es
ist daher eine gewisse Vorsicht bei der Deutung von Frequenzverldufen gebo-
ten. Besonders, wenn die Daten aus einer puren Zeitreihe ohne Verbindung
zu einem rdumlich ausgedehnten Modell stammen, kann ein rosa Rauschen
durch eine rein zuféllige Verteilung von Ereignissen entstehen und braucht in
keiner Weise auf kritische Selbstorganisation zuriickzufiihren sein. Es miissen
noch zusitzliche Merkmale mit erscheinen, die zwei Mechanismen sicherstel-
len, namlich

» die Unabhéngigkeit von dufleren Parametern und

» die Koppelung von rdumlichen und zeitlichen Ereignissen.

Fiir den ersten Punkt ist wichtig, dafs der Effekt der Anregung von dem der
Relaxation getrennt werden kann. Das bedeutet, dafs die kritischer Selbstorga-
nisation durch eine Erhhung der Treiberfrequenz nicht zerstort werden darf.
Hwa und Kardar [60] zeigen, dafs unter diesen Umstdnden ein mittlerer 1/ f*—
Bereich durch das Uberlappen von einzelnen Lawinen entsteht, dessen Breite
mit der Starke das Transports zunimmt, wahrend er bei zeitlich und rdumlich
voneinander getrennten Transportprozessen — einzeln herabgleitenden Kor-
nern — verschwindet. In selbstorganisierten Zustinden muf also eine Ande-
rung der Treiberfrequenz eine deutliche Anderung im Spektrum bewirken,
wihrend bei einer durch zufillige Anregung oder aber auch durch Schocks
entstandenen Kurve das Spektrum unabhédngig davon ist.

B.2 Analogien zwischen Sandhaufen und Plasmen

In letzter Zeit gewinnen Sandhaufenmodelle auch fiir die Plasmaphysik an
Bedeutung, da die charakteristischen Phdnomene — intermittenter Transport
sowie rosa Rauschen — in diversen Simulationen beobachtet werden (etwa
in [31], [32] oder [30]). Eine grobe Analogie zwischen Sandhaufen und Plas-
men kann wie in [61] durch eine Korrespondenz laut Tabelle 9 auf der nach-
sten Seite hergestellt werden; die Plasmaprofile entsprechen dem Hohenprofil
des Sandhaufens, wihrend die Elementarzellen mit lokalen Wirbeln gleich-
gesetzt werden. Das Bewegen eines ,Korns” von einer Zelle zur nédchsten ist
dann der durch Fluktuationen induzierte Transport, und das ,Herabregnen”
von Sandkornern wird entweder durch Addition eines Hintergrundrauschens
oder durch Heizung bzw. Teilcheninjektion an ausgewdhlten Stellen simuliert.
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Sandhaufenmodell Plasma

Zellennummer ; radiale Koordinate

Zellengrofle lokale Driftturbulenz (,,eddy”)

Sandhohe h; Druck p;(z) / Temperatur T} (z)

Steigung (h; — hiy1) lokale Gradienten

Durchschnittsneigung des Haufens mittlere Temperatur/Dichte-Profile

krit. Gradient V., kritischer lokaler Gradient/
Schwellenwert ;..

Korngrofie .J lokaler Transport j

zufélliger Sandregen Ap Heizung/Dichtepulse oder
Hintergrund-Fluktuationen

Lawine Transportereignis

Tabelle 9: Analogie zwischen Sandhaufen- und Plasmamodellen

Im Modell von BTW erfolgt jedes neue Hinzufiigen eines Sandkorns erst
dann, wenn das System vollstindig relaxiert ist, das heifst, wenn alle Zel-
len wieder ihren stabilen Zustand erreicht haben. Da dies im Plasmamodell
aber nicht festzustellen ist, mufs es gentigen, zwischen je zwei Pulsen ,ausrei-
chend lange” zu warten, so dafs eine Trennung der Zeitskalen gewdhrleistet
wird. Der andere Extremfall ist das Hinzufligen eines Pulses bei jedem Zeit-
schritt; dies entspricht dem konstanten, kontinuierlichen Quellterm bei Gar-
bet [32]. Einen Mittelweg wahlen Carreras et al. in [31]; dort wird in einer
Fluid-Rechnung eine Stérung in festen Zeitabstinden auf den Plasmadruck
gegeben. Diese ist dabei radial lokalisiert, wobei die Position zuféllig festge-
legt wird, so daf$ das Profil {iber den ganzen poloidalen Querschnitt gleich-
zeitig und gleichmiflig gestort wird. In Abschnitt 4.5 dieser Arbeit wird die
Wartezeit zwischen 1 und 500 Zeitschritten variiert.

In der Analogie zwischen Sandhaufen- und Plasmasimulationen gibt es
einige problematische Punkte. Die Tatsache, daf3 trotz vollig unterschiedli-
cher zugrundeliegender Mechanismen das Transportverhalten so dhnlich ist,
1af3t einerseits auf eine grofie Universalitit von Intermittenz und kritischer
Selbstorganisation schlieflen. Andererseits ist durch die Verschiedenartigkeit
der betrachteten Modelle die Vergleichbarkeit sehr eingeschrankt, und quan-
titative Aussagen werden unmoglich. Auch in Sandhaufen gibt es namlich
,eingebaute” Parameter, wie etwa die Grofie und die Form der Korner, und es
zeigen durchaus nicht alle Konfigurationen aller Regeln einen SOC-Zustand.
Eine Ubertragung dieser Parameter auf die Plasmasimulation ist schwer bis
unmoglich. So besteht zwischen den beiden Modellen zum Beispiel der fun-
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damentale Unterschied, dafs der ,,numerische Sandhaufen” ein zellularer Au-
tomat ist, und dafs von der Grofse des Elementartransports von einer Zel-
le zur ndchsten das Verhalten wesentlich abhdngt. Das Plasma besitzt dage-
gen eine langreichweitige Wechselwirkung und kollektive Moden, ist also ge-
rade kein zelluldrer Automat. In einem turbulenten System kann zwar die
durchschnittliche Ausdehnung eines Wirbels mit der Zellengrofie identifiziert
werden, aber das Vorhandensein einer Driftwelle sorgt von vornherein fiir
grofie Korrelationsldngen. So gesehen befindet sich das Plasma immer in ei-
nem selbstorganisierten Zustand.

Ein anderer kritischer Punkt ist die ungenaue Korrespondenz zwischen
,Hohe” einerseits und , Druck/Temperatur” andererseits in Tabelle 9: Das
Sandprofil ist bereits durch nur eine Zustandsgrofie, die Hohe, vollstandig be-
stimmt, in dem , Plasma” dieser Arbeit aber gibt es Dichte, Temperatur, Druck
und 7;, von denen zwei Groflen unabhingig sind. Davon hingt natiirlich auch
die gewdhlte Vorschrift, nach der der zelluldre Automat konstruiert wird, ab.
Welche Kombination dieser Groien die Rolle der ,Hohe” spielt, ist a priori
unklar.

Schliefslich stellt sich die Frage, wie sich kritische Selbstorganisation in der
Fusionsforschung bemerkbar machen wiirde. Ein SOC-Zustand bedeutete ja,
dafs sich Profile weitgehend unabhéngig von dufleren Parametern einstellen
und der Transport selbstorganisiert, also unabhéngig von der Konfiguration
des Systems, stattfande. Eine Einwirkung darauf konnte hochstens unterhalb
der Skala der Zellen geschehen, indem die Regeln des zelluldaren Automaten
geandert werden. Ubertragen auf das Plasma konnte also nur auf der Ebene
der Mikroturbulenz {iberhaupt Einflufd auf den Transport genommen werden.
Das widerspricht aber in bemerkenswerter Weise den bisher gewonnenen, ex-
perimentellen Erkenntnissen tiber Plasmaeinschluf3, insbesondere in der soge-
nannten H-Mode, bei der eine Verdnderung in den Profilen zu einer deutlichen
Verbesserung des Einschlusses fiihrt [62, 63].
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