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Zusammenfassung :

Sei X eine geschlossene, orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 2n + 1 und F
ein Korper. Wir definieren die F-Semicharakteristik als

k(X;F) = dimg H(X;F) mod 2.
=0

Die F-Semicharakteristik nimmt also die Werte 0 oder 1 an; sie ist im Gegensatz zur
Euler-Charakteristik abhingig von der Wahl des Kérpers F. Kervaire zeigte, dass X
parallelisierbar ist, genau dann wenn X stabil parallelisierbar ist und k(X;Fy) = 0
gilt. Sei G ein kompakte, zusammenhingende Lie-Gruppe und sei H eine abgeschlos-
sene Untergruppe. In den bekannten Fillen ist die F-Semicharakteristik von G/H,
fiir dim G/H ungerade, fast immer Null. Diese Arbeit setzt die Untersuchung der
F-Semicharakteristik von G/H fort. Der Fokus liegt dabei hauptséchlich auf dem
geometrischen interessanten Fall F = [y, aber auch die Félle der IF,- und der R-
Semicharakteristik werden behandelt.

Wir widmen uns in dieser Arbeit zwei Fragestellungen: Bricht die Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz mit Koeffizienten in F zur Faserung G/H — BH — BG zusammen?
Und verschwindet die F-Semicharakteristik von G/H? Eine positive Antwort auf die
erste Frage lasst uns H*(G/H;F) besser verstehen und erleichtert so die Beantwor-
tung der zweiten. Wir werden jedoch hauptséchlich Félle betrachten, in denen wir
nur die zweite Frage beantworten konnen. Viele bekannte Arbeiten zeigen, dass die
erste Frage hiufig, aber bei weitem nicht immer eine positive Antwort besitzt. Wir
werden die Frage in weiteren noch unbekannten Fillen beantworten kénnen und Fal-
le auffithren, in denen die Spektralsequenz sicher nicht zusammenbricht; namentlich,
wenn G = Spin(n), mit n > 10 gilt. Wir erarbeiten meist technische Bedingungen,
die zum Zusammenbruch der Spektralsequenz fiihren und die haufig in der von uns
betrachteten Situation erfiillt sind.

Die zweite Fragestellung betrachtend, versuchen wir den Fs-Term der Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz zu verstehen. Im Zuge dieser Arbeit gelangen wir dann zu
tieferem Verstindnis der Differentiale der Spektralsequenz und konnen so den E.-
Term besser verstehen. Mit diesen neuen Methoden kénnen wir bekannte Resultate
vervollstdndigen und eine Vielzahl neuer Félle ergriinden: Die Fo-Semicharakteristik
von G/H verschwindet, wenn dim G/H ungerade ist, H eine kompakte, zusammen-
héngende Lie-Gruppe ist und eine der folgenden, hinreichenden Bedingungen gilt:

e G =5U(n)und H ist eine abgeschlossene Untergruppe von G, mit (n—Rang H)
ist grofer als 2.

e G = Sp(n) oder SO(n) und H ist das Bild einer irreduziblen, symplektischen
bzw. reellen Darstellung einer Lie-Gruppe, mit Rang H > 4.

e H' gei eine abgeschlossene Untergruppe von Sp(2n + 1), mit —1 ¢ H' und H
sei die durch die Projektion induzierte Untergruppe in G := PSp(2n + 1).

e H sei eine abgeschlossene Untergruppe von SU(n) C Spin(2n) =: G.



Abstract:

Let X be a closed orientable manifold of dimension 2n + 1 and F a field. We define
the F-semicharacteristic by

k(X;F) = dimg H(X;F) mod 2.
=0

The F-semicharacteristic takes values in 0 and 1; in contrast to the Euler-characteristic
it depends on the choice of the field F. Kervaire showed, that X is parallelizable,
if and only if X is stably parallelizable and k(X;F3) = 0. Let G be a compact,
connected Lie group and H a closed Lie subgroup. In known cases for dim G/H
odd the F-semicharacteristic of G/H almost always is zero. This thesis continues the
investigation on the F-semicharacteristic of G/H. It is focused upon mainly the case
F = F,, but the cases of the I, and R-semicharacteristic are also treated.

This thesis addresses two Problems: Does the Eilenberg-Moore spectral sequence
associated to the fibre bundle G/H — BH — BG with coefficients in F collapse?
And does the F-semicharacteristic of G/H vanish? A positive answer to the first
question lets us understand H*(G/H;TF) better and it makes the second question
easier to answer. But we will mainly treat cases in which we only can answer the
second question. Many known results show that often there is a positive answer to
the first question. We will give an answer to this question in cases unknown so far
and will give examples where the spectral sequence will not collapse; one particular
case being G = Spin(n), for n > 10. We will develop technical conditions which lead
to the collapse of the spectral sequence and are often fulfilled in the given situations.

With a look upon the second question, we try to understand the Es-page of the
Filenberg-Morre spectral sequence better. In the course of this thesis we will get a
deeper understanding of the differentials of the spectral sequence and so will learn
more about the F.-page. With these new techniques we can complete known results
and answer a variety of new cases: The Fy-semicharacteristic vanishes if dim G/H is
odd, H is a compact, connected Lie group and one of the following sufficient conditions
is fullfilled:

e G=SU(n) and H is a closed subgroup of G, with (n — rank H) is bigger than
2.

e G = Sp(n) or SO(n) and H is the image of a real resp. symplectic, irreducible
representation of a Lie group of rank H > 4.

e Let H' be a closed subgroup of Sp(2n + 1), with —1 ¢ H' and let H be the
subgroup induced by the projection onto G := PSp(2n + 1).

e Let H be a closed subgroup of SU(n) C Spin(2n) =: G.



Einleitung

Sei G eine kompakte, zusammenhingende Lie-Gruppe und sei H eine abgeschlos-
sene Untergruppe von G. Dann ist der homogene Raum G/H eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit. In den Arbeiten [Sin82] und [SW86] untersuchen Singhof bzw. Sin-
ghof und Wemmer die Frage, unter welchen Bedingungen ein homogener Raum G/H
parallelisierbar ist. Nach [Ada60], [Ker56] und [Ker57] ist eine geschlossene Mannig-
faltigkeit M genau dann parallelisierbar, wenn sie stabil parallelisierbar ist und eine
der folgenden Bedingungen gilt: dim M ist gerade und die Euler-Charakteristik ver-
schwindet oder dim M ist ungerade und die Fo-Semicharakteristik verschwindet oder
dim M ist gleich 1,3 oder 7. Dabei ist die F-Semicharakteristik einer topologischen
Mannigfaltigkeit X, mit ungerader Dimension, definiert durch

k(X;F) = dimg H(X;F) mod 2.
=0

Die F-Semicharakteristik nimmt also die Werte 0 oder 1 an und ist im Gegensatz zur
Euler-Charakteristik abhéngig von der Wahl des Korpers F. Bei den Untersuchungen
in [Sin82],[Sin85] und [SW&6] zeigt sich, dass es sehr viele homogene Riume ungerader
Dimension gibt, deren Fy-Semicharakteristik verschwindet. In der folgenden Arbeit
wollen wir die Kohomologie homogener Raumer so explizit wie mdglich bestimmen
und versuchen nach Griinden in der algebraischen Struktur von H*(G/H;F3) zu su-
chen, die zum Verschwinden der Fo-Semicharakteristik fiihren.

Die beiden Theoreme von Eilenberg und Moore [McCO01, 7.6, 7.14] erlauben folgen-
de Aussage: Sind H C G kompakte Lie-Gruppen, dann gibt es eine Spektralsequenz
E* mit

Ey”" = Torg-(paw) (H (BH; F),F),

die als Algebra gegen H*(G/H;F) konvergiert. Gerade in Féllen in denen H*(BG;F)
und H*(BH;F) Polynomalgebren iiber F sind, ist der F»-Term rechnerisch zu bestim-
men. Ein Zusammenbrechen der Spektralsequenz ist in dieser Situation hiufig, aber
nicht sicher. Zuerst wollen wir uns mit Fallen beschéftigen, in denen das Zusammen-
brechen der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz durch die bekannte Theorie abgedeckt
ist. Spéter dann sollen Beispiele folgen, in denen wir das Zusammenbrechen der Spek-
tralsequenz, in bisher unbekannten Fillen, selbst herleiten oder fiir die Bestimmung
der Fo-Semicharakteristik gar nicht benétigen. Gerade im letzten Fall brauchen wir
ein tieferes Verstidndnis fiir die Differentiale der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur
Faserung
G/H — BH — BG,

welches wir im Laufe dieser Arbeit erlangen werden. In vielen Fallen kénnen wir den
FE-Term so genau bestimmen, dass wir ein Verschwinden der Fo-Semicharakteristik
herleiten konnen. Insbesondere widmen wir uns den Féllen in denen G eine der Grup-
pen SO(n),SU(n), Sp(n), PSp(2n + 1) und Spin(2n) ist. Interessant sind besonders
die letzten beiden Félle, dass H*(BSpin(2n); Fo) meist keine Polynomalgebra ist und
H*(BPSp(2n + 1);Fs) ein bisher wenig behandelter Fall ist. Es sei bemerkt, dass die
Algebrenstruktur von H*(BPSp(2n); F) ganzlich unbekannt ist, wirend die Stuktur
als graduierter Fa-Modul nur in den Féllen n ungerade bestimmt ist [KT76], weshalb
diese Fille keine Erwihnung finden sollen.

Auf den kommenden Seiten folgt die Festsetzung der Notation und ein Ubersicht
iber die einzelnen Kapitel.



Notation

Allgemeines: Fiir Inklusionen jeder Art werden wir das Symbol ¢ reservieren, fiir
Projektionen das Symbol 7.

Indizes: Die Buchstaben i, 5, k,[,m,n,r und £ sind in dieser Arbeit fiir Indexvaria-
blen reserviert. Tauchen i oder j ohne weitere Beschreibung auf, so gehen wir davon
aus, dass ¢ bzw. j aus einer nicht ndher definierten Indexmenge I bzw. J stammen.
Es wird im weiteren, wenn nicht anders erwéhnt k < n gelten.

Topologie: Abbildungen zwischen topologischen Riumen seien stets stetig. Ist X
ein topologischer Raum und R ein kommutativer Ring, so ist C..(X; R) bzw. C*(X; R)
der singulire Kettenkomplex bzw. Kokettenkomplex und H, (X; R) bzw. H*(X; R) die
singuldre Homologie bzw. Kohomologie mit Koeffizienten in R.

Lie-Gruppen: Lie-Gruppen werden wir tiblicherweise mit G, H bezeichnen und,
sofern nicht anders vermerkt, davon ausgehen, dass G und H kompakt und zusam-
menhdngend sind. Meistens wird dabei H C G eine abgeschlossene Untergruppe sein.
Ist p eine komplexe, reelle bzw. symplektische Darstellung von G, dann benennen
wir den induzierten Homomorphismus G — SU(n), G — SO(n) bzw. G — Sp(n)
ebenfalls mit p. Mit T bezeichnen wir einen maximalen Torus von G. Ist G eine
der klassischen Lie-Gruppen, so treffen wir fiir T eine feste Wahl, wie in Abschnitt
1.2 beschrieben und nennen diese Wahl Standardtorus. Als p-Torus von G werden
wir eine elementarabelsche p-Gruppe @@ C G bezeichnen . In dieser Notation soll ein
0-Torus fiir einen normalen Torus stehen.

Wir sagen, dass eine Lie-Gruppe G keine p-Torsion besitzt, wenn H,(G;Z) keine
p-Torsion besitzt.

Wir sagen, dass eine Lie-Gruppe G einfach ist, wenn sie eine einfache Lie-Algebra
besitzt. Eine Lie-Gruppe G heikt halb-einfach, wenn ihre Lie-Algebra das Produkt
von einfachen Lie-Algebren ist.

Wir sagen, dass eine Lie-Gruppe G prim zu Ay (bzw. By, Ck, D) ist, wenn die
Lie-Algebra g von G keinen Faktor Ay (bzw. By, Cy, Dy) besitzt.

Ist G eine Lie-Gruppe, dann bezeichnen wir mit BG den klassifizierenden Raum
von G.

Homogene Riume: Ist p: H — G ein nicht notwendig injektiver Homomorphis-
mus von Lie-Gruppen, dann schreiben wir G/p fiir den homogenen Raum G/ Bild p.

Endliche Gruppen: Mit Z,, bezeichnen wir die zyklische Gruppe mit n Elementen.
Mit S,, bezeichnen wir die Gruppe der Permutationen auf n Elementen, also die n-te
symmetrische Gruppe.

Ringe: Seien R und S Ringe mit 1, sei S ein R-Linksmodul bzw. R-Rechtsmodul, sei
y € R und sei 1g das Einselement in S, dann schreiben wir fiir - 1g bzw. 1g-y € S
abkiirzend y. Sind y1,...,y, € R, dann bezeichnen wir mit (yi,...,y,) das von
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Y1, - -, yn erzeugte Ideal, genauso ist (y1,...,yn) C S, dass von y1 - 1lg,...,yn - ls
bzw. 15 -y1,...,1s -y, erzeugte Ideal.

Korper: Ist p eine Primzahl, dann bezeichnen wir mit F, den Kérper mit p Ele-
menten. Manchmal werden wir verallgemeinernd Fy fiir Q schreiben. Schreiben wir
nur F, so steht dies fiir einen Koérper I, mit p € N prim oder 0.

Matrizen: SeiF ein Korper und sei ag, ..., a, € F. Mit diag(as, ..., a,) bezeichnen
wir die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen aq,...,a, auf der Hauptdiagonalen. Mit
FE,, bezeichnen wir die n x n-Einheitsmatrix iber dem Korper F.

Algebren: Ist F ein Koérper und A ein F-Modul, dann definieren wir
|A] ;= dimp(A).

Ist A ein graduierter R-Modul und ist a € A", dann sei Da := n der Grad von a. Ein
differentiell graduierter R-Modul A ist ein graduierter R-Modul mit einem Differential
dg : AP — APT! gsodass da o dg = O gilt. Wenn es zu keinen Missverstindnissen
fiihrt, schreiben wir auch nur d statt d4. Die Kategorie der differentiell graduierten
R-Moduln bezeichnen wir mit DGModg. Ist A ein bigraduierter R-Modul und ist
a € AP9, dann sei Da := (p,q) der Bigrad, D.a = p der externe und D;a = ¢ der
interne Grad von a. Zuletzt sei Dya = D;a+ D.a der Totalgrad von a. Ein differentiell
bigraduierter R-Modul A ist ein bigraduierter R-Modul mit einem Differential

d: P 4" — F a7,

p+p’'=n q+q'=n+1

sodass dod = 0 gilt. Sowohl im Fall von graduierten, als auch im Fall von bigraduierten
R-Modulen A werden wir davon ausgehen, dass Elemente a € A stets homogen sind.
Ist A** eine bigraduierter R-Modul, so bezeichnen wir mit T'ot(A)* den induzierten
graduierten R-Modul der gegeben ist durch Tot(A)” = @ AP%. Eine graduierte
ptg=n

R-Algebra ist ein graduierter R-Modul, mit einem Produkt  : A? ® A — AP*Y und
einer Einheit n: R — A.Ist a,b € A, so schreiben wir meist a-b fiir ¢(a, b). Wir sagen,
dass A* graduiert kommutativ ist, wenn a - b = (—1)P* P . g gilt. Eine differentiell
graduierte Algebra A besitzt ein Differential d mit Grad +1. Das Differential sei mit
dem Produkt auf A vertraglich, das heifit die Leibniz-Regel

d(ab) = d(a)b+ (—1)P*ad(b)

gilt. Die Kategorie der differentiell graduierten R-Algebren kiirzen wir mit DG Alggr
ab. Wir sagen, dass A zusammenhdingend ist, wenn |A°] = 1 und |A"| =0 fir n < 0
gilt. Eine bigraduierte R-Algebra A ist ein bigraduierter R-Modul mit Produkt ¢ :
APP @ ABY — APter'+d Wir sagen, dass A** graduiert kommutativ ist, wenn
Tot(A)* graduiert kommutativ ist.

Moduln: Ist A € DGAlgr, dann ist ein Linksmodul N iiber A ein differentiell
graduierter R-Modul, sodass die Linksoperation ¢ : A ® N — N ein Morphismus in
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DGModpg ist und das Diagramm

1
Ao Ao N2 s Ao N

Jres ¢ |¢

A®N N

kommutiert. Die Kategorie der Linksmoduln N iiber A bezeichnen wir mit DG4 M od.
Die Kategorie der Rechtsmoduln M {iber A kiirzen wir durch DGMod 4 ab.

Spezielle Algebren: Das Symbol A wihlen wir fiir eine dufere Algebra {iber F),
in endlich vielen Erzeugern. Ist A ein F-Algebra, so schreiben wir A (e, ..., e,) fir
die dufere Algebra iiber A in den Erzeugern ey, ..., e,, wihrend I' eine Algebra der
geteilten Potenzen iiber F, bezeichnet, ebenfalls in endlich vielen Ver&nderlichen.
Ist A eine F-Algebra, so schreiben wir T'4(eq, ..., e,) fiir die Algebra der geteilten
Potenzen iiber A in den Erzeugern ey, ..., e,. Genaueres findet sich in Definition 2.50.
Wir sagen, dass eine F-Algebra A ein einfaches System von Erzeugern (x1,...,x,)
hat, wenn die Elemente 1 und x;, ...x;, mit ¢; < ... <, ein Vektorraum Basis von
A bilden. Wir schreiben A = A(xy,...,zp).

Kapiteliibersicht

Kapitel 1: befasst sich mit kompakten Lie-Gruppen, ihren Darstellungen, ihrer

kohomologischen Struktur und der kohomologischen Struktur ihrer klassifizierenden
Riume. Im Abschnitt 1.1 werden Konzepte der Darstellungstheorie wiederholt und
fiir unsere Zwecke, die kohomologische Betrachtung, aufbereitet. Der Abschnitt 1.2
wiederholt bekannte Resultate iiber die Kohomologie von G und BG, fiir G eine klas-
sische Lie-Gruppe.
Wihrend die gesamte Information einer Darstellung in den Gewichten codiert ist und
so die Information {iber den induzierten Homomorphismus in der reellen Kohomo-
logie hergeleitet werden kann, ist dies in der Kohomologie mit Koeffizienten in ),
nicht immer so. Wir fiihren deshalb in Abschnitt 1.3 eine Verallgemeinerung der
Gewichte einer Darstellung ein, die p-Gweichte, die diesen Defekt korrigieren sollen.
Ist T die Untergruppe der Diagonalmatrizen von U(n) und ¢ : T — U(n) die In-
klusion, dann bildet die induzierte Abbildung B:* : H*(BU(n); F) — H*(BT;F) die
Erzeuger von H*(BU (n);F) auf die elementarsymmetrischen Polynome in H*(BT; F)
ab. Symmetrische Polynome tauchen so immer wieder bei der Betrachtung der Ko-
homologie homogener Riume auf, sodass wir in Abschnitt 1.4 ein kombinatorisches
Fundament legen wollen, welches uns das Rechnen mit speziellen symmetrischen Po-
lynomen erleichtern soll. Gleichzeitig untersuchen wir die irreduziblen Darstellungen
SO(n) — U(n), Sp(n) — U(2n) und SO(3) — SU(2n+1) und berechnen die induzier-
ten Abbildungen in der Kohomologie der klassifizierenden Rdume, fiir den spéteren
Gebrauch, explizit. Immer wieder tauchen Muster in den Gewichten einer Darstel-
lung auf, die sich in der Kohomologie induzierten Abbildung widerspiegeln. Diesem
Sachverhalt ist der Abschnitt 1.5 gewidmet. Nicht alle Lie-Gruppen G sind von der
Art, dass H*(BG;F,) eine verstdndliche Struktur besitzt. In manchen Fillen ist die
Kohomologie-Algebra sogar vollig unbekannt. In dieser Arbeit wollen wir die schwers-
ten Falle von Lie-Gruppen aufsen vor lassen und treffen in Abschnitt 1.6 eine breite
Auswahl von Lie-Gruppen, die annehmbare Eigenschaften besitzen.
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Kapitel 2: Befasst sich mit dem algebraischen Handwerkszeug, welches wir im

Laufe dieser Arbeit bendtigen werden. Es umfasst bekannte Ergebnisse genauso wie
Weiterentwicklungen dieser Resultate. Der Abschnitt 2.1 widmet sich der kommu-
tativen Algebra und dem Funktor Tor als abgeleiteten Funktor des Tensorprodukts
iiber differentiell graduierten Algebren. Mit der Bar-Konstruktion wird eine Moglich-
keit der Berechnung gegeben. Der Abschnitt 2.2 gibt bekannte Resultate tiber all-
gemeine Spektralsequenzen an und fiihrt spezielle Spektralsequenzen auf; namentlich
die Doppelkomplex-, die Eilenberg-Moore-, die Bockstein- und die Atiyah-Hirzebruch-
Spektralsequenz auf. Mit der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz werden auch die be-
kanntesten Bedingungen angegeben, die zum Zusammenbrechen der Spektralsequenz
im Es-Term fiihren. Der kurze Abschnitt 2.3 beschiftigt sich mit Poincaré-Algebren,
Algebren die Poincaré-Dualitét erfiillen. Sie werden uns spéter eine zusétzliche Struk-
tur in einigen Spektralsequenzen geben und manchmal ein Argument dafiir liefern,
dass die Vektorraum-Dimension einer Algebra durch 2 oder 4 teilbar ist.
Neben der Bar-Konstruktion gibt es weitere Moglichkeiten die Torsions-Produkte
Tor4 (M, N) aus Abschnitt 2.1 zu berechnen, wenn A eine Polynomalgebra {iber F ist
und N = F gilt. gestellt werden. Die in Abschnitt 1.4 vorgestelle Koszul-Auflésung
ist eine solche Variante. Wir werden in dieser Situation neue Resultate {iber den
Koszul-Komplex und Folgerungen fiir Tor 4 (M, F) hergeleitet. Wir zeigen: Ist |[M ® 4 F|
endlich und B := Tor4(M,F), dann ist |B| eine endliche F-Algebra und Tot(B)* er-
fillt die Pointcaré-Dualitit. Weiter werden wir Bedingungen angegeben, unter denen
| B| eine durch 2 bzw. 4 teilbare Zahl ist. Sei K ein Koszul-Komplex und freier Z Mo-
dul. Wir leiten eine Bockstein-Spektralsequenz her, die H(K ® F,,) und H(K ® Q) in
Verbindung setzt. Die im Abschnitt 1.5 vorgestellte Tate-Auflésung verallgemeinert
die zuvor besprochene Koszul-Auflésung. Sie lésst im Vergleich zur Koszul-Auflésung
des vorherigen Abschnitt zu, dass A der Quotient einer Polynomalgebra modulo einer
reguldren Sequenz ist.

Kapitel 3: In diesem Kapitel wird die F-Semicharakteristik einer Mannigfal-
tigkeit noch einmal definiert. In Abschnitt 3.1 werden einige der bekanntesten Re-
sultate iiber die F-Semicharakteristik vorgestellt. Abschnitt 3.2 zeigt einige kurze
Folgerungen, die sich aus dem voran gegangenen Abschnitt und unseren bisherigen
Uberlegungen herleiten lassen und endet mit Beispielen und Bemerkungen.

Kapitel 4: Untersucht man die Kohomologie homogener Riume G/H dann fin-
den sich immer wiederkehrende Strukturen. Meist esistiert eine Algebra A und eine
nicht-triviale &ufere Algebra A, sodass H*(G/H;F) = A® A gilt. In solchen Fillen ist
die F-Semicharakteristik leicht als Null zu identifizieren. Oft ist |H*(G/H;TF)| sogar
durch eine grofse Potenz von 2 teilbar. In diesem Kapitel werden nun einige Beispie-
le gezeigt, unter denen die gerade erwiihnen Figenschaften auftauchen und wann sie
nicht zu finden sind.



Kapitel 5: In diesem Kapitel wollen wir folgenden Satz beweisen:

Satz. Sei G eine Lie-Gruppe, fir die H*(BG;Fs) = Faly1, . .., yn] eine Polynomalge-
bra ist und sei H C G, sodass y, = 0 € H*(BH;Fs) gilt. Dann gilt in der Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz zu Faserung G/H — BH — BG mit Koeffizienten in Fy: Es
existiert ein Element e, € E;l’*, welches bis in den FE..-Term tiberlebt und es gibt
fiir i > 2 bigraduierte Algebren T;, sodass E, = T,. ® N(e,) als bigraduierte Algebra
gilt.

Firte T, ®1 folgt d.(t) € T; ® 1.

Damit gibt es eine bigraduierte Algebra T, und der E..-Term ist als bigraduierte
Algebra isomorph zu Too ® N(ey,).

Dieser Satz wird uns spéter in vielen Féllen auf die Fa-Semicharakteristik von G/H
schliefsen lassen. Das gesamte Kapitel beschiiftigt sich mit dem Beweis des Satzes. Eine
Ubersicht {iber den langen Beweise findet sich am Anfang des Kapitels.

Kapitel 6: Dieses Kapitel nutzt die algebraischen Moglichkeiten, die bis zu die-
sem Zeitpunkt hergeleitet sind um die Fj,-Semicharakteristik verschiedener homoge-
ner Rdume zu betrachten. Die [F)-Semicharakteristk bietet im Fall p = 2 noch viele
weifte Flecken auf der Landkarte und so behandelt dieses Kapitel stichprobenartig ver-
schiedenste Fiille, fiir die die reelle oder Fo-Semicharakteristk bereits bekannt ist, die
F,-Semicharakteristk hingegen nicht. Im Abschnitt 6.1 wollen wir unsere Techniken
jedoch erst einmal testen und eine altbekannte Aussage iiber die Euler-Charakteristik
homogener Réume beweisen. In Abschnitt 6.2 folgen dann Aussagen {iber die F,-
Semicharakteristik in vier speziellen Fallen, in denen bisher keine Aussagen existier-
ten.

Von den vielen Arbeiten iiber die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz stechen ei-
nige besonderes heraus. Jede von ihnen besitzt besondere Merkmale, mit denen sie
sich gegeniiber den anderen abgrenzt. Dies ist zum einen die Arbeit [Mun74] die das
Zusammenbrechen der Spektralsequenz unter den allgemeinsten algebraischen Vor-
aussetzungen vorhersagt. Die Arbeit [Wol77], die das Zusammenbrechen der Spek-
tralsequenz zur Faserung G/H — BH — BG in recht beschrinkten Fillen bestimmt,
aber fast ausschlieRlich geometrisch argumentiert. Die Arbeit [Smi67] die den Fokus
auf die homologische und nicht die kohomologische Eilenberg-Moore-Spektralsequenz
legt. Und die Arbeit [GM74] die es ermdglich die Differentiale der Spektralsequenz
genauer zu untersuchen.

Kapitel 7: Die Arbeit [GM74] steht im Zentrum der Betrachtung. Durch einen
Ansatz der sich von den sonstigen zuvor genannten Arbeiten unterscheidet, bietet
die Arbeit eine neue Betrachtungsweise der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz. Wah-
rend manches schwerer zu untersuchen ist, wird auch manches leichter und hier ist
der Punkt an dem wir ansetzen wollen. Abschnitt 7.1 wiederholt Definitionen und
zentrale Aussagen der Arbeit [GM74] um im Folgenden leichteren Zugriff auf die Er-
gebnisse zu bieten. Wihrend sich Kapitel 5 damit beschiiftig, was tiber die Differentiale
der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zu Faserung G/H — BH — BG zu sagen ist,
wenn H*(BG;Fy) eine Polynomalgebra ist, widmet sich Abschnitt 7.1.1 dem Fall,
dass H*(BG;F3) eine Polynom Algebra geteilt durch ein reguldres Ideal ist. Dieser Fall
tritt insbesondere auf, wenn G = Spin(n) gilt. Der gesamte Abschnitt besteht aus dem
langen Beweis, der letztendlich handliche Resultate {iber das ds Differential liefern
wird. Der Abschnitt 7.2 fiihrt kurz Notation ein, die wir spater in Abschnitt 7.3
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brauchen werden um ein neues Produkt zu definieren. Das sogenannte U;-Produkt ist
ein spezielles Produkt auf H*(BZ%;F2), der Kohomologie des klassifizierenden Raum-
es einer elementarabelschen 2-Gruppe, welches die Berechnung einzelner Differentiale
in der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung G/Z% — BZY — BG ermog-
licht. Wir folgen zur Definition des U;-Produktes den Anleitungen von [GM74]. In
Abschnitt 7.4 werden wir einige gebrauchliche Rechnungen mit den U;-Produkten
vorfithren, die wir in Abschnitt 7.5 nutzen werden um Bedingungen aufzufiihren,
die zum Zusammenbrechen der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz fiihren. Insbesonde-
re betrachten wir den eher unerforschten Fall von homogenen Réumen X = G/Z3;
sowohl die Kohomologie, als auch das Verhalten der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz
ist bisher wenig bis gar nicht beschrieben.

Kapitel 8: Diese Kapitel befasst sich mit einem Resultat aus [Sin82]: Fiir einen
homogenen Raum SU(n)/G mit ungerader Dimension, kann unter schwachen tech-
nischen Bedingungen, eine genaue Aussage {iber die Fo-Semicharakteristik gemacht
werden. Im Zuge des Abschnittes 8.1 werden wir zeigen, dass auch diese Bedin-
gungen fallen gelassen werden koénnen und wir so exakte Aussagen iiber die Fs-
Semicharakteristik von SU(n)/G treffen konnen. Genauer:

Satz. Ist p : G — SU(n) eine Darstellung von G und ist dim SU(n)/p ungerade,
dann ist die Semicharakteristik von SU(n)/p dber Fo gleich Null oder SU(n)/p ist
homdéomorph zu SU(n)/(SU (k) x SU(n — k)) oder einer Sphdre.

Der Abschnitt 8.2 beginnt damit die Methoden aus [Sin82] auf den Fall SO(n)/H
und Sp(n)/H zu iibertragen und kommt zum Resultat:

Satz. Ist p : G — SO(n) eine irreduzible, reelle Darstellung und ist dim SO(n)/p
ungerade, dann ist die Semicharakteristik von SO(n)/p dber Fo gleich Null. Ist p :
G — Sp(n) eine irreduzible, symplektische Darstellung und ist dim Sp(n)/G ungerade,
dann ist die Semicharakteristik von Sp(n)/p dber Fo gleich Null oder Sp(n)/G ist
homédomorph zu Sp(4)/p, mit p : Sp(1)xSO(4) — Sp(4) der irreduzible, symplektische
Darstellung.

Im Fall p : Sp(1) x SO(4) — Sp(4) irreduzibel und symplektisch konnen wir
keine Aussage iiber k(Sp(n)/p;Fs) treffen. Wir schliefen den Abschnitt damit, die
ungewdhnliche Struktur von H*(B Bild p; Fo) zu untersuchen.

Kapitel 9: untersucht die Lie-Gruppen PSp(2n+ 1), ihre klassifizierenden Riu-
me und ihre 2-Tori. Die Algebra H*(PSp(2n + 1);F2) ist eine Polynomalgebra. In
Abschnitt 9.1 sei @) ein spezieller maximaler 2-Torus. Wir werden zeigen, dass der
Homomorphismus H*(BPSp(2n+1);Fy) — H*(BQ; F2) einige besondere Eigenschaf-
ten besitzt, insbesondere bilden die Erzeuger von H*(BPSp(2n+1); Fs) eine reguldre
Sequenz in H*(BQ;F5). Spater werden wir zeigen, dass die homogenen Riume die aus
komplexen, reellen oder symplektischen Darstellungen entstehen eine verschwindende
Fy-Semicharakteristik haben. In Abschnitt 9.2 werden wir folgenden Satz zeigen:

Satz. Ist H' C Sp(2n+ 1) eine abgeschlossene Untergruppe, mit —1 ¢ H' und ist H
die induzierte Untergruppe von PSp(2n + 1), dann ist k(PSp(2n + 1)/H;Fy) = 0.

Kapitel 10: Wir widmen und den Lie-Gruppen Spin(n). Zuerst fassen wir be-
kannte Resultate zur Kohomologie von Spin(n) und BSpin(n) zusammen. Der Ab-
schnitt 10.1 untersucht die maximalen 2-Tori von Spin(n), n > 10. Wir zeigen, dass
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es im Gegensatz zu vielen anderen Lie-Gruppen mindestens zwei Konjugationsklas-
sen von 2-Tori gibt. Wir werden sogar zeigen, dass es in Spin(n) zwei 2-Tori Q1 und
Q2 gibt, sodass Spin(n)/Q1 und Spin(n)/Q2 nicht homdomorph zueinander sind.
Dennoch wird immer gelten, dass fiir jeden 2-Torus Q in Spin(n) mit —1 € Q die Fo-
Semicharakteristik von Spin(n)/Q verschwindet, falls dim Spin(n) = dim Spin(n)/Q
ungerade ist.

Der Abschnitt 10.2 gibt fiir Untergruppen G C SU(n) C Spin(2n) an, wie
sich die Algebra H*(Spin(2n)/G;Fs) in Abhingigkeit von H*(SU(n)/G;F3) verhélt.
Genauer:

Satz. Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von SU(n). Dann ist
H*(Spin(n’)/G;F2) 2 A @ H*(SU(n)/G; Fa)

als graduierter Fo-Modul, fiir n > 5,n' > 2n und A eine nicht-trivialen duflere Alge-
bra.

Diese Erkenntnis lasst uns darauf leicht folgern, dass | H* (Spin(n)/G;F2)| im All-
gemeinen durch ’gréfsere’ Potenzen von 2 teilbar ist und somit, im Féllen in denen
Spin(n’)/G ungerade Dimension besitzt, die Fo-Semicharakteristik verschwindet. In
Abschnitt 10.3 konnen wir weiter noch folgern, dass fiir dim Spin(n’)/G = 4k + 1
die Semicharakteristik unabhéngig vom Koérper F, gleich Null ist. Und wir werden
beweisen kénnen, dass gilt

Satz. Sei Q ein 2-Torus und T ein Torus in Spin(2n) und sei dim Spin(2n)/Q bzw.
dim Spin(2n)/T ungerade, dann gilt

k(Spin(2n)/Q;F2) = 0

bzw.
k(Spin(2n)/T;F2) = 0.

Kapitel 11: Diese Kapitel widmet sich der Tatsache, dass Spin(10) zwei Kon-
jugationsklassen von maximalen 2-Tori besitzt. Wir werden die Abbildung Bp* :
H*(BSU(16);F2) — H*(BSpin(10);Fs), die durch die Spin-Darstellung p : Spin(10) —
SU(16) induziert wird, bestimmen. Erst aufwendige Rechnungen und genau Analyse
der beiden 2-Tori wird zu einem Ergebnis fiihren. Verbliiffenderweise zeigt sich entge-
gen aller genannten Komplikationen, dass die Struktur von H*(SU(16)/Spin(10); Fa)
recht einfach ist.

Kapitel 12: Dieses Kapitel gibt Anregungen, wie die in dieser Arbeit herge-
leiteten Methoden genutzt werden kénnen um nicht nur H*(G/H;F,) zu berechnen,
sondern auch um Aussagen liber K*(G/H;F),) zu treffen, der K-Theorie mit Koeffi-
zienten in IFp,.

Kapitel 13: Hler zeigen wir einige offene Probleme auf, die im Laufe dieser
Arbeit zum Vorschein gekommen sind. Sie sollen eine Inspiration fiir weitere Unter-
suchungen geben.
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Kapitel 1

Die Topologie kompakter
Lie-Gruppen

Dieses Kapitel setzt die Grundlagen der Darstellungstheorie kompakter Lie-Gruppen
voraus, wie sie zum Beispiel in [BtD85] zu {inden sind. Die Serre-Spektralsequenz wird
ebenfalls als bekannt vorausgesetzt, sie wird zum Beispiel in [McC01, §5] beschrieben.
Wir werden zudem oft mit dem klassifizierenden Raum BG einer Lie-Gruppe G ar-
beiten; einen Einstig in die Theorie der klassifizierenden Raume bietet [Hus94, §4].
Als letztes ist es hilfreich aber nicht notwendig ein wenig Wissen iiber Hopf-Algebren
zu besitzen, wie es unteranderem in [MM65] beschrieben ist.

Ist « : H — G ein Monomorphismus von Lie-Gruppen, dann trigt die induzier-
te Abbilding ¢* : H*(G;F) — H*(H;F) nur wenig Information iiber ¢. Zum Beispiel
induziert die Inklusion ¢ : S' — SU(2) die triviale Abbildung ¢ : H*(SU(2);F) —
H*(S1;F). Sei BG der klassifizierende Raum von G, dann induziert + : H < G eine
Abbildung Bt : BH — BG. Der Homomorphismus B.* : H*(BG;F) — H*(BH;F)
trigt soviel Information, dass es in vielen Fallen ausreicht um H*(G/H;F) zu bestim-
men. Ist F = R, dann kann mittels der Arbeiten von Cartan [Car50a] und [Car50b] und
der Kenntnis der Abbildung B.* die Kohomologiealgebra H*(G/H; R) vollstindig be-
stimmt werden. Ist F = IF,,, dann kann mittels der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz
[McC01, 7| die Struktur von H*(G/H;F),) gut approximiert werden; oft ldsst sich die
Struktur als graduierter Modul rechnerisch herleiten.

Motiviert durch diese Tatsache werden wir in diesem Kapitel fiir kompakte Lie-
Gruppen G bekannte Resultate iber H*(G;F) und H*(BG;F) zusammenfassen.

1.1 Darstellungen von kompakten Lie-Gruppen

Eine komplexe Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe G auf einem endlich dimen-
sionalem, komplexen Vektorraum V ist eine stetige Operation

p:GXxV =V

von G auf V, sodass fiir alle ¢ € G die Abbildung I, : v — p(g,v) linear ist. Wie
in [BtD85, 11.2] werden wir reelle und quarternionische Darstellungen als komplexe
Darstellungen mit zusétzlicher Struktur betrachten: Eine Darstellung V besitzt eine
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Kapitel 1. Die Topologie kompakter Lie-Gruppen 18

reelle Struktur, wenn es eine konjugiert lineare G-dquivariante Abbildung J : V — V
gibt, mit J? = id. Eine Darstellung V besitzt eine quarternionische Struktur, wenn
es eine konjugiert lineare G-Aquivariante Abbildung 7 : V — V gibt, mit J2? = —id.
Da G kompakt ist, kénnen wir nach [BtD85, I11] ein komplexe Darstellung p als Ho-
momorphismus von Lie-Gruppen p : G — U(n) betrachten, den wir ebenfalls als
Darstellung bezeichnen. Ist G halb-einfach, so kénnen wir p sogar als Homomorphis-
mus G — SU(n) auffassen. Der induzierte Homomorphismus p : G — U(n) einer
reellen bzw. symplektischen Darstellung faktorisiert iiber O(n) bzw. Sp(n/2). Die so
entstehenden Abbildungen p: G — O(n) bzw. p : G — Sp(n/2) bezeichnen wir auch
als reelle bzw. symplektische Darstellungen. Ist G zusammenhingend, so kénnen wir
eine reelle Darstellung als Homomorphismus p : G — SO(n) auffassen.

Der Torus

Der maximale Torus T einer kompakten Lie-Gruppe G ist eine wichtige Untergruppe
von G. Eine Darstellung p : G — U(n) ist eindeutig bestimmen, wenn wir die Ein-
schrinkung auf den maximalen Torus p|r, : T¢ — U(n) kennen. Wir werden spéter
beschreiben, wie uns die induzierte Abbildung Tz — Ty (,) oft reichen wird, um den
Homomorphismus H*(BU(n);F) — H*(BG;F) bestimmen zu kénnen. Erst einmal
miissen wir die Kohomologie eines Torus 7' und seines klassifizierenden Raumes BT
aber genauer untersuchen und die von einem Homomorphismus 7' — T’ induzierte
Abbildung H*(BT';F) — H*(BT;F) bestimmen.

Sei T ein Torus und exp : U — T die universelle Uberlagerung. Sei I' = exp~!(1)
das Einheitsgitter in 20 und I'* := Hom(I', Z), dann gilt

I =~ HY(T;7Z)
und fiir einen kommutativen Ring R gilt
" ® R=HY(T;R).

Weiter identifizieren wir 20* mit H* (7, R) und I'* mit den ganzzahligen Linearformen
auf 0.

Seien T;,T7 als Lie-Gruppen isomorph zu StundseiT = x2 ;T; und T’ = X?IZIT]’
Es gilt H*(T;;Z) = A(x;) und H*(T};Z) = A(z}). Die Algebra H*(T';Z) ist nach der
Kiinneth-Formel isomorph zu

QP H(THZ) =2 Q%1 A (25) 2 A1,y 10).

Fiir einen Homomorphismus ¢ : T'— T’ gibt es «; ; € Z, sodass ¢ gegeben ist durch

n n

CRAEI | R | (o

i=1 i=1

Der Homomorphismus 9 indiziert einen Homomorphismus ¢* : H*(T"; Z) — H*(T'; Z),
der wie folgt gegeben ist:

n
D)) =
=1

Die universelle Uberlagerung von 7 und 7’ kénnen wir mit R” und R identifizieren.
Die durch v induzierte Abbildung R™ — R™ ist durch die Matrix (o ;) gegeben.



19 1.2. Die Kohomologie von Lie-Gruppen

Die Weyl-Gruppe

Sei Ng(T¢) der Normalisator von T in G und Zg(T¢) der Zentralisator von T in
G. Mit Wg bezeichnen wir die Weyl-Gruppe von G, die wir algebraisch als Quotient

We :=Na(Tg)/Za(Te)
betrachten. Geometrisch sehen wir W¢ als die Gruppe der Automorphismen

{o: T —>T|p(t)=gtg" fiirge G}.

Gewichte

Sei p: G x V — V eine Darstellung und )\ : Tg — S! ein Homomorphismus. Wir
sagen, dass A\ ein Gewicht von p ist, wenn

Vwi={v eV |pt) -v=A{t) v fiir alle t € T}

nicht leer ist. Sei P(p) die Menge der Gewichte von p. Nach [Bou05, IX.4.3] gilt

V:Q}VA

AEP(p)

und W operiert auf P(p) durch w(A\) = Aow™". Ist Vg die universelle Uberlagerung
von T, so werden wir A hdufig als Element in U{, betrachten, sodass

m(;%R

lexp \Lexp

Tg —— 61

kommutiert. So betrachtet ist ein Gewicht eine ganzzahlige Linearform auf Ug.

Sei p : G — U(n) eine Darstellung und sei T; der 1-dimensionale Torus der aus den
Diagonalmatrizen besteht, die {iberall auf der Diagonalen den Wert 1 besitzen und
nur an der j-ten Position einen Wert ¢; € C, mit [t;| = 1. Dann ist Ty ) = x4 7]
ein maximaler Torus von U(n) und wie in Abschnitt 1.1 besitzt H*(Ty(,);Z) eine
kanonische Basis (7). Sei T ein maximaler Torus von G' und sei p so gewihlt,
dass p(Tg) C Ty gilt. Sei (z;) eine Basis von H"(T¢Z), dann induziert p eine
Abbildung p* : H*(Ty(n); Z) — H*(TgZ). Wir bezeichnen w’; := p*(z’;) als Gewicht
von p beziiglich der Basis (z;).

Der Zusammenhang zwischen beiden Definitionen gibt sich wie folgt: Sei p eine
Darstellung von G, T ein maximaler Torus von G und w} ein Gewicht von p bzgl.
einer Basis (z;) von H*(Tg; Z). Ist t € Tg und ' € exp™'(t) C Vg, dann ist p(t) gleich
einer Diagonalmatrix mit Eigenwerten 25t und wj:Tg — S t— 25 (1) st
wohldefiniert und ein Gewicht der Darstellung p im Sinne der ersten Beschreibung.

1.2 Die Kohomologie von Lie-Gruppen

Seien H C G Lie-Gruppen. Die Kenntnis von H*(G;F), sowie von H*(BG;F) und
H*(BH;F) kénnen wir in folgenden Kapiteln oft nutzen um H*(G/H;F) teilweise
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oder gar vollstédndig zu bestimmen. Fiir die klassischen Lie-Gruppen fiihrt der nichste
Abschnitt bekannte Ergebnisse iiber die Kohomologie von Lie-Gruppen in kompakter
Form auf; die Verweise auf die Herkunft sind angefilhrt. Wir werden in diesem Ab-
schnitt fiir die klassischen Lie-Gruppen ausgewéhlte maximale Tori angeben, die wir
als Standardtori bezeichnen. Fiir diese Tori T lasst sich eine Basis von H*(T'; Z) wéh-
len, sodass die Gewicht einer Darstellung bzgl. dieser Basis besonders leicht anzugeben
sind.

Ist
F—F—B

ein Faserbiindel, so identifizieren wir die Transgression 7 wie iiblich mit der Abbildung

dgs1: ngl — Egill’o in der Serre-Spektralsequenz. Fiir v € HY(F) und v € H**(B)

schreiben wir 7(u) = v, wenn u € ngl C HY(F) und 7(u) = [v] € Eg_ﬂ’o gilt. Wir
nennen u € HY(F) transgressiv, wenn es ein v € H""(B) gibt, mit 7(u) = v. Sei EG
der universelle Raum einer kompakten Lie-Gruppe G und BG der klassifizierende
Raum. Wir nennen die Faserung

G — EG — BG

die universelle Faserung. Ist u € HY(G), dann sagen wir, dass u universell transgessiv
ist, wenn es transgeressiv in der universellen Faserung ist. Ist u universell transgessiv,
so ist u transgressiv in jeder Faserung mit Faser G [Bor67, 18]. Wir schreiben die
Transgression in der universelle Faserung als 7¢.

1.2.1 Allgemeines

Sei G eine Lie-Gruppe und sei m : G x G — G die Multiplikation auf G. Dann indu-
ziert m mittels des Kiinneth-Theorems eine Abbildung m* : H*(G;F) — H*(G;F) ®
H*(G; ). Diese Abbildung ist im Sinne von [MM65] ein Koprodukt auf H*(G; F). Zu-
sammen mit dem U-Produkt wird H*(G; F) nach [Bor67, 1.6] so zu einer Hopf-Algebra,
mit einem einfachen System von Erzeugern.

Lie-Untergruppen

Sei t : H — G eine Inklusion. Die Abbildung ¢ induziert eine Abbildung B :
BH — BG und B induziert wiederum einen Homomorphismus B* : H*(BG;F) —
H*(BH;F). Die F-Algebra H*(BH;F) wird durch den Homomorphismus

H*(BH;F) x H(BG;F) — H*(BH;F)
(z,y) =z UB(y)

zu einem H*(BG;F)-Rechtsmodul. Sei y € H*(BG;F) und sei 1y das Einselement
von H*(BH;F), dann schreiben wir fiir 1 - y meist nur y. Ist B:* injektiv, so sehen
wir H*(BG;F) als Unteralgebra von H*(BH;F), indem wir wie zuvor die Elemente
y € H*(BG;F) als Elemente 1 -y € H*(BH;F) betrachten.

Der Torus T

Sei T ein n-dimensionaler Torus. Es gilt wie zuvor H*(T; Z) = A(z1, . .., x,). Weiter
gilt nach [Borb5|, dass H*(BT;Z) = Z[ty,. .., t,), mit Dt; = 2. Wir koénnen die ¢; so
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withlen, dass der Isomorphismus 77 : HY(T;Z) — H?*(BT;Z) die Elemente z; auf t;
schickt. Ein Homomorphismus ¢ : T — T induziert den Homomorphismus

v "N (T';72) — U (T Z).
Via der Abbildungen 77 und 77+ induziert ¢ so auch eine Abbildung
By* : H*(BT';Z) — H*(BT; 7).

Der p-Torus (@

Wie zuvor bezeichnen wir die Lie-Gruppe @ := Zj als p-Torus und n als den Rang
von Q. Es gilt

H*(BQ; ]Fp) > @i, (BZP; IFP) = ®?=1Fp[%} = Fp[‘ha o Gn)-

Dabei ist Dt; = 1. Ein Homomorphismus von p-Tori ¢ : Q — Q' induziert einen
Homomorphismes
By* : H*(BQ';F,) — H*(BQ;F,).

1.2.2 Spezielle Lie-Gruppen
Die unitire Gruppe U(n) und die spezielle unitire Gruppe SU(n)

Standardtorus: Die Matrizen diag(tq,...,t,) fir ¢; € ST bilden einen maximalen
Torus Ty in U(n), den wir als Standardtorus von U(n) bezeichnen. Der Standard-
torus Tsy(ny in SU(n) sei {diag(t1,...,t,)} fiir t; € Stund ¢y -+ t, = 1.

p-Standardtorus: Seien &, die Menge der p-ten Einheitswurzeln in C. Fiir o;; € &,
bilden die Matrizen diag(a;,...,a,) den maximalen p-Standardtorus in U(n). Die
Elemente des p-Standardtorus in SU(n) ist die Menge der Elemente diag(aq, ..., ap)
eines p-Standardtorus von U(n), fiir die gilt [[, o; = 1.

Kohomologie: Die Lie-Gruppe U(n) hat keine p Torsion, d.h H*(U(n); Z) ist tor-
sionsfrei [Bor55, 10]. Es gilt H*(U(n),Z) = Az(x1,...,2,) mit Dz; = 2i — 1. Seien
¢; die i-ten Chern-Klassen des zur universellen Faserung assoziierten komplexen Vek-
torbiindels {iber BU(n). Es gilt ¢; = Ty(n)(z;) und es gilt weiter H*(BU(n),F) =
Flei,. .., cn], wobei De; = Dx; + 1 = 2i gilt [BH58, 9.1].

Ist T der Standardtorus von U(n) und ¢ : T — U(n) die kanonische Einbet-
tung, dann ist Bu*(¢;) = oy(t1, ..., t,) € H(BT;F), die i-te elementarsymmetrische
Funktion [Bor55, 10].

Auch die Lie-Gruppe SU(n) besitzt keine p-Torsion und es gilt H*(SU(n),Z) =
Az (2, ..., xl) mit Dz; = 2i—1. Mit [Bor67, 18.1] wissen wir also, dass die Erzeuger x;
universell transgressiv sind. Sei ¢ : SU(n) — U(n) die Inklusion, dann gilt *(z;) = |
fiir 2 < i <nund ¢*(x1) = 0. Zusammen mit dem kommutativen Diagramm

SU(n) —— ESU(n) —— BSU(n)

N

U(n) — EU(n) — BU(n)
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und der Serre-Spektralsequenz sehen wir also, dass wir H*(BSU (n); Z) als
H*(BU(n); Z)/ Kern(Bt*) = Zca, . . . , ¢

betrachten kénnen, wobei Kern(B.*) das von ¢; erzeugte Ideal ist. Anstatt eine Basis
von H* (BTsu(n); Z) zu wihlen, wird es uns viel rechnerische Komplikationen ersparen,
wenn wir H*(BT sy (n); Z) als H*(BTy () Z)/(t1 + ... + t,) betrachten.

Die orthogonale Gruppe O(n) und die spezielle orthogonale Gruppe SO(n)

Die Gruppe O(n) bzw. SO(n) besitzt 2-Torsion fiir n > 3 [Bor55, 10]. Es lasst sich
erahnen, dass die Kohomologie mit Koeflizienten in Z von O(n) und BO(n) bzw. von
SO(n) und BSO(n) recht kompliziert ist. Wie beschrinken uns deshalb darauf die
Kohomologie mit Koeffizienten in einem Korper anzugeben; wir betrachten den Fall
F =Fy und F =F,, p # 2 getrennt.

Standardtorus: In unserer Wahl des Standardtorus Tso(,) und Tp(,) von SO(n)

und O(n) halten wir uns an die iiblichen Konventionen: Sei u : S! 5 SO(2) der
kanonische Isomorphismus. Ist n = 2k, so sei

p(exp®™h)
p(exp®™ii)
der Standardtorus. Und fiir n = 2k + 1 sei
p(exp®™h)
p(exp?mte)

der Standardtorus.

Kohomologie H*(SO(2k + 1),F,) fiir p # 2: Es gilt
H*(SO(2k 4 1);Fp) = Ap, (21, ..., 78),

wobei Dz; = 4i—1 gilt. Seien p; die i-ten Pontrjagin-Klassen des zur universellen Fase-
rung assoziierten reellen Vektorbiindels iber BSO(2k + 1). Es gilt p; = Tso(2r+1)(2:)
und es gilt weiter H*(BSO(2k + 1),F,) = F, [p1,...,px], mit Dp; = Dx; +1 = 4i
[BH58, 9.3].

Ist T der Standardtorus von SO(2k + 1) und ¢ : T — SO(2k + 1) die kanoni-
sche Einbettung, dann gilt Bi*(p;) = 0;(t,...,t3), die i-te elementarsymmetrische
Funktion in den Quadraten [Bor55, 10].

Kohomologie H*(SO(2k),F,) fiir p # 2: In diesem Fall gilt

H*(SO(2I€),FP) = AF, (2171, ey L1, u),

wobei Dz; = 4¢ — 1 und Du = 2k — 1. Sei p; die i-te Pontrjagin-Klasse des zur
universellen Faserung assoziierten reellen Vektorbiindels iiber BSO(2k + 1) und e



23 1.2. Die Kohomologie von Lie-Gruppen

die Euler-Poincaré Klasse. Es gilt p; = Tso(2r)(2:) und e = Tso(2r)(u). Es gilt weiter
H*(BSO(2k),Fp,) =F, [p1,...,pk—1,€], wobei Dp; = Dx;+1 = 4i und De = Du+1 =
2k gilt [BH5S, 9.3, 5.5].

Ist T der Standardtorus von SO(2k) und ¢ : T — SO(2k + 1) die kanonische Ein-
bettung, dann gilt Bu*(p;) = 0i(t%,...,t2), die i-te elementarsymmetrische Funktion
in den Quadraten und Bu*(e) =t - ... -ty [Borb5, 10].

2-Standardtorus: Fiir den 2-Standardtorus von O(n) miissen wir keine Fallun-
terscheidung vornehmen und setzen ihn diag(eq,...,e,) fir g; € {—1,1}. Fiir den
2-Standardtorus von SO(n) soll gelten [[e; = 1.

Kohomologie H*(SO(n),F3): Die Kohomologie von SO(n) ist eine Hopf-Algebra
der Form Ap, (1, ..., %n—1) mit Dz; = ¢ [Bor55, 10]. Die genaue Ringstruktur driickt
sich etwas uniibersichtlich wie folgt aus:

H'(SO(n);Fo) = Q) Fo[6:]/(B)"),

i ungerade

wobei DB; = i und p; die kleinste Potenz von 2 ist, sodass p; - i > n [Hat02,
3.D]. Sei w; die i-te Stiefel-Whitney-Klasse des zur universellen Faserung assoziier-
ten reellen Vektorbiindels iiber BSO(2k + 1). Es gilt w; = Tso(n)(7i). Es gilt weiter
H*(BSO(n),Fs) = Fa [wa, ..., w,], wobei Dw; = 1 gilt [BH58, 9.2].

Ist Qo(n),2 der 2-Standardtorus von O(n) und ¢ : Qon),2 — O(n) die kanonische
Einbettung, dann gilt Bu*(w;) = 04(q1, - - -, Gn), die i-te elementarsymmetrische Funk-
tion [Bor55, 10], wobei ¢; € H*(BQo(n),2, F2). Wie auch schon bei der Betrachtung
von SU(n), identifizieren wir H*(BSO(n); F2) mit H*(BSO(n);F2)/w;i. Und ebenso
identifizieren H*(BQgo(n),2; F2) mit H*(BQo(n),2;F)/(q1 + - .. + qn).

Die symplektische Gruppe Sp(n)

Standardtorus: Die Matrizen diag(t1,...,t,), fir t; komplex und |¢;| = 1, bilden
einen maximalen Torus in Sp(n), den wir als Standardtorus von Sp(n) bezeichnen.

2-Standardtorus: Die Matrizen diag(ey,...,e,), mit &; € {—1,1}, bilden einen
maximalen 2-Torus in Sp(n), den wir als 2-Standardtorus von Sp(n) bezeichnen.

Kohomologie: Die Lie-Gruppe Sp(n) hat keine p Torsion, d.h. H*(Sp(n);Z) ist
torsionsfrei. Es gilt H*(Sp(n),Z) = Az(x1,...,T,) mit Dx; = 4i — 1. Sei p; die i-te
Pontrjagin-Klasse des des zur universellen Faserung assoziierten reellen Vektorbiin-
dels {iber iiber BSp(n). Es gilt p; = 7Tgpn)(2;) und es gilt weiter H*(BSp(n),F) =
F[p1,...,pn], wobei Dp; = Dx; + 1 = 4¢ |BH58, 9.6].

Ist T der maximale Standardtorus von Sp(n) und ¢ : T — Sp(n) die kanoni-

sche Einbettung, dann gilt Bi*(p;) = 0:(t3,...,t2), die i-te elementarsymmetrische
Funktion in den Quadraten.[Bor55, 10].
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Andere Lie-Gruppen

Wir werden im Laufe dieser Arbeit noch weitere Lie-Gruppen untersuchen, nament-
lich: Die Spin-Gruppen Spin(n) und die projektiven, symplektischen Gruppen PSp(n).
Im zweiten Fall beschrinken wir uns auf ungerade n. In beiden Féllen ist die Kohomo-
logie des klassifizierenden Raumes jedoch schwieriger zu beschreiben und wir widmen
den beiden Gruppen deshalb eigene Kapitel.

1.3 Mehr iiber Gewichte

Wie werden in diesem Abschnitt die Notation von Gewichten noch ein weiteres mal an
unsere Bediirfnisse anpassen. Wir werden so eine einheitliche Notation fiir p-Gewichte
einfithren kénnen, einem Analogon von normalen Gewichten auf p-Tori, anstelle von
Tori.

Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und p : G — U(n) eine Darstellung. Sei T ein
maximaler Torus von G, sodass p : Tg C Ty () gilt. Sei (l;) die Standardbasis von
H*(Ty(n); Z) und (z;) eine Basis von H(T;Z) und seien (w’) die Gewichte von p
bzgl. (z;). Die (2;) induzieren via der Transgression eine Basis (¢;) von H* (BTy (n); Z),
genauso wie die (x;) eine Basis (s;) von H*(BTg;Z) induzieren. Die Darstellung p
induziert einen Homomorphismus p|r : Tg — Ty (y), die Einschrinkung auf die Tori.
Wir werden in Zukunft die Elemente w; := Bp|r(t;) € H"(BIg;Z) als Gewichte
bezeichnen. Es gilt 77, (w}) = wj. Da wir héufig die Kohomologie mit Koeflizienten
in F betrachten werden, werden wir auch die Projektion von w; auf H*(BTg;F) als
Gewichte bezeichnen und ebenfalls mit w; benennen.

Das Diagramm

G —L>U(n)
LG T TLU(n)
ol
Ta *7; TU(n)
kommutiert und induziert das kommutative Diagramm

Bp*

H*(BG;F) H*(BU (n); F)

B,,gl iLan)*
Bp|r

H* (BTg; [F) < H* (BTU(n); IE“)

Die Gewicht einer Darstellung werden fiir uns, wie in der Darstellungtheorie, eine
wichtige Rolle spielen. Denn die Abbildung Ba’g,(n) ist uns bekannt. Kennen wir nun
die Gewichte von p bzgl. einer Basis (s;) von H*(BT¢Z) und haben wir den Homomor-
phismus Bf, verstanden, so kdnnen wir Bp* hiufig bestimmen. Es wird Situationen
geben, in denen wir trotz all dieses Wissen nicht auf Bp* schliefen kénnen, z.B. wenn
B, nicht injektiv ist. Dies tritt zum Beispiel im Fall G = Spin(n),n > 10 auf.

Sei Qu(n),p der p-Standardtorus von U(n) und sei ¢; € H*(BQu(n)p;Fp) der
Erzeuger der zu diag(1,...,1,a;,1,...,1), a; an der i-ten Position, assoziiert ist. Sei
H*(BG;F,) eine Polynomalgebra, dann sind nach [Qui71b] alle maximalen p-Tori in
G konjugiert zueinander. Sei Qg ein maximaler p-Torus, sodass p(Qa.p) C Qu(n),p
gilt. Die Darstellung p induziert einen Homomorphismus p|q : Qg — Qu(n),, und
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dieser den Homomorphismus Bp|;, : H (BQu(n); Fp) — H'(BQg;Fp). Sei (r;) eine
Basis von H*(BQg;Fp), dann bezeichnen wir w; := Bp|g(¢;) € H*(BQq;Fp) als
p-Gewicht von p bzgl. der Basis (r;).

Das Diagramm

G—L>U(n)

LGT TLU(n)
plT

QG,p e QU(n),p

kommutiert und induziert das kommutative Diagramm
H*(BG;F) <2 H*(BU(n);F)

BLZ'\L lB‘/E(n)
Bolg

H*(BQG,p; IF) <~ H*(BQU(n),p; F)

Wie auch schon bei dem normalen Torus, kénnen wir in manchem Féllen durch
die Kenntnis der p-Gewichte und der Homomorphismen B:f, und BL;}(") den Ho-
momorphismus Bp* bestimmen. Insbesondere in den Fillen, in denen ein maximaler
p-Torus nicht in einen maximalen Torus einzubetten ist, wird B.* : H*(BG;F,) —
H*(BTg;F,) nicht injektiv sein. Aber in manchen dieser Falle ist B.* : H*(BG;F,) —
H*(BQg,p; Fp) injektiv. Zwei Beispiel fiir diese Situation sind G = SO(n),p = 2 oder
G = Spin(n),n =7,8,9,p = 2. Deshalb wird auch die Studie von p-Gewichten immer
wieder eine Rolle spielen. Die p-Gewichte sind leider nicht immer aus den Gewichten
herzuleiten und auch nicht aus der Darstellungstheorie abzulesen. Ein Beispiel werden
wir in Abschnitt 1.4.2 sehen.

1.4 Spezielle Darstellungen

Ist p : G — U(2n) eine komplexe Darstellung mit symplektischer Struktur, dann
faktorisiert p {iber Sp(n); das folgende Diagramm kommutiert:

¢ —5U(@2n)

N

Sp(n)

Dabei ist ¢ : Sp(n) — U(2n) die Inklusion. Wir werden im Folgenden sehen, dass der
Homomorphismus H*(BU (2n);F,) — H*(BSp(n);F,) surjektiv ist. Kennen wir also
Bp*, dann kénnen wir auch leicht Bp'* bestimmen.

Ist p : G — U(n) eine komplexe Darstellung mit reeller Struktur, dann faktorisiert
p iber SO(n); das folgende Diagramm kommutiert:

G*F>U(n)

RN

SO(n)
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Ist p # 2 und ist n ungerade, dann werden wir sehen, dass der Homomorphismus
H*(BU(n);F,) — H*(BSO(n);F,) surjektiv ist. Und wir kénnen mit Bp* leicht Bp'*
bestimmen. In allen anderen Fillen konnen wir durch einfache Zusatziiberlegungen
auch den Homomorphismus Bp'™ von Bp* ableiten.

Die Lie-Gruppe SU(2) und ihr Quotient SO(3) = SU(2)/{1,—1}, bilden die
kleinsten nicht abelschen Lie-Gruppen. Sie spielen in der Darstellungstheorie von
Lie-Gruppen aus diesem Grund eine wichtige Rolle. Weshalb wir den irreduziblen
Darstellungen SU(2) — SU(n) und den irreduziblen treuen Darstellungen SO(3) —
SU(2n + 1) mit reeller Struktur einen Abschnitt widmen, indem wir die induzierten
Homomorphismen H*(BSU(n);F) — H*(BSU(2);F) und H*(BSU(2n + 1);F2) —
H*(BSO(3);F2) bestimmen wollen. Im zweiten Fall betrachten wie nur Koeffizienten
in Fo, da fiir p # 2 die Isomorphie H*(BSU(2);F,) = H*(BSO(3);F,) gilt [Bor55,
10).

1.4.1 Standarddarstellungen

Wir bezeichnen mit oy(z1, .. .,x,) die {-te elementarsymmetrische Funktion in n Ver-
dnderlichen und einigen uns auf die Konvention oy(z1,...,2,) =0fir £ <OQund £ > n
und og(z1,...,z,) = 1. Wir werden im Laufe dieses Abschnittes einige kombinatori-
sche Lemma beweisen, die durch die Fragstellung dieses Abschnittes motiviert sind,
aber auch im weiteren immer wieder hilfreich sein werden.

Lemma 1.1.

J4

oe(T1, ..., xn) = Zai(xl, s T )O =i (Tht 1y oy )
i=0
Beweis. Es gilt
oo(T1, oy o1, Tn) = 0p(XT1, .oy Tp—1) F 00-1(T1, .y Tne1) * Ty (1.1)

Angenommen, wir haben die Aussage bereits fiir k¥ und n gezeigt, dann wollen wir sie
nun fiir £ — 1 und n zeigen.

oe(T1, .-, Tp)
¢
= > oz, Tk)00—i(Tpt1, .-, Th)
i=0
wy &
=" Y(oi(xr,. ., xp1) F o (wr, . Te1) s k)00 (Thgrs - Th)
1=0
¢
= Zai(xl,...,:L'k_l)crg_i(xk+1,..‘,xn)
i=0
¢
+ > oici(@r, . 1) 00— i (Thg1s -5 Tn) - T
i=0

|
Mf\

Ji((ﬁl, e ,l’kfl)dgfi(x]prh e ,[En)

.

+o
M~

oi(xy,. .. ,$k—1)0e7(i+1)(l‘k+17 ey Tp) T,
i=0
¢
= Yoz, xp )0 i(Thgt, - Tn) F 00— (1) YLy Yk—1) - Yk)
i=0
wy ¢
= ZJl(xl,...,xk_l)ag_,;(xk,...,:zrn)

N
Il
=)
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Standarddarstellung der symplektischen Gruppen.

Sei p : Sp(n) — U(2n) die kanonische Darstellung, sei T’s,,) der Standardtorus von
Sp(n) und Ty (2n) der von U(2n). Dann gilt p(Tsp(n)) C Ty (2n)- Und p eingeschrénkt
auf die Tori ist gegeben durch

(t1, .. tn) = (ttT Yt ).

Wollen wir nun Bp* : H*(BU(2n);Z) — H*(BSp(n);Z) bestimmen, so betrachten
wir wieder das kommutative Diagramm

Sp(n) —— U(2n)

"Sp('n)T LU (2n) T

Tspn) —= Tu(2n)-

Aus dem vorherigen Abschnitt kennen wir die Homomorphismen BLgp(n) und BL;‘](%).
Seien () die Erzeuger von H*(BTy;Z) und (z;) die von H* (BT g, (n); Z). Der Homo-
morphismus H*(BTy (2,3 Z) — H*(BTsp(n); Z) schickt die Elemente x5, auf z; und
die x%;  ; auf —z;. Wir interssieren uns also dafiir, wie o¢(21, —21,...,2p, —2,),0 =
{1,...,2n} sich durch symmetrische Polynome in H*(BTgp(,); Z) ausdriickt.

Lemma 1.2. Sei o; := 0i(x1,...,2,). Es gilt

0 fiir £ ungerade

Oo(T1ye ey Ty —T1yeeey—Tn) = . il i
(71 n 1 ) —n) (_1)10]2_ +2 3 (=1)'o09j—; fiir { =2j.
i=0
Beweis. Es gilt
—o; fiir £ ungerade

oo(—1, ..., —Tp) = {

o; fir ¢ gerade.

Aus dem vorherigen Lemma folgern wir:

Uf(xla sy Lpy =L, - -7_xn)
¢
= Z(Ti(flL'l,...,7£En)02_i(££1,...,l'n)
=0
4 .
= Z(—l)lai(xl, censp)oe—i(z1, . xy)

N
I
=)

Fiir ¢ ungerade heben sich all unsere Summanden weg. Fiir £ = 25 gilt

2j

Jj—1
Z(*l)ldidgj_i = 22(71)%&‘0’2]'_1' + (71)]0']2

=0 1=0



Kapitel 1. Die Topologie kompakter Lie-Gruppen 28

Der Homomorphismus B}, schickt p, € H*(BSp(n);Z) auf oy(ai,...,z;) €
H*(BTsyp; Z). Wir wollen nun berechnen, wie sich dies als Polynom von elementar-

symmertischen Funktionen in H*(BTs,; Z) ausdriickt.

Lemma 1.3. Seio; := 0;(x1,...,2,). Es gilt
K .
oo(x?, . . 22) =08 4+ 2 Z(—l)l(f@_ia@_ﬂ‘.
i=1

Definiere o;(n) := o;(21,...,2y). Sei die Formel fiir festes n und alle ¢ bereits bewie-
sen, dann zeigen wir die Giiltigkeit fiir n + 1. Wir zeigen genauer

¢
oo(27,. .. 22 ) = ou(n+1)* + QZ(—l)iJg,i(n + Doppi(n+1).
i=1

Die linke Seite konnen wir zu

oo(23,...,x0) + a5 001, ..., 22)

umformen, was nach Induktionsvoraussetzung gleich zu

[ .
ae(n)? +2 3 (=1)'o—i(n)oeti(n)
i=1
L .
+ @p0e-1(n)? + 227 30 (=) ormi1(n)oeri-1(n)
i=1
ist. Die rechte Seite ist die Summe aus

oen+1)?% = (04(n) 4+ znp100_1(n —1))?

= o¢(n)* + 2zny100-1(n)oe(n) + 274 100-1(n)?

und

(=Dfoe—i(n+ Doegi(n + 1)

>R

©
I
—

(=D'oe-i(n)orsi(n)
¢

+ 2zp4 ;(—1)i(02—i(n)0£+i—1(n) + 00-i—1(n)oe+i(n))

e .
+ 2x121+1 _;(_1)”7#2‘—1 (n)oryi—1(n).

|
M~

\,
Il
-

Vergleichen wir nun die beiden Umformungen, so bleibt uns nur noch zu zeigen, dass

4

0= op-1(n)oe(n) + Z(—l)i(az—i(n)aew—l(”) +0o0—i—1(n)oeyi(n))

gilt. Nun folgt ox_;—1(n)ogri(n) = 0 fir i = £ und der gesamte Term entpuppt sich
als Teleskopsumme. O
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Verbinden wir das vorherige Lemma mit Lemma 1.2 so erhalten wir:

Korollar 1.4. og(x1, —21,...,Tn, —2,) = (—=1)fo(22,..., 22).

rYn

Und wir kénnen dem Korollar entnehmen, dass der Homomorphismus Bp7, o Bt* :
H*(BSp(n); Z) — H*(BU(2n); Z) die Elemente ¢y auf (—1)°Bi5,(pe) und die Ele-
mente copy1 auf Null schickt. Und so muss gelten:

0 fiir ¢ ungerade
(—1)fp, fiir i = 2¢.

Bp*(c;) = {

Ist p : G — U(2n) eine komplexe Darstellung mit symplektischer Struktur und p’ :
G — Sp(n) die induzierte symplektische Darstellung, dann gilt also:

Bp"" (pe) = (—1)"Bp*(car)

Die Standarddarstellung der orthogonalen Gruppen.

Sei p : O(n) — U(n) die kanonische Darstellung, sei Tso(,) der Standardtorus von
SO(n) und Ty (n) der von U(n). Dann gilt p(Tsom)) C Tyn)- Und p eingeschrénkt
auf die Tori ist fiir n = 2k + 1 gegeben durch

(1, ote) = (bt Yt 1 1)
und fir n = 2k durch
(tr,-o b)) = (bt b ).
Wie befinden uns also in einer Situation, die analog zu der ist, die wir auch schon im

Unterabschnitt zu den symplektischen Gruppen behandelt haben.

Sei p # 2. Wieder mit Korollar 1.4 leiten wir den Homomorphismus Bp* : H*(BU (2n+
1);F,) — H*(BO(2n + 1);F,), induziert durch p: SO(2n + 1) — U(2n + 1), her. Es
gilt:

0 fiir 7 ungerade

Bp*(c;) =
piei) {(—1)%2 fiir i = 2.

Ist p: G — U(2n + 1) eine komplexe Darstellung mit reeller Struktur und p’ : G —
O(2n + 1) die induzierte reelle Darstellung, dann gilt also:

Bp"" (pe) = (—1)" Bp*(car)

Sei weiter p # 2. Wir berechnen, dass der Homomorphismus Bp* : H*(BU (2n);F,) —
H*(BO(2n);F,) gegeben ist durch:

0 fiir 4 ungerade
Bp*(ci) = (=1)fp, fiiri =20, 0 #n
e? fiir ¢ = 2n.

Ist p : G — U(2n) eine komplexe Darstellung mit reeller Struktur und p’ : G — O(2n)
die induzierte reelle Darstellung, dann gilt also:

Bp"" (pe) = (=1)"Bp* (car)



Kapitel 1. Die Topologie kompakter Lie-Gruppen 30

und
By (¢2) = (—1)Bp*(can)-

Es gilt Bp'"(e?) = Bp'"(e)?. Da fiir zwei Elemente a,b in einem Polynomring iiber
F, aus der Tatsache a? = b? folgt a = +b, muss es ein bis auf Vorzeichen eindeutiges
Element \/Bp*(c2,) € H (BG;F,), sodass (v/Bp*(c2n))> = Bp*(c2n) gilt. Und es

folgt:
Bp'"(e) = v/ Bp*(c2n).

Sei p = 2, sei Qo(n),2 der 2-Standardtorus von O(n) und Qu ()2 der von U(n).
Das Diagramm

O(n) —2—=U(n)

LO(MT tu(n)

\
Qotn).2 2= Quiny 2

kommutiert. Dabei ist p|g die Identitét. Wir kennen BLZ(H) und BL*U(H) und kénnen
so Bp* : H*(BU(n);F3) — H*(BO(n);Fs), berechnen:

Bp*(c;) = w}

3

Ist p: G — U(n) eine komplexe Darstellung mit reeller Struktur und p’ : G — SO(n)
die induzierte reelle Darstellung, dann gilt analog zum vorherigen Absatz:

Byl (wi) = v/Bo' (@2).
Hier ist y/Bp*(c;) eindeutig, da wir keine Wahl eine Vorzeichens iiber Fy haben.

Bemerkung 1.5. Mit den Rechnungen dieses Abschnittes kénnen ebenso die Ab-
bildungen H*(BSp(n);F) — H*(BU(n);F) und H*(BSO(2n);F) — H*(BSU(n);F)
bestimmt werden. o

1.4.2 Darstellungen von SU(2) und SO(3)

Die irreduziblen Darstellungen p,, : SU(2) — U(n) sind nach [BtD85, II.5] wie folgt

beschrieben: Sei
A= ( a1 ) € SU(2),
a1 Q22

sei R = C [z, y] der Polynomring in zwei Unbekannten und sei R,, der Vektorraum der
homogenen Polynome im Grad n — 1. Sei P(x,y) € R,,, dann operiert SU(2) auf R,
durch A - P(z,y) = P(a117 + a21y, a12® + azoy). Sei x € H* (Tsy(2); Z) ein Erzeuger,
dann sind die Gewichte von p bzgl. x gegeben durch

nx,(n —2)x,...,—(n —2)x,—nx € HZ(BTSU(2); 7),

wie wir auch noch einmal detailliert in [BtD85, VI.5] nachlesen kénnen. An dortiger
Stelle sind Gewichte natiirlich in der klassischen Beschreibung gegeben.

Da so die Abbidung H*(BTy(n); Z) — H*(BTsy(2); Z) kennen, kénnen wir jetzt
ohne weiteres alle Informationen die wir iiber Bp* wissen wollen herleiten. Nun wollen

wir aber auch die irreduziblen Darstellungen p : SO(3) — U(n) untersuchen. Da
fir p # 2 die Isomorphie H*(SU(2);F,) = H*(SO(3);F,) und H*(BSU(2);F,) =
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H*(BSO(3);F),) gilt, interessiert uns nur der Fall p = 2. Wir beginnen zuerst mit der
Geometrie:

Die irreduziblen Darstellungen von SO(3) sind gerade die irreduziblen Darstellun-
gen p, : SU(2) — U(n), die iiber SO(3) faktorisieren. Also alle p,, mit n ungerade.
Wir schauen uns nun zuerstes die Projektion p : SU(2) — SO(3) an und werden die
Urbilder des 2-Standardtorus von SO(3) suchen. Wir betrachten SU(2) = Sp(1) C H.
Sei H* der rein imaginére 3-dimensionale Unterraum von H, dann definieren wir
p' i H x H* — H* durch p(h,r) = hrh~! und erhalten hieraus die induzierte Ab-
bildung p’ : H — GL(3,R). Die Projektion p ergibt sich als Einschréinkung von p" auf
p, also p = p'|sy(2) : SU(2) — SO(3).

Wir rechnen nun nach:

p({1,-1}) = diag(1,1,1)

p({i,—i}) = diag(1,—1,-1)
p({jv_j}) = dlag(_lvla_l)
p({k‘,—k‘}) = diag(-1,-1,1)

Sei Aogt+1 € SU(2k + 1) die Matrix a,; gegeben durch

1 j=2k+1—i
1 i=j5j=2k+1
-1 i=j5j<k

0 sonst.

Weiter definieren wir diag(ay,as, ..., a,a},ah,...) € U(4k + 3) als die Diagonal-
matrix (a;;) mit
a1 fiir i ungerade und i < 2k 41
ag fiir i gerade und i <2k 41
ai; =<qa firi=2k+2
a) fiir ¢ ungerade und i > 2k + 3
af fiir ¢ gerade und i > 2k + 3.

Bis auf konjugation mit Ay 3 gilt:

par+3({—1,1}) = Eupis

p4k+3({_i?i}) = dlag( 1717 171a_17"')
p4k+3({ ]7]}) = dlag( 1717 ]- 7131a)
par+s({—k,k}) = diag(1,1,.. 1,—1,—1,...).

Folgend sei diag’ (a1, az, . .., a,a},ab,...) € U(4k+1) die Diagonalmatrix (a;;) mit

ap fiir i ungerade und i < 2kn

as fir i gerade und ¢ < 2kn
ai; =qa firi=2k+1

ay fiir ¢ gerade und i > 2k + 2
ab fiir ¢ ungerade und i > 2k + 2.
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Bis auf Konjugation mit A1 gilt:

parr1({~=1,1}) = Eursr

pars1({—i,i}) = diag'(1,-1,...,1,-1,1,...)
p4k‘+1({_jvj}) = dia‘g/(_1717"'717_1a13'")
p4k’+1({7k)k}) = dia‘g/(ilvilv"wlvlal)' )

Sei @ der 2-Standardtorus von SO(3) und Q%**! der von U(2k + 1). Sei
H*(BQ:F2) = Fal21, 22, 23] /(21 + 22 + 23)

und
H*(BQ%H; Fz) =T, [y1, cee ,y2k+1].

Wir lesen nun ab:

Lemma 1.6. Die 2-Gewichte der Darstellung payr3 bzgl. der Basis x1,x2 sind k-mal
0 und jeweils k + 1-mal 1,22 und x1 + x2 € H (BQ;Fs).

Und genauso gilt:

Lemma 1.7. Die 2-Gewichte der Darstellung pay1 bzgl. der Basis x1,x9 sind k+1-
mal 0 und jeweils k-mal x1,x2 und 1 + o € H*(BQ; Fy).

Durch das kommutative Diagramm

H*(BSO(3);Fy) <—— H*(BU(2k + 1);F3)

| |

H*(BQ; F2) H*(BQ?*; ),

konnen wir Bpj, , nun so genau berechnen, wir wir es bendtigen.

1.5 Noch mehr iiber die Gewichte

Wir werden in diesem Abschnitt einige Aussagen zeigen, die es uns ermdglichen aus
besonderen Eigenschaften der Gewichte einer Darstellung p etwas iiber den Homomor-
phismus Bp* sagen zu konnen. Alle diese Aussagen lassen sich auch auf p-Gewichte
ibertragen, wir werden diesen Fall im Folgenden aber nicht mehr explizit ansprechen.

Sei (z}) eine Basis von H*(BTg;F) und seien wy,wy € H*(BTg;F) Gewichte
der Darstellung p bzgl. der Basis (). Gilt w; + we = 0, dann sagen wir, dass w;
und wy invers zueinander sind. Dies ist kein ungewdhnlicher Sachverhalt. Eine jede
selbst-konjugierte Darstellung besitzt nach [BtD85, 11.6,VI.4] zwei Gewichte, die in
H?(BTg;7) invers zueinander sind. Aber auch in andern Situationen, insbesondere
iber einem Korper endlicher Charakteristik, tritt dieser Fall auf. Wir wollen nun
schauen, wie sich der von ¢ : T¢ — U(n) induzierte Homomorphismus By* verhélt,
wenn ein oder mehrere Gewichte invers zueinander sind.

Lemma 1.8. Seiop:=0p(T1, -, Tn, Y1, —Y1, - - -, Yks —Yk ), dann gilt fir 20+ 1 >n

o211 =0 in Flay,...,Tn¥1s--, Y] /O1, oy On.
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Beweis. Wir wollen die Aussage nun fiir £ beweisen und nehmen an, dass fiir ¢/ < ¢
bereits gezeigt ist

o1 = 0o 41(T1, .. xy) In Flay, oo, xn,yn, . uk) /(015 000).  (1.2)

Aus (1.2) folgt insbesondere:

0’24/4,1(1'1,‘..,1'”) =0 in F[wl,..‘,xn,yl,..‘,yk]/(al,...,U%/H). (13)
InFlxy,...,Tn 15, Y] /(01,. .., 02) gilt damit:

025-&-1(:617 sy s Y =YL - - -5 Yk 7yk)
= _ oi(x1, - ) o201 (Y1, —Y1, - Yk, —Yk)

‘
1.2
= Z 02i+1(x17~~al'n)JQ(é—i)(yla_ylv“'7yk7_yk)

= 0'2(4'_1(.’1;17...,3:")

Fiir 204+ 1 > n gilt o9¢41(21, ..., 2,) = 0 und damit o9p41 = 0. O

Wir kénnen das vorherige Lemma anwenden um folgende Aussage zu beweisen:

Korollar 1.9. Sei G eine Lie-Gruppe und sei p : G — U(n + 2k) eine treue Darstel-
lung. Seien wy, ..., Wy, Wni1, W) 1, Woyk, W), € H (BTg;Z) die Gewichte der
Darstellung p beziiglich einer Basis von H*(BTg;Fy). Und sei wyy; invers zu wy, ;,
dann gilt fir 2041 > n:

cu+1 =0¢€ H*(BTg;Fp)/(Cl, - 7Cn)

Korollar 1.10. Gegeben die Situation des vorherigen Lemmas. Zudem sei der Ho-
momorphismus H*(BG;F,) — H*(BTg;F,) injektiv, dann gilt:

Copr1 = 0e H*(BG;FP)/(Cl, .. .,Cn)

Das kommende Lemma ist durch folgendes Situation motiviert: Seien p’ : G —
U(n) und ¢ : St — U(1), ¥(s) = s™,m € Z Darstellungen. Sei (z;) eine Basis
von H*(BT¢;Z) und z ein Erzeuger von H*(BS';Z). Seien (w;) € H*(BTg;Z) die
Gewichte von p’ bzgl. (z;) und sei w das Gewicht von 1 bzgl. z. Die Gewichte der
Darstellung p := p' ® ¢ : G x St — U(n) bzgl. der Basis x1,...,2,,z sind gleich
(w; +w) € H'(BTg x BSYZ). Sei plr : Tg x ' — Ty, die Einschrinkung auf
die Tori und seien (t;) die Erzeiger von H*(BTy (y,; Z), dann gilt Bp|7.(t;) = w; + w.
Wie wollen nun ersteinmal analysieren, wie sich op(w; + w, ..., w, +w) als Polynom
in der Verénderlichen w {iber den symmetrischen Polynomen in den Verdnderlichen
(w;) ausdriickt. Dafiir beweisen wir erst ein technisches Lemma und fiithren es dann
auf die Situation zuriick, die wir betrachten wollen.

Lemma 1.11. Es gilt

¢
par n—~¢

n—1 )
U€(21+27'°'7zn+2)zz< )O—i(zla"'azn)zz_lv (14)

in Flz1,...,2n,2].
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Beweis. Die symmetrische Gruppe S,, operiert auf Flz,. .., z,] und hilt dabei die
elementarsymmetrischen Polynome oy(z1, ..., z,) fest, damit hilt die Operation von
Sy, auf den ersten n Verénderlichen von Flzy, ..., z,, 2] auch die Polynome (2 +
Zy...,2n + z) fest. So kénnen wir o¢(21 + 2,...,2, + 2z) als Polynom in einer Ver-
dnderlichen z und mit Koeffizienten in den symmetrischen Polynomnen betrachten.
Weiter ist klar, dass die Summanden von o4(z1 + 2, ..., 2, + z) Monome der Form
27 .. 2572t sind, mit ¢; € {0,1} und Y &; = i. Beides zusammen liisst uns folgern,
dass gelten muss

‘
ol(z1+2,...,2n+2) = Zniai(zl, A P
i=0
fiir n; € N geeignet. Dieses n; wollen wir nun bestimmen.
Wir ziihlen, dass o¢(z1,...,2,) genau (%) Summanden besitzt. Und
(2, +2) - (25, + 2)

hat (Y) Summanden der Form 25" ... 257 2¢~%. Damit hat oy(z1 + 2,..., 2, + 2) genau
9 (™) Summanden dieser Form. Weiter besitzt ;(z1, . .., z,) gerade (") Summanden.
0 g %

-9

Nun rechnen wir nach

und es folgt n; = (Z:Z), also

14 .
R i o (Z‘;>gi<zl,...7zn)ze—i.
=0

O

Korollar 1.12. Sei Dz; = Dz = 2. Sei wy,...,w,,w € Flay,...,zx, ], mit Dw; =
Dw = 2. Es gilt

¢ .
n—1 .
oe(wy +w,...,w, +w) = g ( )Ui(wl,...,wn)wZZ.

; n—/{

=0
Beweis. Sei f :F[z1,...,2n,2] = Flz1,...,2,, 2] der Homomorphismus der z; auf w;
schickt und z auf w. Wenden wir auf (1.4) den Homomorphismus f an, so beweist
dies unsere Aussage. O

Aus diesem Korollar kénnen wir nun eine geometrische Aussage herleiten und
behalten dafiir die vorherige Notation bei:

Lemma 1.13. Sei R entweder Z oder ein Korper Fy,. Ist v : Tq — G die Inklusion
und ist Bu* : H*(BG; R) — H*(BTg; R) injektiv, dann folgt:

V4 .
Bpleo) =y (Z B Z) By (e;)w' " € H'(B(G x §'); R)

=0
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1.6 Typen von Lie-Gruppen

Sei G eine Lie-Gruppe. Wir haben in den vergangenen Abschnitten schon gesehen,
dass H*(BG;F) manchmal eine Polynomalgebra ist. Es ist schwer eine Abschitzung
dariiber zu geben, wie haufig dieser Fall auftritt. Fiir viele kompakte Lie-Gruppen G
ist H*(BG;F) bisher génzlich unbekannt. Auf Grund der einfachen Struktur ist eine
Polynomalgebra fiir und von einem rechnerischen Vorteil. Wir wollen die Lie-Gruppen
die die Eigenschaft haben, dass H*(BG;F) eine Polynomalgebra ist deshalb besonders
hervorheben.

Definition 1.14. Wir bezeichnen mit LieP, die Kategorie, die als Objekte die kom-
pakte Lie-Gruppe G besitzt, fiir die H*(BG;F),) eine Polynomalgebra ist. Die Mor-
phismen sind die Homomorphismen von Lie-Gruppen. o

Jede kompakte Lie-Gruppe ist nach [Borbj, 9] in LieP,.

Die kompakten, zusammenhingenden, einfachen Lie-Gruppen G in LieP,, sind
durch [Kon75, 5.2] vollstindig gegeben. Es sind die Gruppen:

e SU(n), Sp(n), fir n > 2;

Spin(7), Spin(8), Spin(9);

G27 F47

SU(n)/Cy, fiir n > 3 und [ ungerade;

PSp(n) fiir n ungerade;
e SO(n) fiir n > 5.
Wir haben zuvor schon hiufiger gesehen, dass wenn H*(BG;F,) — H*(BIg;F))

injektiv ist, wir durch die Gewichte einer Darstellung p : G — U(n) und via des
kommutativen Diagramms

H*(BG;F) H*(BU (n);F)

| |

H*(BT¢; F) <— H*(BTym)G; F)

viel iiber Bp* sagen konnen. In allen dem Autor bekannten Féllen, ist die Injektivitat
des Homomorphismus H*(BG;F,) — H*(BT¢;F,) dquivalent zu einer noch besseren
Eigenschaft, die wir nun definieren wollen. Wir brauchen jedoch zuerst ein wenig
Notation aus der kommutativen Algebra:

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Seien yq,...,y, € R. Die Sequenz y1,...,yn
wird requldre Sequenz der Linge n genannt, wenn das Ideal (y1,...,yn) # R ist und
fiir alle k € {1,...,n} die Restklasse gy von yx in R/(y1,...,yx—1), kein Nullteiler
in R/(y1,...,yk—1) ist. Sei R noethersch, y1,...,y, eine regulidre Sequenz in R und
o € S, dann ist nach [Eis95, 17.2] auch die Sequenz y, (1), . .., Yo(n) reguldr.

Ist eine Lie-Gruppe G € LieP,, dann sind nach [Qui71b] alle maximalen p-Tori Q¢
konjugiert zueinander. Analog zum Abschnitt 1.2.1 ist H*(BQg; F,) ein H*(BG;F,)-
Modul. Wie zuvor betrachten wir einen 0-Torus als normalen Torus und Fy = R.
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Definition 1.15. Wir bezeichnen mit LieQ, die Kategorie, die als Objekte die kom-
pakte Lie-Gruppe G besitzt, die folgende Eigenschaft haben: G € LieP, und G be-
sitzt einen maximalen p-Torus, sodass H*(BG;F,) und H*(BQ;F,) die selbe Krull-
Dimension besitzen. Zudem soll gelten: Sind y1, ..., y, die Erzeuger von H*(BG;F,)
dann ist y1,...,y, eine reguldre Sequenz in H*(BQ;F,). Die Morphismen sind die

Homomorphismen von Lie-Gruppen. o
Die symmetrischen Polynome oy(z1,...,2,),¢ = 1,...,n bilden eine regulére Se-
quenz in F[zy, ..., x,]. Damit kénnen wir durch den Abschnitt 1.2.2 und das Lemma

1.17 sehen, dass die Elemente in der linken Spalte eine regulire Sequenz in der Poly-
nomalgebra der rechen Spalte bilden:

Elemente Algebra

Cly. .y Cn H*(BTy(n); Fp)

P1s.--yPn H*(BTSp(n); Fp)

D1y Pk H*(BTso@k+1);Fp) p#2
Py Ph—1,€ | H*(BTso@r); Fp)  p#2
Wi, ..., Wn H*(BQSO(TL)7F2)

Ist G € LieQ), dann ist G € LieP,. Fiir p = 0 gilt auch die Umkehrung, wie wir
gleich sehen werden.

Satz 1.16. Ist G € LieP, einfach, dann ist G € LieQ2

Wir bendtigen zuerst noch das Lemma [Eis95, 17.7]:

Lemma 1.17. Ist y1,...,y, eine requlire Sequenz in Flxy,...,x,], dann ist ebenso
it . yPr mit py, ..., pn € N eine regulire Sequenz in Flxy, ..., z,].
Beweis des Satzes. Sei o; = o;(t1,...,t,) € Flt1,...,t,], dann ist o1,...,0, eine

regulidre Sequenz in F[t1,...,t,] fir alle Korper F, nach [Mac79, 1.2]. Fiir die Lie-
Gruppen Sp(n), mit n > 2, SU(n)/C}, mit n > 3 und ! ungerade, sowie SO(n) mit
n > 5, konnen wir die Aussage aus dem Abschnitt 1.2.2 und dem vorherigen Lemma
herleiten. Fiir die Lie-Gruppen Spin(7), Spin(8), Spin(9) finden wir die Bestéitigung
in kommendem Korollar 11.1. Die Aussage fiir PSp(n) fir n ungerade sehen wir in
Lemma 9.3. Dass Fy und G2 in Lie@s liegen, finden wir in [Bor61, 6.2] bestétigt. O

Es ist anzunehmen, dass die Kategorie LieP, und LieQ, gleich sind. Ein Beweis
hierfiir steht jedoch aus. Zuletzt fiihren wir eine noch strengere Bedingung an eine
Lie-Gruppe ein. Die Bedingung scheint im ersten Moment nicht mit den vorherigen
vereinbar zu sein. Wir werden jedoch im Anschluss die Verbindung aufzeigen.

Definition 1.18. Mit LieR, bezeichnen wir die Kategorie der Lie-Gruppen G, so-
dass H*(G;F,) eine dufiere Algebra erzeugt von Elementen in ungeraden Graden ist.
o

Das auch diese Eigenschaft nicht ungewthnlich ist, zeigt das kommende Lemma.

Lemma 1.19. Ist G eine kompakte Lie-Gruppe und hat H*(G;Z) keine p-Torsion,
so ist G € LieR,,.

Der Beweis des Lemma folgt aus [Bor55, 9]. Im selben Artikel, zwei Kapitel spéter
[Bor55, 11] konnen wir ablesen, welche kompakten Lie-Gruppen p-Torsion besitzen.
Wir werden diese Information nicht bendtigen und geben deshalb die Liste nicht an.
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Den Kreis kénnen wir nun durch [Bor55, 10] schliefen: Die Weyl Gruppe W (G)
operiert auf dem maximalen Torus T von G und induziert eine Operation auf der
Polynomalgebra H*(BT¢;F). Ist G € LieR, und ¢ : Tg¢ — G die Inklusion des
Torus, so bildet B:* die Polynomalgebra H*(BG;F) isomorph auf H*(BTg; )W (@),
den unter W (G) invarianten Polynomen, ab. Insbesondere zeigt sich, dass H*(BG; F)
selbst eine Polynomalgebra in der selben Anzahl von Verénderlichen wie H*(BTg; )
ist und so folgt: G € LieQ,
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Kapitel 2

Algebraische Hilfsmittel

Dieses Kapitel enthélt alle Hilfsmittel aus der kommutativen und homologischen Alge-
bra, sowie der Theorie von Spektralsequenzen, die wir spiter benétigen werden. Dabei
wird eine grundlegende Kenntnis der homologischen Algebra voraus gesetzt, wie sie in
den ersten Kapiteln von [McL75] zu finden ist. Auch ein Verstindnis der allgmeinen
Theorie von Spektralsequenzen ist nétig, da eine Einfiihrung in dieser Arbeit nicht
gegeben wird. Hilfreich ist hier [McCO01, §2].

2.1 Allgemeines

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Wir betrachten wir Polynomalgebren R[y1, . .., yn]
als graduierte Algebren iiber R. Es gelte stets Dy; > 1, aber nicht notwendig Dy; = 1.
Wihlen wir ein a € R[y, ..., yn], S0 ist a homogen. Es sei AT := {a € A | Da > 0}.
Seien A und B Polynomalgebren und sei B ein A-Modul. Sei weiter y € A und
1p das Eiselement von B, dann schreiben wir fiir y - 15 € B abkiirzend y. Sei A =
Rly1,. .. ,yn) und B eine Polynomalgebra iiber R. Ist B ein A-Modul, dann sei B/A :=

A/(Zﬂ? e '5y71/)'

2.1.1 Kommutative Algebra

Im vorangegangenen Kapitel haben wir bereits gesehen, dass reguléire Sequenzen ein
wichtige Rolle spielen werden: Zum Beispiel um den von ¢ : H — G induzierten Homo-
morphismus B.* : H*(BG;F) — H*(BH;F) zu bestimmen. Um spéter witere Untersu-
chungen machen zu kénnen, ob eine Lie-Gruppe G € Lie(,, ist, wollen wir einige niitz-
liche Aussagen beweisen. Seien H C G Lie-Gruppen in LieP, und sei H*(BG;F) =
Flyi,...,yn]- In spiteren Aussagen wird die Bedingung |H*(BH;F)/(y1,...,yn)| <
oo immer wieder von Wichtigkeit sein und auch der Untersuchung dieses Sachverhaltes
ist dieser Abschnitt bestimmt.

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Seien y1,...,y, € R. Die Sequenz y1,...,yn
wird reguldre Sequenz der Linge n genannt, wenn das Ideal (y1,...,yn) # R ist und
fir k € {1,...,n}, die Restklasse g von y; in R/(y1,...,yk—1), kein Nullteiler in
R/, yor) it

Sei R noethersch und yi,...,y, eine regulire Sequenz in R, nach [Eis95, 17.2]

39
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ist fiir jedes 0 € S, die Sequenz y,(1),-- ., Yo(n) regulir. Sei I ein Ideal in R. Wir
sagen, dass I regulir ist, wenn es eine regulire Sequenz yq,...,y, € R gibt, sodass

(Y1, .-, yn) =1 gilt.

Lemma 2.1. Sei A =Flxy,...,2,] und (y1,...,yn) C A mit |A/(y1,...,yn)| < 00,
dann ist y1,...,yn eine requlire Sequenz.

Beweis. Da |A/(y1,-..,yn)| endlich ist, gibt es p1,...,p, € N mit z*,... 2P €
(Y1, - - -, Yn). Weiter ist z},... 2P eine reguliire Sequenz. Nach [Eis95, 17.7] ist fiir
jeden Ring A und jedes echte Ideal (y1,...,yn) C A, das eine regulire Sequenz der
Lange n enthélt, die Sequenz y1, ..., y, selbst reguldr. Somit folgt die Aussage. [

Lemma 2.2. Ist y1,...,y, eine requlire Sequenz in Flxq,...,x,], dann ist ebenso
Yyt yPm mit pr,y ..., pn € N eine requlire Sequenz in Flay, ..., x,).

Die Aussage entspricht [Eis95, 17.7].

Lemma 2.3. Sei A = Fly1,...,yn] und B =TF[xy,...,x,] ein A-Modul. Ist y1,...,yn
eine regulire Sequenz in B, dann ist B ein freier A-Modul.

Die Aussage leitet sich her aus [Bau68, 3.5, 3.9, 3.10]. Wir werden im Folgenden
eine Verallgemeinerung des Tensorproduktes ® p bendtigen. Genauer das Tensorpro-
dukt ®4 iiber einer differentiellen graduierten Algebra iiber R. Wir werden diesen
Tensorprodukt hier definieren und leichte Folgerungen beweisen. Sei M € DGModa
und N € DGxMod, mit Strukturabbildungen ¢ bzw. ¢. Wir definieren M ® 4 N wie
iiblich durch die exakte Sequenz

MopAor N C12%Y M op N = M o4 N — 0.

Lemma 2.4. Sei A = F[yi,...,yn] eine Polynomalgebra und B = Flxy,...,z,] ein
A-Modul, mit y1,...,y, einer requlGren Sequenz in B. Sei z1,...,z. € A, sodass
|B/(z1,...,2)| < oo gilt, dann gilt auch |A/(z1,...,2-)| < 00.

Beweis. Da B freier A-Modul ist, gilt als A-Modul

B A®as B

A®F B/(ylv---vyn)'

Damit ist B/(z1,...,2,) als A-Modul isomorph zu A/(z1,...,2.) ®r B/(y1,---,Yn)
und unsere Aussage folgt, da |B/(y1, ..., yn)| nach [MS05, 1.4] endlich ist. O

1111

Lemma 2.5. Sei A) = Flwy,...,wy], sei Ao = Fly1,...,yx] ein Aj-Modul und sei
Az = Flzy, ..., 2] ein Ay-Modul, sodass |As/AT| < oo und |A3/AT| < oo, dann ist
auch |Az/AT| < co.

Beweis. Da |Aa/ (w1, ..., wy)| < oo gilt, gibt es ein r € N, sodass y! € (w1, ..., wy,) C
A liegt. Da |As/(y1,...,yk)| < oo ist, folgt |As/(y],...,y})| < oo und die Aussage
folgt. O

Sei ¢ : H — G eine Inklusion in LieR,. Seien Qg bzw. ()¢ maximale p-Tori von
H bzw. G, so gewihlt, dass p(Qp) C Qg gilt. Sei

H*(BG;F,) = Flyi,...,9al,
H'(BQeiF,) = Flov,....a,)
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Da G € LieR, ist, ist |H*(BQg;Fp)/(y1,.-.,yn)| endlich und da die Inklusion von
Qu in Q¢ injektiv ist, ist |H*(BQw;F,)/(21,...,2,)| auch endlich. Nach Lemma
2.5 ist auch also auch |H*(BQw;Fp)/(y1, ..., yn)| endlich. Mit Lemma 2.4 folgt dann
aber auch, dass |H*(BQu;Fp)/(y1,- .., yn)| endlich ist. Wir fassen zusammen:

Lemma 2.6. Seit: H — G eine Inklusion von Lie-Gruppen, sei H,G € LieR, und
set H*(BG;F,) =F[y1,...,yn], dann gilt

|H*(BH;F,)/(y1, ..., yn)| < c0.

2.1.2 Der Funktor Tor

Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei A € DGAlgp.

Genau wie wir schon das Tensorprodukt {iber A in Abschnitt 2.1.1 definiert haben,
wollen wir nun auch den abgeleiteten Funktor Tor verallgemeinern.

Definition 2.7. Wir sagen, ein Komplex
o= (P ) = (P dy) — (P dpg) —

in DGaMod ist eigentlich exakt, wenn die Sequenz als R-Modul exakt ist und wenn
die Sequenz
vt g gt

exakt als R-Modul ist, mit Z" = Kern(d,,). o
Lemma 2.8. Ist (P°®,d,)* eigentlich exakt, dann ist
.. — H*(PP™Y) - H*(PP) — H*(PP™!) — ...

exakt.

Beweis. Definiere B™ := Bild(d,,), dann ist

_ Bn—l — B" Bn+1 _
ein Komplex von R-Moduln. Und

0—-2"—P*"—B*"—0
ist eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Da P* eigentlich exakt ist, folgt aus
der langen exakten Kohomologiesequenz, dass H"(B*) = 0 ist. Der Komplex B* ist
also exakt. Aus der kurzen exakten Sequenz von Komplexen

0— B! —Z" = (H(P*)" —0

resultiert dann die Exaktheit des gesuchten Komplexes. O

Ein Epimorphismus g : N'* — N* in DGsMod heifit eigentlich, wenn zu jedem
a € NP mit dP(a) = 0 ein b € N'” existiert, mit g(b) = a und d”(b) = 0. Ein

N € DGaMod heift eigentlich projektiv, wenn zu jedem Morphismus o : N — N und
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zu jedem eigentlichen Epimorphismus v : N’ — N ein Homomorphismus & : N — N’

existiert, sodass
7 l’
[eg

N’ Y >N
kommutiert. Sei N € DGaMod. Eine eigentlich projektive Auflésung von N ist eine
eigentlich exakte Sequenz

=P . .. PS5 NS0

in der Kategorie DG Mod, mit P’ eigentlich projektiv. Im folgenden Abschnitt wer-
den wir sehen, dass es genligend eigentlich projektive Auflésungen gibt.

Definition 2.9. Sei A € DGAlgg, sei M € DGMody und N € DGpMod , dann
definieren wir wie iiblich

Tor’*(M, N) := H**(P* @4 N*),

wobei P* eine eigentlich Projektive Auflosung von M ist. Der bigraduierte Modul
Tor’y" (M, N) ist bis auf Isomorphie unabhingig von der Wahl des P*. o

Lemma 2.10. Seien A, N,N’ Polynomalgebren, sodass N und N’ dieselbe Anzahl
Verdnderlichen besitzen. Sei N ein A-Modul und N' ein freier N-Modul, dann gilt

Tor A (F, N') = Tor4(F, N) ¢ N'/N*
als N-Modul.
Beweis. Da N’ ein freier N-Modul ist gilt
N 2N@y N 2Ngp N /Nt

als N-Modul. Damit folgt, dass N’ = N ®p N'/N* als A-Modul gilt. Weiter gilt

TOI‘A(N/,F) = H(P(X)A N’)
~ H(P®a(N®pN'/NT))
~ H(P®sN)®y N'/NT

R

Tor4(F,N) @ N'/NT

als N-Modul, wobei P eine A-freie und eigentlich projektive Auflésung von F ist. [

Die Bar-Konstruktion

Sei F ein Korper. Sei A € DGAlgy zusammenhéngend und sei AT := {a € A | Da > 0}.
Sei M € DGModa und N € DGaMod. Um Torp (M, N) bestimmen zu kénnen bens-
tigen wir eine eigentlich projektive Auflésung von N. In diesem Abschnitt wollen wir
ein Verfahren vorstellen, wie wir eine solche Auflésung immer konstruieren kénnen.
Die sogenannte Bar-Konstruktion ist damit von enormem theoretischen Interesse. Sie
ist jedoch sehr kompliziert und weit davon entfernt eine minimale Auflésung zu sein;
die Bar-Auflésung ist immer unendlich lang. Wir werden in kommenden Abschnitten
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noch andere Auflésungen angeben, die zwar nur in speziellen Situationen angewandt
werden kénnen, aber mit denen man wesentlich leichter rechnen kann. Genauer sind
diese speziellen Situtionen die, in denen N = T gilt und I' eine Polynomalgebra oder
der Quotient einer Polynomalgebra modulo einer reguléren Sequenz ist.

Definiere
B (M,A,N)=M e A" ®p ... AT @ N

mit n-Faktoren A'. Die typischen Elemente in B~"(M, A, N), n > 0, schreiben wir
als sogenannte 'Bars’

ploag].aplvi=p@a ® ... 0 a, @V
und die in B°(M, A, N) als [} v. Wir definieren den Bigrad eines Elementes durch
Dploq]...|lan)v = (—n,Du+ Doy + ...+ Da,, + Dv)

und werden B**(M, A, N) fortan als bigraduierten Modul betrachten. Wir benutzen
im Folgenden die Schreibweise & = (—1)'*82d(®)¢, ynd halten uns ansonsten an die
Konventionen, wie Sie auch in [McL75] zu finden ist. Seien djs, d4 und dy die Differen-
tiale auf M, A und N. Wir definieren ein inneres Differential dy _p, : B-"(M, A, N) —
B~"(M,A,N) durch

do—n(plon]...lanlv) = dy(plail...|anlv
— ﬂ[o?l‘...|O[Z‘__1|dA(OéZ')‘OLZ'+1‘...|O[n]1/

— plaa]. . |an)dy (v)
und ein dufieres Differential dy _,, : B~"(M, A, N) — B~"*1(M, A, N) durch

di —n(ploal...|aglv) = [poalag|...|anlv
n—1
+ ﬂ[oZ1|...|ai11\diai+1|...\an]l/
i=1
+ play]. . |an—1]any.

In den meisten Fallen werden wir nur dg bzw. d; anstelle von dy,_,, bzw. dq,_,, schrei-
ben.

Der Komplex B*(M, A, A) ist nach [McCO01, 7.8] eine A-freie und eigentlich projek-
tive Auflosung von M € DGMod 4. Wir definieren ein Multiplikation auf B*(M, A, N),
das sogenannte Shuffle-Prudukt:

[aa| - o] Viapsa] .- Japyq] = Z(_l)e(a) (-1 - - - lag-1(p1g)l;

o

hierbei durchléuft o alle (p, ¢)-Shuffle und e(0) = > Dy[vi] - Di[vp+;] fir alle o (i) >
o(p + j). Es ist zu beachten, dass D;[y;] = D~v; — 1 gilt. Das so definierte Produkt
induziert ein Prdulkt auf

Tor’y" (M, N) = H"*(B**(M, A, A) ®4 N) =< H"*(B**(M, A, N)),

welches nach [McC01, 7.9] mit dem natiirlichen in [McL75, X.12] gegebenen Produkt
auf Tor’y" (M, N) iibereinstimmt. Die Isomorphie ist also eine Isomorphie von bigra-
duierte F-Algebren.
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Bemerkung 2.11. Ist D~; gerade so gilt: e(o) = sign(o), dem iiblichen Signum auf
der Menge der Permutationen. o

Durch den Bar-Komplex ist eine Moglichkeit gegeben die Elemente einer A-Auflésung
von M explizit niederzuschreiben und damit auch die Représentanten von Elementen
in Tor’y"(M,N): Im Folgenden werden wir Elemente in Tor’y" (M, N) immer durch
einen Reprisentanten in B**(M, A, N) ausdriicken.

2.2 Spektralsequenzen

Wir werden immer wieder mir Spektralsequenzen arbeiten. Wir fithren in diesem
Abschnitt alle Spektralsequenzen, die im Laufe dieser Arbeit ihre Anwendung finden,
auf. Nur die Serre-Spektralsequenz setzen wir als bekannt voraus; eine Referenz fiir
diese Spektralsequenz ist [McCO01, §5].

Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und A ein R-Modul. Eine absteigende Filtrie-
rung F* von A ist eine Familie von Untermoduln {FP A}, mit p € Z, sodass

AD...DFP Lo P o Pl o5

gilt. Ist A ein graduierter Modul, so definieren wir FPA™ := FPANA"™. Wir bezeichnen
mit
EDI(A,F) = FPAPTe /Pl Apta

das zu (A, F) assoziierte graduierte Objekt. Ist (A, d) ein differentiell graduierter R-
Modul, so gelte fiir eine Filtrierung F stets d(FP?A) C FPA. Da das Differential die
Filtrierung respektiert, besitzt H(A, d) die Filtrierung

FPH(A,d) := Bild(H(F? A, d) — H(A, d)).

Wir sagen, dass eine Filtrierung F' eines R-Modul A ausschdpfend ist, wenn gilt
A=, FPA. Ein Filtrierung F' eines differentiellen Modul (4, d) ist schwach konver-
gent, wenn FP ANKern(d) =, (FPANd *(FP*"A)) ist. Fiir eine Filtrierung F von
(A,d) sind die Eigenschaften ausschopfend und schwach konvergent gegeben, wenn
F beschrankt ist, das heifst, wenn es fir jedes n ein s = s(n) und ein ¢t = t(n) gibt,

sodass gilt
{0} = FSA" c F*1A™ C .. F"TIA™ C FTA™ = A",

Ein filtrierter R-Modul induziert auf die {ibliche Weise eine Spektralsequenz:

Satz 2.12. Sei (A,d, F) eine filtrierter, differentiell graduierter R-Modul, wobei F'
eine ausschiopfende und schwach konvergente Filtrierung ist. Dann konvergiert die zu
(A,d, F) assoziierte Spektralsequenz gegen H(A,d). Das heifst, es gilt:

ER & BYI(H(A, ), F) = FYHPY(A,d)/ PP HPY9(A, d)
als bigraduierte R-Moduln.

Ist A eine differentiell graduierte R-Algebra, mit Produkt m : A ®p A — A, so
stellen wir an eine Filtrierung die zusétzliche Bedingung, dass

m(FPA®g FP' A) C FPHP' A
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gilt. In diesem Fall induziert das Produkt m ein Produkt m,. auf E*, dem r-ten Term
der induzierten Spektralsequenz, das mit dem Differential d, auf E** vertriglich ist.
Wir sagen, dass die zu (A4, d, F') assoziierte Spektralsequenz als Algebra gegen H(A, d)
konvergiert, wenn gilt: F2:¢ =~ EPY(A, F) als bigraduierte R-Algebren.

Satz 2.13. Sei (A,d, F) eine filtrierte, differentiell graduierte R-Algebra, sodass F
ausschiopfend und schwach konvergent ist. Dann konvergiert die zu (A,d, F) assozi-
ierte Spektralsequenz als Algebren gegen H(A).

Die Aussagen entsprechen den Sitzen [McCO01, 2.6, 2.14, 3.2].

2.2.1 Doppelkomplexe

Sei (M**,dy,d;) ein Doppelkomplex, sodass

d
M+l — > prptla+l

e

d
MPd —" s prpt+la

kommutiert. Definiere

HP9(M) : = Kern(do : MP7 — MPTH4)/Bild(dg : MP~19 — MP9)
und
HP (M) : = Kern(dy : MP? — MP9HY) /Bild(dy : MP2™! — MP9),

Weiter sei dy das von dy auf Hj; induzierte Differential, genau wie d; das von d;
auf H; induzierte ist. Es gibt zwei giingige Moglichkeiten einen Doppelkomplex zu
filtrieren: Die Spaltenfiltrierung

FIP(M)t — @Mr,t—r

r>p

und die Zeilenfiltrierung
R () = @,

r>p
die zu folgenden Aussagen fiihren:
Satz 2.14. Sei (M**, dy,d1) ein Doppelkomplez, dann gibt es zwei Spekiralsequenzen,
1EX* und ;1 EX* mit

IE;’* = H?*(H]](M),GT()) und []E;’* = H;I*(HI(M),dl)
Die Spektralsequenz 1E* wird von Fr und 11 E** wird von Fr; induziert. Ist Fr
bzw. Fr1 ausschépfend und schwach konvergent, so konvergieren die Spektralsequenzen

gegen H(M).

Die Aussagen entsprechen den Sitzen [McCO01, 2.15, 3.2].
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Satz 2.15. Sei R eine F-Algebra und seien (A, dy), (B, dy) differentiell graduierte R-
Algebren, dann ist MP9 = AP ®p BY ein Doppelkomplex. Sind die Bedingungen des
vorherigen Lemma erfillt, so konvergiert die Spekiralsequenz als Algebra gegen H(M).

Beweis. Beide Filterungen respektieren die Multiplikation auf M, d.h.

FP(M) ®@g F¥' (M) C FP* (M) und F?,(M) ®g F¥,(M) C FP7 (M),
Womit unsere Aussage aus dem vorherigen Satz und [McCO01, 2.14] folgt. O
Lemma 2.16. Sei R eine F-Algebra und seien (A, dy), (B, d1) differentiell graduierte

R-Algebren, sodass A azyklisch ist und B ein flacher R-Linksmodul fir alle q. Sei
M = A®g B wie zuvor, dann ist H(M) = H(H"(A) ®r B, d,) als Algebra.

Beweis. Durch die Bedingung der Flachheit ist (A* ® B9, dy) azyklisch fiir alle ¢, d.h.
HYY(M) = H°(A) ® B? und H?Y(M) = 0 fiir p > 0. Aus den vorherigen Sitzen folgt

nEy* =HMHY(A) ® B,d).

Da die Spektralsequenz in HEg’* konzentriert ist, kollabiert sie im FEs-Term und es
gibt kein multiplikatives Extensionsproblem. O

2.2.2 Die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz

Dieser Abschnitt listet die beiden Theoreme von Eilenberg und Moore auf. Als erstes
fithren wir das zweite Theorem von Eilenberg und Moore auf, das wir auf Koeflizienten
in einem Korper F beschrianken.

Satz 2.17. Sei m : E — B eine Faserung mit zusammenhédngender Faser F und
Basis B und sei f : X — B eine stetige Funktion. Sei Ey der Totalraum der Pullback-
Faserung von w iber f:

Ef — F

bt

Dann gilt
Torg-(p;p) (C*(X;F), C*(E;F)) = H(Ef; )

als graduierte Algebren.

Die Multiplikation entspricht auf der linken Seite dem Shuffle-Prudukt und auf
der rechten Seite dem U-Produkt, wie in [Smi67, 3.4] nachzulesen ist. Die linke Seite
l&sst sich meistens nicht berechnen, aber das erste Theorem von Eilenberg und Moore
liefert in vielen Fillen eine iiberschaubare Approximation:

Satz 2.18. Seien A und H(A) flache R-Moduln und M, N zwei Moduln iber A. Es
existiert eine Spektralsequenz im zweiten Quadranten, mit

By = Torlyl,, (H(M), H(N))

die gegen Tor’y" (M, N) konvergiert.

Bemerkung 2.19. Wie in [McC01, 7.6, 7.17] nachzulesen ist, konvergiert fiir R = F
die Spektralsequenz als Algebra und das induzierte Produkt auf dem Es-Term ist das
durch das Shuffle-Produkt induzierte. o
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Das Zusammenbrechen der Spektralsequenz

Es gibt vielfaltige Bedingungen, unter den die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz im
E5-Term zusammenbricht, die bekanntesten seien hier aufgelistet. Die Arbeit von
Gugenheim und May findet hier keine Erwdhnung, da sie im Kapitel 7 ausfiithrlich
besprochen wird. Die erste Aussage die wir uns anschauen wollen stammt aus [Mun74]
und bietet die wohl umfassendste Aussage zum Zusammenbruch der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz:

Satz 2.20 (Munkholm). Sein : E — B eine Faserung mit zusammenhdingender Faser
F und zusammenhdngender, einfachzusammenhdngender Basis B und sei f : X — B
eine stetige Funktion. Sei Ey der Totalraum der Pullback-Faserung von m tber f:

Ef4>E

L,k

X—B

Seien H*(E,F), H*(X,F) und H*(B,F) Polynomalgebren in hichstens abzihlbar vie-
len Variablen. Ist die Charakteristik von F gleich 2, so setzen wir zusdtzlich voraus,
dass Sq* auf H*(E,F) und H*(X,F) verschwindet. Dann gilt

H*(E¢,F) = Tory-(p;r) (H*(E; F), H (X; F))
als graduierte Moduln.

Ein dhnlicher Satz ist durch [Wol77] fiir Lie-Gruppen H C G und Faserungen
G/H — BH — BG bewiesen worden, der jedoch die Geometrie der der Lie-Gruppen
ausnutzt und wie folgt lautet:

Satz 2.21 (Wolf). SeiF =T, oder Q und sei sei G eine kompakte Lie-Gruppe ohne p-
Torsion und H eine abgeschlossene Untergruppe, dann kollabiert die Filenberg-Moore-
Spektralsequenz zur Faserung G/H — BH 5 BG im E5-Term und so gilt

H* (G/H7 IF) = TOIH* (BG;F) (IF7 H* (BH7 IF))
als graduierte Moduln.
Bemerkung 2.22. Ist F = R so ist nach [Car50a] und [Car50b] die Isomorphie sogar
ein Isomorphie von Algebren. o
Ein weiteres Hilfsmittel stammt aus [Bau68|:

Lemma 2.23 (Baum). Seien H,G Lie-Gruppen ohne p-Torsion und sei p: H — G
ein injektiver Homomorphismus. Sei Ty der maximale Torus von H. Die Filenberg-
Moore-Spektralsequenz mit Koeffizienten in Fy zur Faserung G/H — BH — BG
kollabiert genau dann im Es-Term, wenn sie auch fir die Faserung G/Ty — BTy —
BG im Es-Term kollabiert.

2.2.3 Die Bockstein-Spektralsequenz

Der Name Bockstein-Spektralsequenz wird fiir viele verschiedene Spektralsequen-
zen gebraucht. In diesem Abschnitt betrachten wir nur die topologische Bockstein-
Spektralsequenz. In Abschnitt 2.4.5 werden wir einen weiteren Fall betrachten.
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Lemma 2.24. Ist X ein topologischer Raum und F, ein endlicher Kérper, dann
existiert eine Spektralsequenz (E,d,) von Algebren, mit EY = H"(X,;F,) und d, :
EM — EM, die gegen (H*(X)/ Torsion) ® F,, konvergiert. Dabei gilt

E" = Bild(H"(X;Z/p'Z) P H"(X;Z/p"T))
und d,. = 3" ist der Bockstein-Homomorphismus zur kurzen exakten Sequenz

Z/p"Z%— L)(p")° L — L/p"Z.

Die Gesamtheit der Aussagen wird durch [McC01, 2.2, 10.1] abgedeckt.

2.2.4 Die Atiyah-Hirzebruch-Spektralsequenz

Sei X ein topologischer Raum vom Homotopietyp eines CW-Komplexes. Die urspriing-
lich in [AH61] vorgestellte Spektralsequenz, verbindet die singulére Kohomologie von
X mit der topologischen komplexen K-Theorie von X. Eine Verallgemeinerung auf
andere Kohomologietheorien und allgemeinere Raume ist moglich, flir diese Arbeit
aber nicht notwendig. Wir bezeichnen mit K*(X) die komplexe, topologische, Zs-
graduierte K-Theorie von X.

Satz 2.25 (Atiyah, Hirzebruch). Sei (X, xz¢) ein punktierter topologischer Raum vom
Homotopietyp eines CW-Komplezes, dann existiert eine Spektralsequenz mit

EPT~HP(X; K(x9)),

die gegen K*(X) konvergiert. Die Spektralsequenz ist multiplikativ, das Differential
dy aus Gradgrinden gleich Null und das Differential ds ist gleich der Sq°-Operation
auf H (X Z).

Die Aussage ist in der Arbeit [AH61] zu finden.

2.3 Poincaré-Dualitat

Es ist meist schwierig etwas iiber die Differentiale einer Spektralsequenz zu sagen.
Und jede zusétzliche Struktur hilft uns weiter die Differentiale besser zu verstehen,
wie zum Beispiel in einer Spektralsequenz von Algebren. Wir fiihren in diesem Ab-
schnitt den Begriff der Poincaré-Algebra ein, einer Verallgemeinerung der Poincaré-
Dualitéat der Kohomologiealgebra einer Mannigfaltigkeit. Ist der Eo-Term einer Spek-
tralsequenz eine Poincaré-Algebra, dann sind unter leichten Bedingungen auch die
E.-Terme Poincaré-Algebren und auch die Differentiale erfiillen dann ein Art Duali-
tat.

Sei F ein Korper und sei A eine graduiert kommutative zusammenhéingende F-
Algebra, mit |A| < co. Wir sagen A ist eine Poincaré-Algebra bzw. PD-Algebra von
formaler Dimension h, wenn A’ = 0 fiir i > h und |A"| = 1 gilt. Und wenn das
Produkt A* ®p A"~ — A" eine nicht singuliire Paarung ist. Einen Erzeuger [A] von
A" nennen wir eine Fundamentalklasse von A. Wir verwenden das Symbol [A] in
Anlehnung an die Fundamentalklasse [X] einer topologischen Mannigfaltigkeit.

Beispiel 2.26. Ist X eine topologische, kompakte, geschlossene, n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, dann ist H*(X;Fy) eine PD-Algebra und die Fundamentalklasse liegt in
H"(X;F3). S
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Bemerkung 2.27. Ist A* eine graduiert kommutative, zusammenhingende [F-Algebra.
Dann ist dquivalent:

e Der Annulator von A" := {a €| Da > 0} ist 1-dimensional
e A ist eine Poincaré-Algebra

&

Lemma 2.28. Seien A, B graduiert kommutative, zusammenhdngende F-Algebren,
dann ist AQw B genau dann eine Poincaré-Algebra, wenn A und B Poincaré-Algebren
sind. Eine Fundamentalklasse von A ®p B ist gegeben durch [A] ®F [B.

Beweis. Sind A, B zwei PD-Algebren, dann ist auch A ® B eine PD-Algebra. Ange-
nommen der Annulator Ann(A™) ist nicht 1-dimensional, dann ist auch Ann((A ®
B)™) nicht 1-dimensional, was zu einem Widerspruch fiihrt. Fiir B verhilt es sich
ebenso. O

Lemma 2.29. Sei (A,d) eine differentielle PD-Algebra mit formaler Dimension h,
mit d(A"1) =0, dann ist auch d(A) eine PD-Algebra.

Der Beweis ist in [CHS57, 3] zu finden.
Lemma 2.30. Sei (A,d) wie im vorherigen Lemma. Ist h gerade, so ist |A| = |d(4)]

mod 4. Ist h ungerade und existiert kein a € AP=1/2 mit a - d(a) = [A], dann gilt
|A| = |H(A)] mod 4.

Beweis. Sei ay,...,a, € A’ eine Vektorraumbasis von Bild(d)’. Da A eine PD-
Algebra, ist existieren af, ..., a;, € APt mit

vl — [A] Lfallsi=j
© 0 , sonst.

Sei by,...,b, € A1 mit d(b;) = a;. Definiere b} := d(a}), dann gilt 0 = d(ab;) =
asa; £ bib;, womit folgt

, +[A] fallsi=j
bib; =
0 , sonst.

Damit folgt |Bild(d)"~**!| > |Bild(d)¢|. Vertauschen wir die Rollen von a; und
b., ebenso von a} und b; so folgt mit der selben Rechnung, dass | Bild(d)"~+1| <
| Bild(d)*|. Zusammen sehen wir

| Bild(d)"~ | = | Bild(d)‘|. (2.1)
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Sei nun «; := |A?| und §; := | Bild(d)|. Es gilt 3o = 31 = Bn = Bn+1 = 0 und

h
[H(A) = ) [Kern(d)'| - |Bild(d)'|
=0

h

= ) (= Biy1) = B
i=0
h

= A=) (Bip1 +6)
=0
h/2
Al —4> 5; fiir h gerade
=0

(h-1)/2
|Al =4 > Bi+2Bp+1)2 fiir h ungerade
i=0

Fiir h gerade ist unsere Behauptung also gezeigt. Sei h nun ungerade. Durch den
Isomorphismus d : Kobild(d)"~1/2 — Bild(d)*+1)/2 erhalten wir auf Bild(d)*+1)/?
eine nicht ausgeartete Bilinearform

{a,b) :=a-d~(b).

Durch die Annahme, dass es kein a € A"=V/2 mit a - d(a) = [A] gibt, ist diese Bili-
nearform symplektisch. Nach [Lan02, XV.§| folgt damit: | Bild(d)"*+1/2| ist gerade,
und die Aussage folgt. O

Lemma 2.31. Sei (A, F) eine filtrierte, graduierte Algebra und sei F' ausschopfend.
Es gebe ein s mit FSA = 0. Sei E;"(A, F) eine PD-Algebra mit formaler Dimension
h. Dann ist auch A eine PD-Algebra mit formaler Dimension h.

Beweis. Sei [A] ein Erzeuger von A". Wir wollen zeigen, dass es zu jedem z € A? ein
y € Ah4 gibt, mit xy = [A]. Da F ausschdpfend ist, gibt es ein p, mit z € FPA%. Da
F nach oben beschrinkt ist kénnen, wir dieses p so wihlen, dass
0+#xe€ FPAY/FPH AL,
Es gibt also ein y € A" und ein p/, mit y € FP' A" 7 und zy = [Ey], mit Ey :=
EJ™ (A, F). Das heifit aber auch, dass
0+#azy e A
Was unsere Behauptung bestitigt. O

Korollar 2.32. Sei (A,d, F) eine filtrierte, differentiell graduierte Algebra, mit F
ausschipfend. Es gebe ein s mit F°A = 0 und die zu (A,d, F) assoziierte Spek-
tralsequenz (EF*,d,.) konvergiere gegen H(A). Ist E3™ ein PD-Algebra mit formaler
Dimension h, dann ist auch H(A,d) eine PD-Algebra mit formaler Dimension h.

Beweis. Aus Satz 2.13 folgt, dass (E)*,d,) als Algebra konvergiert und aus Lem-
ma 2.29 folgt, dass E* eine PD-Algebra ist. Also ist
B = By (A F)

eine PD-Algebra. Da F' eine ausschopfende, nach oben beschrinkte Filtrierung ist,
ist auch die induzierte Filtrierung auf H(A) ausschopfend und nach oben beschréinkt.
Mit dem vorherigen Lemma ist auch H(A) eine PD-Algebra. O
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2.4 Der Koszul-Komplex

Sei F ein Korper. Der Koszul-Komplex wird uns eine bessere Moglichkeit geben
Torp (M, F) zu berechnen, falls T" eine Polynomalgebra ist.

Sei A ein kommutativer Ring und y ein Element in A. Mit X% (y) bezeichnen wir
den Komplex:

Kh(y) =0 firp+#0,-1
K%gy =A
Ki(y =A

Es ist dabei dienlich den Erzeuger von lCZl(y) als ey zu bezeichnen. Das Differential
d: K3 (y) — K9(y) ist gegeben durch d(e,) = y. Ist y1,...,yn € A, dann definieren
wir den Tensorproduktkomplex

Ka(yr, - yn) = Kalyr) ®a ... @4 Kalyn).

Wir schreiben e; fiir ey, . Es gilt e; ® e; = —e; ®e;, i # j. Abgeleitet von der Tatsache,
dass K,”(y1,...,yn) isomorph zum duferen Produkt APA™ ist schreiben wir meist
ei, N...Nej, fiir e, ®...@e;,. Seiip <...<ip, dann bilden die e;; A... Ae;, eine
A-Modul Basis von K, P (y1,...,yn).

Ist M ein A-Modul, so schreiben wir Ks(y1,...,yn) fir den Tensorprodukt-
komplex KA(y1,...,Yn) ®a M. Auf diesem Komplex ergibt sich das Differential d :
Kif (i, iyn) — IC]_V[pH(yl, ..., Yn) durch die Definition als

p
dp@ei, Ao Neiy) =Y (DM les AL NG AL Ae, @ (w0, @ ).
k=1

Durch das iibliche dufiere Produkt
’Ci(yh LR >yn) ® Ici (y1> e 7yn) - ’CZ—HJ (yla v 7yn)a

wird der Komplex Ka(y1,...,yn) zu einem Ring oder anders ausgedriickt ist der
Ring K% (y1,...,yn) als Ring isomorph zu A*A". Fir a € K4 (y1,...,yn) und b €
Kh (Y1, - - - yn) gilt /
a-b=(-1)PPb-a.

Wir rechnen nach, dass das Differential das Produkt respektiert, das heifst die Leibniz-
Regel

d(a-b) =d(a)-b+ (=1)Pa-d(b)
gilt, wobei a € K (y1,...,yn) gilt.

Ist A ein graduierter Ring und M ein graduierter A-Modul, so wird K3/ (Y1, - - -, yn)
zu einem bigraduierten A-Modul, durch

Dei = (71,Dyl)
Dp = (0,Dpu).

Mit K7 (y1, ..., yn) bezeichnen wir die Menge der Elemente vom Bigrad (p, q).
Das dufere Produkt wird so zu einem bigraduierten Produkt

K?\}[q(ylv cee 7yn) ®]C§\7/j’q (yla e 7yn) i K;;X}H? ata (y17~ < ayn)

Mit HK*(y1, . .., yn) bezeichnen wir die Homologie des Komplexes K*(y1, ..., yn).
Ist A ein graduierter Ring und M ein graduierter A-Modul, so besitzt auch die Ho-
mologie H»? C**(y1,...,y,) die induzierte Bigraduierung.
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2.4.1 Der Koszul-Komplex als Auflésung

Sei A=TF{y1,...,yn] eine Polynomalgebra. Dabei sei entweder Dy; gerade oder F =
Fy. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass wir den Koszul-Komplex als A-freie
Auflésung von F betrachten kénnen. Gesehen als differentielle Algebra mit trivialem
Differential ist der Koszul-Komplex eine eigentlich projektive Auflésung von F. Wir
werden ihn also nuntzen kénnen um fiir einen A-Modul N die Algebra Tor4(F, N) zu
berechnen.

Definiere den injektiven Homomorphismus 6 : K" (y1,...,yn) — B "(F, A, A)
durch

9(61'1 VANAN 61])) == Z(il)sign((f) [yi;1(1)| e |yi;1(p)]'

Es gilt do§ = @ od, genau wie 0(a Ab) = 0(a)VO(b). Der Komplex K% (y1,...,yn) ist
nach [Wei94, 4.5.5] eine A-freie Auflésung von F der Linge n und 6 ist eine Abbildung
von Komplexen. Beide Auflosungen sind projektiv. Es existiert also eine Abbildung
v:B"(ATF) — K" (1, .., yn). Nach [CE56, V.1.2] ist fov bzw. vof kettenhomotop
zur Identitét. Ist IV ein A-Moldul, dann induziert 6 einen Isomorphismus

0" B (K- yn) @4 N) — H*(B~"(F, 4, N)
von graduierten [F-Algebren.

Mit Rechtfertigung des Isomorphismus 6 werden wir das Element e; = e,, im
Koszul-Komplex hiufig mit dem assoziierten Element [y;] in der Bar-Konstruktion
bezeichnen und anstelle von e;, A. .. Ae;, werden wir folglich [y;, [V ... V]y; | schreiben.
So kénnen wir auch weiterhin unsere Konvention beibehalten, dass wir Elemente in
Tor’;*(F, N) als Reprisentanten in B**(F, A, N) schreiben.

2.4.2 Eigenschaften des Koszul-Komplexes

In diesem Abschnitt sei R ein kommutative Ringe mit 1 und A der Polynomring
R[z1,...,z,]. Wir wollen in diesem Abschnitt einige Eigenschaften des Koszul-Komplexes
herleiten, die sich durch leichte Rechnungen ergriinden lassen.

Lemma 2.33. Seiyy,...,y, € A und sei
n—1
Un =Yn+ Y iy
i=1

mit a; € A, dann gilt

,CA(yla .. 'ayn—layn) = ICA(ylv s 7yn—17y~n)

als Komplex von A-Moduln.

Beweis. Sei d das Differential von KA(y1,...,Yn—1,ys) und d’ das Differential von
Ka(yi,---,Yn—1,Yn). Definiere den Isomorphismus

F: ICA(yla e 7yn717y’n) - ]CA(ylv s 7yn717y~n)
von A-Moduln durch F(e;) =¢; fliri=1,...,n— 1 und

n—1
F(en) =e, — Zaiei.
i=1
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Sei I = {i1,...,ip} C{1,...,n — 1} und definiere ey :=e;, A...Ae;,. Um zu zeigen,
dass F' ein Isomorphismus von Komplexen ist bleibt noch zu zeigen, dass Fod’ = doF'.
Es gilt

d' o Fl(e,) =d'( Zazez = Yn — Zazyz—yn—F(yn) Fod(en),

und weiter folgt
d oF(e;Ney) = d'(er A Fley))
= d'(er) A Flen) + (=D)le; Ad o Fey)
= d(er) A Flen) + (=1)flep A Fodley),
genauso wie
Fod(er Nep) = F(d(er) Aen + (—1)!es Ad(en))
= Fod(er) AF(en) + (=) F(er) A Fodle,)
= d(er) A Flen) + (=1)Hlep A Fodley),
womit unsere Aussage vollstindig bewiesen ist. O

Korollar 2.34. Liegt y,, im Ideal (y1,...,yn—1), dann gibt es Elemente o; € A,
so0dass y, = Z?:_ll o;y; gilt. Dann gilt:
Kais- s Yn—1,9n) = Kaly1,- .- yn-1,0)
als Komplex von A-Moduln. Und es gibt ein b € ICZI’D‘U" (Y15 -y Yn—1,Yn), Sodass
H,CA(yla ceey yn—layn) = HICA(ylv s 7yn—1) & /\([b])
als A-Moduln. Ist A eine graduierte Algebra, so gilt die Isomorphie als bigraduiert
A-Algebra.

Beweis. Das Element b ist gegeben durch e, + >, 1 a;e; und das Element [b] ist die
Klasse von b. O

Lemma 2.35. Seiy € A und yH° K*(y1,...,yn) = 0. Dann gilt fir alle p < 0
ebenfalls y H? K% (y1, ..., yn) = 0.

Beweis. Es gibt ein a € K" (y1,...,y,) mit d(a) = y. Sei nun b € HKE (y1,...,yn)
und V' ein geeigneter Repésentant von b in Kern(d). Dann gilt nach der Leibniz-Regel:
d(ab’) = d(a)b’ = yb'. Also ist yb’ € Bild(d). O

Sel Y1,y Yny Yhs -5 Y € A, dann gilt als Algebra

KWy Yl Um) E W5 Un) @ KA1, Uin)-

Sei K4 :=K(y1,---,yn) und Ky := Ka(y1,...,y,,) und sei d bzw. d’ das Differential
auf K4 bzw. K£';. Dann kénnen wir K*(y1,...,Yn, Y1, - -, Y,,) als den Doppelkomplex

1 id @d’ 1 1
’C[A-‘r ®a ]C/ q Icp+ ®24 ’C{Aqu

d®idT d®idT

id®
Kh @4 Kyt 220 kn g k0,0
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betrachten.

Lemma 2.36. Seiy,y1,...,yn € A, dann gilt

HICA(yvylv"'vyn) = H’CA/(y)(yla ayn)

als graduierte Algebra.

Beweis. Wir betrachten K a(y, y1, ..., yn) als Doppelkomplex KA(y)®@aKA(y1, - .., Yn)-
Es gilt
H’CA(:(/) ®a ICA(yh ) 7yn)
> A/y)@aKa(yt,---sYn)
ICA/(y)(y1, ceey yn)-

1%

Nach Lemma 2.14 ist die oberste Zeile aber der E5-Term der zweiten dort vorgestellten
Spektralsequenz. Da K4 (y) azyklisch ist, folgt mit Lemma 2.16 die Aussage. O

2.4.3 Torsions-Produkte mit endlicher Dimension

Wir haben zuvor definiert, was es bedeutet, dass eine Algebra Poincaré-Dualitit er-

fiillt. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass fiir F ein Korper, A = Flzq, ..., zk]
eine Polynomalgebra und y, ..., y, € A, die Algebra H** K4 (y1, ..., y,) die Poincaré-
Dualitét erfiillt, falls sie endliche dimensional ist. Dabei sagen wir, dass HK 4 (y1, - - -, Yn)

eine PD-Algebra ist, wenn Tot(H"* K4 (y1,...,yn))* eine PD-Algebra ist.

Lemma 2.37. Sei HK4(y1,...,yn) eine PD-Algebra und §j € A, dann ist auch
HKA(y1,.--,Yn,y) eine PD-Algebra.

Beweis. Sei d das Differential auf K" (y1, ..., y,) und d’' das Differential auf 7" (7).
Dann betrachten wir K" (y1, .. ., Yn, §), wie im vorherigen Abschnitt, als Doppelkom-
plex

Ky (- oym) @ K37 (9)-
Sei d =id®@d : HP* Ka(y1,..-,yn) @4 K2 (A) — H* Ka(y1, ..., yn) @4 KO*(A).
Da K%*(A) = A,q € {—1,0}, kénnen wir d’ als die Multiplikation mit dem Element 7
auf H?* KA(y1,---,Yn) betrachten. Aus Satz 2.15 erhalten wir eine Spektralsequenz

mit
EFT = HPUH™ Ka(y1,- - yn) @4 K37 (5); ),

die als Algebra gegen H** K4 (y1, - . ., Yn, ) konvergiert. HX7" (y1, ..., Yn) @4 K3 (9)
ist als differentielle Algebra isomorph zu H”* KA (y1, ..., yn) ®r A(ey) und so eine PD-
Algebra, da HK7" (1, . . ., yn) eine PD-Algebra ist. Es gilt

d(HLK (g1, yn) @4 K57 (@)1 =0,

da das Element mit Totalgrad i in HKY* (y1,. .., yn)®4K """ liegt, also nicht im Bild
con d’ liegen kann. Nach Lemma 2.29 ist somit H** (H** KA (y1, ..., yn) Q4K (9); d)
eine PD-Algebra. Nach [Ser67, IV.1] gilt

[HPUH Kalys, o) @4 K () d)] = [H™ Kaly- )]

und so ist Ey" = EX*. Da EZ* eine PD-Algebra ist folgt mit Lemma 2.31, dass auch
H5 (y1,- -, Yn, J) eine PD-Algebra ist. O
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Korollar 2.38. Sei gy € A und sei H* Ka(y1,...,yn) eine PD-Algebra mit formaler
Dimension h, dann ist H* Ka(y1,.-.,Yn,¥) eine PD-Algebra mit formaler Dimen-
ston h+ Dy — 1.

Satz 2.39. Gegeben der Koszul Komplex K7™ (y1,...,yn)- Ist |A/(y1,...,yn)| end-
lich, so ist auch |HP" Ka(y1,...,yn)| endlich und H** Ka(y1,...,yn) ist eine PD-
Algebra.

Beweis. Wir finden ein [ € N, sodass 0 = z! € H?L"*(yl, costn) = A/(y1, ... yn) fr
alle ¢ gilt. Nach [MS05, 1.4] ist
H** Ka(at, ... 2h) = H"* Ka(2h, ... 2b)

ein PD-Algebra, also ist nach unserem vorherigen Lemma auch H** K4 (!, ..., 2t 1)
eine PD-Algebra. Induktiv sehen wir, dass H** K4 (2, . .. ,:cic, Y1,---,Yn) die Poincaré-
Dualitét erfiillt. Aus Korollar 2.34 wissen wir aber, dass

H* Ka(ah, . ak,un, e yn) =2 HYKA0,...,0,51,. .., yn)
H* Ka(y1,---,Yn) @F Ale1, ..., ex)

als F-Algebra gilt, mit De; = (—1,Dx£). Mit Lemma 2.28 konnen wir sehen, dass
schon H** KA (y1, - .., yn) eine PD-Algebra sein muss. O

1%

Korollar 2.40. Unter den Bedingungen des letzten Satzes gilt: H" Ka(y1, ..., Yn)
ist eine PD-Algebra mit formaler Dimension

h = Z(Dyj —1) =Y (Dx; - 1).

i

Die Fundamentalklasse liegt im Bigrad (—(n — k), h + (n — k)).

Beweis. H** K (2!, ..., 2L) ist eine PD-Algebra mit formaler Dimension
(1-1)-) Da;
i
und mit dem vorherigen Korollar sehen wir, dass H** K4 (24,... 2%, y1,...,yn) for-

male Dimension

(1-1)- ZD@; + Z(Dyj -1)

hat. Dabei ist die formale Dimension von A(zl,...,z%) gleich >,(I - Dz; — 1) und
zusammenfassend erhalten wir unsere Formel. O

2.4.4 Konsequenzen fiir Tor

In diesem Abschnitt sei F ein Korper, A = Fly1,...,yn] und B = Flz1,..., x| ein
A-Modul, sodass y1, ..., Yn, Z1,. .., 2 in geraden Graden liegen oder char(F) = 2 gilt.

Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit, dann ist klar, dass fiir s ungerade, p # 2
und z € H*(X;F,) gilt 2% = 0. Fiir € H°(X;F,) kénnen wir weder fiir s gerade
noch fiir s ungerade folgern, dass 22 = 0 gilt. Mit diesem Sachverhalt im Kopf,
wirkt das folgende Lemma, verbliiffend, 1dsst aber schon vermuten, dass ein Tor-Term
nicht gut geeignet ist um H*(X;F,) zu modellieren. Dies konnen wir als heuristische
Erklarung sehen, weshalb die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz mit Koeffizienten in
Fy komplizierter ist als mit Koeffizienten in F,, fiir p # 2.
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Lemma 2.41. Sei s < 0 und gelte s ungerade oder char(F) = 2. Fir x € Tor’;"(B,F)
gilt 22 = 0.
Beweis. Wir beweisen, dass fiir ein z € K§(y1,...,yn) bereits gilt 22 = 0. Sei J =
{jq1,--,j=s} C{l,...,n} und sei ey :=e;, A...ANe;_,, dann gilt

G =(es, N...Nei_ )P =€l N...Nel =0, (2.2)
da schon €2 = 0 gilt, fuer alle [.

Sei nun J; == {ji1,...,Ji,—s} C {l,...,n}, sei ey, :=e;,, A...ANej, _, und sei
a; € B, sodass x = ), a;e;,. Dann gilt

2?2 = (Z aq;eJL,)Q
Z(az‘eJi)Q + Z aia(eseq, +egey,).

i il

Die erste Summe ist gleich Null nach (2.2). Ist s ungerade oder ist char(F) = 2, so
gilt e e, = —ejey,. Damit ist auch die zweite Summe gleich Null.

O

Ist Tot™(Tor’;" (B, F)) eine PD-Algebra mit formaler Dimension 2h, dann induziert
das Produkt auf K% (y1,. .., yn) eine nicht ausgeartete Biliniearform

Tot" (Tor’y* (B, F)) x Tot"(Tor’y*(B,F)) — F = Tot*"(Tor’y* (B, F)).

Ist h gerade und hat F eine Charakteristik ungleich 2, so ist die Form symmetrisch und
ist h ungerade oder hat F die Charakteristik 2 so ist die Form nach dem vorherigen
Lemma symplektisch. Nach [Lan02, XV.8] besitzt jeder symplektische Raum gerade
Vektorraum-Dimension.

Lemma 2.42. Sei F ein Kirper. Sei A := Fly1,...,yn] und sei B := Flxy,..., 2]
ein A-Modul und sei Dy; und Dx; gerade fir alle i, j. Ist d := | Tor’;" (B, F)| endlich,
dann ist d durch 2 teilbar, fallsmn—k > 1 gilt und falls eine der folgenden Bedingungen
gilt:

o (n—k) ist nicht durch 4 teilbar

e Die formale Dimension h von Tor’y" (B, F) nicht durch 4 teilbar ist

Beweis. Da Dy; und Dz; gerade sind, besitzen h und (n — k) nach Korollar 2.40 die
selbe Paritdt. Aus der Poincaré-Dualitét folgt:

| Tor’y*(B,F)| = | Tor; ™™™ ~"*(B,F)| (2.3)
und
| Tot*(Tor’* (B, F))| = | Tot"~*(Tor’;* (B, F))| (2.4)
Ist (n — k) ungerade, so ist
0
| Tory"(B,F)] = > |Tory(B,F)
i=—(n—k)
2.3 0 i
@ S 2 Tor(B,F)

i=—(n—k—1)/2
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gerade. Ist h = 4¢ + 2, dann induziert die Poincaré-Dualitit eine nicht-ausgeartete,
symplektische Form

Tot?*!(Tor’;* (B, F)) x Tot***!(Tor’;* (B, F)) — F.

Das heifit Tot>***(Tor’y* (B, F)) ist gerade. Somit ist

h
| Tot*(Tor’y*(B,F))| = Z | Tot* (Tor’y* (B, F))|

20

" 9| Tot! (Tor’y™ (B,F))| + | Tot>+! (Tor’y” (B, F))|
=0

gerade. Ist (n—k) = 40’42, dann ist TorQAE,H(B, F) konzentriert in ungeraden Graden.
Es gilt also Tot”(Toring’*(B,IF)) = (). Ist h = 4¢ und ist a € Tot**(Tor’y*(B,F)),
dann kann a? nicht die Fundamentalklasse sein und da Tot*(Tor’;*(B,TF)) genau 1-
dimensional ist gilt damit a®> = 0. Und die Poincaré-Dualitéit induziert wiederum ein
nicht-Ausgeartete, symplektische Form

Tot* (Tor’y*(B,F)) x Tot*(Tor’y*(B,F)) — F

und es gilt:
h .
| Tot* (Tor’y"(B,E)] = | Tot!(Tor’y" (B, )|
i=0
20—1 _
Z 2| Tot’ (Tor’y*(B,F))| 4 | Tot* (Tor’;* (B, F))|
ist gerade. O

Korollar 2.43. Sei A :=Fsly1,...,yn] und sei B :=Fafxq,...,xx] ein A-Modul. Ist
d := | Tor’y"(B,Fs)| endlich, dann ist d durch 2 teilbar, falls n —k > 1 gilt.

Beweis. Ist die formale Dimension h ungerade, so gehen wir wie im Beweis des vorhe-
rigen Lemmas vor. Es gilt nach Lemma 2.41: o? = 0 fiir alle a € Tor’;"(B, F2). Damit
gilt fiir h = 2¢, dass die Poincaré-Dualitdt eine nicht-ausgeartete, symplektische Form

Tot(Tor’y* (B, Fy)) x Tot*(Tor’y* (B, Fa)) — Fy
induziert. Damit ist wie zuvor | Tor’y" (B, F)| gerade. O
Lemma 2.44. Seien A := Faly1,...,yn] und A" := Faly1,...,Yn,y] und sei B :
Folz1,...,zk] ein A" und damit auch ein A-Modul und sei Dyl und Dzx; gerade fur

alle i, j. Ist | Tor’y" (B, F)| endlich und gerade, dann ist | Tor’, (B, F)| durch 4 teilbar,
falls n — k > 1 gilt und mindestens eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

o (n—k) ist nicht durch 4 teilbar

e h+ Dy ist nicht durch 4 teilbar, fir h die formale Dimension von Tor4(B,T).
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Beweis. Seidy das Differential auf dem Komplex Kg(y) und d; das auf Kg(y1,...,yn)-
Die Spaltenfiltrierung auf dem Doppelkomplex

_ id®d1
KLy, un) @8 K5 (y) ——= KB (y1, -, yn) ©8 K3 (y)

d0®idT Td@@id

_ _ id ®dy _
K% "1, yn) @B Kzt (y) —= K% Y1, yn) @8 KS(y)

induziert nach Satz 2.14 eine Spektralsequenz E,. die gegen Tor 4/ (B, F) konvergiert.
Es gilt

B} = Tora(B,F) @p K (y),

dass Differential ist gegeben durch di(a ® e,) = ay und d;(a) = 0, flir a Tors(B,F),
Aus Gradgriinden bricht die Spektralsequenz im Es-Term zusammen. Tot(E;) ist als
Algebra isomorph zu Tor 4 (B, F)®rA(ey) und damit eine PD-Algebra. Da | Tor 4 (B, F)|
gerade ist, ist |E;""| durch 4 teilbar.

Ist (n—k) ungerade, dann liegt die Fundamentalklasse von Tor 4/ (B, F) in geradem
Grad und nach Lemma 2.30 ist dann auch H(FE4,d;) durch 4 teilbar. Sei (n — k) =
4¢ + 2. Wenn es ein a € Tor'y"(B,F) gibt, sodass di(a ® e,) - (a @ e,) gleich der
Fundamentalklasse von Fj ist, dann muss p = —(2¢+ 1) sein. Aber in diesem Fall gilt
nach Lemma 2.41:

di(a®e,) (a®e,) =ad’y@e, =0

Also konnen wir wieder mit Lemma 2.30 folgern, dass H(E1, d;) durch 4 teilbar ist.

Sei nun (n — k) = 4¢ und angenommen es ein a € Tor’y" (B, F), sodass di(a ® ¢,) -
(a ® ey) gleich der Fundamentalklasse von E; ist, dann muss p = —(2¢) sein. Ist h
die formale Dimension von Tor4(B,F), dann ist die Formale Dimension von E; gleich
h' = h+ Dy — 1. Sei nun Da = (—2¢,r), dann ist
Ddi(a®ey) - (a®ey) = (—4¢—1,2r + 2Dy)
Die Fundamentalklasse von F; liegt im Bigrad

(=40 — 1,0 +40+1) = (=40 —1,h + Dy + 40).

Da r und Dy gerade Zahlen sind, wiirde die Tatsache das A+ Dy nicht durch 4 teilbar
ist der Existenz von a widersprechen. Was unsere Aussage bestitigt. O

Korollar 2.45. Seien A := Faly1,...,yn] und A" := Faly1,...,yn,y] und sei B :=
Folz1,...,x] ein A" und damit auch ein A-Modul. Ist | Tor’y"(B,F)| endlich und
gerade, dann ist | Tor’y, (B,F)| durch 4 teilbar, falls n —k > 1 gilt.

Beweis. Da nach Lemma 2.41 gilt a® = 0 fiir alle a € Tor’y"(B,F2), gilt auch stets
dla®ey) - (a®ey) =0.

Und damit folgt unsere Aussage sofort aus Lemma 2.30. O
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2.4.5 Eine spezielle Bockstein-Spektralsequenz

Sei A =Z|x,...,x;). Wir schreiben in diesem Abschnitt kurz K 4 fiir K" (y1, - -+, Yn)-
Nun ist K4 ein freier Z-Modul und so ist

0—>K,‘A®ZZ1QPICA®ZZ—>KA®ZFP—>O

eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen. Diese liefert uns eine langen exak-
te Sequenz in der Kohomologie und somit ein exaktes Paar, was uns zur folgenden
Spektralsequenz fiihrt:

Lemma 2.46. FEs existiert eine Spektralsequenz (E,,d,.), mit
Ef =H"(Ka®zF,)
die gegen (H* (K 4)/ Torsion) ®z F, konvergiert.

Der Beweis ist in [Bro61, 1.1] zu finden.

Korollar 2.47. Ist |H* (K4 ®zF,)| endlich, so folgt dass |H* (K4 ®z Q)| endlich ist.
Weiter ist |H* (K4 ®z Fp)| genau dann durch 2 teilbar, wenn |H* (K4 ®z Q)] es ist.

Wir wollen nun zeigen, dass die Spektralsequenz eine multiplikative Spektralse-
quenz ist. Eine mogliche Methode ist der in unserem Fall sehr komplizierte Ansatz
[Mas54] von Massey. Wir leiten die Multiplikativitdt deshalb aus einem sogenannten
Cartan-Eilenberg System wie in [CE56] her. Fiir ein Paar (s, ) mit —oo < s <t < oo,
definieren wir

H(S, t) =H" (/CA KRz Fptfs)
und fiir s < ¢’ und t < ¢’ definieren wir den Homomorphismus H(s, t) — H(s',¢') durch
die induzierte Abbildung die auf Fj:—. — F oo durch 1 — pis gegeben ist. Fir
s <t<wuseld:H(s t) — H(t,u) gegeben durch den Verbindungshomomorphismus
in der lange exakten Sequenz, die durch

0 - Fu—t - Fu—s - ]Ft—s - O
induziert wird.
Lemma 2.48. FEs existiert eine Spektralsequenz (E,,d,.), mit
Ef =2H"(Ka®zF,)

die als F,-Algebra gegen (H*(K4)/ Torsion) ®z F, konvergiert.

Beweis. Die leicht nachzupriifenden Axiome (AP.1)-(AP.5) von [CE56, XV.7] sind
erfiillt und so definiert H(s,t) ein Cartan-Eilenberg System. Und wir erhalten eine
Spektralsequenz von F,-Moduln. Durch [Dou59, II] erhalten wir die Produktstruk-

tur, sobald wir die dortigen Axiome (AAP.1) und (AAP.2) nachgewiesen haben. Fiir
p,p',r > 0 induziert das Produkt

m: KaKas— Ky
ein wohldefiniertes Produkt
m:H(p,p+r)@H@p ,p' +r) = Hp+p,p+p +7).

Die folgenden langwierigen, aber gradlinigen Rechnungen wollen wir nicht auffiihren.
O
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Korollar 2.49. Ist n — k eine gerade Zahl, so ist { = |H" (K4 @z F,)| genau dann
durch 4 teilbar, wenn £ endlich ist und |H* (K4 ®7 Q)| durch 4 teilbar ist.

Beweis. Nach Satz 2.39 ist Ef = H*(K4 ®z F,,) eine Poincaré-Algebra. Nach dem
vorherigen Lemma konvergiert die Spektralsequenz als Algebra und mit Lemma 2.29
ist auch E eine Poincaré-Algebra. Da (n — k) gerade ist tauchen nicht triviale Dif-
ferentiale also immer paarweise auf, also ist |E,| genau dann durch 4 teilbar, wenn
|Eri1] es ist. O

2.5 Die Tate-Auflosung

Sei A = Flxy,...,x,]. Der Koszul-Komplex hat uns eine Moglichkeit gegeben eine
A-freie Auflésung von F zu konstruieren. Sei nun y1, ...,y eine regulire Sequenz in
Aund sei A= A/(y1,...,yx), dann wollen wir in diesem Abschnitt eine Mdglichkeit
kennen lernen, eine A-frei Auflésung von F zu konstruieren. Weiter werden wir die
bigraduierte Algebra Tor ;5 (F,F) untersuchen.

Mit der Bar-Auflosung haben wir bereits eine mogliche Auflésung gefunden. Da
diese aber sehr grofs ist, sind wir auf der Suche nach einer anderen, kleineren Aufl6-
sung. Diese werden wir mit der Bar-Auflosung vergleichen. Fiir diesen Vergleich fithren
wir noch etwas Notation ein: Wir wollen fiir eine graduierte Algebra A definieren, was
ein System von geteilten Potenzen ist.

Definition 2.50. Sei A = > .., A’ eine zusammenhéngende, graduierte F-Algebra
und I ein Ideal in A. Wir sagen, dass A ein System von geteilten Potenzen auf I
besitzt, wenn es fiir jedes Element z € I* und jedes p € Ny ein () e IP" existiert,
sodass 2(® =1, (V) = z und folgende Axiome erfiillt sind:

2P @ — (p + q> 2P+ (2.5)
p

(z+y)® = Z 2y ) (2.6)
i+j=p

(zy)®) = aPy® =z @)yp (2.7)

ey@ — P9 mg 9.8

T = T .
. 27 29
o

Beispiel 2.51. Die Algebra der geteilten Potenzen I' := I'(y1,...,yx) iiber einem
Kérper F besitzt ein System von geteilten Potenzen auf ganz I'. o

In den meisten Féllen werden wir mit differenziellen Algebren arbeiten und erwei-
terten unsere Definition deshalb:

Definition 2.52. Sei A = )., A’ eine zusammenhéngende, differenzielle graduierte
F-Algebra und I ein Ideal in A, sodass A ein System von geteilten Potenzen auf I
besitzt. Wir sagen, das Differential d auf A ist vertriglich mit dem System der geteilten
Potenzen auf I, falls fiir alle x € I gilt:

d(z®)) = d(z) - P~ (2.9)

<
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Diese neue Struktur finden sich auf den Komplexen B**(A, A,F) und B*(F, A, F)
wieder, wie in [BK94, 4.1] nachzulesen ist:

Satz 2.53 (Briiderle, Kunz). Sei R ein Korper oder die ganzen Zahlen Z und sei A
eine graduierte R-Algebra. Die beiden differentiell graduierten Algebren B**(A, A, R)
bzw. B**(R, A, R) besitzt ein eindeutiges System von geteilten Potenzen auf den Idea-
len B=2"*(A, A, R) bzw. B=2"*(R, A, R). Das Differential d. ist vertriglich mit dieser
Struktur.

Kommen wir nun zu der Konstruktion der angesprochenen Auflésung. Nach [Tat57,
4] gilt:

Satz 2.54 (Tate). Sei A =TF[z1,...,2,] und sei c; j € A, sodass y; :=3_; xjc; ; eine
regulire Sequenz von homogenen Polynomen in A ist. Sei J das Ideal (yy,...,yx) in
A und sei c;; die Restklasse von c; ; in A := A/J. Definiere die bigraduierte Algebra

T := /\([1'1], ey [xn]) RF F(Ul, e ,Uk) Xr A.

Dabei sei A konzentriert im Bigrad (0,%), es sei D[x;] = (—1,Dx;) und Dv; =
(=2, Dy;). Vermdge des Differentials d,

d([zi]) = @,
dlv)) = X;lmileiy, _
d(a) =0 firae A,

wird T zu einer A-freien Auflésung von F.

Aus dem selben Beweis leiten wir folgendes Korllar her, welches den vorherigen
Satz verallgemeinert:

Korollar 2.55. Sei A =TF[z1,...,2,] und sei { <n. Seic,; € A,

Y ::Z:chi,j ,iE{l,...,g}
J

und

Yi ::xi—l—zgchj 7i¢{1,...,£}7
J

sodass die y; eine requlire Sequenz von homogenen Polynomen in A bilden. Sei J das
Ideal (y1,...,yx) in A und sei c;; die Restklasse von c; ; in A:= A/J. Definiere die
bigraduierte Algebra

T = AN([z1],- -, [zn]) @r T(vega, ..., vk) @ A.

Dabei sei A konzentriert im Bigrad (0,%), es sei D[r;] = (—1,Dx;) und Dv; =
(=2, Dy;). Vermdge des Differentials d,

d([z]) = @i,
d(v;) = Z]‘ [a]cis, _
d(a) = 0 fira e A,

wird T zu einer A-freien Auflésung von F.
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Mit der Notation des vorherigen Satzes definiere § : 7 — A**(A, A, F) durch
0(a) = a fiir a € A, 0([x;]) = [#;] und

n

0w) = (3 leijlzi)@.

i=1
Die Abbildung @ ist ein injektiver Homomorphismus von Algebren. Nach [Tat57, §2]

gilt dvj(-p) = dvj -v](-pfl) und nach Satz 2.53 gilt

de ((Z[CZMA)“”) = de[CZj\xi]V(Z[Ci‘,j\xiD(”’l)

und wir folgern, dass © ein injektiver Homomrphismus von differentiellen Algebren
mit einem System von geteilten Potenzen auf 72* bzw. B2**(A, A, F) ist. Da 7 und
B**(A, A,F) insbesondere projektive Auflésungen sind, existiert eine Abbildung v :
B~"(A, A,F) — 7. Nach [CE56, V.1.2] ist fov bzw. vof kettenhomotop zur Identitit.
Ist N ein A-Moldul, dann induziert  einen Isomorphismus

0" . H*(T ®4 N) — H*(B~"(F, 4, N))

von graduierten F-Algebren.

Zuletzt folgern wir nun mit der Vorrede und [Tat57, 6]:

Lemma 2.56. Sei A = Flz1,...,2,] und y1,...,yi eine requlire Sequenz in A. Sei
J=(y1,...,yx) und sei ¢, ; € A, sodass

n
=Y cii
i=1

Sei A= A/J und c;; die Restklasse von c; ; in A. Dann ist
Tor 5(F,F) = A([z1], ..., [2n]) @r T(v1, ..., vk),

als bigraduierte Algebra, mit v; die Klasse das Reprisentanten Y . [ci;

xi].



Kapitel 3

Semicharakteristik

Sei X eine geschlossene, orientierbare Mannigfaltigkeit ungerader Dimension und F
ein Korper. Die F-Semicharakteristik k(X;F) ist definiert durch

k(X;F) =Y dimp H*(X;F) mod 2.

3

Sie nimmt also die Werte 0 oder 1 an. Die F-Semicharakteristik ist im Gegensatz
zur Euler-Charakteristik abh&ngig von der Wahl des Kérpers F. Wir schreiben Se-
micharakteristik anstatt F-Semicharakteristik, wenn die Wahl des Korpers eindeutig
ist.

3.1 Bekannte Resultate

Sei w;(X) die i-te Stiefel-Whitney-Klasse und [X] € H,,(X;F) die Fundamentalklasse
der n-dimensionalen, geschlossene, orientierbaren Mannigfaltigkeit X, dann gilt nach
[MLP69]:

Satz 3.1 (Milnor, Lusztig, Peterson). Ist X eine geschlossene, orientierbare Man-
nigfaltigkeit der Dimension 2n + 1, mit n gerade, dann gilt

k(X5R) — k(X3 F2) = (w2 (X)wap—1(X), [X]).
In demselben Text wird auch ein direktes Korollar aufgefiihrt:
Korollar 3.2. Gilt im vorherigen Fall die Gleichheit k(X;R) = k(X;F3), so folgt
k(X;R) = k(X;Fp)
fiir p beliebig.

Der Beweis setzt sich zusammen aus [MLP69] und [Bro62]. In [Sto74] finden wir
folgende Aussage:
Satz 3.3 (Stong). Gibt es eine freie Zo x Zo-Operation auf X, so ist k(X;Fy) = 0.
Diese Zy x Zo-Operationen lassen sich im Fall das H C SU(n) gilt und X =

SU(n)/H ist, vergleichsweise gut konstruieren. Singhof leitet hieraus die folgenden
Aussagen zur Fa-Semicharakteristik von X her. Alle sind in [Sin85] zu finden:

63
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Satz 3.4 (Singhof). Sei H eine zusammenhdngende einfache Lie-Untergruppe von
SU(n) und ist dim(SU(n)/H) ungerade, so ist k(SU(n)/H;F2) = 0 oder SU(n)/H
ist diffeomorph zu einer Sphdre.

Satz 3.5 (Singhof). Sei H eine zusammenhdingende halb-einfache Lie-Untergruppe
von SU(n) und ist dim(SU(n)/H) ungerade. Ist H prim zu Ay und Cs, dann ist
k(SU(n)/H;F3) =0 oder SU(n)/H ist diffeomorph zu SU(n)/(SU(k) x SU(n — k))
oder zu einer Sphdre.

Satz 3.6 (Singhof). Sei H eine zusemmenhdingende Untergruppe von G und sei
Rang G > 9. 28Rans H+16  Danp st k(G/H;Fy) = 0.

Eine Aussage zur R-Semicharakteristik folgt aus [Bec81]:
Satz 3.7 (Becker). Sei G/H ein 4n+ 1 dimensionaler homogener Raum, dann gilt:

oy | IWel/|Wh|, RangG =RangH +1
KG/H;R) = { 0, Rang G > Rang H + 1

3.2 Folgerungen und Bemerkungen

Wir behalten die Notation des vorherigen Abschnittes bei und widmen uns noch
einmal der Formel

k(X5R) — k(X;Fe) = (wa(X)wa,—1(X),[X]).

Ist wo(X) = 0, so ist natiirlich die Gleichheit von k(X;R) und k(X;F3) gegeben.
Singhof und Wemmer untersuchen in [SW86, 4.2], wann fiir X = G/H ein homogener
Raum gilt: wy(X) = 0. Die untersuchung, wann wa,_1(X) = 0 gilt, scheint viel
komplizierter. Aber in [BH58, 7] sehen wir, dass alle Stiefel-Whitney Klassen von
G/H im Bild von Bp* : H*(BH;F3) — (G/H;F3) liegen, wobei p: G/H — BH die
charakteristische Abbildung ist. Nach Satz 2.17 gibt fiir R ein kommutativer Ring mit
1 einen Isomorphismus

© : Torc-(pa:r) (C*(BH; R), R) — H*(G/H; R)
von R-Algebra. Zusammen mit Satz 2.18 folgt, dass alle Stiefel-Whitney Klassen in

Tory” g, (H* (BH; Fs), Fy)

liegen. Liegt das Urbild von [X]*, dem dualen der Fundamentalklasse in H.(G/H; R),
unter © im externe Grad kleiner als Null, so gilt (w2 (X)wa,—1(X),[X]) = 0, da ein
Urbild von wa(X) und wa,—1(X) unter © im externen Grad 0 liegt. Dies beschreiben
wir in folgendem Lemma noch einmal:

Lemma 3.8. Sei H — G eine Inklusion in LieQs, mit H abgeschlossen in G. Sei
X = G/H, mit dim G/H = 2n+ 1 und n gerade. Sei R := H*(BG;F3) und S :=
H*(BH;F3), mit Rang S < Rang R, dann ist k(X;F) = k(X;F2).

Beweis. Nach Lemma 2.6 und Korollar 2.40 ist | Tory pq.p, (H*(BH;F2),F2)| end-
lich. Damit sitzt ein Urbild FK der Fundamentalklasse unter © nach Korollar 2.40
im Bigrad (Rang H — Rang G, *). Diese Fundamentalklasse FK liegt im hochsten
Grad, iiberlebt also bis in den E.-Term. Da wy und wa,—1 aber im Bigrad (0, *)
liegen und es dort kein multiplikatives Extensionsproblem gibt ist wews,_1 nicht die
Fundamentalklasse, also gleich Null. O
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Lemma 3.9. Seien H C G Lie-Gruppen, mit H abgeschlossen in G. Sei X = G/H,
mit dim G/H = 2n + 1 und n gerade. Sei H*(BH;F3) eine Polynomalgebra mit
Erzeugern in geraden Graden, dann ist k(X;F) = k(X;Fq).

Beweis. Da
Torly! per,, (H*(BH; Fa; Fy) = H* (BH; Fy)/ H' (BG; Fy)

nur Elemente von geradem Grad enthilt ist wa, 11 = 0. O

Beispiel 3.10. Sei X = SU(3)/S0(3), dann sind die Es-Terme der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz gegeben durch

Ey" = A([es])
im Fall R = Q, mit D[c3] = (—1,6) und
By = Fo[ws, ws] /w3, wi

im Fall R = Fy, mit Dwy = (0,2) und Dws = (0, 3). Beide Spektralsequenzen kolla-
bieren im Fs-Term aus Mangel an moglichen Differentialen. Es gilt wows # 0. Und
so folgt:

(w2 (X)wan—1(X), [X]) =1

Wir sehen was sich schon an der Q- und die Fo-Kohomologie selbst ablesen ldsst:
E(X;TF) # k(X;Fy). o

Beispiel 3.11. Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir, dass fiir homogene Rdume
X =G/H und dim X = 4n + 1 gilt:

k(X;R) = 0 fir Rang H < Rang G — 1
' [W(G)|/|W(H)| firRangH = RangG —1

Fiir dim X = 4n + 3 gilt die Formel nicht. Mit Lemma 1.3 und der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz berechnet sich, dass

k(SO(12)/SU(6);R) =1,
gilt, aber es gilt ebenfalls
[W(SO(12))|/IW (SU(6))| = 0,

was ein Gegenbeispiel fiir die Existenz dieser Formel im Fall dim X = 4n+ 3 ist. Auch
X = 50(20)/SU(10) zeigt sich als Gegenbeispiel. Gegebenenfalls lassen sich weitere
Gegenbeispiele in X = SO(2(4n+1))/SU(4n + 1) finden. o
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Kapitel 4

Kompakte Lie-Gruppen

Dieses kurze Kapitel beschiftigt sich ausschliefllich mit Beispielen, die uns ein Gefiihl
fiir das geben sollen, was uns in den kommenden Kapitzeln erwartet.

4.1 Beispiele

Untersucht man die Kohomologie eines homogenen Raumes, so wird man hiufig fest-
stellen, dass H*(G/H;T) eine oder beide der folgenden Eigenschaften erfiillt:

e Es gibt eine F-Algebra A und eine nicht-triviale dufere Algebra A, sodass
H*(G/H;F) = A® A gilt.
e Ist h:= Rang G — Rang H, dann ist |H*(G/H;F)| durch 2" teilbar.
Der Wert |A| ist eine Potenz von 2. Ist |A| > 4, so ist auch |H*(G/H;F)| durch 4
teilbar und im Fall dim G/H ungerade, verschwindet die F-Semicharakteristik. Der
Tatsache, dass die Eigenschaften so héufig erfiillt sind wollen wir diesen Abschnitt

widmen. Wir wollen aber auch Beispiele auffithren, in denen die Eigenschaften nicht
erfiillt sind.

Im Zusammenhang mit der ersten Eigenschaft fillt sofort die von Borel formuliert
Aussage [Bor67, 1.7.3] auf:

Lemma 4.1 (Borel). Seip # 2 und seien H C G Lie-Gruppen. Sei
H*(G7Fp) = /\(1‘1, s ,J?n),

wobei Dx; ungerade ist. Sei weiter m : G — G/H die Projektion. Dann gibt es Un-
teralgebren A und A von H*(G/H;F,), sodass H*(G/H;F,) = A® A gilt. Weiter ist
™ injektiv auf A ist und 7*(A) = 0.

Das Lemma gibt aber keine Auskunft, ob A nicht trivial ist. Es sollen nun Beispiele
folgen, in denen A = 0 gilt.

Beispiel 4.2. Sei
Vo T3 s T
—

(t1,t2,t3) (t1,t2,t3, t1ta, tits, tats)

67
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und sei «// : T C SU(6)% die Inklusion des maximalen Torus. Definiere ¢ = "/ o //.
Es gilt H*(BSU(2)%R) = R[y1,...,¥ys], Dy; = 4 und H*(BT?;R) = R [z1, 22, 73],
Dx; = 2. Die Abbildung ¢ induziert einen Homomorphismus B:*, der wie folgt gegeben
ist:

Bu*: H*(BSU(2)%R) — H*(BT3R)
n = 33%
Y2 = 3
Y3 — CU§
Ya — (214 22)?
Ys — (214 23)?
Yo = (22 4 x3)?

Nach 2.22, dem Satz von Cartan gilt:
H*(SU(2)°/T?; R) = Tory-(psu e)z) (R; H (BT?; R)).

Sei A := R[z1, 29, 23] /(2},23,23), dann ist der rechte Term nach Lemma 2.36 als
Algebra isomorph zu
HEa(z122, 2173, 223).

Mit einer leichten, aber ldngeren Rechnung sehen wir:

i [0 2 5 7 8 10 13 15
|H'(SU(2)5/T%R)| |1 3 8 6 6 8 3 1

Die Kohomologie in den nicht genannten Graden ist gleich Null. Nun sehen wir,
dass H'(SU(2)%/T3;R) aus Gradgriinden nicht isomorph zum Produkt aus einer
nicht-trivialen duferen Algebra und einer weiteren Algebra sein kann. Es gilt 3 =
Rang SU(2)® — Rang 7%, aber |H*(SU(2)%/T3;R)| ist nur durch 4 und nicht durch
8 = 23 teilbar. Die zweite Eigenschaft ist also nicht erfiillt.

Sein>3und N:=n+ (3). Sei // : T™ — T geben durch
(tlv s 7t7L) = (tla ce 7tnat1t27tlt3; e 7t1t7L7t27t37 s 7t7L—1t7L)~

Sei : TN — SU(2)" die Inklusion des maximalen Torus und definiere ¢ = ¢ o//. Fiir
n =3,4,5,6 ist SU(N)N /. ein homogener Raum, fiir den gilt: | H (SU(2)V /1;R)| ist
durch 4, aber nicht durch 2V ~" teilbar. Vermutlich ist fiir n > 6 die zweite Eigenschaft
nie erfiillt. o

Beispiele zu finden, in denen die Kohomologie mit Koeflizienten in Fo nicht in eine
Produkt aus einer dufferen Algebra und einer weiteren Algebra zerfillt, ist schwieriger.
Das folgende Beispiel ist rechnerisch so aufwendig, dass die Rechnungen mit dem
Computer durchgefiihrt wurden. Es ist von den Beispielen, welche der Autor gefunden
hat, jenes mit dim G/H minimal:

Beispiel 4.3. Sei ¢ : SU(3)% — SU(9) die Standardeinbettung, dann gibt es keine
Algebra A und keine nicht-triviale, dufere Algebra A, sodass H*(SU(9)/SU(3)3; Fq) =
A® A gilt. o

Zerfallt H*(G/H;F) in das Produkt aus einer duferen Algebra und einer weiteren
Algebra und ist die dufere Algebra nicht zu klein, dann ist k(G/H;F) = 0. Bei der
Suche nach einer duferen Algebra, die Unteralgebra von H*(G/H;F) ist, diirfen wir
uns nicht zu sehr auf die Suche nach einem A wie in Lemma 4.1 beschrinken. Es gibt
Fille in denen A trivial ist, aber A selbst eien dufere Algebra. Der einfachste Fall
lautet wie folgt:
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Beispiel 4.4. Sei 7 : SU(2) - SU(2)/S* ~ 5% die Projektion. Es ist nun schnell zu
sehen: H*(SU(2)/SY;F) 2 A® A mit A = A(z) und A = 0. Es gilt 7*(z) = 0. o

Wir wollen nun ein technisches Lemma auffiihren, welches uns ein einfaches, hin-
reichendes Kriterium gibt, mit dem wir in einigen Spezialfillen zeigen konnen, dass
die Fy-Semicharakteristik eines homogenen Raumes mit ungerader Dimension ver-
schwindet.

Lemma 4.5. Seien H C G zwei Lie-Gruppen, sodass H*(G;F2) = Fa[y1,. .., Ynl,
H*(H;Fq) =Fy[x1,..., k] gilt. Gibt es eini € {1,...,n}, sodass

‘F2 [xlv' o axk]/(ylwﬂa?jiw"?yn)‘
endlich ist, dann ist | Tory-(pa;r,)(H*(BH;F2),Fo)| durch 4 teilbar.

Beweis. Das Korollar von Lemma 2.42 zeigt, dass |[HKwg(Bmr,) (Y1, Tis- - Yn)]
durch 2 teilbar ist. Mit dem Korollar von Lemma, 2.44 kénnen wir dann zeigen, dass
|HICH*(BH;F2)(Z~/17 “na 7y7l)| durch 4 teilbar ist. O

Dieses Lemma, so praktisch es auch ist, kann nicht immer angewendet werden:
Seien H C G Lie-Gruppen und sei H*(BH;F) = Fa[21,...,2;] und H*(BG;F) =
Fs [y1,-..,yn]. Die Annahme es gibe immer ein y;, sodass

‘F['xl?"'?xk]/(y17"'7gi7"'7yn)|<OO

erfiillt ist, muss verworfen werden: Es folgt ein Gegenbeispiel welches die genannte
Vermutung widerlegt; aufgrund des rechnerischen Aufwandes ist es mit dem Computer
berechnet.

Beispiel 4.6. Sei /' : T® — TY gegeben durch (t1,...,tg) — (t1,...,ts,trtg) und sei
V"ou % — U(9) die die Inklusion des maximalen Torus. Die Abbildung ¢ := /" o //
induziert den Homomorphismus Be* : H*(BU(9); F2) — H*(BT®;F3) und es gilt fiir
allei e {1,...,9}:

|H*(BT®;F2)/(c1y- -y Ciyennyen)| = 00
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Kapitel 5

Zur Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz

Gegeben die Lie-Guruppen H C G. Dann ist der Es-Term der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz mit Koeflizienten in einem Korper F (siehe Abschnitt 2.2.2), gegeben
durch

Ey = Tory- (pe;p (F, H*(BH; F),F).

Sei nun H*(BG;F) 2 Flyy,...,y,] und sei 0 = y,, € H*(BH;F). Dann gilt
Tory-(pawy(H* (BH;F),F) = HKu-Buw) (Y1, - YUn)
H,CH*(BH;]F) (yla v 7yn—1) & /\([y71])7

als bigraduierte Algebra. Dabel ist D[y,] = (—1, Dy,). Wir wollen uns in diesem
Kapitel auf den Korper Fy beschriinken und folgenden Satz beweisen:

1

Satz 5.1. Sei F = Fy und seien H C G wie zuvor. Dann gilt in der FEilenberg-
Moore-Spektralsequenz zu Faserung G/H — BH — BG mit Koeffizienten in Fo: Das
FElement [y,] € Eo iberlebt bis in den E-Term und es gibt fir i > 2 bigraduierte
Algebren T;, sodass E. =2 T, @ A([yn]) als bigraduierte Algebra gilt.

FirteT,.®1 folgt d.(t) € T ® 1. (5.1)

Damit gibt es eine bigraduierte Algebra T, und der E..-Term ist als bigraduierte
Algebra isomorph zu Too @ A([yn])-

Da die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz eine Spektralsequenz von Algebren ist,
folgt aus der Tatsache, dass fiir ein ¢t € T, ® 1 auch d,.(t) € T, ® 1 gilt ebenfalls,
dass fiir ein ¢ € T, ® [y,] auch d,(t) € T, ® [y,] gilt. Damit ist H(E,,d,) isomorph
zu H(T,,d,) @ A([yn]) und T, 41 = H(T,,d,). Wir miissen also nur untersuchen, dass
die Differentiale die gesuchte Eigenschaft (5.1) haben und damit beginnen wir im
nichsten Abschnitt.

Da wir im Folgenden nur die Koeffizienten in Fo benotigen, werden wir uns auf
dies Wahl beschrinken. Mit einem Mehraufwand welcher durch Vorzeichen entsteht,
ldsst sich die Aussge vermutlich auch fiir andere Koérper beweisen.

Wir werden dabei wie folgt vorgehen: In Satz 2.17 sehen wir, dass wir die Koho-
mologie von G/H als die Homologie des Doppelkomplexes

B** := B"*(Fq,C*(BG;F2),C*(BH;F2))

71
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auffassen kénnen. Die Differentiale der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz kénnen wir
also bestimmen, indem wir die Differentiale der Spektralsequenz bestimmen, die zur
Spaltenfiltrierung von B** assoziiert ist. Salopp beschrieben entstehen das Differential
d, in einer Doppelkomplex-Spektralsequenz durch Ketten bq,...,b,. € B**, fiir die
gilt do(b1) = 0 und dy (b;) = do(bi+1); spiter folgt eine genaue Beschreibung. Durch die
Untersuchung dieser Folgen werden wir zuerst exemplarisch die Eigenschaft (5.1) fiir
das ds Differential herleiten und werden dann zeigen, dass wir fiir bestimmte Folgen in
B** die Eigenschaft (5.1) fiir d, zeigen kénnen. Zu diesem Zeitpunkt wissen wir dann
wie eine Folge aussehen miisste, aber wir wissen noch nicht ob die so gewahlte Folge
auch wirklich existiert und so bleibt uns zuletzt auch noch die Existenz zu bestétigen.
Was den Beweis komplettiert.

5.1 Doppelkomplexe

Sei IF ein Korper und (AP-?, df), d}) ein Doppelkomplex iiber F. Das Diagram

’
1

AP—1.4 AP+

do T Tdé
d/

Ap—Lag-1 s APa—1

kommutiert. Die Spaltenfiltrierung dieses Komplexes induziert wie in Satz 2.14 be-
schrieben eine Spektralsequenz F,., die gegen H(A) konvergiert. Nach [KS72, 2.1] gilt
folgende Aussage, die in [McC01, 8.30] ausfiihlich bewiesen wird:

Lemma 5.2. Seiay,...,as € A*, sodass dy(ar) = 0 und d)(a;) = djy(a;+1) gilt. In

der Spektralsequenz E,. tberlebt a; bis in den Eg-Term und ds bildet die Klasse von
ay auf die Klasse von d(as) ab.

Sei von nun an A** konzentriert in nicht-positiven externen Graden. Wir sagen, ein

ay € Kern dj ldsst sich bis zur Linge s fortsetzen, wenn es eine Folge as, ..., as € A™*
gibt, sodass d}(a;) = dj(a;+1) gilt. Wir sagen, dass a; sich maximal bis zur Linge
s fortsetzen ldsst, wenn sich keine Folge ag,...,as11 € A** mit dieser Eigenschaft

finden ldsst. Wir sagen, dass sich a; bis zur Lange oo fortsetzen lasst, wenn es eine
Folge as, ...,as € A** gibt und a, € A%* liegt.

Lemma 5.3. Lasst sich ein Element a1 maximal bis zu Linge s fortsetzen, dann ist

ds([ar]) # 0

Beweis. Wir beweisen den Fall s = 2. Sei a; € AP? und ay € APT14~1 Angenommen
dz([a1]) = 0. Das bedeutet, dass die die Klasse von d]([az]) in E5 verschwindet. Was
wiederum bedeutet, dass es ein b € APTL97! ynd ein e € APT2972 gibt, sodass
dy(b) + dj(e) = dj(az) gilt. Das heift aber, dass sich a; durch die Folge a1, a2 + b, e
bis zur Lange 3 fortsetzen lisst. Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung, dass sich
a1 maximal bis zur Lange 2 fortsetzen lasst. O

Im Folgenden werden wir fiir das Shuffle-Produkt in der Bar-Konstruktion [a]V[b]
nur [a][b] schreiben.
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Sei X ein CW-Komplex, dann besitzt der singulidre Kokettenkomplex C*(X,F)
ein U;-Produkt, eine F lineare Abbildung

Up : CP(X;F) @ CYX;F) — CPTI—Y(X;TF),
welches die Hirschformeln erfiillt:

dlaUib) = aUb—(=1)P%Ua—d(a) U b— (—1)P% Uy d(b),
(aUb)Uic = (=1)P%U(bUic)+ (—1)P"Pe(a Uy c) Ub.

Sind a,b € Kernd, so gilt natiirlich d(a U; b) = aUb — (—=1)P?% U a.

Seien X,Y zwei CW-Komplexe und sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Sei
C*(X;F2) der singuldre Kettenkomplex von X mit Koeffizienten in Fo. Vermoge f
wird C*(X;F2) zu einem C*(Y;F2)-Modul. Weiter soll H*(Y;F2) = Fay1,...,Un]
gelten. Der Komplex

B (F2; C* (Y3 F2); C*(X; Fa))

ist ein Doppelkomplex. Sei (E,,d,.) die zur Spaltenfiltrierung assoziierte Spektralseu-
genz. Seien vy, . .., v, Reprisentanten von yy, ..., y, in C*(Y;Fy). Seiv := [v1] ... [vx] €
Ey** k < n. Esgilt dj(v) = do(v) = 0 und wir nehmen an, dass d; ([v]) = 0 gilt. Wir
wollen untersuchen wohin dy die Klasse von v in FEy abbildet. Dann ist d}(v) gleich

> [wiv; + vjvilvr] - [oi] - [og] - [ok] + Z[vl] il ok

i<j

Es gilt

dlo(;[UL U1 ’Uj][’Ul] e [1;7] e [’Uj] RPN [’Uk])

= ;}[v,;vj +ojvil[v1] .. [v] o] o]

Das Element

Z[vi U oj][on] . o] oo [o5] - Jog]

i<j
existiert immer, damit liegen d}(v) und

Z[vl] R [P P A 3

i

in der selben Klasse in E; und da d; ([v]) = 0 gilt, muss es Urbilder v, von v; unter d
in C*(X;F2) geben und es gilt

do (X [on] - o] - foxvy)

= Yvi]. v [ok]vs

Damit gilt fiir ao, definiert als

> i Vs vglfen] . [oi] - fog] - o] + ZM il kvl

1<j
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dass d} (v) = d{(a2) gilt. Nun rechnen wir nach, d}(a2) ist gleich:
>, [o1] ... [vd] .- [v] - . [owJua} + ;o] (5.2)
Y., [v1] .. [oi) - [v3] . . - [or]ws Us v; 5.3)
+ 3 i [v; Uy v;][o1] .- [o] . [03] .. [or] - . [owJuu (5.4)
+ X ey low N T I ) D T P ) D A 0 (5.5)
+ Y e [ U)o okl Ur o)) o] [og] ] - on] (5.6)

Wir rechnen weiter, dass do((v; U1 v;) Ur vg) gleich

(v; U vj)vg + vi(vs Ut v) + (v; Uy o) + v5(v; Ur vg) + (v Uy og)v; + v;(v Uy o)

ist und so wird das Element

> v Uy vy) U ova] il og] o] (o]

i<j<k

mittels df, auf (5.6) abgebildet. Weiter bildet dj, das Element

Z [vi Uy vj][on] - [og] -+ [vg] -+ [wi] - - [vw]o)

7
iALA

auf (5.4)+(5.5) ab. Damit folgt, dass d}(az) und

Z (). [vi] .. o] ... [v]viv} +vjv; + v; Uy v;

i< g

in der selben Klasse in E; liegen.

Sei I = {i1,...,4} C {1,...,n} und definiere [y;] :=
H*(X;TF5), sodass fiir

[yh]

a= Z [yrlzr € Ey

1=l

[’y”] Sei x; €

gilt: di(a) = 0. Aus unseren voran gegangenen Uberlegungen kénnen wir folgern:

Lemma 5.4. Ist a wie zuvor. Dann existieren fir J C I, |J| =

zy € H*(X;F2) und es existiert ein Element

>

JCI,|J|=1-2

b= [yslxs € En,

| — 2 Elemente

sodass die Klasse von a in Es durch ds auf die Klasse von b in Ey abgebildet wird.

Mit diesem Lemma haben wir also schon einmal einen Anfang des Satzes 5.1
bewiesen. Den Rest dieses Kapitels wollen wir dafiir verwenden eine dhnliche Aussage

auch fiir hohere Differentiale zu beweisen.
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5.2 Konstruktion

Wir haben in Abschnitt 2.4.1 gesehen, dass es einen injektiven Homomorphismus von

Kettenkomplexen

0 Kl ey (U1, Yn) — BT (FH (Y F2), HY (X Fy))

gibt, der e,, auf [y;] schickt und dass 6 ein Homologieisomorphismus ist. Wir nennen

Elemente aus dem Bild von 0 Koszul-Elemente.

Sei aw = {i1,...,4¢} eine geordnete Sequenz {1,...,n} und sei v; ein Reprisentant

von y; in C*(Y;F2). Dann definiere
Vo = ((Uil Uy ’Uz‘2) Ug .. ) U1 0.
In [GMT74, 2.2] lesen wir nach, dass gilt:

d(va) = Y vava—s

BCa

Fir a = {i1,...,i} C{1,...,n} sei w, € C*(X;F3) im Kern von d, sodass

ay:= Y [vi]... [vi,Jwa € B7%(Fa,C*(Y;Fy), C*(X; F2))
|| =£

homogen ist und im Kern von dj liegt.

Weiter werden «;, 3 und v ebenfalls geordnete Sequenzen in {1,...,n} sein.

In dem was kommt, wollen wir nun versuchen eine Folge zu konstruieren, die
ay fortsetzt. Diese Konstruktion ist ein rechnerisch sehr aufwendiger Prozess und
die Notation scheint im ersten Moment sehr uniibersichtlich. Dennoch wird sich bei

genauerer Betrachtung die Natiirlichkeit des Verfahrens zeigen.

Wir wollen eine Reihe von Urbildern benennen, von denen a priori nicht sicher
ist, ob sie wirklich existieren. Dies soll uns vorerst nicht stéren, da wir erst einmal
nur Notation einfiihren wollen. Die Existenz soll uns spéter kiimmern. Fiir |G| = ¢ sei

,wl(jo) =wg. Sei f C {1,...,n}, mit |B]| =¢— 1. Sei wg) ein Urbild von

0
Z W‘Mﬁv

dabei sei v + [ die Vereinigung der beiden Sequenzen v und 8. Fiir 5 C {1,...

mit |B] =€ — 2, sei w(;) ein Urbild von

2—v
2 “Vwiw .
[ =v
yNB=10

Induktiv definieren wir dann fiir |3| = k das Element wék) als Urbild von

k
> el

T hl=v

YyNB=0

S
Il N
—

1},
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Es sei noch bemerkt, dass die Existenz der wg'+ ) von der Wahl der wg) abhingt.
Wir werden spéter zeigen, wie die wu) gewahlt werden kdnnen, sodass w( i+1)
falls es eine Fortsetzung bis zur Lénge i + 1 gibt.

existiert,

Mit diesen Definitionen wollen wir nun eine Folge angeben, mit der sich ay fort-
setzen ldsst. Die Linge bis zu der sich a; fortsetzen lisst wird davon abhingen, ob
die zuvor eingefiihrten Urbilder existieren. Auf dies gehen wir nach der Konstruktion
genau ein. Wir definieren

Z Z Z [Um][vaz—m] s [Uan—k_ﬂ’n—k—l]wa > (5-7)

"“ laj=¢ \a1C...Cay—k=0

dabei laufe die innere Summe {iber alle Teilmengen, sodass a; 11 — a; # 0 gilt und
das kleinste Element in a; — a;;—1 sei kleiner als das kleinste in ;41 — o ist; diese
Bedingung bezeichnen wir als Bedingung («). Salopp ausgedriickt ist (5.7) die Summe
iiber alle Shuffle-Produkte bei denen die v;; auf n —k Bars verteilt sind und insgesamt
k-viele U; Produkte auftauchen. Es gilt dabei

ayp = Z .
(©)
Beispiel 5.5. Ist n = /¢ =4 und w, = 0, dann gilt:
> = [v1][va][vs] [va]
(0)

und

(]
I
+ 4+ 4+

Weiter gilt:

U1 U1 Va2 ||VU3 U1 V4
v1 U1 v3]|ve U vy
v1 Uy v4||v2 Uy V3

[ Il ]
[ Il ]
[ Il ]
[v1 Uz vy [vg Uy v3]
[ Il ]
[ Ii ]

e

+ V1 U1 V2 U1 V4 ||V,

Z - + [(’Ul U1 ’1)3) Ul ’UZ [’Uz]
+ [’Ul][(’l}g U1 Ug) 1 ] V1 Uq v3]|v Up g

v1 Uy vaf|vg Uy vy

V4

++ 4+ ++

und

Z = [((Ul Uy v2) Up v3) Uy 1)4]
()

<

In allen folgenden Summen gelte stets die Bedingung («). Wir definieren fiir ¢ < k

Z Z Z Vo ][Vaz—ai] - - [’U(Xn—k—i_an—k—i—l}w((xi)

la|=—i \a1C...Cap_p=a
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und fiir i + j < k und 57 > 1 die Summe

o= > > Yo aPas-a] - [y —an_ o, Jupwl?)

(ﬁ» la|:=t—i—j ﬂﬂa :(Z) a1 C...Cap_p=a

1Bl =j
und fiir 7+ < k definieren wir zuletzt die Summe

(’»7’) |a|=0—i v C Ca o1 C...Cap_p—1=(ax—"2)
ol <k —i+1
iuber die Elemente
[U’h U’Y2—’71 + U’Yz—’hv’)’l][1)01””02—(11] te [’l}aé—k—l—(yl—k—z]w((j)?
dabei sei das kleinste Element in ; kleiner als das kleinste in o —; und |y1], |y2| > 1.

Wir kénnen nun nachrechnen, dass gilt:

—i+1

ZZZZ

*) (407 g=L (R

i

Ebenso rechnen wir nach:

AP ED IS o o8
G/ () TG

dabei ist Z((k+1)/) = 0. Hiermit kénnen wir folgern:
k41

k k+1
B ELADIDY
i=0 (k) i=0 (k1)

Es sei noch bemerkt, dass tiblicherweise fiir |a] = ¢ viele der w, gleich Null sein
werden. Damit sind fiir || = ¢ — ¢ auch viele der w gleich Null.

Nun haben wir aber schon zuvor erwahnt, dass die Existenz von wgf ) fiir alle
|a| = €—i nicht sicher ist. Existieren fiir alle i < s die Elemente wl fiir alle la] > €—1,
dann existiert auch Z(k) und a; lasst sich durch

k
appr=y_Y , k=0,...,s-1
7=0(5)

bis zu einer Linge von s fortsetzen. Wir nennen diese so konstruierte Kette aq, ..., as
eine Fortsetzung der Form (K). Wir sehen auch, dass die Z(+1) fiir ¢ < s existieren
i

und da gilt
s s+1
dll(as) + d6 Z Z Z Z = st1,

=07 eisy)
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folgt, dass dj (as+1) und K41 in der selben Klasse in £y = B(Fq, H*(Y;F2), H* (X;F2))
liegen und die Klasse von K11 ein Koszul-Element ist.

Wir wollen nun zeigen, dass sich jedes a; bis zu maximalen Linge s in der Form
(K) fortsetzen ldsst. Wir haben bereit in Lemma 5.4 gezeigt, dass die Aussage fur
s = 2 richtig ist. Wir finden also ein ay wie gesucht. Nehmen wir nun an, dass wir a;
bis a3 fortsetzen konnen, aber nicht in der gesuchten Form (K). Es gilt, dass dy die
Klasse von a; auf Null abbildet. Die Klasse von d] (a2) ist gleich der Klasse von K5 und
verschwindet im Fs-Term. Dies wiederum bedeutet, dass es ein e € F; gibt, sodass
dy(e) die Klasse von K in Ej trifft. Wir haben aber gesehen, dass Ks ein Koszul-
Element ist. Es gibt also ein K5 € Ky=(x;r,) (Y1, --,¥n), sodass 0(K3) = Ky gilt.
Nun sehen wir aber auch, dass es ein €’ € Ky« (x:r,)(¥1,---,Yn) gibt, mit d(e’) = Kj.
Sei also e := 0(e’), dann ist e ein Koszul-Element und d;(e) = Ks. Es gibt also fiir
|| = € — 1 Elemente b, € C*(X;F3), sodass

by = Z [vh]"'[vi/z—l]ba

|a|=€—1

ein Représentant von e in Ey ist. Wir ersetzen die Folge a1, a2 gegen die Folge a4, as +
b1. Die zweite Folge besitzt auch die gesuchte Form und df(as + b1) verschwindet in
E;. Das heiflt es gibt ein ag mit dj(as) = d} (a2 + b1). Das bedeutet es gibt alle w?,
fiir || = £ — 2 und die Folge a1, as + b1, ag besitzt die Form (K).

Dies konnen wir induktiv fortsetzen: Besitzen alle a; die sich bis zur Linge s
fortsetzen lassen eine Fortsetzung der Form (K) und ds von der Klasse von ap ist
Null, dann ist die Klasse von df (as) gleich Null. Das heift es gibt Folgen a4 4, ..., a;,,
i < s, sodass

d/l (as) + dll (as_LS_l) +...+ d&(am) =0€ E;

gilt. d} (as)+dj(as—1,s—1)+...+d}(a1,1) ist ein Koszul-Element in E;. Das heift a1 1
muss wie zuvor auch ein Koszul-Element in F; sein. Es gibt also ein asy1, sodass die
Folge

(a1),(ag +a1,56-1),. -, (s + as—1,5-1+ ... +a11), (Gs41)

die Form (K) besitzt. Und es folgt:

Lemma 5.6. Ein Element ay, dass sich bis maximal zur Linge s fortsetzen lisst,
ldsst sich durch eine Folge aq,. .., as der Form (K) fortsetzen.

Nach der Einfiihrung von ein wenig neuer Notation kénnen wir dann einen Satz
beweisen, der unsere anfingliche Behauptung bestitigt. Wir sagen, dass ein Koszul-

Element a in By “* im von [y1], . . ., [yn—1] erzeugten Ideal liegt, wenn es by, € H*(X;Fy)
gibt, sodass
a= > [y [i]ba
|a|=2¢

gilt, mit o C {1,...,n —1}.

Satz 5.7. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung von CW-Komplezen. Sei H*(Y;Fy) =
Faly1, ..., yn] und sei 0 = y, € H*(X;F3). Sei a; € B(F,C*(Y;Fa),C*(X;Fa)),
sodass die Klasse von ay in Ey ein Koszul-Element ist, dass im von [y1], ..., [Yn-1]
erzeugten Ideal liegt. Ldsst sich aq bis zur Linge s fortsetzen, dann gibt es eine Folge
ai,...,as, sodass die Klasse von d)(as) in Ey ein Koszul-Element ist und im von
(1], .-, [yn—1] erzeugten Ideal liegt.
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Beweis. Wir zeigen die Aussage flir den Fall s = 3. Wir wissen aus Lemma 5.4, dass
die Aussage fiir s = 2 gilt. Die Klasse von d}(aq) in E; ist also ein Koszul-Element
im von [y1], ..., [yn—1] erzeugten Ideal. Sei wie zuvor by € Ey ein Element, sodass die
Klasse von d}(b1) gleich der Klasse von d}(as) in Ej ist. Die Klasse von by in Fj ist
ein Koszul-Element. Fiir ein Koszul-Element e € F; gilt:

di(evlun)) = di () V[y] (5.8)
Das heift, ist eg,e; im von [y1], ..., [yn—1] erzeugten Ideal und ist by = ey + e1[yn],
dann ist dy(b1) = di(eo) + di(e1)[yn]. Wir kénnen b; also so wihlen, dass die Klasse
von by im von [y1],...,[yn—1] erzeugten Ideal liegt. Das Element d}(as + by) lasst
sich also durch ein agz so fortsetzen, dass die Klasse von df(as) wieder ein Koszul-
Element im von [y1],..., [yn—1] erzeugten Ideal ist. Fiir hohere s verlduft der Beweis
analog. O

Der Satz 5.1 zeigt sich nun mit der Bemerkung nach dem Satz und der vorherigen
Aussage. Und mit dem selben Beweis lésst sich auch eine etwas allgemeinere Aussage
zeigen.

Korollar 5.8. Seien H C G Lie-Gruppen und sei H*(BG;F3) = Fa[y1,...,yn]. Sei
weiter y, im Ideal (y1,...,yn—1) C H(BH;F3). Dann gilt in der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz zu Faserung G/H — BH — BG: Es gibt fir i > 2 bigraduierte
Algebren T; und ein Element b, mit Db = Dly,], sodass E, = T, ® A(b) gilt und ist
teT,®1, soist d.(t) € T, ® 1. Damit gibt es ein T, und Eo ist als bigraduierte
Algebra isomorph zu Too ® A(D).

Beweis. Aus Korollar 2.34 folgt die Existenz eines b (siehe im Beweis des Korollars
2.34) und eines Tb = H" Ky r,) (U1, - - -, Yn—1). Der Beweis des Korollars 5.8 un-
terscheidet sich nur in einem Punkt von unseren vorherigen Uberlegungen und zwar
genau darin, dass (5.8) nicht gilt. Wir d&ndern also nur den Beweis von Satz 5.7 ab:
Wir haben zu zeigen, dass ein geeignetes b; existiert, sodass die Klasse von b; ein
Koszul-Element im von [y1],...,[yn—1] erzeugten Ideal ist. Nehmen wir an, dass die
Klasse von by in E; die Form ey + e;[y,] besitzt, mit eg,e; im von [y1],. .., [yn—1]
erzeugten Ideal. Dann ist

d1([b1]) = di(eo) + di(e1)[yn] + erdi([yn])

und dies soll gleich der Klasse von df(az) sein. Es muss also gelten dj(e;) = 0. Wir
wissen aus Lemma 2.35, dass es ein €’ im von [y1],..., [yn—1] erzeugten Ideal gibt,
sodass dj(e1) = di([ys]) gilt. Es folgt also:

di([b1] +€") = di(eo)

Wir sehen also, dass wir by so wihlen kénnen, dass die Klasse von by in Ey im von
[y1],- - - [yn—1] erzeugten Ideal liegt. Dies vervollstandigt die Aussage. O
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Kapitel 6

Erste Schritte

Wie der Titel dieses Kapitels schon andeutet, wollen wir beginnen die ersten nicht-
trivialen Aussagen iiber die Semicharakteristik homogener Rdume zu treffen. Zuerst
zeigen wir dafiir einige Hilfssdtze und arbeiten uns dann mit einer Aussage tiber die
Euler-Charakteristik warm. Zuletzt folgt eine Reihe leichter Resultate und Folgerun-
gen. Zuerst beginnen wir jedoch damit ein wenig Werkzeug in Form von Lemmata zu
beweisen.

Wir wollen zuerst das von Baum bewiesene Lemma 2.23 verallgemeinern.

Lemma 6.1. Seien H,G Lie-Gruppen in LieQ, und sei p : H — G ein Homo-
morphismus von Lie-Gruppen, sodass p nicht | Kern(p)| teilt. Sei Qu ein mazimaler
p-Torus in H, dann kollabiert die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz mit Koeffizienten
in F,, zur Faserung G/H — BH — BG genau dann, wenn die Spektralsequenz mit
Koeffizienten in F), zur Faserung G/Qu — BQu — BG kollabiert.

Der Beweis verlduft analog zum Beweis von [McC01, 8.6].
Lemma 6.2. Sind H C G Lie-Gruppen in LieQ),, dann ist
Tory-(ar,)(H (BH;Fy), Fp)
endlich und erfillt die Poincaré-Dualitit.

Es sei bemerkt, dass mit dem Lemma nichts {iber das Zusammenbrechen der
Eilenberg-Moore-Spektralsequenz gesagt wird.

Beweis des Lemmas. Mit Lemma 2.6 ist H*(BH;F,)/ H"(BG;F,) endlich dimensio-
nal und mit Satz 2.39 folgt daraus unsere Aussage. O

Sei t € Tory-(pgr,)(H (BH;F,),F,) das Element mit hochstem Totalgrad, dann
iberlebt ¢ bis in den E.-Term, da d.(t) = 0 gilt. Und damit gilt konvergiert die
Spektralsequenz nach dem vorherigen Lemma und und Lemma 2.29 als Poincaré-
Algebra.

Beispiel 6.3. Das typische Beispiel fiir das vorherige Lemma ist gegeben, wenn
t: SO(k) — SO(n) ein beliebiger, injektiver Lie-Gruppen Homomorphismus ist. Dann
ist Torg~(Bso(n)r,)(H (BSO(k);Fp),IFp) eine PD-Algebra, auch wenn der Zusam-
menbruch der Eienberg-Moore Spektralsequenz zur Faserung SO(n)/t — BSO(k) —
BSO(n), insbesondere fiir p = 2 unsicher, ist. S
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Lemma 6.4. Sei « : H — G die Inklusion zweier Lie-Gruppen in LieR,, mit
dim G/H ungerade. Gilt

Rang G — Rang H # dim G/H (mod4),

dann gilt:
k(G/H;Fp) = k(G/H;Q)

Beweis. Definiere Tor*™ := Torl*{’f(BG;Fp)(H* (BH;F,),F,). Die PD-Algebra Tor™* ist

der E;-Term einer Bockstein-Spektralsequenz wie in Lemma 2.48. Sei & € Tor?" ™1+

und y € Tor’*™®* und seien z, und g, die von z und y induzierten Elemente im
E,-Term der Spektralsequenz. Der E,.-Term ist nach Lemma 2.29 ebenfalls eine PD-
Algebra. Angenommen es gilt d,.(z,) = y, und z,y, ist gleich der Fundamentalklasse
in E,. Dann muss der Totalgrad von z, gleich 2n und der von y,. gleich 2n+1 sein. Da
H*(BH;F,) und H*(BG;F,) aber in geraden Graden konzentriert sind, widerspricht
dies der Annahme, dass z € Tor*”™* und y € Tor*"***. Es kann solche z,. und ,
also nicht geben; durch Induktion und mit Lemma 2.30 folgt also: |F4| — |Es| durch
4 teilbar und damit unsere Aussage. O

6.1 FEuler-Charakteristik

Um ein wenig mit den Techniken vertraut zu werden leiten wir in diesem Abschnitt
ein altbekanntes Resultat iiber die Euler-Charakteristik homogener Riume her. Der
am Ende dieses Abschnitts zu findende Satz war zum ersten Mal in [HS41] zu finden.
Der hiesige Beweis unterscheidet sich von anderen bekannten Beweisen.

Ist X ein topologischer Raum, dann sei x(X) die Euler-Charakteristik, also die
Wechselsumme der Bettizahlen, von X.

Lemma 6.5. Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und T C Tg ein Torus von G, mit
RangT < RangG und RangG — RangT gerade, dann ist |H*(G/T;Q)| durch 4
teilbar.

Beweis. Es gilt nach Lemma 1.19: H*(BG; Q) = F[y1, - - . , yn|, mit Dy; gerade. Sei T’
ein Torus von G mit RangT' = RangT + 1 und T' C T’. Das Diagramm

TI——G

N

T/

kommutiert und wir kénnen eine Basis von H*(BT; Q) und H*(BT’; Q) wihlen mit
x € H*(BT’; Q), sodass

H*(BT";Q) = H"(BT;Q) ® Q[x]
gilt. Wir erhalten das induzierte kommutative Diagramm
H'(BT; Q) H*(BG; Q)

T |

H*(BT;Q) ® Qlz].
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Es gilt H(G/T'; Q) = Tory-(pa;0) (H* (BT";Q), Q). Und da G/T" ungerade Dimensi-
on hat und H*(G/T’; Q) eine PD-Algebra ist, ist | H*(G/T"; Q)| durch 2 teilbar. Nach
[Ser67, IV.1] ist

Tory-(Bag)(H'(BT; Q), Q) = H(Tory-(pao)(H*(BT; Q), Q) ® K(z)),

als graduierter Modul. Und nach Lemma 2.44 ist damit Tory-peq)(H"(BT;Q),Q)
durch 4 teilbar, da die formale Dimension h von H*(G/T"; Q) ungerade ist und so
auch h — Dz ungerade ist. O

Lemma 6.6. Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und H eine Lie-Untergruppe von G,
mit Rang H + 1 < Rang G, dann ist die Euler-Charakteristik x(G/H) = 0.

Beweis. Da H*(BG; Q) und H*(BT"; Q) in geraden Graden konzentriert sind, liegen
die Elemente von Tory: (BG:0) (Q;H*(BH;Q)) fur gerade ¢ in geraden Graden und fiir

ungerade 4 in ungeraden Graden. Damit ist auch H*(H/Ty;Q) in geraden Graden
konzentriert. Nach [McC01, 8.5] gilt:

Tory;” gy (F; B (BTw; Q) 2 Tory! peug) (QH (BH;F)) © H(H/Tu; Q),

als H*(BH; Q)-Modul. Fiir k& := Rang G — Rang H folgern wir:

k
X(G/Tu) = > (—1)| Tory peg) (F; H (BTu; Q)|

1=0
k

= Y (—1)|Tor}y: pag (Fi H(BH; Q) ® H*(H/Tp; Q)|
1=0
k

= Y (—1)|Toryy: g (F; H (BH; Q)| - | H* (H/Tw; Q)|
1=0

= x(G/H)-|H"(H/Tu; Q)

Aus dem vorherigen Lemma wissen wir, dass x(G/Ty) = 0 gilt. Aus dem kom-
menden Lemma 6.10 sehen wir, dass | H*(H/Ty; Q)| # 0 ist und so muss x(G/H) =0
gelten. O

Korollar 6.7. Sind H C G kompakte Lie-Gruppen, mit Rang G — Rang H gerade
und grofSer als Null, dann ¢ilt |H*(G/H;F))| ist durch 4 teilbar.

Bevor wir nun weiter machen kdnnen, benétigen wir zuerst noch ein technisches
Lemma:

Lemma 6.8. Sei A:=Fp[z1,...,2,], mit Dx1 =...= Dz, =1 und y1,...,y, eine
reguldre Sequenz in A, dann gilt

|A/(y1,- - yn)| = Dy1- ... Dy,.

Beweis. Sei B := |A/(y1,...,yn)|- Der Koszul-Komplex K(y1,...,¥yn) ist eine freie
Auflésung von B. Sei I C {1,...,n}. Definiere DI = > ._; j. Dann gilt nach [Eis05,

J€l;
1.2], dass

AR SET 3l (i} (61)

i=0 I;
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Ist ¢} := 2% und B’ = A/(y},...,y.), dann gilt die Formel (6.1) ebenfalls, wenn wir
By gegen B! austauschen. Also folgt |B| = |B’|, wobei wir |B’| direkt als
Dyi-...-Dy.

n

:Dyl '-~-'Dyn
ablesen konnen. O

Korollar 6.9. Sei A := Fy[z1,...,2,], mit Dxy = ... = Dz,, = 2 und y1,...,Yn
eine requldre Sequenz in A, mit Dy; = 2a; gerade, dann gilt

|A/(y1a"-7yn)|:al'...-an,

Lemma 6.10. Ist G eine kompakte, zusammenhdngende Lie-Gruppe und Tg ein
mazimaler Torus in G, dann gilt x(G/Tg) = |W(G)|

Beweis. Da wir die singuldre Kohomologie mit Koeffizienten in Q betrachten, kénnen
wir annehmen, dass G einfach zusammenhingend ist. Wir zeigen nur die Félle, in
denen G eine einfache Lie-Gruppe ist, alle anderen Fille lassen sich auf diesen Fall
zuriickfithren. Und hier beschrinken wir uns abermals auf die komplizierteren Fille,
die exzeptionellen Lie-Gruppen. Alle anderen lassen sich in Abschnitt 1.2.2 ablesen.
Nach [Bou02] gilt

G WG|

Eg 27.3%.5

E; | 219.3%.5.7

Eg | 2%.3%.52.7

Fy 27 . 32

Go 22.3

Die Erzeuger von H*(G;Q) werden nach [Borb5, 9.A| transgressiv auf die Erzeuger
von H*(BG; Q) abgebildet. Der Grade der Erzeuger von H*(G; Q) werden in [Borb5,
11.1 & 11.2] gegeben und zusammen ergibt sich:

G Grad

T 2,...,2

Eq 4,10,12,16, 18, 24
E. | 4,12,16,20,24,28,36
Eg | 4,16,24,28, 36, 38, 48, 58
F, 4,12,16,24

Ga 4,12

Gemeinsam mit dem vorherigen Lemma lesen wir ab:
|H*(BTe; Q)/ H'(BG; Q)| = [W(G).
O

Lemma 6.11. Sind H C G kompakte Lie-Gruppen, mit Rang G = Rang H, dann gilt
x(G/H) = [W(G)|/IW(H)|.

Beweis. Aus dem vorherigen Lemma ist bekannt, dass x(G/T¢) = |H*(G/H;Q)| =
|[W(G)|. Ein maximaler Torus Tg von G ist gleichzeitig ein maximaler Torus von H
und es gilt

Tor e (Fs H (BTG Q) & Torly’ g0 (Qs HY (BH; F)) © H' (H/To: Q)
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womit folgt, dass |H"(G/Te; Q)| = |H'(G/H; Q)| - |H*(H/Tg; Q)], also |[W(G)| =
|H*(G/H;Q)| - |W(H)|. Hieraus folgt, da die Euler-Charakteristik unabhingig von
der Charakteristik des Korpers ist, unsere Aussage. O

Insgesamt folgt damit:

Satz 6.12. Sei X = G/H ein homogener Raum. Dann ist

(X) = [W(G)|/|W(H)| ,wenn RangG = Rang H
o , sonst.

6.2 [,-Semicharakteristik

Seien H C G Lie-Gruppen und sei G € LieP,, dann haben wir in Korollar 5.8 gesehen:
Sei E, die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung G/H — BH — BG. Ist
H*(BG;F,) = Fyly1, .. .,ys] und liegt y, € H*(BH;F,) im Ideal (y1,...,Yn_1) von
H*(BH;F,), dann gibt es ein b € E», mit Db = D[y,] und eine bigraduierte Algebra
T\, sodass der E-Term der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung G/H —
BH — BG als Algebra isomorph zu T, ® A(b) ist. Es gilt also |E| = 2|Tw| und
konnen wir zeigen, dass |Two| gerade ist, dann wissen wir, dass |H*(G/H;F,)| durch
4 teilbar ist. Ist dim G/H ungerade, dann folgt also, dass die F,-Semicharakteristik
von G/H verschwindet. Es folgen zwei Kriterien, die dazu fithren, dass |To| gerade
ist.

Satz 6.13. Seien H C G Lie-Gruppen und sei G € LieP,. Sei dimG/H unge-
rade und liege y, tm von (y1,...,Yn—1) erzeugten Ideal in H*(BH;F,). Die F,-
Semicharakteristik von G/H verschwindet, wenn eine der folgenden hinreichenden
Bedingungen gilt:

o y,_1 liegt im von (y1,...,yn—2) erzeugten Ideal in H*(BH;F))

o |H” Ky (BrF,) (Y1, - Yn—1)| ist durch 2 teilbar

Beweis. Tm ersten Fall gibt es b,_1,b,, mit Db; = D[y;], i« € {n — 1,n}, und ein
T5, sodass der Es-Term gegeben ist durch T ® A(by,—1, by,). Induktiv folgt, dass der
E isomorph zu Too ® A(by_1,by,) ist. Insgesamt ist |Eo| damit durch 4 teilbar. Im
zweiten Fall ist |Tz| durch 2 teilbar und mit Satz 5.1 ist |T;| induktiv durch 2 teilbar
und damit auch |Tw|. Also ist |Eo| damit durch 4 teilbar. O

Dieser Abschnitt stellt nun eine Reihe von Situationen vor, in denen eine der beiden
Bedingungen des vorherigen Satzes erfiillt ist und wir so auf die IF,,-Semicharakteristik
schliefen konnen. Fiir die meisten aufgezeigten Beispiele ist die Fo-Semicharakteristik
bekannt, jedoch ist die Fp-Semicharakteristik, p # 2 unbekannt. Und auch die R-
Semicharakteristik ist in den betrachteten Situationen hiufig noch nicht ergriindet.

Am Ende des Kapitels werden wir Aussagen zur Hand haben, die uns mit etwas
rechnerischen Aufwand in vielen Féllen etwas {iber die F,-Semicharakteristik eines
homogenen Raumes verraten. Als abschliefsende Bemerkung ist aber zu erwéhnen,
dass Aussagen iiber die F,,-Semicharakteristik im Fall dim G/H = 4n+3 und Rang G—
Rang H = 4] 4+ 1 immer noch weit davon entfernt sind vollstdndig zu sein. Sollte es
Falle geben, in den k(G/H;F,) = 1 gilt, fir Rang G — Rang H > 3, dann sollte am
besten unter eben genannten Voraussetzungen gesucht werden.
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6.2.1 Selbstkonjugierte Darstellungen

Betrachten wir die Gewichte einer Darstellung p : G — SU(n), wie in Abschnitt 1.1,
als Elemente in H*(BTg;Z) und zeigt sich, dass sowohl ein Gewicht w als auch eine
Gewicht —w auftaucht, so liefert uns Lemma 1.8 eine interessante Moglichkeit auf
die F,-Semicharakteristik zu schliefsen. Dies tritt zum Beispiel auf, wenn p eine reelle
oder symplektische Darstellung ist:

Lemma 6.14. Sei G eine kompakte, einfache Lie-Gruppe LieR, und p : G — SU(n)
eine treue, reelle oder symplektische Darstellung. Sei RangG + 2 < n und X :=
SU(n)/p und dim X ungerade, dann gilt k(X;F,) = 0.

Beweis. Wir betrachten die induzierte Abbildung p : Tg — Tsy(n), da p nach [BtD85,
VI.4] selbstkonjugiert ist, gibt es Erzeuger t1,t),t2,t5 € H*(BTsy(n); Fp) mit

Bp*(t1) = —Bp" (tz) und Bp*(t}) = —Bp* (t4).

Mit Lemma 1.8 folgt also, dass fiir ne < n die grofite ungerade Zahl und n; :=ngo —2
gilt

¢n; =0in HY(BTq;Fp)/(c2, ... cn,—1), firi=1,2
und damit auch ¢,, = 0in H*(BG;F,)/ca, ..., cn,—1, i = 1, 2. Der Satz 6.13 bestétigt
dann unsere Aussage. O

Uber dem Kérper Fy werden die Anwendungsmdglichkeiten sogar noch vielfiltiger.
Da 1 = —1 ist, reicht es schon zwei Paare identische Gewichte zu finden, um Lemma
1.8 anwenden zu kénnen. Nun soll nur eines von vielen mdoglichen Beispielen folgen:

Korollar 6.15. Sei H eine kompakte, einfache Lie-Gruppe in LieR,, sei £ > 2 und
sei G(n) = S0O(n), SU(n) oder Sp(n). Ist p : H — G(n) eine treue Darstellung, dann
15t

kE(G(¢n)/tp,Fe) = 0.

Beweis. Auch in diesem Fall werden viele zu einander inverse 2-Gewichte auftauchen
und wir konnen den selben Beweis wie im vorherigen Lemma benutzen. O

6.2.2 Einfache Lie-Gruppen

Ist G eine einfache Lie-Gruppe und p : G — SU(n) eine treue Darstellung, dann lésst
sich héufig mit einem einfachen Trick zeigen, dass k(SU(n)/p;F,) = 0 gilt.

Lemma 6.16. Sei k +2 < n und sei p : SU(k) — SU(k) eine Darstellung mit
ggT(|Kernp|,p) = 1. Ist dim SU(n)/p ungerade, dann ist k(SU(n)/p;Fp) = 0.

Beweis. Seien H*(BSU(n);Fp) = Fplca, ..., e und H*(BSU (k); Fp) =Fp[ch, ..., ¢l
Um die Aussage zu zeigen, suchen wir i1 < iy < n, sodass ¢;,,¢;, in dem Ideal
(€1, sCiyyevsCiyyennycn) in HY(BSU(K); F)) liegt, mit Satz 6.13 folgt dann die Aus-
sage.

Ist i < k, dann gilt ¢; = a,¢; + C; in H(BSU(k);Fp), mit o; € F, und C; €
Fylch, ..., c¢i_q). Isti > k,dann gilt ¢; = C; in H*(BSU (k); Fp,), mit C; € Fpy[c5, ..., ¢l
Es ist somit klar, dass es ein 41 € {2,...,k + 1} gibt, sodass

¢, =0in Fpycs, .. .7621]/(62, ceey Cii—1)-
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Genaus koénnen wir uns iiberlegen, dass es ein is € {i; +1,...,k + 2} gibt, mit
Ci2 =0 in FP[C/Q, ey 022]/(02, ey ci271)~

O

Nun wollen wir erst einmal alle einfachen Lie-Gruppen in LieR, bestimmen. Mit-
tels [BB65, 7.12] kénnen wir berechnen, dass fiir Cy eine Untergruppe des Zentrums C,
von SU(n), die Lie-Gruppe SU(n)/C, genau dann in LieR,, liegt, wenn ggT(¢,n) =1
gilt. Wir wissen bereits, dass Sp(n) in LieR), liegt, fiir alle p und nach [BB65, 8.9]
wissen wir, dass PSp(n) in LieR, liegt, fiir p # 2. Spin(n), SO(n), PSO(2n) und
Ss(4n), liegen alle in LieR,, fiir p # 2. Fiir p = 2 wissen wir bereits, dass SO(n),
n > 3 nicht in LieRs liegt. Spin(n) liegt in LieRs fiir n < 6, diese Gruppen sind aber
als Lie-Gruppe isomorph zu Gruppen die wir bereits betrachtet haben. In [BB65, 8.7]
sehen wir, dass fiir n > 2 die Gruppen PSO(2n) nicht in LieRs liegen. Und aus
[IKT76] sehen wir, dass Ss(4n) nicht in LieRy liegt.

Es bleibt uns also die exzeptionellen, einfachen Lie-Gruppen zu betrachten. Mit
Ad G bezeichnen wir den Quotienten von G nach dem Zentrum. In [Kon77] kénnen
wir nachlesen, dass alle exzeptionellen, einfachen Lie-Gruppen, bis auf die unten ge-
nannten keine p-Torsion besitzen und somit nach Lemma 1.19 in LieR, liegen. Die
exzeptionellen, einfachen Lie-Gruppen G mit p-Torsion, kurz (G, p), sind folgende:

(G2,2), (F4,2) [Borb4]

(AdEg,2), (E;,2),i = 6,7.8 [Tod73], [KM75], [KMST76]
(F4,3) [Ara61]

(Es,3) [KMS0], [Tod73]

(E7,3), (Ad E7,3), (Es,3)  [KMT77]

(AdEG, ),(Eg,?)) [K0n77]

Die Quellen geben an, wo die Kohomolgie H*(G;F,) nachzulesen ist und zeigen uns,
dass die jeweiligen Gruppen nicht in LieR, liegen. In [Bor55, 11.1 & 11.2] lesen wir
nach, dass wenn die exzeptionelle, einfache Lie-Gruppe G in LieR,, liegt, dann besitzt
H*(BG;F,) Erzeuger in folgenden Graden:

G Grad

Eq 4,10, 12, 16, 18, 24

E; | 4,12,16,20,24, 28,36
Eg | 4,16,24,28, 36, 38, 48, 58
F, 4,12,16,24

Ga 4,12

Korollar 6.17. Sei G eine einfache Lie-Gruppe in LieR, und sei p : G — SU(n) eine
treue Darstellung. Sei Rang G +2 <n und X := SU(n)/p, dann gilt k(X;F,) =0

Beweis. Nach Voraussetzung gilt H*(BG;Fp,) = Fplyi1,...,yn]. Ist G eine Lie-Gruppe
deren Lie-Algebra nicht isomorph zu Dgy ist, dann wissen wir aus der Vorrede und
aus Abschnitt 1.2.2, dass gilt Dy; < ... < Dy,. Wir kénnen also den selben Beweis
wie im vorherigen Lemma benutzen um zu zeigen, dass es eine Algebra A gibt, sodass

TOTH*(BSU(’!L);FP) (H*(BG’ F;D)v ]FP) = /\(yi1 ) yiz) ® Aa

gilt. Mit Satz 6.13 folgt die Aussage. Ist die Lie-Algebra von G isomorph zu Doy,
so ist p nach [BtD&5, VI.5] eine reelle Darstellung und aus Lemma 6.14 folgt unsere
Aussage. O
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Bemerkung 6.18. Mit etwas vorsichtigeren Uberlegungen, die dem selben Prin-
zip folgen, lisst sich in vielen Féllen eine noch wesentlich grofere dufsere Algebra
in Tory-(psu(n)r,)(H (BG;Fy),F,) finden. Ein typisches Beispiel und das mit der
grofiten duferen Algebra sind die komplexen Stiefel-Mannigfaltigkeiten der Form
X = SU(n)/SU(k). Hier gilt H*(X;Z) = A, mit A einer dufieren Algebra mit
(n — k — 1) Erzeugern. o

6.2.3 Verallgemeinerte Grassmann-Mannigfaltigkeiten

Seini+...+ny = m. Seien id; : SU(n;) — SU(n;) die triviale Darstellung und sei p :=
®;id; : x;8U(n;); — SU(n), dann bezeichnen wir X := SU(n)/p als verallgemeinere
Grassmann-Mannigfaltigkeit. Fiir diese homogenen Raume kénnen wir in den meisten
Fallen die Fp-Semicharakteristik bestimmen.

Lemma 6.19. Seiny +ng +n3 =n und p: SU(ny) x SU(n2) x SU(nz) — SU(n)
die Inklusion. Dann gilt: |H*(SU(n)/p;Fp)| ist durch 4 teilbar ist.

Beweis. Sei H*(BU(n);F,) = Fpyleq, ..., ¢,) und H*(BU(n,;);F,p) = Fp[cgi), ey Cgf,;)],
dann gilt »
H' (BSU (n); Fy) = H"(BU (1n:); Fy)/(c1).
Sei X' =U(n)/(U(n1) x U(nz) x U(ns)). Die zur Faserung
X" — BU(ny) x BU(n2) x BU(n3) — BU(n)

assoziierte Eilenberg-Moore-Spektralsequenz kollabiert nach Satz 2.21 im Fs-Term.
Und so gilt
| HK®in[c(li) cﬁjﬂ?](cl’ €2y, Cn)| < 00. (6.2)

Die Algebra H*(SU(n)/p;F,) ist nach dem selben Satz isomorph zu

HE g ooy (€255 Cn)s

1 s Cny

was nach Lemma 2.36 als Algebra isomorph ist zu

HEK SIROION

®iIFp[c(1i),....c§f)] (027 ceeyCpy Cl acl ’

Da ), cgi) = ¢ gilt, ist dies wiederum isomorph zu

2 (3
®,5Fp[c‘1’),....c§f,)](cl’62""’C”’Cl 01 ).

i

HK
Durch (6.2) sehen wir auch, dass
HIC@,;JFp[c(l“,...,cﬁf;](Cl’ CoyevyCn)
endliche F,-Dimension hat. Damit hat
B [ef?,....e (€15 €25 -5 Cns )

nach [Ser67, IV.1] endliche durch 2 teilbare F,-Dimension. Weiter hat dann

) (2) ) (3
HK@,LFp[cgl),...,cﬁf’,)](Cl’ C2,...,CnyC ) ® ]C®¢F,,[<:E’),..A,c§fg](cl )

i
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durch 4 teilbare Fp-Dimension. Die Fundamentalklasse von dieser PD-Algebra liegt
im &ufseren Grad —1, also folgern wir mit Lemma 2.44 die Teilbarkeit durch 4 von
H K@ile[c(li),..uc;ii)] (Cl, Coy...,Cp, (552)’ C

B,

Da der letzte Ausdruck wie schon erwihnt, als Algebra isomorph zu H*(SU (n)/p;F,)
ist, folgt unsere Aussage. O

Mit der selben Technik folgern wir auch:

Korollar 6.20. Sei { > 3 und sei Zle n; =n und Y. SU(n;) — SU(n) die In-
klusion. Dann gilt dass |H*(SU(n)/p;Fp)| durch 4 teilbar ist, falls ggT(¢ —1,4) # 1
gilt.

Beweis. Die Bedingung ggT(¢ — 1,4) # 1 stellt gerade sicher, dass wir Lemma 2.44
anwenden konnen. Und sonst gehen wir wie im vorherigen Lemma vor. O

Bemerkung 6.21. Aus Lemma 2.44 folgt die Teilbarkeit durch 4 fiir p = 2 ohne
die Einschrankung an ¢. Da wir spater jedoch eine allgemeinerer Aussage iiber die
Fy-Semicharakteristik homogener Riume SU(n)/G treffen wollen, beschéftigen wir
uns jetzt nicht genauer damit. o

Sei p > 5 oder p = 0 und seien G1,Gs, G3 drei kompakte einfache Lie-Gruppe
in LieR,, die prim zu Aj sind; diese Bedingung stellt sicher, dass die Menge der
Untergruppen des Zentrums iiberschaubar bleibt. Sei weiter p; : G; — SU(n;) eine
treue Darstellung und p} : G; x S* — U(n;) die induzierte, irreduzible Darstellung.
Betrachten wir das Zentrum von G;, welches in [Bor55, 11] abzulesen ist, so sehen
wir, dass der Kern von p) trivial ist oder isomorph zum Produkt von zyklischen
Gruppen mit 2 oder 3 Elementen. Sei 4; := H*(BS';F,). Das heifit, die Projektion
7 Gy x S — G = (G; x S')/Kern p’ induziert einen Isomorphismus

Br} : H*(BG);F,) = H*(BG; x §';F,) = H*(BG;;F,) ® A;.
Seien z; die Erzeuger von A;, dann gilt fiir X := SU(n)/p1 + p2 + p3 die Isomorphie
H*(X; Fp) = HIC®i H*(BG;;]FP)/zi(CQa ey Cn).

Lemma 6.22. Seip > 5 oder p =0 und seien G1,Go, G3 drei kompakte halbeinfache
Lie-Gruppen in LieR,, die prim zu Ay, sind. Seien weiter p; : G; — SU(n;) eine treue
Darstellung, sodass fir | := n—Rang(G1 X Go X G3) gilt: 1 > 2 und ggT(1—1,4) = 1.
Dann gilt fir X := SU(n1 + na +n3)/p1 + p2 + ps, dass |H*(X;F,)| durch 4 teilbar
18t.

Beweis. Die Lie-Gruppe G := x;G; liegt in LieR, und mit Satz 2.39 sehen wir, dass
Ey = Torg-(par,)(H (BSU(n); Fp), Fp)

endliche F,,-Dimension besitzt. Mit dem selben Trick wie im vorherigen Lemma zeigen
wir, dass |Es| durch 4 teilbar ist. Und da G in LieR,, liegt, kollabiert die Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz nach Satz 2.20. O

Bemerkung 6.23. Ahnliche Aussagen lassen sich natiirlich auch im dem Fall treffen
in dem G4, Go, Gy nicht prim zu Ay ist. In diesem Fall werden aber weitere Bedin-
gungen an p gestellt. o
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Bemerkung 6.24. Auf die selbe Art lasst sich fiir p; : G — SU(n;) reelle bzw. sym-
plektische Darstellungen und X := SO(n)/p1 + p2 + ps und n = ny + ny + ng
bzw. X := Sp(n)/p1 + p2 + ps und 2n = n; + ng + n3 eine vergleichbare Aussa-
ge zeigen. o

Bemerkung 6.25. Wir zeigen nun, dass die Bedingung ¢ > 3 aus Lemma 6.20 nicht
zu vernachléssigen ist:

Tory«(Bsv (n+k)i) (F2; H (BSU(n) x BSU (k); F2))

ist als Algebra isomorph zu H* (SU (n+k)/SU(n)xSU(k),Fy). Wére die Fo-Dimension
dieser Algebra durch 4 teilbar, so wire die Fa-Semicharakteristik gleich 0. Nach [Sto84,
3] gilt aber

K(SU(n + k) /SU(n) x SU(k); Fy) = (W 261;25’“/ 2J> in F.

&

Zuletzt noch ein Lemma, das etwas mehr technischen Aufwand benétigt und stell-
vertretend fiir viel Beispiele sein solle, welche sich aus den bisherigen algebraischen
Moglichkeiten konstruieren lassen:

Lemma 6.26. Seien G,G Lie-Gruppen in LieR,. Sei H*(BG;F,) = F,[z1,...,2,]
und H*(BG';F,) = F,lz},...,z,,]. Seien p: G — SU(n1) und p' : G' — SU(ng)

yn/

Monomorphismen, sodass es eini € {1,...,n1} gibt mit
Fplz1,....zn]/(co, .., C\otyny)| < 00.

Ist X = SU(n1+n2)/(p+p") und ist dim(X) = 4m+1 und Dc; = 41, | € N dann ist
|H*(X;F,)| durch 4 teilbar.

Beweis. Definiere f : Fplca,...,cn,| = Fplzi,...,2,] @ Fplz] durch f(c;) = Bp*(cy)
fiir i # j und f(c;) = Bp*(c;) + 2!, wobei Dz = 4 gilt. Dann ist

|Fplz1, .. xn, 2]/(ca,y ... cn,)] < 0

und mit Lemma 2.5 und Satz 2.39 gilt auch

‘H’CA/(CQa-”aCn]-&-ngH < 00,
fir A" =Fplz1,...,zn,20,...,2,,2]. Sei A :=F,[z1,...,2p,2%,...,2,], dann gilt
H’CA/(CQa"'aCn1+n272) gHICA(CQM"anlenz)'

Der Grad der Fundamentalklasse von H/C 4/ (ca, . .., Cny4n,) ist gleich 4m — 41+ 2 und
wir sind mit Lemma 2.42 und 2.44 fertig. O

6.2.4 Nicht-einfache Lie-Gruppen

Zuletzt folgt noch ein sehr kurzer Abschnitt iiber den Fall in dem wir den homogenen
Raum X = G/H betrachten und G keine einfache Lie-Gruppe ist.

Sei G’ eine kompakte, halbeinfache Lie-Gruppe in LieP, und seien G”, H kom-
pakte, halbeinfache Lie-Gruppen in LieR,,. Seien p : H — G’ und p' : H — G” Ho-
momorphismen von Lie-Gruppen, wobei p injektiv ist, dann ist p+p' : H — G' x G”
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injektiv. Da H*(BH;F,) konzentriert in geraden Graden ist, operiert Sq; trivial auf
dieser Algebra und es gilt nach Satz 2.20:

H*(G'/H;Fp) = H Ky 3r:r,) (Y15 Un);

als graduierter F,-Modul, wobei y1,...,y, die Erzeuger von H*(BG';F,) sind. Sind
weiter yi, ...,y die Erzeuger von H*(BG";F,), dann gilt ebenfalls nach Satz 2.20:

H*<G/ % G///Ha]Fp) >~ HICH*(BH]FP)(ylv ’y’ﬂ?y/l?"'?y’:l’)

Ist dim(G’ x G”)/H = 4¢ + 1, dann ist |H*(G' x G”/H;F,)| nach Lemma 2.44
durch 4 teilbar: G” liegt LieR, und wir lesen in [Bor55, 11] nach, dass es einen
Erzeuger y' in H**(BG";F,) existiert. Ist hingegen dim(G’ x G”)/H = 4¢ + 3, dann
ist |H*(G' x G"/H;F,)| nach Lemma 2.44 durch 4 teilbar, falls ggT(l —1,4) =1 fiir

I := Rang G’ + Rang G — Rang H.
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Kapitel 7

Die Arbeit von Gugenheim und
May

7.1 Der Hauptsatz

Dieser Abschnitt wiederholt Ausziige aus der Arbeit [GM74]. Er dient der Ubersicht,
da einige der Bemerkungen und Beweise im Spéteren aufgegriffen werden. Die Notati-
on bleibt weitestgehend erhalten um einen Zugriff auf das Orginalwerk zu erleichtern.
Da es fiir uns gebrauchlicher ist, werden wir in unserer Ausfiihrung jedoch von Vor-
ne herein damit beginnen, mit nicht positiv graduierten Komplexen zu arbeiten, wo
Gugenheim und May mit nicht negativ graduierten Komplexen beginnen. Alle Kom-
plikationen, die hierdurch entstehen werden im Text vermerkt.

Sei R ein kommutativer Ring. Sei U eine differentiell graduierte R-Algebra mit
Eins. Sei M ein differentieller U-Rechtsmodul und N ein differentieller U-Linksmodul.

Sei My (bzw. y.#) die Kategorie der differentiellen U-Rechtsmoduln (bzw. U-
Linksmoduln). Sei #.#y die Unterkategorie von .#y die aus filtrierten Objekten
und filtrierungserhaltenden Abbildungen besteht. Genauer, ein Objekt X € F.# ¢y
ist ein differentieller U-Modul zusammen mit einer absteigenden Sequenz F,X von
differentiellen U-Untermoduln, sodass X die Vereinigung der F, X ist und F,X =0
fiir p > 0.

Manchmal wollen wir auch F; X # 0 zulassen und benennen die Kategorie solcher
filtrierten, differentiellen U-Moduln mit F+.#;.

Wir erinnern uns, dass ein so filtrierter R-Modul X Grundlage fiir eine Spektral-
sequenz {E" X } ist, die mit FoX beginnt, wobei Ef'? = (F,X/Fy11X),14 ist.

Unser Ansatz fiir Tory (M, N) basiert auf Objekten X € F.#y, die iiber M
augmentiert sind, was bedeutet, dass es in .#y einen Morphismus « : X — M gibt.

93
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Definition 7.1. Seia : X — M ein Morphismus in .#y, wobei X € .% .# ;. Definiere
ein Objekt X, € F .4y durch:

i) X2 =M™ @ X" wodurch X, zu einem Z graduierten R-Modul wird.
il) (m,z)u = (mu,zu) firme M,z € X und u € U.
iii) Xy =Mund FXo =M&F,X firp<0
iv) d(m,z) = (a(z) —d(m),d(z)) fir m € M und z € X.

<

X wird Abbildungszylinder von o genannt. Wir sehen, dass Ell’ar = HY(M) und
EYX, = EYX. Da die U-Rechtsmodulstruktur auf F,X eine HU-Rechtsmodul-
struktur auf EY"* induziert, ist (E3X,, d1) ein Komplex von HU-Moduln der Form

= EPX S EPTY X S E)Y — HM — 0 (7.1)

Wir sagen, dass X,, eine Auflosung ist, wenn (7.1) exakt ist. Fiir N € y.# geben wir
X ®y N die induzierte Filtrierung

Fp(X®@u N)=F,X®uy N
und beobachten, dass es eine Kiinneth Abbildung von differentiellen R-Moduln gibt:

H By ®@pu HN — E1(X @y N), # ({2} @ {n}) ={z@n}. (7.2)

Wir sagen, dass X ein Kiinneth Objekt ist, wenn EV* ein flacher HU-Modul ist
und (7.2) ein Isomorphismus fiir alle N ist. Wir definieren

Tory(M,N)=H(X ®y N)
und
E.(M,U,N) = E,(X @y N),
wobei X eine beliebige Kiinneth Auflésung von M ist. Man sieht,

E5(M,U,N) = Torgy (HM, HN)

und dass E,.(M, U, N) die algebraische Eilenberg-Moore-Spektralsequenz ist. Da wir es
mit negativen Graden zu tun haben, liegt die Spektralsequenz im zweiten Quadranten,
wodurch die Konvergenz im Allgemeinen nicht sichergestellt ist. Durch [GM74, 3] ist
die Konvergenz in allen Fillen, die wir im Folgenden betrachten werden gesichert.
Namentlich also die Félle wie in Satz 2.17. Mit [GMT74, 1.8] sehen wir, dass alle
vorherigen Definitionen nicht von der Wahl von X abhingen.
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Definition 7.2. Sei X € 7 .#y. Dann wird X spaltendes Objekt genannt, wenn es
einen bigraduierten R-Modul X gibt, mit X?¢ = fiir p > 0, sodass

i) X = X ® U als U-Rechtsmodul. Die Graduierung von X ist gegeben durch

X" = Z XP9@U" fiir n € Z.
ptg+r=n

i) F,X=> >, X™* @ U fiir p < 0. Bigraduiert wird X durch
Xpa= 3" XPieUl.
i+j=q
Additiv gilt E? = X1,
iii) Das Differential auf X7 C X hat die Form
4= d mit d - XP9 s XPEraTHL
r>0

wobei > did; =0.
i+j=r

iv) Da X ein differentieller U-Modul ist und X?* ein U-Untermodul von X, erfiille
d, die Leibniz-Regeln

firr <0,z € X undueU.

v) Ist « : X — M ein Morphismus in .#y, dann wird X, ein augmentiertes
spaltendes Objekt genannt. X, ist bigraduiert durch X9 = M7 und X297 =
XP1 fiir p < 0. Die Notation von iii) setzt sich fort zu

dpi1 =a: XP9 — MPYund dy = —d : M9 — M9,
Die Formeln iii) und iv) behalten fiir X, ihre Richtigkeit.

&

Definition 7.3. Ein spaltendes Objekt heifst ausgezeichnet, wenn jedes X7 ein
projektiver R-Modul ist und dy = 0 auf X ist, sodass dp = 1 ® d auf X = X ® U ist.
Eine Auflosung heifst ausgezeichnet, wenn X ein ausgezeichnetes Objekt in F.#y
ist. o

Satz 7.4. Sei M € 4y und sei eine HU -projektive Auflésung von HM in der Form
= XP*@HU — XPTY @ HU — ... — X% @ HU = HM — 0

gegeben. Babei sind alle XP9 projektive R-Moduln.

Dann gibt es einen filtrierten U-Rechtsmodul X = X @ U, ein Differential d und
eine Abbildung o : X — M, sodass X, eine ausgezeichnete Auflosung von M ist und
der Komplex F1 X, stimmt mit der gegeben Auflosung tiberein.
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Im Folgenden werden wir den Beweis des Satzes noch einmal genau unter die
Lupe nehmen. Um es spéter etwas leichter zu haben, wandeln wir den urspriinglichen
Beweis um kleine Details in der Notation ab.

Beweis. Die Graduierung und die Filtrierung werden durch i) und ii) in Definition 7.1
gegeben und wir definieren X, wie in i), ii) und iii) von Definition 7.2, ohne dass wir o
bis jetzt gegeben haben. Wir bigraduieren X und X, wie in den zitierten Definitionen
und schreiben d,. fiir die Komponenten des zu konstruierenden Differential auf X, .
Die Konstruktion von d auf X, wird die Konstruktion von « beinhalten.

Wir miissen dg = —d auf M = X}* und dp = 1 ® d auf XP* @ U = XB* fiir
p < 0 setzen. Fiir r > 0 muss d,(zu) = d,(z)u gelten, es reicht also d, auf X?* fiir
1 <r < p+1 zu definieren.

Seien ZU und ZM die Zykel von U und M.

Da XP* projektiv ist kénnen wir die Abbildung d; wihlen, sodass folgende Dia-
gramme kommutieren:

Xi* B > ZM und va* d1> Xrtlx o ZU (73)
X9 @ HU — HM XPr @ HU —> XpHl* @ HU

- Mit dieser Wahl hat d; die gewiinﬁschte Form. Es gilt dody + d1dg = 0 da dies auf
XP* gilt. Wir definieren nun d,. auf XP* fﬁr_r > 2 und p < —1 durch Induktion iiber
p und fiir festes p iiber r. Es sei d,, = 0 auf XP* fir r > p + 1.

Gehen wir davon aus, dass d, auf X™* fiir m > p bereits definiert ist und auch
d,, auf XP* fiir n < r definiert ist.

Definiere die Abbildungen e : XP* — XP+™* ynd f : XP* — X271+ durch
= > didjund f=— > did;.
itj=—r i+j=—r—1
i>0 i>1
Da dy = 0 auf X?* sind e und f definiert. Es gilt

dod; = — Z dady, fiir did; = Z dady,

at+b=1 at+b=i+1
a>0 a#l

auf X™* fiir m < p, nach iii) in Definition 7.2. Durch Substitution und mittels
Induktionsannahme folgt

doe" = — Y dadyd; =) Y dedyd; =0

i+j=—r a>0b+j=—r+a
a+b=i>0
a>0
und
die" =~ Y dadpdj=dof => > dadyd; =dof.
i+j=—r a>1b+j=—r—1+a
a+b=i+1>1
a#1

Da doe” = 0 gilt, folgt e(XP*) C Kerndy = XPT"*® ZU. Wir betrachten das folgende
Diagramm, in dem die Quadrate kommutieren:
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Xptr—ls g 717 — = XPtr—ls o U (7.4)

. T
e
e \L(h ia

Xrtr @ ZU —S— X0+t @ ZU ——> XPHre @ HU

R T

Sptrile — N Fpbrtie g g — T s Kptrtle g U

Da die rechte Spalte exakt ist und wdy = 0 gilt, kénnen wir eine Abbildung é"
wéhlen, sodass
me" = Oré" = wdyé".
Natiirlich gilt dpé” = 0. Es gilt e? = dyd;, weshalb 7me? = 907 = 0 und wir wihlen
¢2 = 0. Nun ersetzen wir d,_; auf XP* durch d,_; — é". Dies &ndert weder d; ab,
noch verdndert es unsere Induktionsvoraussetzung

Z dzd] =0 auf Xp,*.
i+j=—r—1

Letztendlich konnen wir, da 7(d;€” — e”) = 0 und Kern 7 = Bild dy, so wihlen, dass
dod, = d1€" — e”. Mit unserem modifizierten d,._ ist dies dquivalent zu

Z did; =0,

i+j=—r

was unseren Beweis vervollstdndigt. O

Im Folgenden sei H*(BG;Fa) = Fy [y1, . . ., Y] eine Polynomalgebra. Nach [GM74,
4] ist die Fy-Algebra C*(BG;Fy) eine differentielle Fo-Algebra, die homotopiekom-
mutativ durch Uj-Produkte ist, welche die Hirsch Formeln erfilllen. Das heiftt, fiir
a,b,c € C*(BG;Fsy) gilt

d(aUy b) = ab+ba + daU; b+ a Uy db

und
(ab) Uy c=a(bU; ¢) + (aU; ¢)b.

7.1.1 Das d, Differential

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse des letzten Abschnittes zu neuen Re-
sultaten fiithren.

Sei A := Fayi,...,yn] ein graduierte Polynomalgebra in n-Verdnderlichen und
21, ..., 2k €ine reguldre Sequenz in A, gegeben wie in Satz 2.54 und sei weiter die Alge-
bra A:= A/(z1,...,2). Sei weiter X ein topologischer Raum, sodass H*(X;Fy) = A
gilt. Sei

T:= /\([yl]a teey [yn]) ® F(vla s 7Uk) ® Av

wie in Satz 2.54 gegeben. Ist o« = (i1,...,%p) eine Sequenze in {1,...,k}, fiir die
iy < ... <1, gilt, dann definieren wir yo = [yi,] A ... A [y;,]. Nach Satz 7.4 existiert
ein Differential d auf

Y= Ay, [yn]) @ T(vr, oo vp) @ CF(X; Fo),
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sodass Y zu einer ausgezeichneten Auflésung von Fy wird. Diese Differentiale wollen
wir nun auf der Unteralgebra A([y1], ..., [yn]) bestimmen. Und spéter Aussagen iiber
das Differential auf T'(vq,...,vy) treflen.

Ist 2/ ein Reprisentant von y; in C*(X;Fy), dann kénnen wir aus dem Beweis von
7.4 sehen, dass

d1(Ya) = Z Ya—(ig) ® T

(i0)Cax
gilt. Da do(x}) = 0 nach Definition von x ist, gilt es = dy o d; und wir rechnen
d1 o dl(yg) = Z yg,(i_jyik) & l’;jl‘;k + x;km;]
i <ik
Da do(z;, U @7, ) = 2} 2}, + 2} x; gilt, folgt dass
do( Z Yp—(ij.in) @ T, Ur 27,) = dy o di(yp)
ij <ip

und wir sehen, dass d1d; (y,) im Bild von dj liegt. Es gilt also wd1d; (y) = 0 und wir
kénnen €3(yo) = 0 wéhlen. Somit wéihlen wir weiter

dg(ya) = Z yg_(ijﬂ'k) (4 $;7 U1 ‘,L;k
ij <ip
Gehen wir nun davon aus, dass wir fiir r < ro bereits gezeigt haben, dass gilt
d7(ya) = Z Ya—p & x/ﬁv
BCas|Bl=r
mit
xg = (... (@, Ur af,) Up o) Ur . ..) Uy
und 8 = (j1,...,Jq). Es gilt
er(yoz) = Z didj (ya)'

i+j=r;i,7>0

q

Ist |a| = r, dann gilt

er(Ya) = ) Thte g,

BCa
was nach [GM74, 2.2.vi] das selbe ist wie do(z,). Analog zeigen wir, fiir |a| > r gilt:

erlya) = DL yams D 4T,

BCa;|Bl=r vCB

Genauso ist
dO( Z ya—ﬁxlﬁ) = 67-(?/@)

BCa;|Bl=r

und es folgt me,(yo) = 0. Womit wir €,(y,) = 0 wihlen kénnen und so sehen, dass

dr(Ya) = Z Ya-BT

BCa|B|=r
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eine mogliche Wahl ist. Wir folgern so

d(ya) = Z ya—ﬁx;a- (7.5)

BCa
Dieses Resultat ist eine Verallgemeinerung von Lemma [GM74, 2.2], welches die Be-
dingung H*(X;Fy) = Fa[y1, . .., yn] voraussetzt.

Wir behalten die vorherige Notation bei und fassen zusammen:

Lemma 7.5. Sei X eine topologischer Raum, sodass
A:=H"(X;F2) 2Folyr, ..., ynl/(21,-- -, 28)
gilt. Dann gibt es ein Differential d auf
Y :=A(pa]s- -, [yn]) @ T(v1, ..., 0) @ C*(X; Fa),

sodass Y eine ausgezeichneten Ausflosung von Fo ist. Das Differential auf der Unter-
algebra A([y1], - - -, [yn]) ist wie in (7.5) gegeben.

Weiter kénnen wir in [GM74, 3.3 & 3.5] ablesen:

Lemma 7.6. Sei . : H — G ein Homomorphismus von Lie-Gruppen und sei weiter
H*(BG;Fp) = Fa[y1,...,yn]- Sei Y = A([y1],- - -, [Un]) ®c+(Bair,) C*(BH;F)) mit
dem Differential d gegeben wie in (7.5), dann ist

Torc*(BG;Fp)(IFp, C*(BH;F),)) = H(Y,d),
als Fp,- Algebra.

Bis zum Ende dieses Abschnittes sei fiir « € HU := H*(X;F,) das Element o’ €
U := C*(X;F,) ein Repriisentant von a. Sei X** = A([y1], ..., [yn]) @ T(v1,...,0%).
Der Komplex A([y1], ..., [yn]) @ T(v1,...,v) @ HU ist eine HU-{reie Auflésung von
F,. Nach Satz 7.4 finden wir ein Differential d = Y d,, sodass X** = X** @ U
eine ausgezeichnete Auflosung von F, ist. Wir wollen nun dy genauer untersuchen.
Wir beschrinken unsere Betrachtungen auf p = 2, um uns die Wirren von Vorzeichen
zu ersparen. Die Konstruktion der Differentiale d, lduft, wie im Beweis von Satz
7.4 zu sehen ist, jeweils in zwei Schritten ab: Erst wird ein vorliufiges Differential
konstruiert, das wir mit d;. bezeichnen. Bei der Konstruktion von d;_; wird dann d,
auf d). — é"*! festgesetzt. Wir miissen also, wenn wir ds betrachten wollen, dj und &3
genauer untersuchen. Kommen wir also zu db:

Lemma 7.7. Sei HU = Fy[y1,...,yn]/(21,...,2n), dabei sei z1,. ..,z eine requldre
Sequenz in Faly1, ..., yn], wie in Satz 2.54. Sei

T = /\([yl]’ R [yn]) ®]F2 F(’U7’U2 e 7Uk) ®]F2 HU

die Auflosung aus Satz 2.54. Sei

n

v = Z[al|bl] e T 2%,

i=1

Dann gilt ‘ .
dy(v®)) = dy (V@) Vo 2



Kapitel 7. Die Arbeit von Gugenheim und May 100

in X%, Weiter gilt

dy(v)) = dy(v)Vo + > [ai]Va;]b] Uy b

i<j

fiir b einem Reprasentanten von b; in U.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 7.4 sehen wir durch das kommutative Diagramm
(7.3), dass

p—1

di([z1]. .. |zp)) = Z[ml\ B Y B S Y B F Y

i=1
gilt. Wodurch wir zusammen mit Satz 2.53 folgern: d, (v(@) = d; (v)Vola~1). Es gilt

n

dl (e] d1 (’U) = dl(Z[al]b;)

i=1
n
11/
g a;b;.
i=1

Nach Definition von HU ist Y. ,aib; = 0 € HU. Es gibt also ein s € U, mit
do(s) = >_" . alb; und wir wihlen dj(v) = s. Weiter gilt

i=1"1"1

n

dyodi(v?) = di() [ai]bjVv)

i=1

= ia VHZ% a;|bjb); + b;b;
=1

1<J
und wir wihlen dy(v?)) = vs + > i<jlai]Va;]b; Up b Und ebenso

n

diodi(v?)) = dl(Z[ai}bﬁvv(T*l))

i=1
= Za bV D)+ 3 " [a,) Va0 + bib Ve ),
1<J

womit wir

dé(v(zi)) =@ Dg 4 Z ai]Va;]b; Uy ) Vo2 = dé(v(z))VU(T’*z)

i<J

wéahlen. 0

Um dy vollstéindig zu bestimmen, miissen wir d3 bzw. é3 berechnen und dafiir
miissen wir (dy o dy +dy o dy)(v?)) kennen (Das vordere ds ist ohne Strich, da wir es
bis zu diesem Zeitpunkt in der Induktion schon final bestimmt haben, wihrend das
zweite dj, noch modifiziert wird). Wir berechnen zuerst da o dy + d; o dj(v?). Dafiir
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bestimmen wir zuerst dj([a;]Vv). Es gilt:

dy o di([a;]Vv) = (a;Vv + Z ai]Vla;]b})
J#i
- Z [a;]b}a; + Z ailabl + Z[aj]a;b;.
Jj=1 i#] i#£j

I
M:

la;]ba; —|—Z a;la;bl + bia;
1 i#)

<.
Il

Und wir wihlen dj([a;]Vv) = Y0 la;]s’ + > izjlajlai Ui by, dabei ist do(s') =

=1
Z;’:l[ai]b;a;-. Und damit rechnen wir nach:

dy (D _lailbiVo) =Y la]s'b + Y a;)(a; U )b}

( ,J i#]
Damit gilt:

dyody +dy ody(v?) = dQ(Z[ai]b'-Vv)

+ vs—l—Zal ajb’Ulb’)

1<J
= Za]sb’—J—Za] i U 0))b;
4, Zséj
+ Za,strZaj b'Ulb’
i#£]

Wir wissen aus dem Beweis des Satzes 7.4, dass ein Element &(v(?)) gibt, mit
dom(e*(v®)) = 7(dy o dy + dy 0 dy(v?)))

und wir setzen do(v?) = (d}, 4 &*)(v(?)). Rechnen wir nun

dy o dy([a] Vo)) = dy(ajVo® V) + 3 [a,]Va;]b; Vo )
J#i
= Z ai|bja; + Z ajla;bl + b;-ag)vv(zi*2)
=1 i#]
+ Y @il V(a;]V]ax]byb; Vo
i#jFhAi

und wie sehen, dass wir d5(>", [a;:]b, Vo2 1)) als

O lag)s'; + "lag](aj Uy )b Vo2 =) + > (0] Va;]Vak] (b, Us VAR
ij i#] i#j<k#i

wiahlen konnen und dies kénnen wir Umformen zu

dj 0 dy (v@) Vo 72 13 [a,] V] (b Uy ) Vel () Vol 9,

i<J
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Und so ist dy o dy 4+ dy © dg(v(Qi)) gleich
da (32, [ai]b; Vo =) + dy (d)y (v?) Vo —2))

= dy o di (vP)Vu@' =2 (7.6)

+ &(dy (v) Vo' D) (7.7)

+ Zi<j [ai]V[aj](b,'L- Ui b})le(U)vv(Qi_& (7.8)

+ dy o dy(vP) Vv =2 (7.9)

t i< ai] Vag)b; Uy 8 Vdy (v) Vo =9 (7.10)
Dabei heben sich (7.8) und (7.10) auf und (7.6) und (7.9) fassen sich zu

(d’2 ody +d; o dé(v(m))vv(zi_z)

zusammen. Nehmen wir nun induktiv an, dass 63(1)(2i)) = é3(v(2))VU(2i_2) gilt. Dann
koénnen wir rechnen:

d1 (B3 (@)Y 2) = dy (83 (v@)) Vo =2 4 B (u)Vd, (v) Vo )
und falls auch
(7.7) = &(dy (v) Vo D) = B (@) Vdy (v) V@ ), (7.11)
gilt, dann haben wir die Gleichheit
(& (v®))) = m(dy o dy +dy o dj(v1*)))

gezeigt. Und es gilt dg(v_@i)) = dg(v(Q))Vv@i’m.»Es bleibt also (7.11) zu zeigen,
dafiir reicht es & ([a;]Vo?' V) = &3 (v?)V[a;]Vo? =3 zu zeigen. Induktiv, mit einer
analogen Rechnung wie zuvor, lasst sich die Gleichheit bestétigen und es gilt:

Lemma 7.8. Sei HU = Fa[y1,...,yn]/(21,...,2n), dabei sei z1,. ..,z eine requldre
Sequenz in Faly1, ..., yn], wie in Satz 2.54. Sei

T= /\([yl]v RN} [yn]) ®]F2 F(vaQ ceey Uk) ®]F2 HU
die Auflosung aus Satz 2.54. Sei

v= Z[ai|bi] €T 3,
i=1

Dann gilt ‘ A
dQ(v(T')) — dz(v(2))vv(2"72)
m X%,

Sei M € My und seien a; € XP* ® M und a; € XP1* @ M, sodass dg(a;) = 0
und dy(a1) = do(az) gilt, dann ist d(a1 —a2) = Y 1o  diy1(a1) — d;(az). Filtrieren wir
X** ® M wie in Definition 7.2, dann liegen a; — as und a; in der selben Klasse von
EY = FP(X**@M)/FPT1(X**®M). Und ebenso liegen d(a; —az) und ds(a1)—d; (a2)
in der selben Klasse. Mit der Notation von [McCO01, 2.6] liegt a1 — az € Z5"* und so
sehen wir, dass das 2te Differential der induzierten Spektralsequenz die Klasse von
ay auf die Klasse von da(a1) — di(az) abbildet. Dies beweist uns den folgenden Satz,
in dem wir mit d; nicht mehr langer die Differentiale auf X**, sondern die in der
Eilenberg-Moore-Spektralsequenz bezeichnen.
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Satz 7.9. Sei z1,...,z2, eine requlare Sequenz in Falyy, ..., y] wie 2.54, sei F' —
E — B eine Faserung und sei H*(B;Fa) = Faly1,...,yn]/(21,..., 2x). Sei

T = /\([ylL RS [yn]) ®F2 P(U7v2 .o 7'Uk) ®]F2 H*(B7F2)

und sei E,. die zur Faserung gehdrende FEilenberg-Moore-Spektralsequenz und gelte
weiter dy(v) =0 4in By =T, dann gilt

dQ(U(T)) = d2(v(2))vv(2i72)
n E2 = H(T, dl)

Eine dhnliche Aussage wird voraussichtlich auch fiir die ds Differentiale in der
Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zu zeigen sein. Wéahrend die Aussage fiir héhere
Differentiale kaum noch richtig sein kann, gerade da der externe Grad von ds(v(®)
positiv ist! Ob in solchen Situationen gilt ds(v(?")) = d5(v?) V(2 =1 was eine plau-
sible Vermutung wire, liegt aber aukerhalb der von Autor betrachteten Uberlegungen.
Eine Verallgemeinerung auf Koeffizienten in F), ist vorstellbar, aber vom Autor nicht
nachgepriift.

7.2 Gruppen-Algebren

Dieser kurze Abschnitt umfasst die Notation fiir Gruppenalgebren, die wir im nichsten
Abschnitt brauchen werden.

Sei z; ein Erzeuger von Z, und sei Z’; = xlezp, erzeugt von zi,...,z2,. Die
Gruppenalgebra A := Fp[Z}] mit dem iiblichen Produkt ¢ und mit der iiblichen
Einheit n : F, — A ist eine F,-Algebra im Sinne von [MMG65]; sie wird als Algebra
ebenfalls von z1, ..., 2z erzeugt. Mit dem Ko-Produkt A gegeben durch A(z) =z® 2
und der iiblichen Ko-Einheit € : A — F,, wird A zu einer Ko-Algebra. Beide Strukturen
sind miteinander vertraglich und somit geniigt A der Definition einer Hopf-Algebra
von [MMG65].

Die duale Hopf-Algebra A* besitzt die Erzeuger 27, .. ., 2}, das Produkt ¢* gegeben
durch

und das Ko-Produkt V(z) = 2" ® 1" + 17 ® 2*. Wir werden oft 27z} anstatt ©* (2], 2})
schreiben.

7.3 Das U;-Produkt

Sei X ein topologischer Raum vom Homotopietyp eines Eilenberg-MacLane Raum
K(Z5,1). Gugenheim und May geben in ihrer Arbeit [GM74] eine Konstruktion eines
Morphismus

g: C*(X;Fy) — H*(X;TFy)

von differentiellen Algebren an, sodass Hg ein Isomorphismus ist. Sie geben weiter
einen effektiven Weg an fiir Zykel 21, 20 € C*(X;F3) das g(z1 Uy 22) € H*(X;Fs) zu
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bestimmen. Sind 2}, 2z Reprisentanten von z; und 24, 2J Reprisentanten von zo in
C*(K(Z5,1); F3), dann besitzt g nach [GM74, 2.4] die Eigenschaft

9(z1 U1 25) = g(21 U1 23).
Mit einem solchen g erhalten wir also ein Produkt

Up: HP(X;Fy) @ HY(X;Fy) — HP (X TFy)
21 ® 2o = z1 U 29 1= g(2] Up 25)

welches nach [GM74, A.21] unabhéngig von der expliziten Wahl von X ist. Fiir dieses
Vorhaben im Fall X = BZ§ liefert der Appendix von [GM74] alle nétigen Informa-
tionen.

Wir werden nun die Bar-Konstruktion benutzen, werden jedoch im Gegensatz zu
Abschnitt 2.1.2 von einer nicht negativen externen Graduierung ausgehen; wir schrei-
ben B, .(M,U, N), mit unteren Indizies. Fiir a = [a1]...|a,] € By «(F2,U,F2),p > 0
gilt also Da = (p, Doy + ... + Day,). Seien zq, zp € H*(BZA;Fy) dann berechnet sich
z1 U1 2o wie folgt:

Die Notation ist aus dem Appendix von [GM74] {ibernommen. Die Konstruktion
selbst 1duft dhnlich eines Beispiels welches am Ende jenes Appendix’ angegeben ist. Sie
ist jedoch langwierig und technisch aufwendig und soll hier nicht aufgezeigt werden. Es
werden nur die Resultate présentiert. Sei Fo[Z5] die Gruppen-Algebra mit Erzeugern
V1,..., Uk, wie in Abschnitt 7.2. Sei T'(y1,...,yx) die Algebra der geteilten Potenzen
iiber F3[Zs] mit Dy; = 1, sei B, .(F2,F2[Z5], F2) der Bar-Komplex mit D[v;] = (1,0)
und sei weiter

O :T(y1,- ., yr) — Bau(Fo, Fo[Z5], Fy)
(P)

] ®) = [vi] ... |vq]

p—mal

der Homomorphismus von Hopf-Algebren der y;”’ auf

schickt. Beziiglich des Totalgrades ist © graderhaltend. Der duale Homomorphismus
0" : B, . (Fa, Fo[ZE)*  Fy) — Faxy, ..., 21] = H*(BZE, Fy)

ist surjektiv, schickt [v}]®) auf z¥ und [v*] auf Null, fiir zerlegbare v. Seien nun

Q1yen s, By By € {05, ..., v}, Dann definieren wir auf B, .(Fa2, Fo[Z5]*,Fy) ein
Produkt, welches auch mit Uy bezeichnet werden soll, sodass [a1] .. . [ap|Ur [B1] - - - |B4]
gleich

P q
D> el faralBil - |Bsoale™ (ar, B)IBsral - - [Bglawsal - -]

r=1s=1
gilt, mit
a, fir o, = B,

¢ (ar, Bs) = {

wie in Abschnitt 7.2 beschrieben. Im Weiteren werden wir nur a0, statt ¢*(a., Os)
schreiben.

Seien nun z1, 2, € H*(BZ5;Fy) und seien [a1]. .. |oy] bzw. [B1]... ]3] Urbilder
von z1 bzw. 29 unter O, dann gelte
Z1 U1 z9 = é*([a1| . |Oép] U1 [61| . |ﬁq])

Durch die Multilinearitiit ist ©* vollstindig beschrieben und somit auch das U;-
Produkt auf H*(BZ5; F,).

0  sonst,
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7.4 Berechnung von U;-Produkten

In diesem Abschnitt wollen wir nun mit unserem gerade gewonnen U;-Produkt auf
H*(BZ5;Fy) rechnen. Wir werden niitzliche Formeln herleiten und diese fiir verschie-
dene Aussagen iiber die Differentiale der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz nutzen.

Lemma 7.10. Fir y1,ys,ys € H*(BZY;Fy) gelten die Hirsch-Formeln:
(y192) U1 y3 = (y1 U1 y3)y2 + y1(y2 U1 y3)

y1 U1 (%2y3) = (y1 U1 ¥2)y3 + y2(y1 U1 y3)

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A an, dass y1, y2,y3 Monome sind. Dies kénnen wir ma-
chen, da ©* liniear ist. Sei x;,---,x; eine Basis von H'(BZ.:Fy) und sei weiter
1, Optgy P15, Br € {21, ,x}. Ein Urbild von «; bzw. 3; unter © sei [of]
bzw. [3]]. Seien y1 = a1+~ p, Y2 = Qpi1--Qpiq, Y3 = P1--- 5, Monome in Poly-
nomalgebra H*(BZ5;F,), dann gilt:

al...apap+1...ap+qulﬁl...ﬁr

= O ([f]-]etyy] Ur [BL]-18L)
p

_ +q r

= 6*(k_1121 [t ]lag B8] 1|ag 811 B |- 1Brlag |- leag, 1))
_ p

= @*(k;l; [ |-l 181 |- 1811|0317 |1 Br ety -l g])
p+q

— T
+O7( > [od]-Ja 8111811 Bl B4 |- 1870 41 |-l 1))

HM%

ayl. |04k 1|51 |ﬂz 1|akﬂl|ﬁz+1| W’|04k+1| Jog })ap+1~-04p+q

pt4q

1
_ T
+a1--ap(@* . > “21 A 1o A P G v Y 1 1A P [V
=p+1i=
— al.”ap(ap-ﬁ-l"'ap-‘rqulﬁl'.'ﬁ’l‘)+(all"apulﬁl'.'ﬁT)ap—i-l'.'ap-'rq
Und fiir den zweiten Fall ebenso. O

Korollar 7.11. Fir z,y € H*(BZ5;F,) gilt

1’2U1y20.

Beweis. Aus den Hirsch-Formeln und der Kommutativitit von H*(BZ5; F,) folgt
Uiy =2(zUry) + (2 Uy y)z = 2(z Up y)z = 0.
O
Beispiel 7.12. Gegeben die Inklusion ¢ : Z3 < O(3). Sei w3 € H*(BO(3);Fy). Es

gilt ws U; ws = Sq; (w3) = Sq*(ws) nach [McCO01, 8.14] und Sq*(ws) = wows nach
[BS53, 7.1]. Dies wollen wir nun selbst nachrechnen. Seien x1, 9, x3 die Erzeuger von
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Hl(BZS;IFg), sodass Bu*(ws) = wixoxs gilt. Sel [ag|as|as] ein Urbild von zixsxs
unter ©*. Dann ist [aq|ag|as] Up [aq]az|as] gleich

[ar1ai|as|as|as|as]  +  [oq|aias|as|as|as] 4+ (o |as|aras|as]as)
[ |agan |aglaslas]  +  [ai]ar|agas|as|as]  +  [arfar|az]azas|as]
[a1|az|aras|as|as]  +  [ai]az|ag|asas|as]  +  [ar]az|ar]az|azas)

+ +

= Jai|aglaglaz|as]  +  [aa|asgfaz|aslas] 4+ [arfaz|agfaz]as]

Dies wird mit ©* auf z12323 + 23wex3 + 232303 = (v12273) (2172 + 2123 + T273)
abgebildet, was gerade wows € H*(BZ3;Fy) entspricht.

Bemerkung 7.13. Es ist schnell zu sehen, dass unsere neue Kohomologie-Operation
Uy : HY(BZ%;Fo) x H*(BZY;Fy) — H*(BZY;Fy) kommutativ ist, sie ist jedoch nicht
assoziativ:

(xy Uy zw) Uy yz = 0Uy yz = 0,

aber
2y Uy (zw Uy yz) = zy Uy yzw = zyzw,

fiir x,y, z,w Erzeuger von H'(BZ3;F>).

Das Uy Produkt kommutiert auch nicht mit Homomorphismen von Algebren. Seien
x1, T2, 23 Erzeuger von H*(BZ3;Fy) und seien z/, 24 Erzeuger von H*(BZ3;Fy). Sei
weiter ¢ : H*(BZ3;Fy) — H*(BZ2;Fy) gegeben durch ¢(z;) = x, ¢(x2) = x5 und
o(x3) = x4, dann gilt

d(oa(x1, 22, 3) Ut 01(21, 22, 23)) = 0 # zixh = ¢(o2(x1, 22, 23)) Ur ¢(o1 (21, 22, 23)).

Fiir ¢ : H*(BZ3;F,) — H*(BZY ;Fy) und e € H*(BZ};F,) gilt aber natiirlich
p(eUre) = ¢(e) Uy ¢(e). Alles andere wiirde zu einem Widerspruch mit der Tastsache
p(eUr e) = ¢(Sq;(e)) = Sq; (¢(e)) = ¢(e) Uy ¢(e) fithren. Dabei ist in Erinnerung zu
halten, dass Sq, (e) = Sq”¢™*(e) gilt. S

Lemma 7.14. Seien x1,...,x) Erzeuger H*(BZ5;Fs) und seien y,y' € H*(BZ5;F»)
symmetrische Polynome in x1,...,x,, dann ist auch yUyy' ein symmetrisches Poly-
nom.

Beweis. Aus den Hirsch-Formel sehen wir, dass wir unsere Aussage nur fiir die ele-
mentarsymmetrischen Funktionen zeigen miissen. Seien y, 3" Elementarsymmetrische
Funktionen, sei 0,0’ € Sy und sei s = x,(1)... 2, ein Summand von y und
s' = T,(1) ... L) einer von 3’ und S ein weiteres Element der symmetrischen Gruppe
Sk. Dann ist klar S(sUp s") = S(s)Up S(s). Damit folgt aber S(yUiy") = S(y)U1 S(y'),
was auch bedeutet, dass S(yU,y') = yUyy’ gilt, also yU,y’ ein symmetrisches Polynom
ist. 0

Nun wollen wir uns der Berechnung von U;-Produkten von symmetrischen Poly-
nomen widmen und fangen mit einer Reihe technischer Aussagen an. Wir bezeichnen
mit o;(x1,...,z,) das Elementarsymmetrische Polynom vom Grad i in n Erzeugern.

Lemma 7.15. Es gilt

n
> oy, wn) = (0= i)oi(x, . T).
=1



107 7.4. Berechnung von U;-Produkten

Beweis. Klar ist, dass > o;(z1,...,4,...,2,) ein symmetrisches Polynom ist. Das
Polynom hat den Grad ¢ und die Summanden sind Monome, die den Faktor x; mit
Multiplizitét 1 oder 0 haben, womit gelten muss, dass > o;(21,...,%,...,Tn) =
aoi(21,...,2,) mit a € N geeignet. Nehmen wir nun an, dass die Formel fiir n — 1
bereits gezeigt ist. Es gilt:

Z?:l 0‘2‘(561,...7:1%,...,51371)

- Ui(xla'i'axn—l)
+Z?;1 0'1'(1'1, .. .,fl, e ,(L'n)

= O—i(xlwiwxnfl)
+Zln:_1 Ui(xla N 'afla s 7xn—1)
+xn Z}n;l Ui,l(xl, . ,.’fl, . 71'71,1)

Wir nutzen hierbei die Rechenregeln aus Lemma 1.1. Zihlen wir nun die Summanden
im unteren Term, unter Annahme unserer Induktionsvoraussetzung, so ergibt sich:

— 1) — — 1 !
Da o;(z1,...,x,) genau n!/(n —4)l! Summanden hat folgt oo = (n —4). O
Lemma 7.16. Es gilt
oi(x1, .y xp)Urop(z1, ..y zn) = (n—i+ Vo1 (1, .., 2n)on(T1, ..., 20)

Beweis. Sei y € H*(BZY;Fy), dann gilt durch Lemma 7.10
T1...2p Uly:le...fl...xn(xl U1 ).
1=1

Ist nun y = oy(x1,...,2,) so gilt z; Uy y = z0_1(1,...,%1,...,3,), da fir alle
Summanden s von y, die keinen Faktor x; besitzen x; U; s = 0 gilt. Somit folgt
insgesamt

n
X1 ...y Uy 0i(21, .0, 20) Zl‘l---3Cn'Zai—1($17--~79517~--,$n),
1=1

was zusammen mit dem vorherigen Lemma dasselbe ist wie
(n—i+ Don(x1,...,20)0i—1(21,. .., 2pn).

O

Damit kénnen wir sofort folgern, wenn ¢ und n eine unterschiedliche Paritét haben
ist oy (21, ..., xn)Urop(x1, ..., 2,) = 0 iiber Fy. Die Techniken des Beweises verhelfen
uns noch zu einer weiteren Aussage:

Korollar 7.17. Es gilt

o1(z1,...,xn) U1 0j(z1,...,Tpn) =7 - 0j(T1,...,Tn)
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Beweis. Wir rechnen:

Ol(l‘l,...,l‘n) U1 O‘j(xl,...,l‘n)
= Zlnzlxl U1 O’j(l‘l,...,xn)
= Zln:1 rioj_1(x1, .. Ly, Tn)
= Zzl:ldj(l‘l,...,l'n)—Jj(xl,...,fl7...,l'n)
= noj(@1,. ., 20) — Dy B0 (X1, By T)
= n-oj(x,...,2p) — (n—7)-0j(x1,...,2)
= j'O’j(.ﬁl,...,xn)

O

Lemma 7.18. Seii < j < n, wobei i und j unterschiedliche Paritit haben, dann gilt
tiber Fy:
0'7;(1'1, N ,ZCn) U1 (Tj(ivl, N ,{L‘n) =0.

Beweis. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir alle n’ < n bereits gezeigt ist. Das letzte
Korollar bietet einen Induktionsanfang. Durch die Kommutativitdt von U; kénnen wir
annehmen es gilt: ¢ < j < n. Das Lemma 7.16 bietet dann einen Iduktionsanfang. Der
Induktionsschritt ergibt sich fir folgt:

(Ti(fljl, R ,.I'n) U1 O'j({,El, R ,LL'n)
= ai(xl,...,azn,l) U1 aj(xh...,mn,l)
+$n(0i,1($1, P ,.’L’nfl) U1 O'j((L’l, R 71'n,1))
—l—l’n(di(iﬂl, - 7.’L‘n,1) Uq O'jfl(a?l, - ,xnfl))
“+x, - O'i—l(xl, . ,xn_1) . O'j_l(.l‘l, . ;xn—l)
+22(oi—1 (21, oy Tno1) Ut o1 (21, ., T1)),s
was sich nach der Induktionsvoraussetung vereinfacht zu
T (0im1 (215 Tpo1) Ur 05 (21,0, Tn1))
+ Jin(O'i(Il, e ,x”_l) Up aj_l(xl, ce ,Jin,_l))
+ wp(oici(@n, . Tpm1) 01 (T, Tp—t)-
Da o;(z1,...,2n) U1 0j(21,...,2,) nach Lemma 7.14 ein symmetrisches Polynom ist,
muss der letzte Ausdruck gleich Null oder x,, ... z1 = o, (21, ..., z,) sein. Die zweite

Moglichkeit ist jedoch auszuschliefen.
O

Hierdurch kénnen wir weiter folgern:

Lemma 7.19. Seii < j <n, wobei i und j dieselbe Paritdt haben, dann gilt

n
oi(z1,. .., xn) U1 0j(21,. .., Tp) = Zoi_t_l(xl, ces @) O (T, ).
t=0
Beweis. Wir schreiben abkiirzend o;(n) fiir o;(x1,..., 2, ). Es gilt

oi(n) U1 o;(n)

= O'Z‘(TL - 1) Uq aj(n — 1)
—&-xn(ai_l(n —1- 1) Uz O'j(’l’l, —1- 1))
+a:n(ai(n —1- 1) Uy O'j_l(n —1- 1))
+z, - 0im1(n—1)-0;_1(n—1)
+x%(-ai,1(n - 1) U1 Jj,l(n - 1))
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Mit dem vorherigen Lemma vereinfacht sich sich dies zusammen mit der Tatsache,
dass ¢ — 1 und j bzw. 7 und j — 1 unterschiedliche Paritét haben zu

ogi(n—1) Ui gj(n —1)
+ LL‘n'Ui_l(TLfl)'O'j_l(nf].)
+ LC%L'O'Z',l(TL—l) Uy Jj,l(n—l).

Gehen wir nun induktiv davon aus, dass die Formel bereits fiir alle n’ < n gezeigt
wurde. Wir sehen dabei im weiteren Bewies, dass wir durch Lemma 7.16 und Ko-
rollar 7.17 einen Induktionsanfang gegeben haben. Aus Platzgriinden schreiben wir
voriibergehend o; statt o;(n — 1).

0'1(77,) Uy Uj(’fl) +O’i_1(n) U1 O'j+1(n) +0i_1(n) . Uj(’fl)

= o;Ui0j +0i—1 U1 0541 +0i-1-0; (7.12)
+ Tpoi—1-0j-1 +Tn0i—2 - 0j —‘r.’L‘n(O’Z‘,l “0j-1+0i—2- O‘j) (713)
+ x%ai_l Ui oj1 +I7210i_2 Ui aj +1’310'i_2 “Oj—1- (714)

Dabei sind die Zeilen (7.12) und (7.14) nach Induktionsannahme gleich Null und die
Zeile (7.13) hebt sich auf, sodass gilt

oi(n) U1 0;(n) + 0i1(n) U 0j41(n) + 0i-1(n) - 05(n) =0,
was unsere Aussage bestiitigt. 0

Bemerkung 7.20. Natiirlich stimmt unsere Formel im Spezialfall i = j mit der
Formel von Wu Wen Tsiin [Bor53, 7.1] iiberein, die wie folgt lautet:

O'i('.’th N ,{I?n) Uy ai(:vl, e 7.’L'n)
Sq" oz, ..., xy)

= :':_01 (ii(iflt)ftfl)ai_t_l(xl, ces @) Ot (T, e, )
Z?;Ol 0'7;,15,1(1'1, ey xn) . (Tith({El, T ,.’L’n)

7.5 Quotienten nach elementar-abelschen 2-Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir die zuvor gefundenen Resultate in konkreten geome-
trischen Fallen anwenden. Zuerst sei jedoch ein Wort der Warnung ausgesprochen:
Selbst fiir eine Lie-Gruppe G € LieRy kénnen wir im Allgemeinen keine U;-Struktur
auf H*(BG;TFy) einfiihren.

Wir haben schon in Lemma 6.1 geschen: Ist G’ € LieRy; und G — G’ ein Homo-
morphismus von Lie-Gruppen und @ ein maximaler 2-Torus von G, dann kollabiert
die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung G'/Q — BQ — BG' genau dann,
wenn es die Spektralsequenz zur Faserung G'/G — BG — BG’ es tut. Insbesondere
zeigt sich aber ein Problem: Kollabiert die erste Spektralsequenz nicht, so kénnen
wir keine Aussage iiber die Differentiale in der zweiten machen. Wir werden uns hier
also darauf beschrinken neue Aussagen iiber das Kollabieren der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz zur Faserung G/Z% — BZ} — BG zu machen.
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Am Anfang des vergangenen Abschnitts haben wir einen Morphismus von diffe-
rentiellen Algebren g : C*(BZE;Fy) — H*(BZL;Fy) vorgestellt, sodass Hg ein Iso-
morphismus ist. Sei G € LieP,, mit H*(BG;Fy) = Fa[y1, ..., ys] und ¢ : Z§ — G eine
Untergruppe. Sei X** = A([y1], ..., [yn]). Wir haben am Ende des Abschnitts 7.1
gesehen, dass es einen differentiell bigraduierten Fo-Modul X** = X**® C*(BG;Fs)
gibt, der eine ausgezeichnete Auflésung von Fy ist. Ebenfalls wurde gezeigt, dass
H*(G/7Z5;Fy) = H*(X ® C*(BZ;F,)) als Algebra ist. Nun gilt nach [GMT74, 1.8]
vermdge der Abbildung g die Isomorphie

H(X ® C*(BZ5;F,)) = H(X ® H*(BZE; F,)) (7.15)
von Algebren. Dabei ist das Differential auf X ® H*(BZ5;F,), nach Lemma 7.6 wie
folgt gegeben:

Sei a = (41,...,1p) eine Sequenz in {1,...,n} mit i1 < ... < ip. Sel Yo = [y;] A
oo Nyi,], mit yp = 1 und sei 2} € C*(BG;Fy) ein Reprisentant von y;. Definiere
zp = 0 und
Lo = ( . ((Uil Ul UiQ) U1 Uig) U1 .. ) U1 ’ll,ip,
und es gilt

d(ya) = Y Yarp © 9(Bi* (up)). (7.16)
BCa

Dass wir g(Bt*(ug)) berechnen kénnen, wollen wir uns nun zu Nutze machen:

Satz 7.21. Sei Z5 = Q c SU(n) C Sp(n). Dann gilt
H*(SU(n)/Q;F2) = Toru-(5sv (n)r,) (H" (BQ; F2), F2)

und
H*(Sp(n)/Q;Fz) = Torg«(psp(n)r,) (H* (BQ; Fz), Fa)
Insbesondere kollabieren die zu den Faserungen
Q — SU(n) — SU(n)/Q
und
Q@ — Sp(n) — Sp(n)/Q

assoziierten Eilenberg-Moore-Spektralsequenz im Fo-Term.

Beweis. Sei @' der maximale 2-Torus von SU(n) und ¢/ : Q' — SU(n) die Inklusion,
dann gilt BJ/"(¢;) = o4(z1,...,2,)% € H(BQ';F2). Fiir ¢ : Q — Q' — SU(n) gilt
also, dass es ein z; € H*(BQ;F2) gibt, sodass Bu*(¢;) = 22, damit gilt nach Korollar
7.11, dass Bu*(¢; U1 ¢;) = Bu*(¢;) Up Bi*(¢j) = 0 fiir 4,5 € {1,...,n}. Also ist das

Differential d auf X @ H*(BQ;F2) = A([y1],-- -, [yn]) @ H*(BQ; F2) gegeben durch:
d(ya) = Z Yo\ ® g(B[,*(Ug))
BCa,|B|=1

—

Z[%} A Ay A A i, ] @ B ().

Das heift aber, dass
H(X ® H*(BQ;F2)) = Tory-(Bsy (n)w,) (H (BQ; Fa), Fa)

als Algebra gilt, die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz kollabiert also. Der Fall Sp(n)
verlduft analog. O
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Aus Lemma 6.1 folgt damit:

Korollar 7.22. Sei G = SU(n) oder Sp(n) und H € LieRy und p: H — G ein Ho-
momorphismus mit |Kern(p)| ist nicht durch 2 teilbar, dann kollabiert die Filenberg-
Moore-Spektralsequenz zu Faserung G/H — BH — BG.

Lemma 7.23. Sei G € LiePs, sodass alle Erzeuger von H*(BG;F3) Grad 2 oder mehr
besitzen und sei Q = Zoy eine Untergruppe von G. Die Filenberg-Moore-Spektralsequenz
mit Koeffizienten in Fo zur Faserung G/Q — BQ — BG kollabiert.

Beweis. Da H*(BG;F2) = Fafy,...,yn] und H*(BZy;Fy) = Fa[z] nach Vorausset-
zung gilt, gibt es einen Erzeuger y;, von kleinstem Grad, mit 0 # y;, € H*(BZo; Fa).
Wie beschrieben, existiert eine differentiell graduierte Algebra Y := A([y1], .- -, [yn]) ®
H*(BQ;F3),sodass HY = H*(G/Q;F2). Seia = (i1, ..., 1ip) eine Sequenzin {1,...,n}
mit iy < ... <ip. Sei yo = [y, ] A ... Ay, ], mit yp = 1, und sei Do =iy + ... 414
und |a| := p. Das Differential d ist dabei wie folgt gegeben: Sei

dpyWa) = Y yassz”?
8 Ca
1B =p

dann ist d = > d,. Nun ist 2PB=181 entweder Null oder D3 — |3| > Dy;,. Das heifit

dp(ya) ist fir alle p > 2 durch D% teilbar. Sei also a; € Y im Kern von d; und sei
b1 der Quotient a; geteilt durch 2P%o . Dann gibt es ein ay := b1 Ay;, € Y, sodass
da(a1)+di(az) = 0 gilt. Und weiter gibt es ein ag € Y, sodass d3(ay1)+dz(az)+di(ag) =
0 gilt. Induktiv gibt es ein a, € Y, sodass d,(a1) +...+d1(ap) = 0 gilt. Filtrieren wir
Y durch FPY = &?_ YP*, dann hat der E»-Term der assoziierten Spektralsequenz
die Form

—

TOTH*(BG;Fz)(H*(BH5 F2),F2) = 2 [2]/ZDyi0 Ayl - [Yiols - - [yn)-

Und wir sehen, dass |Es| gleich |HY| ist uns so kollabiert die Spektralsequenz im
FEo-Term. O

Bemerkung 7.24. Wie iiblich haben wir selbst wenn die Spektralsequenz im FEs-
Term zusammen bricht eine multiplikatives Extensionsproblem. o

Lemma 7.25. Sei G € LieQo und sei 75 eine Untergruppe von Tg, dann kollabiert
die Filenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung G/75 — BZ5 — BG im Eq-Term.

Beweis. Sei H*(BG;Fy) = Falyi,...,y,] und Bu* : H(BTg;Fy) — H*(BZL;Fy)
die durch die Inklusion induzierte Abbildung. Ist z € H*(BTg;F3), dann ist x ein
Quadrat in H*(BZ.;F) und damit folgt auch, dass y; ein Quadrat in H*(BZ5;F,)
ist. Also ist nach Korollar 7.11 das Produkt y; Uy y; = 0 in H*(BZ5; F2). O

Zusammen mit Lemma 6.1 erlaubt das letzte Lemma ein Zusammenbrechen einer
Vielzahl von Eilenberg-Moore-Spektralsequenzen zur Faserung G/H — BH — BG
vorherzusagen.



Kapitel 7. Die Arbeit von Gugenheim und May 112




Kapitel 8

Quotienten der klassischen
Lie-Gruppen

In der Arbeit [Sin85] gibt Singhof fiir die meisten homogenen Riume X, die Quotient
von SU(n) sind die Semicharakteristik k(X;Fs) an. Einige Falle konnen mit den dort
vorgestellten Techniken nicht bewiéltigt werden, diese Fille wollen wir im ersten Ab-
schnitt behandeln und ihre Fa-Semicharakteristik bestimmen. Im zweiten Abschnitt
werden Quotient von SO(n) und Sp(n) betrachtet. Ist G = SO(n) oder Sp(n) und
p : H — G eine irreduzible Darstellung, dann werden wir k(G/H;F3), bis auf eine
einzige Ausnahme, bestimmen.

8.1 Quotienten von SU(n)

In [Sin85] wird der folgende Satz bewiesen:

Satz 8.1 (Singhof). Sei H eine zusammenhdngende halbeinfache Untergruppe von
SU(n), sodass dim(SU(n)/H) ungerade ist und H prim zu A; und Cs ist. Dann gilt
einer der folgenden Fille: k(SU(n)/H;Fy) = 0 oder SU(n)/H ist entweder diffeo-
morph zu SU(n)/SU(k) x SU(n — k) oder einer Sphdére.

Wir werden nun beweisen, dass die Einschrankungen, dass G prim zu A; und
C5 ist, umgangen werden kann. Hierfiir fiihren wir zuerst etwas Notation ein und
sammeln einige Resultate.

Definition 8.2. Mit einer Standarddarstellung einer einfachzusammenh&ngenden
klassischen Lie-Gruppe meinen wir einen der natiirlichen Homomorphismen SU(n) —
SU(n), Sp(n) — SU(2n) oder Spin(n) — SU(n). Wir sagen, dass eine Darstellung
p: G — SU(n) bis auf Isomorphie eine Standarsdarstellung ist, wenn es 1) €Aut(G)
und ¢ €Aut(SU(n)) gibt, sodass ¢ o p ot eine Standarddarstellung ist. Eine Darstel-
lung ist bis auf Isomorphie eine Standarddarstellung, genau dann wenn sie konjugiert
zu einer Standarddarstellung, zum Automorphismus A — A von SU(n) oder zu einer
der beiden Spindarstellungen von Spin(8) ist. o

Lemma 8.3. Sei p : G — SU(n) eine Darstellung, sodass es kein g € G gibt,
fiir welches p(g) den Eigenwert 1 mit Multiplizitdt n — 2 und den Eigenwert —1 mit
Multiplizitdt 2 besitzt. Dann gibt es eine freie Zo X Zso-Operation auf SU(n)/G.

113
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Beweis. Sei G erzeugt von diag(—1,—1,1,...,1) und diag(1,—1,—-1,1,...,1). Dann
ist G = Zg X Zy. Wir zeigen, dass G frei auf SU(n)/G operiert. Angenommen es gébe
ein 1 #h € G und ein g € SU(n), mit

h-(g-G) = ¢g-G
s g 'hg € G.

Da alle Elemente in G, aufser der 1 jedoch den Eigenwert —1 mit Multiplizitdt 2 und
den Eigenwert 1 mit Multiplizitdt » — 2 haben, widerspricht dies der Annahme und
G = 7y X Zs operiert frei auf SU(n)/G. O

Satz 8.4 (Singhof). Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte
Lie-Gruppe und p : G — SU(n) eine irreduzible Darstellung, mit diskretem Kern.
Ezistiert eine komplexe Zahl b und ein g € G, sodass p(g) den Eigenwert b mit
Multiplizitit n — 1 und den Eigenwert —b mit Multiplizitdt 1 hat, so gilt eine der
folgenden Aussagen:

e G = SU(n) und p ist konjugiert zu idg oder idg.

e G = Spin(n) mit n ungerade und p ist konjugiert zum natirlichen Homomor-
phismus Spin(n) — SO(n) — SU(n).

Lemma 8.5. Sei ¢ : SU(2) — SU(2), ¢ : SU(2n) — SU(2n) und p = p Q@ ¢ :
SU(2) x SU(2n) — SU(4n), so gibt es kein g € SU(2) x SU(2n), sodass p(g) den
Eigenwert 1 mut Multiplizitdt n — 2 und den FEigenwert —1 mit Multiplizitdt 2 hat.

Beweis. Seien Th und Ty, die Standardtori in SU(2) und SU(2n), dann liegt p(T2 X
T5,) in Ty, dem Standardtorus von SU(4n). Sei nun s = (s1,82) € To und t =
(t1,...,tan) € To,. Dann folgt mit der Tatsache s; = 55 unsere Aussage. O

Zusammenfassend halten wir fest:

Korollar 8.6. Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte Lie-
Gruppe und ¢ : G — SU(n) eine irreduzible Darstellung, mit diskretem Kern und sei
Y : SU(2) — SU(2) die Identitit. Definiere p = ¥ ® ¢. Euzistiert ein g € G, sodass
p(g) den Eigenwert 1 mit Multiplizitdt n — 2 und den Figenwert —1 mit Multiplizitit
2 hat, so gilt eine der folgenden Aussagen:

e G = SU(n) mit n ungerade und ¢ ist konjugiert zu idg oder idg.

e G = Spin(n) mit n ungerade und ¢ ist konjugiert zum natirlichen Homomor-
phismus Spin(n) — SO(n) — SU(n).

Satz 8.7 (Singhof). Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte
Lie-Gruppe und p : G — SU(n) eine irreduzible Darstellung, mit diskretem Kern. Sei
G einfach oder prim zu Ai. Existiert eine komplexe Zahl b und ein g € G, sodass p(g)
den Eigenwert b mit Multiplizitit n — 2 und den Eigenwert —b mit Multiplizitdt 2 hat,
so gilt eine der folgenden Aussagen:

o p ist bis auf Isomorphie eine Standdarddarstellung.
o G=SU(2) und dim p =5.
o G =SU(3) und p hat das héchste Gewicht 2w, oder 2ws.
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Die Félle aus Satz 8.7 sind bereits von Singhof ergriindet worden. Es bleibt also
nur die Fille aus Korollar 8.6 unter die Lupe nehmen um ein vollstindige Aussage
treffen zu koénnen, im Fall dass p : G — SU(n) irreduzibel ist. Wir zeigen dafiir die
allgemeinere Aussage:

Lemma 8.8. Sein n > 3. Sei ¢ : SU(2) — SU(2) die Identitat, H eine halbeinfache
kompakte Lie-Gruppe und ¢ : H — SU(n) eine treue Darstellung, sodass auch die
irreduzible Darstellung p = v @¢ : SU(2) x H — SU(2n) trew ist. Sei X = SU(2n) /4.
Dann gibt es eine graduierte Algebra A, sodass H*(X;F3) =2 A® A([es)], - - -, [can—1])
als graduierter Modul.

Bemerkung 8.9. Ist im vorherigen Lemma n ungerade, dann ist p immer treu.
o

Beweis des Lemmas. Seien 11 : S x H — SU(2) x H und 13 : U(n) x U(n) — U(2n)
die Standardinjektion. Sei p : S* x SU(n) — U(n) und sei ¢/ : S* x SU(n) — U(n)
gegeben durch pu(s, A) = sA und p/(s, A) = §A, dann kommutiert

S'x H——=SU(2) x H

id
y l(id,q&) J{p
H St % SU(n) SU(2n)

$x o l ,
KX p

U(n) x U(n) —= U(2n).

Fiir Koeffizienten in Fy gilt Bu*(c;) = Bu'*(¢;), womit nach Lemma 1.2 folgt, dass
B(u x p') o Biy(c;) =0

ist, fiir 4 ungerade. Aus dem Diagramm und der Tatsache, dass B:] injektiv ist folgt
damit, dass Bp*(c¢;) = 0 fiir ¢ > 3 ungerade. Betrachten wir nun die Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz zur Faserung X — BSU(2) x BH — BSU(2n), dann gilt

Ey" = Torye(su(zn)) H(BSU(2) x BH;F2)) = Az @ A([es], - .-, [ean—1]);

mit As einer bigraduierten Algebra. Mit Korollar 5.8 sehen wir, dass es eine bigradu-
ierte Algebra A gibt, sodass Foo =2 Ao @ A([es], . .-, [can—1]) als graduierter Modul
gilt. O

Und sehen wir auch, dass |Es| durch 271 teilbar ist und k(SU(2n)/p;F2) = 0
gilt.

Zusammen mit [Sin85, 1] gilt dann: Ist G eine halbeinfache kompakte Lie-Gruppe
und p : G — SU(n) eine irreduzible Darstellung, so gilt £(SU(n)/p;F2) = 0. Kommen
wir zu den Féllen, in denen p nicht irreduzibel ist. Die Einschrinkung in Satz 8.1 auf
G prim zu Cs riihrt alleine aus dem Lemma:

Lemma 8.10 (Singhof). Sei H eine Untergruppe von SU(n). Wir nehmen an, dass
H keine Matriz enthdlt, die konjugiert zu diag(b, ..., b, —b) oder diag(b, ...,b,—b, —b)
mitb € C ist. Sei X = SU(2n+m)/(Sp(n) x H) mit n > 3 und sie dim(X) ungerade.
Dann ist k(X;Fs) = 0.
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Wir wollen nun zeigen, dass die Einschrinkung n > 3 nicht notig ist.

Lemma 8.11. Sei H eine Untergruppe von SU(n). Sei X = SU(4+n)/(Sp(2) x H)
mit dim(X) ungerade. Dann ist k(X;Fz) = 0.

Beweis. Wir nehmen vorerst an, dass H = SU(n) gilt. Sei ¢ : SU(n) x Sp(2) —
SU(n +4) und sei t7 : Tsyn) X Tsp2) = Tsv(n+a) die Einschrdnkung der Inklusion
auf die maximalen Tori. Sei H*(Tsy(n44); F2) = Fa[z1, ..., 2pypa] und H*(BTsy(n) ¥
Tsp(2y; F2) = Folzy, ..., 27, 21, 22], dann ist die Abbildung

) n’

Bk i Falzy, .. xpnya] — Falxl, ... 20, 21, 20]
gegeben durch
x firi=1,...,n
B (x;)) =4 2z firi=n+1n+2
zo fliri=n+3,n+4.
Seio; == o;(x,...,x],, 21, 21, 22, 22), dann folgt mit Lemma 1.8, dass og;41fiir 2j+1 >
n im von oy, ...,0, erzeugten Ideal liegt. Damit gilt
Bi*(coj+1) € (Bt*(c2),...,Bi"(cn)) (8.1)

fiir 2j+1 > n. Sei nun H eine kompakte Untergruppe von SU(n) und ¢ : H X Sp(2) —
SU(n+ 4). Dann faktorisiert ¢ {iber SU(n) x Sp(2) und so sehen wir, dass (8.1) auch
in diesem Fall gilt. Es folgt

H Kr+(Bsp(2)x BHF2)(C25 - - Cata)
HICH*(BSp(2)><BH;IF2)(C2> <oy Cny Cny 2,y Cngd)
® A ([en+1]s [ents]) fiir n gerade
H ’CH*(BS;U(Q)XBH;]FQ) (€2, Cns1, Cnys)
® A ([en+2], [enta]) fiir n ungerade

Mit Korollar 5.8 bleibt die dufsere Algebra A([cn+1], [ents]) bzw. A([ent2], [crta]) bisin
den E.-Term erhalten und so gilt | E| ist durch 4 teilbar und somit auch | H*(X; Fa)|.
O

Insgesamt folgern wir damit

Satz 8.12. Sei H eine zusammenhingende halbeinfache Untergruppe von SU(n),
sodass dim(SU (n)/H) ungerade ist, dann ist k(SU(n)/H;F3) = 0 oder SU(n)/H ist
entweder diffeomorph zu SU(n)/SU (k) x SU(n — k) oder einer Sphire.

8.2 Quotienten von SO(n) und Sp(n)

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse des vorherigen Abschnittes fiir reelle
und symplektische Darstellungen wiederholen. Leider tun sich hier zusétzliche Hin-
dernisse auf und wir miissen uns mit Einschrinkungen begniigen.

Nach [BtD85] folgt, dass p ® 1) genau dann eine reelle Darstellung ist, wenn p
und v beides reelle oder beides symplektische Darstellungen sind. Genauso ist p ®
genau dann eine symplektische Darstellung, wenn eine Darstellung symplektisch und
die andere reell ist. Bedingt durch diese Tatsache, betrachten wir die Félle der reellen
und symplektischen Darstellungen nicht einzeln, sondern parallel.
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Korollar 8.13. Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte Lie-
Gruppe und p : G — SU(n) eine irreduzible reelle Darstellung, mit diskretem Kern.
Ezistiert eine kompleze Zahl b und ein g € G, sodass p(g) den Eigenwert b mit
Multiplizitit n — 1 und den Figenwert —b mit Multiplizitit 1 hat, so ist G = Spin(n)
mit n ungerade und p ist konjugiert zum natirlichen Homomorphismus Spin(n) —
SO(n) — SU(n).

Korollar 8.14. Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte Lie-
Gruppe. Es gibt keine irreduzible symplektische Darstellungp : G — SU(n) , mit
diskretem Kern, sodass eine komplexe Zahl b und ein g € G existieren, sodass p(g)
den Figenwert b mit Multiplizitit n — 1 und den Eigenwert —b mit Multiplizitdt 1 hat.

Beide Aussagen sind eine direkte Folgerung aus Satz 8.4.

Korollar 8.15. Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte Lie-
Gruppe und p : G — SU(n) eine irreduzible reelle Darstellung, mit diskretem Kern.
Sei G einfach oder prim zu Ai. Ezistiert eine komplexe Zahl b und ein g € G, sodass
p(g) den Eigenwert b mit Multiplizitit n — 2 und den Eigenwert —b mit Multiplizitat
2 hat, so gilt eine der folgenden Aussagen:

e p ist bis auf Isomorphie die Darstellung Spin(n) — SO(n) — SU(n).
o G =SU(2) und dimp = 5.

Beweis. Die Aussage stimmt mit Satz 8.7 iiberein. Die Darstellungen von SU(3) mit
héchstem Gewicht w; und w2 sind jedoch konjugiert zueinander und so nicht selbst-
konjugiert. O

Korollar 8.16. Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte Lie-
Gruppe und p : G — SU(n) eine irreduzible symplektische Darstellung, mit diskretem
Kern. Sei G einfach oder prim zu Ay. Existiert eine komplexe Zahl b und ein g €
G, sodass p(g) den Figenwert b mit Multiplizitit n — 2 und den Eigenwert —b mit
Multiplizitdt 2 hat, so gilt: p ist bis auf Isomorphie die Darstellung Sp(n) — SU(2n).

Beweis. Die Aussage stimmt mit Satz 8.7 iiberein, doch ist die irreduzible Darstellung
p: SU(2) — SU(5) von reellen Typ, kann also nach [BtD85] nicht symplektisch
sein. O

Korollar 8.17. Sei G eine einfachzusammenhdngende, halbeinfache, kompakte Lie-
Gruppe und p : G — SU(n) eine irreduzible reelle Darstellung, mit diskretem Kern.
Sei G einfach oder prim zu Ai. Ezistiert eine komplexe Zahl b und ein g € G, sodass
p(g) den Eigenwert b mit Multiplizitit n—2 und den Eigenwert —b mit Multiplizitdt 2
hat, so gilt folgende Aussagen:

e p ist bis auf Isomorphie die Darstellung Sp(n) — SU(2n).

Lemma 8.18. Sei p: G — SU(n) eine reelle Darstellung. Ezistiere keine komplexe
Zahl b und kein g € G, sodass p(g) den Eigenwert b mit Multiplizitit n — 2 und
den Eigenwert —b mit Multiplizitdt 2. Dann gibt es eine freie Zo X Zo-Operation auf
SO(n)/G.

Dies wird analog zum Beweis von Lemma 8.3 gezeigt.
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Lemma 8.19. Sei p : G — SU(2n) eine symplektische Darstellung. Existiert keine
kompleze Zahl b und kein g € G, sodass p(g) den Eigenwert b mit Multiplizitat 2n — 4
und den Figenwert —b mit Multiplizitdt 4, dann gibt es eine freie Zo X Zo-Operation

auf Sp(n)/G.

Beweis. Sei p so gewahlt, dass p(G) C Sp(n) — SU(2n). Sei G erzeugt von den
Elementen diag(—1,—1,1,...,1) und diag(1,—1,—1,1,...,1) in Sp(n). Sei h € G
und g € Sp(n), sodass

h-(g-G) = g-G
sg'hg € G

Da alle Elemente in G \ {1}, betrachtet als Elemente von SU(2n), jedoch den Eigen-
wert —1 mit Multiplizitdt 4 und den Eigenwert 1 mit Multiplizitdt 2n — 4 haben,
widerspricht dies der Annahme und G 2 Zs x Zs operiert frei auf SU(n)/G. O

Hiermit folgern wir zwei Aussagen:

Lemma 8.20. Ist G = Gy x G und ist p : G — SU(n) eine irreduzible reelle
Darstellung, dann gilt fir X := SO(n)/p, dass k(X;F2) = 0.

Beweis. Seien p1 : G — SU(k1) und ps : Go — SU(ks) irreduzible Darstellungen,
die beide vom reellen oder symplektischen Typ sind, sodass p = p1 ® p2 und n = k1ks
gilt. Wir wollen unsere Argumentation auf Lemma 8.18 zuriickziehen. Im Fall in dem
p1 und po symplektisch sind, sind die einzigen kritischen Falle die, in denen beide Dar-
stellungen bis auf Isomorphie Standarddarstellungen sind. Eine Untersuchung dieser
Félle zeigt genauer, dass p = id®id : Sp(1) x Sp(1) — SU(4) der einzig Sonderfall
ist. Nun gilt aber
Sp(1) x Sp(1)/ Kern(p) = SO(4)

und so folgt SO(4)/p = . Ebnenso verhilt es sich, wenn beide Darstellungen p; und
p2 reellen Typ besitzen. 0

Schwieriger wird es, wenn wir uns den symplektischen Fall anschauen.

Lemma 8.21. Ist G = G1 xG2 und ist p : G — SU(2n) eine irreduzible symplektische
Darstellung, dann gilt fir X := Sp(n)/p, dass k(X) = 0 oder G; = Sp(l) und
Gy = S0(4) ist.

Beweis. Seien py : Gy — SU (k1) und ps : G2 — SU (ks) irreduzible Darstellungen. Sei
0.B.d.A p; reell und ps symplektisch, sodass p = p1 ® p2 und n = k1 ko gilt. Wir wollen
unsere Argumentation auf Lemma 8.19 zuriickziehen. Wie zuvor sind die einzigen
kritischen Félle die, in denen p; und ps bis auf Isomorphie Standarddarstellungen
sind. Genauer sind p : Sp(1) x SO(n) — SU(2n) die einzige Fille in denen Bild p
Matrizen enthilt, die viermal den Eigenwert —1 und sonst den Eigenwert 1 haben.
Wir betrachten zuerst den Fall n gerade und n > 6. Wir wollen nun eine freie Zs X Zo
Operation auf Sp(n)/p finden. Definiere Matrizen in Sp(n):

a:=diag(—1,1,...,1)

und
0= diag(1,1,4,4,4,4,1,...,1).
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Betrachten wir nun « und § als Elemente in SU(2n), dann folgt mit Lemma 8.17,
dass Bild p keine Matrix mit den selben Eigenwerten wie a, § enthélt. Gleiches zeigt
sich fiir a3 = Ba. Andererseits liegen a? = 1 und 3? = (o3)? im Bild von p:

p(1,diag(1,1,1,1,-1,...,-1,1,...,1)) = 3°

mit 8-mal —1. So folgt, dass (a, 8) = Za X Zs frei auf Sp(n)/p operiert.

Im Fall n ungerade ist p treu und wir kénnen H*(Sp(n)/p;F2) mit der selben
Technik wie in Lemma 8.8 berechnen:

H*(Sp(n)/paF2) = FQ[U}Q, s 7wn]/w§a ey ’U}i
mit w; den universellen Stiefel-Whitney-Klassen von BSO(n). O

Satz 8.22. Ist p: G — SO(n) eine irreduzible, reelle Darstellung und ist dim SU (n)/G
ungerade, dann ist die Semicharakteristik von SO(n)/p idiber Fo gleich Null. Ist p :
G — Sp(n) eine irreduzible, symplektische Darstellung und ist dim SU(n)/G unge-
rade, dann ist die Semicharakteristik von Sp(n)/p tber Fo gleich Null oder G ist
homédomorph zu Sp(4)/p, wobei p : Sp(1) x SO(4) — Sp(4) die irreduzible, symplek-
tische Darstellung ist.

Nun wollen wir uns zuletzt noch dem einen Fall widmen, den wir im letzten Satz
nicht ergriinden konnten. Dieser Fall stellt sich sehr hartnéickig seiner Untersuchung
entgegen, weshalb nur eine Reihe von Einsichten, aber kein vollstindiges Resultat
folgt. Die hier vorgefiihrte Ergebnisse sind vom Autor nachgepriift, gerade die Herlei-
tung wird hier jedoch nicht in aller Ausfiihrlichkeit gezeigt. Sei p : Sp(1) x SO(4) —
Sp(4) wie im Lemma zuvor. Und sei G = (Sp(1) x SO(4))/ Kern p. Die Gruppe G ist
als Lie-Gruppe isomorph zu

(Sp(1) x Sp(1) x Sp(1))/((1, =1, =1),(=1,1,=1)).

Da G eine abgeschlossene Untergruppe von Sp(4) ist, hat der maximal 2-Torus einen
Rang von 4 oder weniger. Mit (—1,—1,—-1), (1,4,%),(1,4,7) sind die Erzeuger eines
2-Torus vom Rang 3 gegeben. Wir wollen nun zeigen, dass der maximale 2-Torus von
G den Rang 3 besitzt. Die durch p induzierte Darstellung p' : G — Sp(4) ist treu
und irreduzibel. Hat der maximale 2-Torus von G einen Rang von 4, so gleicht er bis
auf Konjugation dem maximalen 2-Torus von Sp(4). Das heilit wir kénnen annehmen,
dass fiir p’ bis auf Isomorphie gilt: Es gibt ein g € G mit p’(g) = diag(—1,1,1,1). Die
Verkniipfung

b G2 Spd) 5 SU(S)

induziert die irreduzible Darstellung, die uns auch durch p : Sp(1) x SO(4) — SU(8)
gegeben wird. Wir kénnen also annehmen, dass es (¢',g") € SU(2) x SO(4) gibt,
mit p(g’,¢") = diag(—1,-1,1,1,1,1,1,1). Sind a,a~! die Eigenwerte von ¢’ und
B1, B2, B33, ($13283) "1 die Eigenwerte von ¢g”, dann sind die Eigenwerte von p(g’, g")
gleich af1, afs, afs, a(B1P2B3) "1, a™ B, a B, 0 B3, a1 (B1233) . Wir sehen,

dass p(¢’) nicht diag(—1,—1,1,1,1,1,1,1) sein kann. Und es folgt

Lemma 8.23. Der mazimale 2-Torus von

G = (SU((2) x SU(2) x SU(2))/{((—-1,-1,1),(-1,1,-1))
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hat Rang 3. Es gibt mindestens 3 Konjugationsklassen von mazimalen 2-Tori, welche
erzeugt werden von

717 (i7i71)a (j)ja 1)
717 (i,].,Z), (]alv])
-1, (1,4,%), (1,7,9)

Die Abbildung
¢ : SO(4) — SO(4) x Sp(1) & SU(8) — Sp(4)

induziert eine Abbildung B¢* : H*(BSp(4);Fs) — H*(BSO(4);Fy), fiir die gilt

pt — 0
p2 = w%
p3 = wé‘,
Pa wi‘.

Ohne die genauen Rechnungen hier anzugeben, kénnen wir aus [BB65, 2.8,3.2,3.3]
folgern, dass gilt
H*(G;F2) = A1, 32, 13) © Fa/(2%),

mit Dx; =4, Dz = 1 und Dz? = 2. Die Elemente x1, z und 22 sind primitiv Erzeuger,
tiber x2 und z3 kénnen wir keine Aussage machen. Nach [McCO01, 7.29] gibt es eine
homologie Spektralsequenz E”, mit

EZ, = Tory, G, (Fa2,F2), (8.2)

die gegen H.(BG;Fy) konvergiert. Nach dem vorherigen Lemma folgt mit [Qui71b],
dass H*(BG;F3) eine Krull-Dimension von 3 hat. Sind die Elemente x5 und 23 nicht
primitiv in H*(G;Fy), dann ist 23,25 € H.(G;F2) zerlegbar und E? ist das Tensor-
produkt von drei Algebren der geteilten Potenzen. Nicht-triviale Differentiale in der
Spektralsequenz fiihren dazu, dass (E°°)* eine Krull-Dimension kleiner als 3 besitzt,
was nicht sein kann. Sind alle Differentiale trivial, dann ist H*(BG;Fs) eine Poly-
nomalgebra mit drei Erzeugern. Versuchen wir mit diesem Wissen die Differentiale in
der Serre-Spektralsequenz zur universellen Faserung zu finden, so fiithrt dies zu einem
wiederspruch. Wir kénnen also folgern, dass x2, x3 oder beide primitiv sind. Das heifit
aber auch, dass die Spektralsequenz (8.2) nicht im E?-Term zusammenbrechen kann.



Kapitel 9

Die Gruppen PSp(2n + 1)

Die symplektische Gruppe Sp(n) besitzt ein Zentrum welches isomorph zu Zs ist und
von —1 € Sp(n) erzeugt wird. Die projektive symplektische Gruppe PSp(n) ist gleich
Sp(n)/(—1). Wir beschrianken uns auf die Gruppen PSp(2n+1), da die Algebrenstruk-
tur von H*(BPSp(2n); F3) nahezu unbekannt ist. Die Struktur von H* (BPSp(2n); F3)
als graduierter Vektorraum lésst sich fiir den Fall n ungerade in [KT76] finden. Wir
kénnen in [Kon75] nachlesen, dass

H*(BPSp(2n + 1);F2) = Faly2, y3, Ys: Y12, - - -  Ysn+4]

gilt, mit Dy; = i. Sei 7 : Sp(2n+1) — PSp(2n+1) die Projektion. Wir werden spiter
zeigen, dass wir die y4; so wihlen, dass Br*(yy) = p; + P, € H(BSp(2n + 1);Fy)
gilt, mit P; aus dem von py,...,psi—1) erzeugten Ideal in H*(BSp(2n + 1);F2). Im
Allgemein ist P; # 0. Ist T' der Standardtorus von Sp(2n + 1), so ist T' := «(T)
ein maximaler Torus von PSp(2n + 1) und wir definieren die Inklusion ¢ : T —
PSp(2n + 1).

9.1 Die Kohomologie-Algebra H*(BPSp(2n + 1);Fs)

In seiner Arbeit [Kon75] definiert Kono einen maximalen 2-Torus von PSp(2n +
1). Diese Definition wollen wir wiederholen und zeigen, dass dieser 2-Torus bis auf
Konjugation eindeutig ist. Sei

o L ={£1,+i,+j,+k} C Sp(1),
e L(n)={a- E,;a € L} fir E, = diag(1,...,1),

o Qo(n)={(e1,...,en) € Sp(n);e; = +1},
e Q(n)={A-B;A € L(n),B e Qo(n)},

e L(n) = L(n)/A(n) fir A(n) = {+E,}

e Q(n) =V(n)/A(n).

Es gilt Q(n) = Z3™" und die Krull-Dimension von H*(BPSp(2n+1); Fy) ist 2n4-2.
Da H*(BPSp(2n + 1);F3) keine nilpotenten Elemente enthélt, folgt mit [Qui71b, ],
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dass der maximale Rang einer 2-Untergruppe von PSp(2n + 1) genau 2n + 2 ist.
Q(2n+1) ist also eine maximale 2-Untergruppe. Nach [Qui71b, II] stehen die Konju-
gationsklassen der maximalen 2-Untergruppen in 1-zu-1 Korrespondenz zu den mini-
malen Primidealen des Rings H*(BPSp(2n + 1);F2), welcher aber nur ein minimales
Primideal besitzt, ndmlich (0). Deshalb ist Q(2n + 1) bis auf Konjugation eindeutig.

Wir definieren e; := w(diag(1,...,1,—-1,1,...,1)) € PSp(n), mit einer —1 an-

der i-ten Position und ¢ € {1,...,n}. Definiere weiter ey := w(diag(s,...,?)) und
ey = w(diag(j,...,J)), fir i,j € Sp(1). Ist T der Standardtorus von Sp(n), dann gilt
€l,...,en—1,er € w(T). Definiere Q' als den von ey,...,e,_1,er erzeugte 2-Torus.

Weiter definieren wir Q" als den von e erzeugten 2-Torus in PSp(n). Wir definieren
Q = Q' x Q" als den 2-Standardtorus von PSp(n). Es gilt dann

H*(BQ;Fs) 2 Falz1,...,xn, 21, 25] /(21 + ... + 24),
mit x; dem zu e; assoziierten Erzeuger und x; bzw. x; dem zu I bzw. J assoziierten.

Lemma 9.1. Die Krull-Dimension von H*(BT';F2)/(y2, Y3, Ys, - - -, Ysn+4) ist 0.

Beweis. Aus Gradgriinden sehen wir y3 = 0 in H*(BT";F,). Die Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz zur Faserung PSp(2n + 1)/T" — BT’ — BPSp(2n + 1) kollabiert
nach Satz 2.20 im Es-Term, da Sq; trivial auf H*(BT’;Fs) operiert. Es gilt

E3™ = A(lys]) @ HKux (B1w,) (Y2, Yss - - -, Ysnta)-

Wiire die Krull-Dimension nicht 0, so hétte der E3™™ und somit auch EZ*-Term der
Spektralsequenz eine unendliche Vektorraum-Dimension; es gibt keine Differentiale,
da E5 im dufkeren Grad 0 und —1 konzentriert ist. Die widerspricht jedoch der Tatsa-
che, dass die Vektorraum-Dimension der singuldren Kohomologie von E., gleich der
von PSp(2n + 1)/T" ist, welche endlich ist. O

Aus Lemma 2.1 folgern wir so:

Korollar 9.2. Die Sequenz ys,ys, .- ., Ysnta st reqular in H*(BT';Fy) und somit
auch in H*(BQ'; Fy).

Es folgt, dass die Krull-Dimension von H*(BQ;F2)/(y2, Y3, Us, - - - , Ysnt4) gleich 0
oder 1 sein muss. Da (y2,¥s, . - -, Ysnta) reguldr in H*(BQ';Fy) ist, ist die Sequenz
auch reguldr in H*(BQ;F2). Betrachen wir nun den Fall, dass y3 ein Nullteiler in
H*(BQ;F2)/(y2,Ys; - - - Ysn+4) ist, dann gilt

Dy* * . _ oo firp=0,1
ITorts (5 psp(ant1)ms) Fa, B (BQ: F2)| = { 0 firp#0,1

Aus Gradgriinden kann wie im vorherigen Beweis kein Differential d,, » > 2, in der
Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung PSp(2n+1)/Q — BQ — BPSp(2n+
1) existieren und so kollabiert die Spektralsequenz im Es-Term. Damit folgt dass
H*(PSp(2n + 1)/Q;F2) unendliche Fo-Dimension hat, was ein Widerspruch zur Tat-
sache ist, dass PSp(2n + 1)/Q eine endlich dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Also
folgt:

Lemma 9.3. Die Sequenz ys, ys, Ys, - - - s Ysnta € H (BPSp(2n+1);Fy) ist requlir in
H*(BQ;Fs3). Das heifit, PSp(2n + 1) liegt in LieQ-.
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In Abschnitt 7.3 haben wir ein U; Produkt auf H*(BQ;F3) hergeleitet und wir
wollen nun y; Uy y; in H*(BQ;Fs3),4,j € {2,3} berechnen. Hierfiir betrachten wir
zuerst die Diagonalabbildung ¢ : Sp(1) — Sp(2n + 1), die uns die Abbildung ¢/ :
PSp(1) — PSp(2n + 1) induziert. In [Kon75, 3.3] lesen wir nach, dass Bit*(y2) = ws
und Bi*(y3) = ws. Da die Steenrod-Operationen mit stetigen Abbildungen kommu-
tieren, erfahren wir zusammen mit [Bor53, 7.1], dass gilt:

Sa1(y2) = y2 U1 y2 = y3 und Sqy(y3) = y3 U1 Y3 = Y.

Sei T' der Standardtorus von Sp(2n+1). Wir betrachten die Weyl-Gruppe Wgp(2,41)
geometrisch als
{o:T —T|¢t)=gtg " fiir g€ G}.

Ein ¢ € Wgp(an41) induziert eine Konjugation ¢ auf PSp(2n+1) und es gilt ¢'(Q’) =
@Q'. Das heifit, dass Bild von H*(BSp(2n+1);F3) in H*(BQ; F2) ist invariant unter den
Operationen von ¢, den Vertauschungen der Erzeuger ;. Sei Es,,+1 die Projektion der
Einheitsmatrix in PSp(2n + 1). Die Konjugation mit /1/2(i + j)Ea,11 vertauscht
die Erzeuger ey mit e; von H*(BQ;F3). Die Konjugation mit M(z + k)Eapia
bzw. \/1/72(] + k)Esy,+1 vertauscht ey mit eje; = ejer € PSp(2n + 1) bzw. e; mit
erey = eyer € PSp(2n+1). Damit ist das Bild von H*(BSp(2n+1);Fs) in H*(BQ; Fs)
auch invariant unter dieser Operation.

Wir finden einen Torus T von PSp(2n + 1), sodass

Q—Q

L

T —— PSp(Qn + ].)

kommutiert. Aus dieser Tatsache folgt, dass yo ein Quadrat in H*(BQ’; F2) sein muss.
Durch die Weyl-Gruppe, die invariant auf H*(BQ'; Fa) operiert, folgt, dass yo = 22
oder Null ist. Mittels der Projektion von H*(BQ;F2) auf H*(BQ’;F2) und durch die
Invarianz unter der Vertauschung von x;, z; und x; + z; folgt also, dass

Y2 = erey + e% + e?] € H*(BQ;F,)

gilt. Da die Steenrod-Operationen auf der Kohomologie mit der Abbildung H* (BPSp(2n-+
1);Fy) — H*(BQ;F3) kommutieren folgt somit, dass in H*(BQ; Fs) gilt:

y2:€%+€I€J+€3 und mze%@—i—e;e%.

Die Polynome y- und y3 erzeugen die unter der Vertauschung von xy, x; und x;+x
invarianten Polynome in Fa[x, z ;]

Definiere o; := oi(x1,...,Tan) € Falz1,...,22,] = H(BQ';F2). Viele Indizien
sprechen dafiir, dass gilt:

Yai = 0'? +ofol | € H(BQ;TFy)

Alle Uberlegungen erlauben jedoch keinen letztendlichen Beweis, weshalb bis auf das
kleine Beispiel 9.7 keine Ansétze folgen sollen.

Es folgen nun noch zwei Aussagen iiber die Semicharakteristik der homogene R&u-
me G/H, wobei G = SO(N), SU(n) oder Sp(N) ist und H = PSp(n).



Kapitel 9. Die Gruppen PSp(2n + 1) 124

Lemma 9.4. Sei p: PSp(2n + 1) — SU(N) eine irreduzible Darstellung, dann gilt
|H*(SU(N)/PSp(2n+1);Fo)| ist durch 4 teilbar. Ist p eine symplektische Darstellung,
dann ist auch |H*(Sp(N")/PSp(2n + 1);F2)| durch 4 teilbar, fir N' = N/2.

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Fall: Die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur
Faserung BSU(N)/Q(2n + 1) — BQ(2n + 1) — BSU(N) kollabiert nach Korol-
lar 7.11 im FEs-Term. Damit kollabiert nach Lemma 6.1 auch die Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz zur Fasrung BSU(N)/PSp(2n + 1) — BPSp(2n+ 1) — BSU(N)
im Ey-Term. Mit dem selben Beweis wie in Lemma 6.16 folgt die Aussage. O

Lemma 9.5. Ist p : PSp(2n + 1) — SU(N) eine reelle Darstellung, dann gilt
|H*(SO(N)/PSp(2n + 1);F2)| ist durch 16 teilbar.

Beweis. Wir konnen einfach nachrechnen, dass es 4, j,1 € {2,...,7} geben muss, mit
1 <j<lund
wy =0 € H(Qpspant1); F2)/ (w2, ..., w,—1) fiir p=1,3,1. (9.1)

Nun ist |H*(BQgo(n);F2)/wa, ..., wx| endlich und nach Lemma 2.5 ist ebenfalls
|H*(BQpsp2nt1); F2)/wa, ..., wy| < oco. Aus Satz 2.39 folgt somit, dass ebenfalls
| Torg=(Bso(ny) (H*(BQpsp(2n+1)); F2)| < oo und nach Lemma 2.4 ist damit auch
| Torg=(gso(ny) (H* (BPSp(2n + 1));F2)| < co. Wieder nach Satz 2.39 und (9.1) ist

Ey" = Tory-(pso(ny) (H (BPSp(2n + 1)); F2) = A ® A([wi], [w;], [wi]),

mit A einer PD-Algebra. Nach Lemma 2.42 ist |A| durch 2 teibar und nach Lemma
5.8 konvergiert E;” gegen EX* mit

B = Aso @ A[wil, [w;], [wi]).

Da nun auch |A%*| durch 2 teilbar ist folgt die Aussage. O

9.2 Untergruppen von PSp(2n + 1) ohne —1

Sei 7w : Sp(2n + 1) — PSp(2n + 1) die Projektion. Wir wollen nun zeigen, dass wir
die y4; so wihlen konnen, dass Br*(y4;) = pai + P, € H*(BSp(2n 4 1); F2) gilt, mit
P; aus dem von py, ..., py—1) erzeugten Ideal in H*(BSp(2n + 1;F). Darauf werden
wir zeigen, dass P; im Allgemeinen nicht Null ist.

Kommen wir zur ersten Behauptung und betrachten wir die Faserung
Zo — Sp(2n+1) — PSp(2n + 1)
und die nach [Bor67, 17] induzierte Homotopiefaserung
Sp(2n+ 1) — PSp(2n + 1) — BZ,. (9.2)
Sei H*(Sp(2n + 1);Fa) = Ales,...,esn—3) und H*(BZy;Fy) = Fy[z]. Dann wissen
wir nach [BB65], dass die zur Faserung (9.2) assoziierte Serre-Spektralsequenz im Fy-

Term kollabiert und die nicht-trivialen Differentiale gegeben sind durch ds(e3) = z*
gegeben sind. Es gilt H*(PSp(2n + 1); Fy) = Faa]/a* @ A(br, . .., bg,—3). Wir wissen
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also, dass 7*(by;—1) = eq;—1. Nach [Kon75, 4.4] wissen wir, dass die by;—1 universell
transgressiv sind und so folgt unsere Behauptung aus dem Digramm

Sp(2n+1) —— ESp(2n+ 1) — BSp(2n + 1)

| l |

PSp(2n+ 1) — EPSp(2n + 1) — BPSp(2n + 1)

und dem induzierten Homomorphismus von Serre-Spektralsequenzen.

Sei nun H C Sp(2n + 1) eine kompakte Untergruppe, mit —1 ¢ H. Dann ist die
Abbildung p: H — Sp(2n+1) — PSp(2n+ 1) injektiv. Es gilt, da p iiber Sp(2n+1)
faktorisiert, dass 0 = yo = y3 € H*(BH;F3). Der Es-Term der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz zur Faserung

PSp(2n+1)/p — BH — BSp(2n+1)
hat somit die Form
Ey" = A® A[yal, [vs),
mit A geeignet. Damit folgt nach Korollar 5.8:

Satz 9.6. Sei H C Sp(2n+1) eine kompakte Untergruppe, mit —1 ¢ H und p : H —
PSp(2n + 1) die induzierte Inklusion, dann ist k(PSp(2n + 1)/H;F3) = 0.

Wie zu Anfang des Abschnitts gezeigt, gilt Bp*(y4;) = pa; + P;. Wir werden nun
zeigen, dass im Allgemeinen P; # 0 gilt:

Beispiel 9.7. Sei p : Sp(2) — PSp(3) wie im vorherigen Lemma, dann gilt nach
unserer Vorrede Bp*(ys) = ps oder ps+p3. Nehmen wir nun an, dass Bp*(y12) = 0 ist,
dann wiirde gelten: Der Es-Term der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung

PSp(3)/p — BSp(2) — PSp(3)

ist gegeben durch
5™ = M[ya], [y, [y12]) ® Fa[pa].

Alle Differentiale in dieser Spektralsequenz sind Null, was aber nicht sein kann. Als
einziger Ausweg bleibt Bp*(y12) = pi € H"(BSp(2); F2)/(ps) baw. Bp*(y12) = paps €
H*(BSp(2);F2)/(ps + p3). Dies zeigt, dass Br*(y12) = pia + P3 gilt, mit P3 # 0.

o
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Kapitel 10
Die Spin-Gruppen

In dieser Arbeit folgen wir der Konstruktion der Spin-Gruppen, wie sie in [BtD8&5,
1.6] beschrieben ist. Es folgt eine kurze Zusammenfassung. Sei V. =R" und ey, ..., e,
die kanonische Basis von V. Sei ¢ : V — R die quadratische Form z — —|z|2.
Sei C), die zu (V,q) assoziierte Clifford-Algebra. Sei « : C,, — C,, der kanonische
Automorphismus, mit o? = id und a(x) = —z fir x € V C C,. Die Algebra C,, ist
Zy-graduiert und C? sei die Unteralgbra die nur aus Elementen im Grad 0 besteht,
also den Elementen x € C), mit a(x) = z. Fir z € C, sel T das Konjugierte von x
und N(z) = 2% = —¢q(x) - 1 die Norm von C),. Seien C; die Einheiten von C,.

I,={z€C}|afx) vzt eVfiraleveV}
bezeichnet die Clifford-Gruppe von C,, und p: T, — Aut(V) die Abbildung p(z)v =
a(z)vr~! fir v € V. Nun sei Pin(n) der Kern von N : I, — R* und p : Pin(n) —
O(n) die Projektion. Dann gilt:

Spin(n) = p~*(SO(n)) c C°

10.1 Die Kohomologie der Spin-Gruppen

Nach Borel [Bor54, IV] ist die Struktur von H*(Spin(n); Fe) wie folgt gegeben:

Sei n € N und sei 3,5,6,...,n—1 die Folge von 3 bis n — 1 ohne die Potenzen von
2 und sein s(n) die grokte Potenz von 2 die kleiner als n ist. Dann ist

H*(Spin(n); Fa) = A(us, us, Ug, -« -, Un—1,U),

wobei D(u) = 2s(n) — 1 und D; = i. Es gilt

Du . .
Sqi uj = { ( i])uk falls i < Duj, wobei 7 + Du]- = Duy,
sonst

und v -u = 0.

127
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Die Struktur von H*(BSpin(n);Fq) finden wir bei [Qui7la]. Fir n € N sei h(n)
gegeben durch die Tabelle

n h(n)

8l+1 41+0
8l+2 4i+1
8l+3 4l+2
8l+4 41+2
8l+5 41+3
8l+6 41+3
8l+7 4+3
81+8 4i+3.

Ist n eindeutig, dann schreiben wir h statt h(n). Die Zahl 2" ist die Dimension der
Spin-Darstellung von Spin(n). Sei wy € HY(BSO(n);Fy), dann ist nach Quillen die
Sequenz J,, gegeben durch
wa, Sqt wa, . . ., Sq2h72 Sq2h73 ... Sqt wo,
regulir in H*(BSO(n); F2) und es gilt
H*(BSpin(n),F2) = H(BSO(n),F2)/Jn © F2 [y2n],
wobei Dyon = 2", Ist v : Zy — Spin(n) mit «(—1) = —1 und H*(BZy;Fs) = Fa[z],

dann gilt Bi*(yan) = 22" Wir schreiben fiir J,, nur J, falls n eindeutig ist. Und fiir
yor nur y, falls h eindeutig ist.

10.1.1 Kantenhomomorphismen

Gegeben die Faserung
Zy % Spin(n) = SO(n),
dann ist
BZ, 2 BSpin(n) 25 BSO(n) (10.1)
nach [Bor67, 17.II1] eine Homotopiefaserung.

Die Kantenhomomorphismen in der zu (10.1) assoziierten Serre-Spektralsequenz
mit Koeffizienten in Fo sind nach [McCO01, 5.9] gegeben durch

HY(BSO(n),Fs) = B — E$° — ... » EX, = BL° c HY(BSpin(n),F2)

und
HY(BSpin(n),Fa) - E%¢ = Epy C ... C Ey? = HY(BZy,Fa).

Die Abbildung * : H*(BSO(n); F3) — H*(BSpin(n); Fs) ist also durch die Projekti-
on H*(BSO(n);Fy) — H*(BSO(n);Fs)/J induziert.

Nach [Borb3, 7.1] gilt in H*(BSO(n); F2):

; Jj—t+t-1
Sql wj; = Z ( " Wi —t W4t (10.2)
t=0
was sich fiir den Spezialfall i = j — 1 {ibertréigt in S¢’ ' w; = {;& Wj_1—tWjtte

Wie iiblich gilt Sq* zy = it =k Sq' x - Sq’ y. Mit beiden Tatsachen vereint lisst sich
berechnen, dass B¢*(J,41) = J,, fiir ¢ : SO(n) — SO(n + 1) die Inklusion.
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Lemma 10.1. Sei ¢ : SO(n) — SO(n + 1) die Inklusion und ¢’ : Spin(n) —
Spin(n + 1) die induzierte Abbildung. Sei weiter A, := H*(BSO(n);F2)/J,. Dann
18t

B¢™*|a,,, : H(BSpin(n + 1);F2)|a,,, — H*(BSpin(n);Fs)

gegeben durch die Projektion H*(BSO(n 4+ 1);Fs)/J,1 — H(BSO(n);Fy)/ Jp.
Beweis. Gegeben das kommutative Diagramm

BZs BSpin(n) _fm BSO(n)

l lB(’” lw

BZy —> BSpin(n + 1) 22"+ BSO(n + 1),

dann ist die Abbildung B¢* und
Br; : H*(BSO(n);Fy) — H*(BSpin(n);F2)|a,

surjektiv fiir alle n und unsere Aussage iiber B¢ folgt aus dem Homomorphiesatz.
O

Es ist zu bemerken, dass wir nichts dariiber sagen, ob B¢ (yyn(nt1)) im Allge-
meinen in der Unteralgebra Fa[yon ] von H*(BSpin(n); Fa) liegt. Ganz im Gegenteil
werden wir in Abschnitt 11.1 Beispiele sehen, die einer solchen Vermutung widerspre-
chen.

10.1.2 2-Tori in Spin(n)

Wir werden in diesem Abschnitt eine spezielle Klasse von maximalen 2-Tori in Spin(n)
untersuchen und zeigen, dass es fiir n > 10 immer zwei nicht zueinander konjugierte
maximale 2-Tori gibt.

Sei @ ein 2-Torus von Spin(n). Da —1 im Zentrum von Spin(n) liegt, ist —1
ein Element jedes maximalen 2-Torus von Spin(n). Sei 7 : Spin(n) — SO(n) die
natiirliche Projektion und @ ein maximaler 2-Torus in Spin(n) mit Rang k. Dann
ist 7(Q) ein 2-Torus in SO(n) mit Rang k¥ — 1. Nun liegt 7(Q) in einem maximalen
2-Torus und es gibt ein g € SO(n), sodass (14(Q) von Diagonalmatrizen erzeugt
wird. Sei § € 77!(g). Dann sind die Elemente von 7(§Qg~!) Diagonalmatrizen. Seien
e; € Spin(n) C C, die Erzeuger der n-ten Clifford-Algebra zur quadratischen Form
x — —|z|%. Es gilt

m(e;) = w(—e;) = diag(l,...,1,-1,1,...,1),

mit der —1 an der i-ten Position. Wir werden auch fiir die Matrix 7 (e;) nur e; schrei-
ben. Wir kénnen also 0.B.d.A davon ausgehen, dass die Elemente eines 2-Torus in
Spin(n) die Form t = =e;, ...e;, besitzen, mit iy < ... < i, und wir definieren
[t| := p. Es gilt dann |¢| = |7 (t)|, wobei |7 (t)| wie zuvor die Vielfacheit des Eigenwert
—1 sein soll. Da Spin(n) C CY gilt, muss fiir t € Q gelten , dass |t| gerade ist. Fiir
t € Qmit |t| =4l + 2 gilt t* = —1, da e;eje;e; = —1 € Spin(n) gilt. Also muss p
durch 4 teilbar sein. Insgesamt folgt damit:
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Lemma 10.2. Sei Q ein 2-Torus in SO(n) der mazimal unter der Bedingung ist, dass
fiir alle t € Q der Wert |t| durch 4 teilbar ist. Dann gibt es genau einen mazimalen
2-Torus Q' in Spin(n), sodass 7(Q') = Q gilt.

Wir identifizieren die maximalen 2-Tori in Spin(n) deshalb mit den 2-Tori @ von
SO(n) die maximal unter der Bedingung sind, dass fiir alle ¢ € Q der Wert |¢| durch
4 teilbar ist. O.B.d.A. werden wir davon ausgehen, dass die Elemente eines solchen 2-
Torus stets Diagonalmatrizen mit ein 1 und —1 auf der Diagonalen sind. Wir werden
also im Weiteren spezielle 2-Tori von SO(n) untersuchen, aber stets von 2-Tori in
Spin(n) sprechen, gerechtfertigt durch die vorherige Identifikation.

Nach [Qui71b] wissen wir, dass der Rang eines maximalen 2-Torus in einer Lie-
Gruppe G gleich der Krull-Dimension von H*(BG; Fs) ist und nach [Qui7la] folgt:
H*(BSpin(n);Fy) 2 H*(BSO(n);Fs)/J @ Fa[z],

wobei J von der reguldren Sequenz ws, Sq wo, .. ., Sq2h72 SQOi3 ...Sq%Sq wy er-
zeugt wird. Alle unbekannten Symbole sind in Abschnitt 10.1 oder in [Qui71b] erklért.
Wir rechenen:

n h dim H*(BSpin(n);Fs) Rang Spin(n)

8k+1 4k+0 4k +1 4k

8k+2 4k+1 4k +1 4k +1

8k+3 4k+2 4k +1 4k +1

S8k+4 4k+2 4k +2 4k + 2 (10.3)
8k +5 4k+3 4k + 2 4k + 2

8k+6 4k+3 4k + 3 4k +3

8k+7 4k+3 4k +4 4k + 3

8k+8 4k+3 4k + 5 4k +4

Wir werden nun verschiedene 2-Tori in SO(n) definieren. Sei ay C SO(n) der von
€1€2€3€4, €3€4€5€6, ... , €2¢—1€2¢€2¢4+1€20+2
erzeugte 2-Torus. Sei § C SO(8) der von
€1€2€3€4, €3€4€5€5, €5€6€7€8, €1€3€5€7
erzeugte 2-Torus. Sei ' C SO(7) der von
€1€2€3€4, €3€4€5€6, €1€3€5€7
erzeugte 2-Torus. Sei v, C SO(8¢) der von
€1€2€3€4, €3€4€5€6, ... , €8n—3€8n—2€8n—1€8n, €1€3€5€7...€8,-3€8n—1
und v, C SO(8¢ — 1) der von
€1€2€3€4, €3€4€5€6, .. , €8n—5€8n—4€8n—3€8n—2, €1€3€5€7...E8n_3€8n—1

erzeugte 2-Torus.

Mit ¢ bezeichnen wir den 2-Torus der das f-fache Produkt eines 2-Torus vom
Typ B ist. Wir schreiben £3+ o fiir das Produkt eines 2-Torus vom Typ ¢3 und eines
2-Torus vom Typ a;.
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Anhand der Liste (10.3) koénnen wir nun iiberpriifen, dass die 2-Tori @1 und Qs
der folgenden Liste maximale 2-Toti in Spin(n) sind:

n Q1 Q2
8k+1 kg3 Yk
8k + 2 kg3 Q4L
8k +3 kg3 Ok

8k +4 kB + ay O4k+1
8k+5 kB + aq O4py1
8k + 6 (k - 1)ﬁ + 26/ Qgf+2
8k+7 kG + 5 Vi
8k+8  (k+1)8 e

Mit ldnglichen, elementaren Rechnungen ldsst sich nun zeigen, dass die beiden
2-Tori in jeder Zeile nicht zueinander konjugiert sind. Es lisst sich aber noch mehr
zeigen: Die homogenen Riume SO(n)/Q; und SO(n)/Q2 sind nicht homdomorph zu-
einander. Da aus der zweiten Aussage die erste folgt, beschéftigen wir uns nur mit dem
schwierigeren Resultat. Fiir den Beweis brauchen wir noch ein wenig Handwerkszeug.
Wir kénnen nun zusammenfassend folgern:

Lemma 10.3. Sein > 8k und sei Q ein 2-Torus vom Typ kf in SO(n) und v : Q —
SO(n) die Inklusion, dann ist wy, we, wy € H*(BSO(n);Fy) reguldr in H* (BQ;Fs).

Beweis. Die Elemente wy,ws, w; € H*(BSO(n);Fy) bilden eine regulidre Sequenz
in H*(BSO(8k);F3). Sei G := x%*_,S0(8), dann bilden die Element wy,ws, w; €
H*(BSO(8k);F3) eine regulire Sequenz in H*(BG;F3). Weiter bilden die Elemente
wy, we, wy € H*(BSO(8); F2) eine reguldre Sequenz in H*(BJ3;F2). Die Kombination
dieser drei Argumente beweist unsere Aussage. O

Lemma 10.4. Sei Q@ C SO(n) ein mazimaler 2-Torus von Spin(n), sodass die
Elemente wq,ws,ws € H*(BSO(n);Fa) gleich 0 in H*(BQ;F2) ist und wy # 0 in
H*(BQ;F2). Dann ist H*(SO(n)/Q;F2) im Grad kleiner oder gleich 4 isomorph zu
H*(BQ;F3)/(wyg) @ Fa[B], als Algebra mit DS = 1.

Beweis. Die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz mit Koeffizienten in Fy zur Faserung
SO(n) — ESO(n) — BSO(n) besitzt den Ea-Term

Es = A([ws], ..., [wy]).

Die Spektralsequenz kollabiert. Vegleichen wir dies nun mit der Ringstruktur von
H*(SO(n);F2) aus Abschnitt 1.2.2, die wie folgt gegeben ist:

H*(SO(n); Fs) = ® Fa [8:] /(B])s

i ungerade

wobei DfF; = i und p; die kleinste Potenz von 2 ist, sodass p; - i > n. Wir sehen
also, dass es ein multiplikatives Extensionsproblem gibt, welches wir aber sofort 16sen
konnen. Es ist aus Gradgriinden klar, dass [ws] das zu 8, korrespondierende Element
in Ey ist und im Grad kleiner oder gleich 4 ist das multiplikative Extensionsproblem
durch [we]? = [ws3] geldst.

Weiter besitzt die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz mit Koeffizienten in Fy zur
Faserung SO(n)/Q — BQ — BSO(n) einen Es-Term, der im Totalgrad kleiner oder
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gleich 4 als Algebra isomorph zu
Ey = HY(BQ; F2)/(ws) @ A([we], [ws], [ws]).

Alle Differentiale im Totalgrad kleiner gleich 4 sind trivial und kein Element dieses
Bereiches liegt im Bild eines Differentials. Das heifit, auch der E..-Term ist als Algebra
im Totalgrad kleiner oder gleich 4 isomorph zu H*(BQ;F2)/(w4) ® A([wae], [ws], [ws]).
Durch den Homomorphismus H*(SO(n)/Q;F2) — H*(SO(n);F2) konnen wir auch
hier das Extensionproblem im Grad kleiner oder gleich 4 16sen und sehen unsere
Behauptung bestétigt. O

Satz 10.5. In Spin(n), n > 10 gibt es 2-Tori Q) und Qf, sodass Spin(n)/Q} nicht
homdomorph zu Spin(n)/Q% ist.

Beweis. Sei Q; = w(Q}). Es gilt Spin(n)/Q} ~ SO(n)/Q1 und ebenso Spin(n)/Q4 ~
SO(n)/Q2. Wir betrachten zuerst die Falle n = 8k+ 7, j € {2,...,6}, und behandeln
exemplarisch den Fall j = 2. Sei @1 ein 2-Torus vom Typ ayk. Sei ¢ : Q1 — SO(n)
die Inkluision. Dann gilt

B (w) 0 fiir ¢ = 2 oder i ungerade
L (Ww;) =
# 0 fir i gerade, i > 2.

Die Lie-Gruppe SO(n) ist in LieRs, also hat nach Lemma 2.6 die Algebra A :=
H*(BQ1;F2)/ws,. .., w, endliche Fy-Dimension, also ist wy, wg, . . . , w, nach Lemma
2.1 eine reguldre Sequenz in H*(BQ1;F3) und es gilt:

TOTH*(BSO("%M)(H*(BQI; F2),F2) = A([we], [ws], [ws], . .., [wn-1]) ® A (10.4)

ist der E»-Term der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung @ — SO(n) —
SO(n)/Q;. Die Spektralsequenz kollabiert im E-Term, da sie als Algebra von den
Elementen in Ey™* und E, "* erzeogt wird und d,.(Ey™) = d,(E; ) = 0, fiir r > 2,
gilt.

Ist Q2 ein 2-Torus vom Typ kB und ¢/ : Q2 — SO(n) die Inklusion, so gilt
wy = w3 = ws = 0 in H(BQ2;Fy). Aber wy, we, wy bilden nach dem vorherigen
Lemma eine reguldre Sequenz. Die Fo-Dimension des Fs-Term der Spektralsequenz
ist im Totalgrad kleiner oder gleich 7 geringer als die Fa-Dimension von (10.4) und
damit gilt dies auch im F..-Term. Damit kann die Homologie von SO(n)/Q; und
SO(n)/Q2 nicht iibereinstimmen.

Kommen wir nun zu den Féllen, in denen n = 8k + j gilt, mit j € {7,...,9}.
Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall j = 8. Sei Q1 ein 2-Torus vom Typ ~, und Q5 ein
2-Torus vom Typ kQ.

Definiere
o = oy, T1+ T2, ..., Tapn—2 + Tan—1,Tan—1)
/ ——
op = 0i(21 + Tan, T1 + T2+ Tan, ., Tap—2 + Tan—1 + Tan, Tan—1 + Tan)
g; = 0y(x1,T1 + Tapn, T1 + T2, T1 + T2 + Tap,

oy Tan—2 + Tan,, Tan—2 + Tan, + Tan, Tan—1, Tan—1 + Tan).
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Mit Lemma 1.11 konnen wir nun rechnen:

oy = o1 =0
oy = o9

o = o3

o) = 04+ 203+ 2209

oy, = 03

of = 06+ 205+ 2t0y

ob = o7+ 2%05+ 2t03

Und mit Lemma 1.1 folgt dann:

g = 0

oo, = 0

o3 = 0

P _ 2 2

o4 = 203+ z%09+ 05

5’5 =0

~ _ 2 3 4

0 = 03+ 05+ 205+ 209

o7 = za§ + 2205 + 220203 + 2403

Wir rechnen, dass

5’7 —+ 2’5'6 = ZO’S + 220203 —+ 2403 + 2502
und

o7+ 206 + 2354 = ZJS’ + 220203 + 2305.

in H*(BQ1;F2) gilt. Und letztendlich sehen wir, dass
5’7 + 25'6 + 235'4 + 20'25'4 =0

gilt und somit liegt 57 im von &4 und G erzeugten Ideal in H*(BQ1; Fy). Die Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz zur Faserung SO(8k)/Q1 — BQ1 — BSO(8k) besitzt den
FEs-Term

Tory«(Bso(n)r,) (H (BQ1; F2),Fa),

der nach den vorherigen Uberlegungen, im Totalgrad kleiner gleich 7 isomorph zu

A([wa], [w], [ws], [wr]) @ H* (BQ1;F2)/(wa)

ist. Wie zuvor bleibt dieser Modul bis in den E,,-Term unverdndert. Mit dem selben
Argument wie im vorherigen Fall folgt die Aussage. O

Lemma 10.6. Sei Q C SO(n) ein 2-Torus in Spin(n). Dann gilt: wy € H*(BSO(n); F2)
ist gleich 0 in H*(BQ;Fa).

Beweis. Sei @ ein 2-Torus vom Rang £+ 1 und wir nehmen an, dass wir die Aussage
bereit fiir einen 2-Torus @’ vom Rang ¢ gezeigt haben. Seien die Erzeuger x4, ..., Zsy1
von H*(BQ;F3) so gewihlt, dass gilt:

H*(BQ/,]FQ) = ]FQ[IL’l, . ,l’[] C Fz[l'l, e ,lE[Jrl] = H*(BQ,FQ)

Seien O, ..., 3, die Gewichte der reellen Darstellung Q@ — SO(n) und seien ay, . .., a,
die Gewichte der induzierten Darstellung @)’ C @ — SO(n). Nach den Eigenschaften
die ein 2-Torus von Spin(n) besitzen, folgern wir, dass bis auf Nummerierung folgen-
des gilt: Es gibt ein k, sodass a1 = B1,...,Qn—ak = Bn—ar Und qp_apy1 + Toy1 =
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Br—dkt1s- -+ 0n + Top1 = By gilt. Und von den Gewichten 3,4k, ..., B, gibt es eine
gerade Anzahl, die den Summanden z;, 1 < i < £ enthilt, also gilt

o1 (an74k+17 PN ,an) = 0 (105)

Es gilt wy = 02(04, . - ., Bn) und wir rechnen:

1

0—2(617"'7671) = gQ(ﬂla"'vﬂn—élk)
+01(B1, s Prn—ark)o1(Br—akt1s - - -, Bn)
+02(Bn—ak+1, -+ Fn)

—_

= 02(a1a"'7an—4k)
+oi(at, ... om_ar) (01 (Qn_akgi, -, 0n) + 4k - x041)
+02(Qp—aks1 + Tog1s. -0 O + Tpy1)

1.11

= og(ar,...,an_ak)
+or(at, ..., n_ak)o1(Qp—akt1, .-, 0p)
+02(an,4k+1, ey an)
+01(On—akg1s - O ) Tpp1

10.5

= 02(041, .- ~7an74k)
tor(ar, .., onak) o1 (Qp—akg1, . -5 )
+o2(0p—aks1s---,0n)

1.1

= 0'2(&1,...70[»”)

Und o3(a,. .., a,) ist gleich 0 nach unsere Induktionsannahme.

O

Bemerkung 10.7. Mit ein wenig mehr Rechenaufwand ldsst sich die vorherige Aus-
sage verallgemeinern, sodass gilt: wy 1 = 0 in H*(BQ; Fa). o

Korollar 10.8. Ist Q ein 2-Torus in Spin(n), mit —1 € Q, dann gilt
k(Spin(n)/Q;F2) = 0.

Beweis. Wir betrachten die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung 7(Q) —
SO(n) — SO(n)/7(Q). Dann ist nach dem vorherigen Lemma der Ep-Term als Alge-
bra isomorph zu A([ws])®Ag, mit Ay geeignet. Nach Lemma 2.42 ist die Fo-Dimension
von As gerade. Nach Satz 5.7 ist E; & A([wse]) ® A; als Algebra und A; ist induktiv
von gerader Fo-Dimension. Also ist |Eo| von durch 4 teilbar. O

10.2 Quotienten von Spin(n)

Zuerst wollen wir nun die Kohomologie von Spin(2n)/SU(n) bestimmen. Und dann
analysieren wir die Differentiale in der Eilenberg-Moore-Spektalsequenz zu Faserung
Spin(2n)/SU(n) — BSU(n) — BSpin(n) um die Ergebnisse spiter auf die Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz zur Faserung Spin(n)/G — BG — BSpin(n) zu iibertragen,
dabei sei G C SU(n).
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Die homogenen Riaume Spin(2n)/U(n) und SO(2n)/U(n) sind hombomorph, wir
betrachten deshalb erst einmal ¢ : U(n) — SO(2n). Der Homomorphismus ¢ induziert
Bu* : H*(BSO(2n);Fy) — H*(BU(n); F2). Es gilt

Bi* (w;) c;j fiiri=2j
L (w;) =
0 sonst.

Es gilt also

Torg(Bso(2n)m,) (H (BU (n); F2), F2) = A([ws], [ws], . . -, [wan—1])-

Das kommutative Diagramm von Faserungen

SO(2n) ESO(2n) —— BSO(2n)

l ]

SO(2n)/U(n) BU(n) BSO(2n)

induziert einen injektiven Homomorphismus
Toriq(Br*,id) : Torn-(pso(an)r,) (H (BU(n); F2),F2) — Torn(pso(an):r,) (F2, F2)

von Fy-Termen der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz und so auch von F..-Termen;
beide Spektralsequenzen brechen zusammen. Der Homomorphismus Toriq (B7*, id) ist
der Homomorphismus der durch die Spaltenfiltrierung von

Torc+ (Bso(2n)Fs) (C*(BU(n); F2),Fa) — Torc«(pso(2n)r.) (F2, F2)

entsteht. Aus der Ringstruktur von H*(SO(2n); Fe) kénnen wir via dieses Homomor-
phismus also die Ringstruktur von H*(SO(2n)/U(n);Fa) herleiten. Nach Abschnitt
1.2.2 gilt
H'(SO(n);F2) = Q) [6:1/(81),
i ungerade
wobei D(; = i und p; die kleinste Potenz von 2 ist, sodass p; - ¢ > n gilt. Wir kénnen
nun das multiplikative Extensionsproblem der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur

Faserun
° SO(2n)/U(n) — BU(n) — BSO(2n)

16sen. Es gilt
H*(SO(2n)/U(n);F2) = () Fa[fail /(B2),

i ungerade
wobei D(s; = 2¢ und 2p; die kleinste Potenz von 2 ist, sodass 2p; - ¢ > 2n gilt.

Betrachten wir nun die Serre-Spektralsequenz zur Faserung
S ~ U(n)/SU(n) — Spin(2n)/SU(n) — Spin(2n)/U(n).

Es gilt By = H*(S1,F2) ® H*(SO(2n)/U(n); Fa). Sei x der Erzeuger von H*(S;Fy)
im Grad 1. Wir werden spéter noch sehen, dass Spin(2n)/SU(n) einfachzusammen-
hingend ist und so muss fiir das Differential dy auf Fy gelten: da(z) = (2. Der
E3 = Eo-Term ist als graduierter Modul isomorph zu H*(Spin(2n)/U(n);Fs). Es
folgt:
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Lemma 10.9. Sei p; die kleinste Potenz von 2, sodass gilt p; -1 > n. Als graduierter
Modul gilt:

H*(Spin(2n)/U(n); F2) = H*(SO(2n)/U(n); F2)/(B2) @ Ale),
wobei De = DBE* — 1 =2P* — 1 ist und

H*(SO(2n)/U(n);F2) = Q) FalBail /(BF),

i ungerade

mit Dﬁgi = 2i.

Nach (10.2) gilt fiir j € N mit 2/ + 1 < n die Gleichheit Sq*  (wy-141) =
woiy1 + V; € H(BSO(n),Fy), mit V; € Folw, ..., wys] geeignet. Definiere

i1 -2
y;:=5q”  Sq” " ---Sq*Sq' (ws),
dann gilt induktiv fiir j mit 27 + 1 < n, dass

yj = w2j+1 + W7 € H*<BSO(7’1),F2)

mit W; € Faws, ..., wq;]. Damit kénnen wir aus Korollar 2.55 folgern:
Sei k die grofite Zahl, sodass 2% + 1 < n gilt und sei ¢;; € H*(BSpin(n);Fa),
sodass
yi5:ijci,j ,iE{kJ+1,...,h,}
J
und

Y; = w2i+1+2w]~ci,j ,Z¢ {1,...,k},
J

gilt. Sei J das Ideal (y1,...,yx) in H(BSO(n);Fy) und sei ¢; ; die Restklasse von ¢; ;
in H*(BSpin(n);F3). Definiere die bigraduierte Algebra

7 := A A([ean]) @ T @p H*(BSpin(n); Fa).

Dabei sei A der duferen Algebra A([wa], ..., [wy]) ohne die Erzeuger [wqi ], fiir 2 <
I < kund D[w;] = (—1,7) und T dei Algebra der geteilten Potenzen I'(vg11,...,05-1),
mit Dv; = (=2, + 1),

Vermoge des Differentials d,

d([z:]) = @,
dvi)) = Xjlwileiy,
d(a) = 0 fiir a € H*(BSpin(n);Fa),

wird 7 zu einer A-freien Auflésung von F.

Gegeben die Inklusion ¢ : SU(n) — Spin(2n), dann gilt:

Bit(uwy) = & fri=2
’ 0 ¢ ungerade

und Be* (yon ) liegt im von wa, wy, . . ., wa, erzeugten Ideal von H* (BSU (n); Fa). Damit
folgt:

H(T @ H*(BSU(n);F2)) = Torg-(pspin(2n)w) (H (BSU(n); Fa),Fa)

= Ny ®T
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Dabei ist I" wie zuvor und A’ ist die duflere Algebra erzeugt von den [w;], mit ¢
ungerade und i # 2! + 1, fiir 1 < I < k. Wir betrachten nun die bigraduierte Alge-
bra Tory«(pspin(2n);r.) (H* (BSU(n);F2),Fa) als den Es-Term der Eilenberg-Moore-
Spektralsequenz zur Faserung Spin(2n)/SU(n) — BSU(n) — BSpin(2n) und wollen
die Differentiale dieser Spektralsequenz bestimmen.

Da EJ* im Grad 0 konzentriert ist, gilt d,.(v;) = 0,7 € {k+1,...,h—1}. Da A’ von
Ey b* erzeugt wird, gilt dy(A') = 0. Wir koénnen aus Gradgriinden auch folgern, dass
kein Differential gibt, welches sein Bild in A’ ® A(vg41) hat. Aus Lemma 10.9 folgern

wir damit, dass o, als graduierter Modul isomorph zu A’@ A([vg41]) ist. Das Element

(2)
k+1

die einzige Moglichkeit dg(v,(jzl) = Vp42. Um zu zeigen, dass do (v,(f_gt) = Uk4it1 Eilt,
gehen wie wie folgt vor: Wir betrachten den Homomorphismus von Faserungen

v € F5 muss also bis in den F,,-Term verschwunden sein. Aus Gradgriinden ist

Spin(2n)/SU(n) BSU(n) BSpin(2n)

| | |

Spin(2k+t 4+ 4)/SU(2k+71 4 2) —— BSU(2+1~1 + 2) —— BSpin(2F+i + 4).
In der Spektralsequenz zur unteren Faserung gilt dg(U](iBi) = Uk4i+1 und der induzierte
Homomorphismus von Spektralsequenzen beweist unsere Aussage. Mit Satz 7.9 folgt
dann dg(vfj)) = vi+1V1}§2’j72), i€ {k+1,...,h —2},j € N. Aus Gradgrunden
muss gelten dg(v,(f_jb = 0. Es folgt also E3 = A @ A([ygn], vkt+1) ® F(v,(f_)l). Als
einzige verbleibende Mdglichkeiten fiir Differentiale bleibt nun nur noch dg(U}(LZ_j;) =
[th]vU’(leIQ),j € N. Und so gilt By = Eoo 2 A ® A(vgg1)-

Zusammenfassend folgt also

Lemma 10.10. Die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung Spin(2n)/SU(n) —
BSU(n) — BSpin(2n) besitzt den Eo-Term

A @ A([yx]) ®T,

dabei sind die nicht trivialen Differentiale gegeben durch dg(v§2j)) = vi+1Vv£2j72),

i€{k+1,...,h—2},j € N. Der E5-Term ist gegeben durch
By = N @ Allyor], vis1) @ D(vf2,),

die nicht trivialen Differentiale sind dg (v,(ijb = [yQ;L]Vv,SQ_jl_Q),j € N. Der Term E, =
E ist als Algebra isomorph zu

N ® /\(Uk+1).

Sei nun G C SU(n) C Spin(2n) eine Lie-Untergruppe. Es gilt
Torg- (spin(2n);F,) (H* (BG; Fa), Fa)
= TOI"H*(SU(n);H:Q)(H*(BG; Fs),F3) @ A @ A([ysn]) @ T

und dies ist der Fs-Term der Eilenberg-Moore-Spektralsequenz mit Koeffizienten in
Fy zur Faserung Spin(2n)/G — BG — BSpin(2n) aus. Mit den Uberlegungen die zu
Lemma 5.4 fithren kénnen wir analog auch folgern, dass

da(Torp+(sU(n)r,) (H (BG; F2) ® 1) € Torp- (su (n);7,) (H (BG; F2) @ 1
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gilt. Betrachten wir das kommutative Diagramm

SU(n)/G BG BSU(n)

L]

Spin(2n)/G —— BG — BSpin(2n),

indem die Zeilen jeweils Faserungen sind. Die untere Faserung induziert die Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz E,., die obere induziere die Filenberg-Moore-Spektralsequenz
E,.. Der induzierte Homomorphismus von Spektralsequenzen der aus der Abbildung
von Faserungen induziert wird, zeigt also: Kennen wir die Differentiale do der Spek-
tralsequenz Ey =2 Tory+(su(n);r,) (H* (BG;F2), F2), so kennen wir zusammen mit dem

vorherigen Lemma alle Differentiale im Fs-Term. Und es gilt
E3 = Es® N @ A([yan], vkt1) @ F(Uf_)l),

als Algebra. Nun wollen wir zeigen, dass d3(E3 ® 1) € E3®1 liegt. Wir konnen hiefiir
die Argumente benutzen, die zum Beweis von Satz 5.1 filhrten. Wir miissen nur einen
einzelenen Punkt nocheinmal iiberlegen und dies ist der zu Lemma 5.6 fiihrt. Wenn
wir uns aber ins Geweissen rufen, dass dy(v;) = 0 fir i € {k+1,...,h — 1} gilt, so
andert sich an unseren Uberlegungen nichts. Es gilt also

E, 2 E @ N @ A vgsr),
als Algebra. Induktiv erhalten wir so, dass d.E,®1eE,®1 liegt und dass
Ep = Ewo ® N ® AN(vg41)
als Algebra gilt. Wir fassen damit zusammen:
Satz 10.11. Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von SU(n), mitn > 5, dann gilt
H*(Spin(2n)/G;Fy 2 H*(SU(n)/G;F2) @ A’ @ A(vks1)
als graduierter Fo-Modul.

Korollar 10.12. Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von SU(n), mit n > 5, dann
ist k(Spin(2n)/G;Fs) = 0.

Beispiel 10.13. Sei n = 4m und b = e;---¢, € Spin(n), dann ist Ss(n) =
Spin(n)/(b) die Halb-Spin-Gruppe. Sei ¢ : SU(2m) — Spin(4m) die Einbettung,
dann gilt «(—1) = b. Sei Q der von —1 erzeugte 2-Torus in SU(2m) und o* :
H*(BSU(2m);Fe) — H*(BQ;F3) := Fs[z] die von der Inklusion induzierte Abbil-

dung, dann gilt
N 2m ;

Das heift, ist r die grofte Potenz von 2 in m, dann gilt ¥*(wq;) fiir j < r und
*(way) = 2?7, Sei A die dukere Algebra A([wy], [we), ..., [w4n]) ohne die Erzeuger
[w;] mit i einer Potenz von 2. Dann folgt mit unserem vorherigen Satz, dass

H*(Ss(4m); F2) 2 A ® A(ves1) @ Fa[e] /(%)

als graduierter Modul gilt. Die Struktur als Steenrod-Algebra kénnen wir in [IK'T76,
4.4] nachlesen. Sie stimmt als graduierter Modul natiirlich mit unserer Berechnung
iiberein. o
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10.3 Folgerungen und Bemerkungen

Wir wollen nun noch einige Aussagen iiber die Fp-Semicharakteristik von Spin(2n)/G
treffen und fiir einen 2-Torus @ C Spin(n) die Fa-Semicharakteristik bestimmen.

Sei G C SU(n) C Spin(2n). Die Abbildung 7 : Spin(n) — SO(n) ist ein zwei-
blittrige Uberlagerung, es gilt also H*(Spin(2n)/G;Q) = H SO(2n)/G;Q) und so
folgt:

Tory+ (Bspin(2n)F.) (F2; H(BG; Fa)) = Tory- (so(2n)r.) (F2; H (BG; Fa)),

als bigraduierte Algebra. Wir wollen den rechten Ausdruck untersuchen. Der Koszul-
Komplex K** := K**([c1], ..., [cn]) ist eine H*(BU (n); Q)-freie Auflésung von Q. Da
H*(BU(n); Q) ein H*(BSO(2n); Q)-freier Modul ist, ist K** eine H*(BSO(2n); Q)-
freie Auflésung von Q und wir berechnen so die Homologie des Koszul-Komplexes
K ®H*(BSO(2TL);@) H* (BG, Q) wie fOlgtI

TorH*(BSO(27L);Q) (Qv H* (BG7 Q))
= Tory-(pu(ny) (Q,H(BG; Q) ® H'(BU(n); Q)/H* (BSO(2n); Q)
H*(SU(n)/G;Q) ® H'(BS';Q) ® H*(BU (n); Q)/ H*(BSO(2n); Q)

1%

Die unterste Zeile besitzt also eine durch 4 teilbare Q-Dimension und somit ist
k(Spin(2n)/G; Q) = 0 und mit Abschnitt 3.2 kénnen wir dann weiter folgern:

Korollar 10.14. Ist dim Spin(2n)/G = 4k + 1, dann ist k(Spin(2n)/G;F,) = 0
unabhdngig von p.

Beweis. Sei X := Spin(2n)/G. Sei E, die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz mit Ko-
effizienten in Fy zur Faserung X — BG — BSpin(2n), dann sehen wir, dass das
Element vom hochsten Totalgrad in E., nicht in E%* liegen kann. Das heift aber:
Das Element vom hochsten Totalgrad in Ef? := Tor’é’f(Bspm(gn);F?)(]Fg; C*(BG;F2))

kann nicht in Eg " liegen. Damit folgt nach den Uberlegungen aus Abschnitt 3.2, dass
(wa(X)wyp—1(X),[X]) = 0 gilt. Damit ist k(Spin(2n)/G; Q) = k(Spin(2n)/G;Fs) =
0 und die Aussage folgt aus Korollar 3.2. O

Und zuletzt noch eine Komposition der Aussagen des gesamten Kapitels:

Satz 10.15. Sei Q ein 2-Torus und T ein Torus in Spin(2n) und sei dim Spin(2n)/Q
bzw. dim Spin(2n)/T ungerade, dann gilt

k(Spin(2n)/Q;F2) = 0

bzw.
k(Spin(2n)/T;Fs) = 0.

Beweis. Ist —1 € Q bzw. —1 € T, dann folgt die Aussage durch Korollar 10.8. Liegt
—1 nicht in @ bzw. T, dann faktorisiert die Inklusion @ — Spin(2n) bzw. T —
Spin(2n) tiber SU(n) und die Aussage folgt aus dem vorherigen Satz. O
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Kapitel 11

Spin-Darstellungen

Der Notation von [BtD85, VI.6] folgend sind die Fundamentalen Darstellungen von
Spin(2n) die Darstellungen Aq,...,A,_2o die iiber SO(2n) faktorisieren und die bei-
den Halbspindarstellungen A}, A . Der Darstellungsring von Spin(2n) ist durch
Z N1y A2, AF A gegeben. Der Darstellungsring von Spin(2n + 1) ist durch
Z A1y .oy A1, Ay] gegeben, dabei sind Aq,...,A,—1 wieder die Darstellungen die
iiber SO(2n 4 1) faktorisieren und A,, ist die Spindarstellung. Wir wollen in diesem
Abschnitt die induzieren Homomorphismen BA,,*, BA" und BA, ™ fiir kleine n un-
tersuchen. Speziell wollen wir die Einschrinkung von Af)+ A7, : Spin(10) — SU(16)
auf den maximalen Torus und 2-Torus analysieren und die induzierte Abbildung
BAY," : H*(BSU(16); Fy) — H*(BSpin(10);F3) angeben. Im Folgenden schreiben
wir Al fiir A} + A, . Bei unserem Vorhaben tritt das Problem auf, dass es in Spin(n)
keine kanonische Wahl fiir einen maximalen Torus und, wie im vorherigen Abschnitt
gesehen, schon gar keine fiir einen maximalen 2-Torus gibt.

Im Folgenden werden wir, wie in [BtD85, VI.6] beschrieben, mit C,, die n-te
Clifford-Algebra zur quadratischen Form Q,, : R® — R mit x — —|z|? bezeichnen
und mit C), die n-te Clifford-Alegbra zur quadratischen Form —@Q, : R” — R mit

x — |z|%. Es gilt die Isomorphie

Chi2 2 Cl @ Cy
und
7/L+2 = On ® Oé’
die induziert wird durch die Abbildungen
N eia®erey flir2<i<n+2
w(e’)_{ 1®e; fiir i = 1,2

und .
n_ | eia®eley, fiir2<i<n+2
w(ei)_{ 1@e fiir i = 1,2.

Dabei sei ) = (1,—1) in C] und

, (0 1\ , (1 0
‘=10 )2 0o -1

in C%. Mit C? bezeichnen wir die Unteralgebra von C,,, die nur aus dem geraden Anteil
besteht. C,,_; ist isomorph zu C?, vermdge des Isomorphismus a® + a! +— a® + a'e,
fiir a¥ € CY_;.

141
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11.1 Die Darstellung Spin(10) — SU(16)

Dieser Abschnitt umfasst sehr viele Rechnungen die langwierig und aufwendig sind.
Manches Mal ist ein Computer ndtig um der schieren Menge an Gleichungen und Va-
riablen Herr zu werden. Diese Rechnungen werden im kommenden Text nicht aufge-
fiihrt, da sie viel Platz beanspruchen und keine weitere Erleuchtung in das Versténdnis
der Spin-Darstellungen bringen.

Indem wir die Abbildung Spin(7) — C¥ — Cs — M (8 x 8,R) betrachten fin-
den wir heraus, dass A7 : Spin(7) — SO(8) eingeschrankt auf den 2-Torus bis auf
Konjugation gegeben ist durch

1 — diag(-1,-1,-1,-1,-1,— ~1)
eresesey — diag(—1,—-1,—1,—1,+1, +1 +1 +1)
eseqeseg  —  diag(+1,+1,-1,—1,—-1,—1,+1,+1)
ereseser  —  diag(—1,+1,—-1,+1,—1,4+1,—1,+1).

Sei @1 der von —1 und Q2 der von ejesesey, eseqeseq, e1ezeser erzeugte 2-Torus in
Spin(7). Es sei H(BQ1;Fa) = Fa[z] und Q = Q1 x Q2. Weiter sei Q' die Projektion
in SO(7). Dann kommutiert

Q Q Q'

L

SO(8) <27 Spin(7) ——= SO(7),

wodurch sich mit dem selben Argument wie in Lemma 10.1 zeigt, dass BA(w;) = w;
fir ¢ = 4,6,7 und BAX(w;) = 0 fiir ¢« = 2,3,5 gilt. Mit Korollar 1.12 zeigt sich,
dass wg = 28 + 2w, + 2%we + zwy € H(BQ;Fy). Da die Inklusion von wy, we, wy €
H*(BSpin(7);F2) in H*(BQ; F2) in der Unteraglgebra H* (BQ2; F2) liegt, folgt damit,
dass BA%(ws) = zg sein muss. Die meiste Information iiber Ag : Spin(8) — SO(8) x
SO(8) erhalten wir schon durch die Komutativitit des Diagramm:

Spin(7) —2T— SO(8)

lb \Ldiag

Spin(8) —22 50(8) x SO(8)
Wir sehen, dass gilt:

Ag(eresesey) = diag oAz(ejeqezey)
Ag(ezeseseq) = diag oAz (ezeqeses)
Ag(erezeser) = diag oAz (erezeser)

und konnen iiber BA] : H*(BSO(8) x SO(8);Fy) — H*(BSpin(8);F2) in Erfahrung
bringen, dass BAE(1 ® w;) = BAj(w; ® 1) = w; fiir i = 4,6,7 und BA(1 ® w;) =
BA;(w; ®1) = 0 fiir i = 2,3, 5.

Um BAY] zu verstehen, bleibt also noch zu zeigen, was mit 1 ® wg und wg ® 1
geschieht. Angenommen BAZ (1 ® wg) = BAF(ws ® 1) = ys, dann folgt fiir die
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Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung
SO(8) x SO(8)/Spin(8) — BSpin(8) — BSO(8) x SO(8),
dass der Es-Term gegeben ist durch

E;’* = /\(927gé7g3vgé7g4ag5ag/5a96797798) ®]F2 [wg] )

wobei g; bzw. ¢, Erzeuger im Bigrad (—1,7) sind. Damit kollabiert die Spektralse-
quenz nach der Leibniz-Regel im Fs-Term. Es gilt aber |E3| = oo, was der Tatsache
widerspricht, dass Fs als graduierter Fo-Modul isomorph zur Kohomologie der Man-
nigfaltigkeit SO(8) x SO(8)/Spin(8) ist. Zum selben Resultat kommen wir, wenn wir
BAF (1 ®@ wg) = BAY (ws ® 1) = z5 + ws annehmen. Wir gehen 0.B.d.A davon aus,
dass BAG (1 ®@ wg) = zs + wg und BAZ (ws ® 1) = zg gilt.

Korollar 11.1. Ist Q ein mazimaler 2-Torus in Spin(8), so bilden die Elemente
Wy, We, Wy, Wy, 28 € H(BSpin(8);Fs) eine regulire Sequenz in H* (BQ;Fs).

Beweis. Sei () erzeugt von —1, ejesezey, e3e4e5€6, €1€3€5€7, €1 - . . eg. Das Diagramm

Q

|

Spin(8) —22 50(8) x SO(8)

kommutiert. Und bis auf Konjugation berechnen wir

Ag(-1) -1,-1
Ag(eresesey) = diag(—1,-1,—-1,-1,1,1,1,1),diag(—1,-1,—-1,-1,1,1,1,1)
Ag(eseqeseg) = diag(1,1,—1,—-1,—1,-1,1,1),diag(1,1,-1,—-1,-1,—-1,1,1)
As(ereseser) = diag(—1,1,—1,1,—1,1,—1,1),diag(—1,1,-1,1,—1,1, —1,1)
Ag(ey...es) = 1,—1.

Da die Elemente wy, ® 1, we ® 1, w7 ® 1,ws ® 1 und 1@ wg € H*(B(SO(8) x SO(8);F3)
eine regulire Sequenz in H*(BQ;F2) bilden, gilt dies auch fiir die Sequenz aus der
Behauptung. O

Bemerkung 11.2. Gleiches kénnen wir auch fiir () einen maximalen 2-Torus von
Spin(7) folgern. Und da ein maximaler 2-Torus von Spin(8) auch ein maximaler 2-
Torus von Spin(9) ist kénnen wir die selbe Aussage auch fiir Spin(9) folgern. o

Bis auf Konjugation wird der 2-Torus in Spin(9) durch den in Spin(8) gegeben.
Durch das kommutative Diagramm

Spin(8) — SO(8) x SO(8)

| |

Spin(9) —— SO(16)
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erfahren wir also alle Information die wir brauchen und geben nur die hieraus herge-
leitete Abbildung BA] : H*(BSO(16); Fo) — H*(BSpin(9);F2) an:

wg wi —+ wg
Wi wg “+ wawsg
W14 +— w? + wegwsg (111)
W15 = Wrws

wie > Z16-

Auf allen anderen Erzeugern von H*(BSO(16); F2) bildet BA§ auf Null ab. Wir kom-
men zum Etappenziel, der Abbildung A%, : H*(BSU(16);Fy) — H*(BSpin(10);Fs),
die sich aber als ein harter Brocken herausstellt. Wir wissen aus den Uberlegungen des
vorherigen Abschnittes, dass es zwei nicht zueinander konjugierte 2-Tori in Spin(10)
gibt. Sei

Q1 := (—1, ereaezey, e3eqe566, €5€6e7€8, €1€3€5€7)
und

QQ = (—17 €1€2€3€4, €3€4€5€¢, E5E6ET7ES, 676869610).
Sei ¢; : Q; — Spin(10) und ¢ : Q; — SU(16) die Inklusion. In beiden Fillen zeigt
sich, dass die Abbildung B.f H*(BSpin(10),F2) — H*(BQ;,F2) nicht injektiv sein
kann. Gegeben das kommutativen Diagramm

BL’{T TBL'l*

H*(Spin(10); F5) < H*(BSU(16); F5)

zusammen mit den Gleichungen (11.1) kénnen wir nur herleiten:

Bui" (cs) Buy*(w] + wg)
Bi\"(c12) = Bu*(wg +wiw?)
Bi\"(c14) = Bu*(wh 4+ wiw?)
Bl\"(c15) = Bu*(wiw})
Bi\"(c1) = Bui*(232).

Um zu einem vollsténdigen Ergebnis zu kommen, bleibt uns also nichts anderes
ibrig, als mit einer langwierigen und aufwendigen Rechnung das Bild des 2-Torus Q2
in SU(16) zu bestimmen. Bis auf Konjugation gilt fiir Aqq:

eresesey +—  diag(—1,-1,-1,-1,1,1,1,1,-1,-1, -1, 1,1,1,1,1)
eseqeseg  +— diag(—1,-1,1,1,-1,—-1,1,1,-1,-1,1,1,—1,-1,1,1) (11.3)
eseceres +—  diag(— 17—1 -1,-1,-1,-1, -1, 1,1,171,1,1,1,1,1)
€7€g€g9€1p dlag( 1717 1a1a_1717_1,17_1a1 1713 )
Gegeben das kommutativen Diagramm
H*(BQ2;F2) H*(BQ2;F>) (11.4)

BL;‘T TBL'Q*

H*(Spin(10); Fy) <—— H*(BSU(16); F3)
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dann berechnen wir mittels (11.3):
Biy"(cg) = Buo*(w]+ wg + w6w10)
Biy (c12) = Bug*(wg + w4w8 + wiywy + wigwgwe + wmwgwi)
BLIQ*(614) = BLQ*(w?ng + ’lUlO’U}g + wiowsWeWy + w10w6 + wlowi)
By (c15) = B (wiy + wiywews + wiowswy)
Bl (c1) = DBuy*(232).

Nun nehmen wir an, dass fiir BA}, : H*(BSU(16),F2) — H*(BSpin(10),F2) gilt

4 2
wy + wg + WeWig

cg
4 2,2 2 2
Cl2 W+ wiwg + wipws + WioWsWe + WioWeWy
4 2,2 2 3 2 .2
Cl4 W7+ WgWg + Wipws + WipWsWeW4 + W1oWg + WigWy
2,2 3 2 2
C15 > wWrwWg + Wig + WigWeWy4 + W1pWWg
Cie 232
¢ — 0 fir i # 8,12, 14,15, 16.

Aufgrund der Graduierung und den Folgerungen aus den Diagrammen (11.2) und
(11.4) sehen wir, dass bis auf mogliche Summanden mit Faktor wrwig, keine anderen
Optionen bestehen. Da 0 = wywyo € H*(BSpin(10); Fy) sind wir somit fertig.

Wir kénnen nun mit dem Computer berechnen, dass in Fa|wy, we, wr, ws, w1, 232)
die Sequenz cg, c12, 14, €15, C16, WrW1 regulir ist. Sei

M = Faws, we, wr, ws, wig)/cs, €12, C14, €15, WrW1g

und A die dulere Algebra erzeugt von [ca], [c3], [cal, [¢5], [cs], [e7], [col, [c10], [c11], [c13]-
Dann gilt
Tory-(Bsu(16),F,)) (F2, H* (BSpin(10),Fs)) = A @ M

und die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung
U(16)/Spin(10) — BSpin(10) — BSU(16)
kollabiert im Fs-Term. Und es folgt:
Lemma 11.3. Als graduierter Modul ist H*(SU(16)/SU(10); Fa) isomorph zu AQ M.
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Kapitel 12

K-Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir nun noch Fundament legen, wie unsere vorangegean-
genen Uberlegungen auf die K-Theorie ibertragen werden kénnen.

Sei G eine kompakte, zusammenhingende Lie-Gruppe und R(G) der komplexe
Darstellungsring von G. Sei € : R(G) — Z die Augmentation, die ein Element p €
R(G) auf dim(p) abbildet. Sei I(G) der Kern von p und

R(G) = lim R(G)/1(G)"

die Vervollstindigung von R(G), dann gilt nach [AH61] die Isomorphie R(G) =
K°(BG) = K*(BG). Hodgkin zeigt in der Arbeit [Hod75], dass es fiir G eine kompak-
te, zusammenhingende Lie-Gruppe mit 7 (G) torsionsfrei und H eine abgeschlossene
Untergruppe von G eine Spektralsequenz mit

Ey" 2 Tory,) (Z, R(H))

gibt, die gegen K*(G/H) konvergiert. Snaith beweist in [Sna69, 5.5], dass wenn H
zusammenhéngend und m; (H) torsionsfrei ist, die Spektralsequenz kollabiert.

Ist X ein topologischer Raum, dann sei K*(X), wie in [Kar78, 1.20] definiert, der
Kokern der Abbildung o : Z = K*(P) — K*(X), induziert durch die Projektion von
X auf den Punkt P. Wir bezeichnen K (X) als reduzierte K-Theorie von X.

Sei ¢ € N=2, dann sei MY ein Ko-Moore Raum vom Typ (Z,,2). Sei CS' = D?
der Zylinder iiber S'. Ist ¢ : S1 — CS' die Multiplikation mit ¢ verkniipft mit
der Inklusion auf den Rand der Kreisscheibe, dann werden wir im weiteren davon
ausgehen, dass M7 = S' U, CS.

Wir definieren K*(X;TF,), die reduzierte K-Theorie mit Koeffizienten in F, durch
K'Y(X;F,) := K'(X A MP),

wobei X A MP das Smash-Produkt von X und MP ist.

Ist n : S3 — S? Die Hopf-Abbildung, dann ist 0 = n** : K*(S?) — K*(S3).
Womit nach [AT65, 2.7] gilt

K{(X;F,) = K'(X) ®@F, @ Tor(K"t(X),F,).
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Sei red, : Z — F, die Projektion und definiere R,(G) := R(G) ®z F,, dann
induziert red, eine Abbildung R(G) — R,(G), auch red, nennen wollen. Es ist klar,
dass

Kry (15 pn) @2 Fp = Ky gy (redy(pr), .. redy(pn)), (12.1)

wobei p; die fundamentalen Darstellungen von G sind. Sei K* = IC}‘%(H) (P1y -y Pn)-
Mit der Universellen-Koeffizienten-Formel, wie in [Wei%4, 3.6] sehen wir

HY(K* @ F,) 2 H K* ©@z F, @ Tor(HT' K£*,F,).
Zusammen mit (12.1) gilt dann:

Lemma 12.1. Sei G eine kompakte, zusammenhdngende Lie-Gruppe und sei H eine
abgeschlossene, zusammenhdngende Untergruppe, mil m1(G) und 71 (H) torsionsfrei,
dann gilt }

K*(G/H;F,) = Torg, ) (Fp, Ry(H)) — F,

als Zo-graduierter Modul. Hierbei ist F' der von 1 € R,(H) erzeugte Modul im exter-
nen Grad 0.

Es folgt nun ein Beispiel, welches der Vermutung, dass es leicht zu folgernde Ver-
bindungen zwischen |H*(G/H A M?)| und |K*(G/H A M?)| gibt.

Beispiel 12.2. Sei X = SU(3)/SO(3). Es gilt H*(X;F3) = Faws, ws]/w3, w3 und
es folgt H*(X A M?) ist als Modul gegeben durch

n 0]4]5 |7
H*' (X AM?) | Z | Fy | Fy | Fa

Es gilt Torgsy(s)(Z, RSO(3)) = Z © Z mit einem Erzeuger im Grad 0 und einem
im Grad 1, also K°(X A M?) = Z und K'(X A M?) = Fy. Damit folgt, dass die
Atiyah-Hirzebruch-Spektralsequenz aus Satz 2.25 ein nicht triviales Differential dj :
Eg"2q — Eg’2q72 besitzt. o
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Ausblick

Vermutung I Seien A, B Polynomalgebren dber F,, in endlich vielen Verdinder-
lichen. Gegeben ein Homomorphismus A — B, dann wird

H** := Tora(B;Fp)

als Algebra von H>* und H™"* erzeugt .

Die Voraussetzung von endlich vielen Verdnderlichen kann nicht fallen gelassen
werden. Gegeben die beiden Eilenberg-MacLane Riume B := K(Z3,4) und X :=
K(Zs X Zs,2). Nach [McCO01, 6.19] sind H*(B;F2) und H*(X;Fs) Polynomalgebren
iber Fy in abzdhlbar vielen Verénderlichen. Sei f : X — B stetig, 0B — PB — P
die Wege Faserung und

QB —— OB

]

E——PB
X ! B

das induzierte kommutative Diagramm. Die zu diesem Diagramm assoziierte Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz hat den Es-Term

E;’* o TOrH*(B;Fz)(anH*(X;F2))'

Nach [Sch71] kollabiert die Spektralsequenz nicht im Ey Term. Da die Spektralsequenz
jedoch multiplikativ ist, wiirde die Tatsache dass sie von Ey* und E, "* erzeugt ist
zum Zusammenbrechen der Spektralsequenz fiithren.

In einfachen Fillen, z.B. wenn A = Fsy1,ye,ys3] und B = Falzy,22] und y; =
22l yo = 2?2® und y; = 27?22 in B gilt, kénnen wir unsere Vermutung durch
einfaches Nachrechnen bestétigen.

Das Kapitel 2 beschéftigt sich ausfiihrlich mit dem Koszul-Komplex, der uns dort
hilft Torsions-Algebren zu berechnen. Induktive Ansiitze die aus diesem Kapitel ab-
geleitet werden, scheinen hier jedoch nicht zu fruchten: Gilt die Vermutung fiir die
Algebra H** K" (y1, . . ., yn), dann ist nicht klar, ob

HHLA(Y1, -, yn) @ KA(Yn+t1))
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von Elementen mit Bigrad (0, ) und (—1, %) erzeugt wird. Insbesondere zeigt sich,
dass sich fiir H Kpy, (23, 2%y, 2y%,y3) die Vermutung als Wahrheit bestitigt, aber

H(H IC]F[w,y] (*Ljv £U2y, myQ) ® ]CA(y3))

nicht von Elementen mit Bigrad (0, ) und (—1, %) erzeugt wird.

Vermutung II Seien A, B Polynomalgebren dber I, in endlich vielen Verdn-
derlichen und sei die Krull-Dimension von A um mindestens 2 gréfier als die von B.
Gegeben ein Homomorphismus A — B und sei

m = |Tora(B;F,)| < oo,

dann ist m durch 4 teilbar.

Gerade die Tatsache, dass k(G/H;Q) = 0 und k(G/H;F3) = 0 in so vielen Fallen
gilt, in denen die Rang H 4+ 1 < Rang G bestirkt die Vermutung, dass in allen Fillen
die aus der Geometrie resultieren die Aussage richtig ist. Aber auch in allen dem Autor
bekannten Féllen die keinen geometrischen Hintergrund haben, bewahrheitet sich die
Aussage. Viele Fille lassen sich auf die vorgestellten Sétze zuriickfithren. Aber auch
in Fallen in denen wir diese Technik nicht anwenden konnen, z.B. A = Fa[y1, o, ys]
und y; = 2329, y2 = 23 + 2325 und y3 = 2179 + 22 in B = Fa[z1, z2]bestiitigt sich
unsere Vermutung. Nach allen Uberlegungen des Autors scheint es auch so zu sein,
dass Vermutung I nicht hilft um Vermutung II zu bestitigen.

Problem I Am Ende des Abschnittes 4.1 wird eine Mannigfaltigkeit konstruiert,
bei der sich die Fy-Semicharakteristik und R-Semicharakteristik unterscheiden. Fiir
welche X,, = SO(2-(4n+1))/SU(4n + 1) gilt k(X,;F2) # k(X3 R)?

Problem II Sei p: SU(2) x SO(4) — Sp(4) die irreduzible, symplektische Dar-
stellung. Wie sieht die Kohomologie-Algebra H*(Sp(4)/p;F2) aus und insbesondere
welchen Wert hat k(Sp(4)/p; Fa)?

Problem ITI Sei G eine einfache Lie-Gruppe, mit H*(BG;F,,) einer Polynomal-
gebra und sei @ ein maximaler p-Torus in G. Durch die Inklusion ¢ : Q@ — G wird
H*(BQ;F,) zu einem H*(BG;F,)-Modul. In Abschnitt 6 wird gezeigt, dass im Fall
p = 2 die Erzeuger von H*(BG;F,) eine reguldre Sequenz in H*(BQ);F,) bilden. Gilt
dies auch fiir p eine beliebige Primzahl?

Problem IV Satz 10.9 besagt, dass fiir G eine geschlossene Untergruppe von
SU(n) die Kohomologie mit Koeflizienten in Fy als Fo-Modul gegebn ist durch den
graduierten Modul A ® A(vk41) @ H*(SU(n)/G;F2) mit A einer geeigneten dufie-
ren Algebra. Bei unserer Argumentation verschenken wir Wissen, welches wir durch
feinere Beobachtungen erhalten konnten. Die Abbildungen H*(Spin(2n)/G;Fe) —
H*(Spin(2n);F2) und H*(BG;Fe) — H*(Spin(2n); F3) konnen bei der Entwickelung
dieser Struktur helfen. Eine weitere Hilfe ist, dass H*(SO(2n)/U(n); Z) vollstandig
bekannt ist. Tipp: Die Struktur als Algebra finden wir heraus indem wir die Eilenberg-
Moore-Spektralsequenz zur Faserung SO(2n)/U(n) — BU(n) — BSO(2n) mit Ko-
effizienten in Q betrachten. Durch die Serre-Spektralsequenz zur Faserung

St — Spin(2n)/SU(n) — SO(2n)/U(n)
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mit Koeffizienten in Z und die Eilenberg-Moore-Spektralsequenz zur Faserung
Spin(2n)/SU(n) — BSU(n) — BSpin(2n)

iber Q kénnen wir die algebraische Struktur von H*(Spin(2n)/SU(n); Z) bestimmen.
Wie sieht die Kohomologie-Algebra H*(Spin(2n)/G;7Z) aus?

Problem V Sei red, : Z — F,, die Projektion und definiere R,(G) := R(G) &z
F,, dann induziert red, eine Abbildung R(G) — R,(G), die wir auch red, nennen
wollen. Gibt es auf

’C}p(H)(redp(pI% -y redy(pn))

eine Art Poincaré-Dualitat?

Problem VI Abschnitt 7.3 fiihrt ein Uj-Produkt auf H*(BZ5;Fy) ein. Mittels
der Arbeit [GM74] ldsst sich ein solches U;-Produkt auch auf H*(BZ}; F,) herleiten.
Wie sieht es aus?

Problem VII Sei p: Spin(10) — SU(16) die Spin-Darstellung von Spin(10).
In Abschnitt 11.1 berechnen wir die induzierte Abbildung Bp* : H*(BSU(16); F2) —
H*(BSpin(10); Fy). Ist p' : Spin(11) — Sp(16) die Spin-Darstellung von Spin(11),
wie berechnet sich dann Bp*?

Problem VIII Der Abschnitt 6.2 bietet eine Vielzahl von Lemmata, die es fiir
gegebene Gruppen H C G ermdglichen eine Unteralgebra von H*(G/H; F,) zu finden,
die isomorph zu einer auferen Algebra ist. Welche Falle lassen sich noch finden? Was
ist mit H*(SU(n)/p;F2), wenn p : SU(k) — SU(n) eine irreduzible Darstellung ist,
die keine der fundamentalen Darstellungen ist?
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