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����
 �����	� ��� 	��������� ���� ��������� ��� ��������� ���
����� ��� ��������� ����������	�� �������� ���� ���� ��� 
������� �� � �����
��� �����	�� �����	� ���	����� ���
	�
��� �� ��� �
���
	���� ������ �������
��� 
�������� ���	�����
 �� ��� ��� ������ �� �� ���
 �� ���	� �������	���
�1�� = 10−15�� ��� ���� ������	��� �1 �� = 10−18 �� ���� �	���� ����� ��
��	��� �		������� �� �	������	 �������������� �� ����� �� ������� ��������
��������� �� �
	� �� ��	�������� ����� ������ �� ����
 �� �� ��	������ ��
���� �  	�����! �� �  "��� �����! ���� ��  �����
�� ����! �� ��� ���� �����
�� ������
��� #��� ���$ ����� ���� ��� �����	� �� �
	�  "��� ������!�

%�� 
� ��� ����� ���� � ����� ���$ �� ��� ����������� �� 
��������� ���

����������� ������ ��� ����� �����	�������

��� �������	�
� �� 
��������� ������������ �����

������

�� ��� &'()*�
 ��� ��������� �� ���  +������ ,
��� ������	�����! �+,�� ��	��
��-
� ���� �� ��� ������� �� �� �������� ��� ���� �� ������	�. ��� �����	� ��
�����������	 ������������ ������	����� /���� ��� +,� ��	���-
�
 ���	�������
����	 ������ 	�� �� ��	
��� �� ���� ���� ��� ���	� �� ���	� 
����	�������
������������ #�� ����� ��� �� ������ ���� �� ���	���� ������ ��� ���� ���� ��
�		�������� �� ������ ��� ����� �� ����� ������ � ���� ������� ���� �� ����	��
�����	�	��
 ���	� ��� ������� ����� �� �� ��� ����� �� � �������	��� �10−15 ���
#�� ������� �� 
��������� �����������	 ����� �
���� ������� �� &'(0 ���� ���
��������� �� ��� +,� ��	���-
� �� 1���	$���� ��� 2�
��
 3&4� #�� ����	����
�� ���� ��	���-
� �� ��� ���� �� ��������

5� ����� ���� �� ��������� �����
 �
� ��� ������ ����� �
���
 �� �� 	��
��� ������� �� ��������� �� � #�.1�������
 ��$��� 
�� �� �������	$���� #��
����������� �� ���������� ����� �
���� ����	��� �� �������� 6�	�
�� �� �����
������� ���������
 ����� ��������� ��	���� ��������� ���� ������� �� ����
����� ��������� ����������� �� ���� ��������� ��� �-
��� 	��������� ��
��

0





�������� ��	�
���	 a0 ≡ eA0/mec
2� 
��	� A0 �� ��� ���� �����	 ��������� ��

��� ������ a0 ��		������� �� ��� 
���
�
 �	�����	�� 
�
����
 �� �����	��
����� ������ ��� ����	 ���� �� ����� �� mec� ����� 	����������� ����	�����
�
������� ��� �� �����	�� ���� �� �����	���� ����� ����� ���� ��� ���� � !
����	 �����
 �� ��� �����	���� �� "#������	� �� ���� �� �	����� ����� �� �����
a0 ∼ 10� � �	��� ���	���
 �� �����
��� �� ���� 	���
� �� ����� �� ���� $%&�

��� ���� ��� ���� 
��� �� ����
������� 
��� ����	 ����� 	���� � ��	�����
�� a0 ∼ 1000� �� ���� ������ ��� ���� ��� �����	���� ��� ���� ��� ���� 
���
��	����� �� ������	���� �� 	����������� ����������� ��� '�	����� '() *���	�
�
����� ���	���	����	�+ �	�,��� $-&� 
���� �� ��� 
�
��� �� �� ��� �	���	���	�
������ ��
� �� ���� 	���
��

.��� ��� ����	 ���� ���	������ ��� !��
����	 ��
�� $/& �� 8× 101801
�
�� 
��� �� �������� �� ����� �����	��������	�� ���	 �	������ ��� ����	 ������
2�����
 �����	�����
�� *3'"+ �4���� �� �����
� ���� ��		������� ��
�� ��������� �� I ∼ 8 × 1030.1�
2� ��� ��
� �������	�� �� 3'"� ����
�� �����
 ����	�5������ ������ ��	���� �� ����	����� �� �������	���� ��
�	
������������ ���	���	� ��� ��
�� �� 6��� 7�7 
�� ��� �� 1029.1�
2� 8�����
���� ��� ��4�	���� �� ��� ����� �� ��� ��	������ ��	�
���	�9 .��	��� ��	
��� �����	��� �	 ���� �� ����
� 	������������ a0 	����������� Iλ2 ∝ a20 �� ���
�	����� 2�������� �� ��� ���� �� �����
 3'"� I ������ �� �
��	����� ����
�����	 �	�2�������� 
���� ��� �� ������� ��
� �� �
����	 ������ �	� ��� ��	�
�������� �� ������ ����	�� ��� 	����������� �4����� ��� ��� �� �	������� ��	� 
���
�� ���� �� ���	���� ��� !��
����	 ��
��� :��� ��	
����� ����	���� �� �����
��	����� 
�� �	����� � 
���� �� 	���� ���� ��
�� �� �������������� ����	��
.� ������� ��� ����������� �� ����	��� ��	
���� �������� �� ������	 ;�

��� �����	
	��	� 
����������� ��������	��

(���� 
��� �� ��������� �� I > 1014W/cm2 ����5�� ��
��� ��� 
���	��� ��
���
���������� ���	���	�� ��� ����	������ �� ���	�������� ����	� 
��� 
����	 ���
�� �� ����	����� �� ������������ 	
������	

� "�� �� ��� ���	�
� ���	�����
�� ��� ����	 ������ �������	�� �� ���� 
�	�� 
� �	� 
����� ����	����� �� ���
	������� �� ��� �����	���� 
���� �� 
��� �����	 ���� ��� ��� 	������� ��� ��
����	 �����	 ���	�� �� 
��� 	���� q/m� ��� ����	�� ��	�
���	 ���	����	�5���
��� ����	������ �� ���	���	� ��� �����	�� ������� ne� )� ��� �����	�� �������
�� ����
 ��� �	������ ������� ne < nc ≡ ε0meω

2
0/e

2� �� ���� ��� ����	 �����
��� �	������� ������ ��� ����
�� 
� ���� ����� �
�����
�� ����
��� ����
�� ��� ���� ��	 ����
�� ����	���� �	�
 ������ 6�	 ne > nc� ��� ����	 ����� ��
	�<����� ��� 
� ���� ����� 
�����
�� ����
�� 6�	 ����	�����
�� ����	����
�	�
 ������� ���� ��������� �� ��� �	��	 �� 102 nc �	� ��������

)� ��� �	����� �� ��������� ��� ��� �2��	� �� ��� 
��������� 	������ �
����� �� Iλ2 > 1018W μm2/cm2� ��� ����
� �����	��� �	� ������	���� �� ���
�������� ����� �� ��� ����� �� ����� c� )� ���� 	����������� 	���
�� ��� ������	�

=
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�� �������� �
		� ���� ��� ������
�� �
�
����� 
	 S ≡ ne/(a0nc) �
�� a0

�� nc 
	 ������ 
����� ��
�� 	��
�
��	 �������	� �S > 1� ���� ��������	�
�S < 1� ��
	�
	�
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�
�
	�
� ��
�
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��
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��	 �
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�
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������������ ��
������ êz · Ψ ��� ��� ���������� ��
������ êz × Ψ� ���
� ����� ����� �" ����� ������� �� �� ���������� �� ������ êz · Ψ = 0�  ���
#$� ���%� ����
�� Az = −∇⊥ · (êz ×Ψ) ��� A⊥ = êz × ∂zΨ� &� ��� �����

�������
���� ���� ∂z ∼ −iω/c �� ��� êz×Ψ ≈ icA⊥/ω� ����� �� ��� ����
����� ��
�� ��� ���������� ��
������ êz×Ψ ��� �'���� "�� � �������� ��
���'
"������ ��������� ���� ��� ���������� ��
������� �" ��� ������ ����������

(�� �� ����� ��� ���� ���� �������
������� ����� �� �����
 ��� �� ����
�������� �����) �) ��� ���������� �	
�	���� 	� �
� ���	�� �	�������� ����
��$�����) ����������� ��  
*�  ��� �� �����) ����� ����� �� ��� �� ��������
�) ��+��� ��� �������� êz ×Ψ =

´∞
z A⊥dz′ "��
 �� ��������) ������ ������

���� �� ,����
� ������  � 
�+� ��� �������������� ���$��� �� ��
��� ���
��������� |Ψ| → 0 "�� |r| → ∞ �� ��� ���"������ x > 0� �� ���� êz × Ψ ��
���
��������) ����� �) ��� -��� 
�������� ���������  ���� "�� � ���� �����
�" ����� ������ ��������� ��� �������)� ���������) ��� �������) ��������� 
�����
Ψ ���� ������ �� ��!���) �� ��� �����������  � ���������� ����� �� ����� ���
�������� ��������� ����� �� ���
� �" ���  
*	

∇⊥ · ( êz ×Ψ|z=−∞
)
= 0. ���.�

&� �������� �� ��������� ����������� ���������� ������������� �� �����������
����� ��� !���� �������� �) Ψ �� z → −∞ ������� ��� Ψ �����" ���� ����

/������� �� ���+ �� �
������� ������� ������ ��� ������ ������������
�Ψx = 0�� ��� ��� �����) ���� ���� #$� ���.� ��� ���� ��� ��� ������� ���������
 �� ��
� �� ���� "�� �������� ������������� ����� �� ��!�� �) Ψy = iΨx�
��� ��� ��
������� ��� ����
�� �� �� ����)����� "��������� #$� ����� ����
���) ��� ��������� �" ��� �)�� Ψ(x + iy)� �� ����� �� �� ����������� ��������
���� "��!�� ��� �������) ���������� ��� ���� ������ ��� ��������� ��� ����
��� 
��� ������� ���� �" �������� ������������� ��� �������� !��� ������ ������
�� ��� ��
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ˆ ∞

−∞
A⊥dz
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����� �� A⊥
 ��+�	 ��� ��
�����	
� ���
� )��� � ,��

��� ������������ ������	 Ay(x = 0, y = 0, z, t = 0) =
a0 exp

[−(z/cτ)2
]
cos(2πz/λ)	 ���� |Ψx(z = −∞)| = a0cτπ

1/2 exp
(−(cτ/2λ)2
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=
0	 #������ ���� 
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 ���	
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� �� ��� ���� �����
����	 ��������	 z �����
 ∂2
z Ψ̃ =

−((ω/c)2 − k2⊥)Ψ̃� ���� ��� 
�	���� 
������	

Ψ̃(z,k⊥, ω) = Ψ̃
∣∣∣
z=0

exp

(
−iz

√(ω
c

)2 − k2⊥

)
. �����

����� ��� ����� 
��� ��� �� Ψ̃(z = 0) ��
 �� �� ���
�	� !� ��� �	����
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 ���� ��� ���� ���
������ 
�
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���� #������$%��

��	 ����
� ����� ��	 �� �� 	�� ���

��� �������	
 k⊥$����	��	��&

#%mn : Ψ̃
∣∣∣
z=0

∝ kmx kny exp
[
− (k⊥σ/2)2

]
. ���'�

#���� �� �	�������� ��� ���� ���
� �������� σ� ���� ���� �	 
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��� c2k2⊥ � ω2 �	� ���	 	�
���� ������ ����� ����
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 √
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ωσ2

2cz + iωσ2
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x ∂n
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− r2⊥
σ2 − 2icz/ω

− izω/c

]
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√
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m��� 2
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√
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n��� 2
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−iω
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+
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c
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���)*�
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m = n = 0 �&������� ������
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êx �&200

. ����5�

/	
	 g = 1 ��
 
 ���	

 �g = 0.5 �� �6� 
�� g = 2 ��
 
 "* �g = 1.5 ��
�6� �
�	
 
�� q = z + izRl �� ��	 ������
� �


�	�	
 
 
��� ��
��	
 ���	
+
	���� ��	��
� �
�	� 

	 	
���� �	
��	� �
�� &'� ������� 7�
���

�� ���

�-	�
!
����
� ����	� �
� 	� � %	 �����
���	� %� 
��� ��� Ψx = "	 (Ψ00) 
��

��



Ψy = �� (Ψ00)� �� ����	
����
 ��������� ��01 ���� �� ����
�� �
 
�� 	��
�� 
�� �����
	����� ������ ��
��
���� Ψz = �� (Ψ00)� Ψx = Ψy = 0�

��� ����
��	��� �������� �� � ���	
���� �!�� "#�$$%�"#�$#% 
���
��� ��
�

�� ����

�� ������ "#�$&% ��� 
�� ������ ��
��
��� "#�&% ��� � ������	� ���
	�� ����� 
��� ��� 
�� ��������
�
��� �� 	�
������
� ���	��� ����
�������
��
�	���� ���� 
� 
�� ���� ��� � �� ��������
��� �������

��� �����	
�� 
����

'�� �����
��
 �������
��� �� 
�� ��� �	��� ��������
�
��� �� �� �
 �!�� "#�&%�
"#�$$% ��� "#�$&% �� 
�� 	�� �� �	������� ���	��
����� ���������� �
 ����� (	�

��
	��� 
� 	�� � �	������� ��� �� 
� ����
�����
 
��
 
���� �� 
��� ���
���
�� ������
��
� 
��  �����

 �� 
�� ��� ��������
�
��� ��� �	�
��� ��� �
�
� �	�������

 
� ���� ��� ��
����� ����������� 	
������� � �����������
��

�	������� )������ ��� ���

*� 	�� 
�� ���
���� �� ���� "+�,% ���� -.+. /#01� �� ����� ��
�� 
�� 2����
��� ���
������� ������ 
�� -.+. ���	��
��� ����� ���� 
��
 ��� �������
��
	���� � �
������ ������
�� �� 
�� 3�������� 4�����
� �
 ��  ���2�� �� 
��
�	��������
 �������
�� �	��� �
��� ������ ��
� 
�� ����

���� 
���� � ����� ��
�� ���� 5�
 ������
���� ��� �	�
�������� �� 	���
����� �
�
�� 2���� ������
�
 
�� ������ ����� 
�� �	��� ��� ���
��������

����� ����	
�� 
�� ����
 ����� �����
�� ���� ����

��

4���
 �� ����5 
�� ������
���� �� �!�� "#�$$% ��� "#�$&%� ��� ��� 
���� �	�
�������

 
� � ��� ��
����� ��������
�
��� ��
�� 	��� ��� �	������� ���	�
��
����� ��� 6��� ��
�����7� �� ��������� ���� �� � ������ ����	�
 �� �
����������
��� 
���� �����
 8�	����� ���� ��
� � 8�	����� 
������� ����
2�� Ψ��� = exp

(−iω0(t− x)− (t− x)2/τ2 − r2⊥/σ
2
)
� ,���	����
 ���������

�	���� ��� 	���� �� 
��
 
�� ����� ��� ���� �� ���� �� 
�� ��
����

 ���
��
��
� � �	��
��� �� cτ = λ ��� � ����� ���
 ���
� �� σ = 2λ� ��� �	����
��� ���	��� � �� � ���
���� �� 50λ ������ 
�� ���	��
���� �� 4��� #�9� 
�� ����

��� �����
��� ��� 
�� �	��������
 �������
�� ���	
��� �
 
�� ����� ���
 ���
������ ��� ����	�
 ���������
��� ����� �
���� ��
���
��� �������
��� ��

�� ���	� ��� 
�� ����� 2��� ���� ��
 ����� �
� ����

�����
 �����2�� ��
����


I0� �� ���
���
� 
�� ������ ����
 �	��� ���	
��� �� �����
 ������
�
 �
���
�
��� �� 
�� ���	� ��� ������� 
�� ������� �����	�� ��� ������
�� ���	
���
�!�� "#�$$% ��� "#�$&% �� ������
 �	������ 
� 
�� ������ ����	�
 ���������

:�������� �� 
�� ��!	���� ���	���
� �	� �������� ��� �� 	��� ����

� ����� ���
 ����� �� σ ∼ λ� ;���� 
��
� 
�� �������� ���������
��� ������
<��� ��� ���	���� � λ3��	��� "σ = cτ = λ% � �� � ���
���� �� 50λ ��
�

�� +�, ����
�������
�� ��� �� �
��� ����� 
� �����
���� ���	�
�� ��
�� 
��
�������
���� �� ��
��� � ����� ��
����

 �� =#> "�� 0?>� ���� ���� 	���� 
��
�@+ ��������
�
���% �� 
�� ����

�����
 �����2��  ��	�� �
��� ��
� � ������
�


$0



z/λ

 

 

−2 0 2

−4

−2

0

2

4

z/λ

x/
λ

−2 0 2

−4

−2

0

2

4 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x/
λ

−52 −50 −48

−15

−10

−5

0

5

10

15
−52 −50 −48

−15

−10

−5

0

5

10

15

(a) (b)

(c) (d)

I/I
0

������ ��	
 ����
��� ���������
 �� �������� �������������
 �� ��� ���� �����

����� ��������� �� � �� ���
��� �� ��� � ! ���� "#�#� $�% ��� $&% 
��� ���

�����
��' ��
���&����� �
 �� �
 ��������(�� ��
��� ��� ���� ��� $�% ��� $�% 
���

��� ���������� 
������� �� ��� ����� 
���� $�% ��� $�% �
� ��� !) ��������


������� ���������� ���� � �������� ���*��� $&% ��� $�% ��� ������� 
����

���
� 
�������� +�� ���������' ������(�� ��
�� ���
�
 ��� ,��

��� &��� ��


���� ��� ���� ���� �������� cτ = λ ��� ����� σ = 2λ�

�-



���������	
 ���� �
	��� ��� ����	������ ����� �
� ������� 	����	�
 ��

�
� �	�� ���� �� ����
	����� �
� �������	
 ��������� ��	�
�� ��
� ��� �� �
�

�������� �	
���

����� �����	
� ��� 
���
� ����
�	�� �����
�
���	�


��� �� ���� �� �
� ������ �������	
 ���������	����� �
� 	
����	���� �� ���

��� �� �� 	����� 	� ���	�� �	�� �!�	���� ��
������ �� �
� ��	������� ������"

���� �� �
� ������ �������	
 	�� �
�� �	�� ���� ���� �� 	����#��	���� ��� �
�


���������	
 �	��� �
� ����
��� ����� �
��� �� �� ��

� ���
��� �
� 
���������	


��
� ����������  �� ��� ������
� ������� ��
��� 	 �����
	� ���� ��	���"

	 
� 	����#��	���� �	�  � ��	�
��  � �
������ Az = (c/iω0)∇⊥ ·A⊥� $�

��

 �	

 �
�� �
� %!�	��"�����
���	��� 	����#��	����&�  ��	��� �� ��
��� ��

∂z ∼ −iω0/c� �
�� 	����#��	���� �
��
�  � ��������� �� 	� �#	�� �	
��
	����
�� �
� 
���������	
 ������ �������	
 ��������� �� ����� ��	������� �������	


�����������  ��	��� �� 	� 
�	�� ���
�� ��
�� ���������� ���
 ����� �������

'�� �� �
� ������ ���������� �������� �� �
� ��
� ����	�	��� 	
�����
�� �
�

��
�� ��

  � ������ �� ��
�"���	��(� ���� 	 ���������� ��������� �� ����� �#���"

����� $
�
� �
�� 
	������ ���
����	
 ��	��� ��
�� 	����� �
��
 ���� �� �	��

�
� ��������� ������� �� �
� ����
	���� ���	�� ����	 
� ��� ����
�� �����"

�	������ $� �	� ������ � �
��� ��
�� 	�  ���� �����	���  � ��"�	

�� �����	


�
	����� �
� �����	
 �
	��� ������ ����� �	�  � �����	��� 	�	
����	

� �� �
�

�	�� �� 	 
���	�
� ��
	��(�� )	����	� 
	��� ��
��� �� �� �
��� �� �	
��
	��

�
� ���������� �� �
� ������ �������	
 �� �
� !�	��"�����
���	��� 	����#"

��	����� $�  	�� ��� �����	�� �� Ax ≈ A0 exp(−iω0z − (z/cτ)2 − (r⊥/σ)2)
	�� 	��
� Az = (c/iω0)∂xAx� �
� �����	
 �
	��� ������ ����� �� �
�� �����

��  � ρ���� = (4π)−1∂t(∇ · A) ≈ zxAx/(cπτ
2σ2)� �������	
 ����� 
���
��

���	 ������� �������� ��� ���
 ������ ���
��� 	���� �
	���� ��� 
� ���� �� ���

����	�� ��� �� �
��� �
 ��� 
�� �� ��� ������ ��������	 ���������������

���� ���	�
��� ��� ������ ��������	 �������������� ��� �� 
	��������

�
	��� ��� ���������	 ���������� ��		 �	����	
 �	��� ��� �
	�� ������ �� �����

������� ���� �� ��������	�� ����� � �������	
 ��
����� ������ 	�����	
 ��	������

������ ��������	 ��� ����� �� �� ����������� ���
��
�� �� ���

� ��	
 ��

�� �� ������������  � ��!� ���  "# ����������� �
	�� ��������	� �� ���

�����������	 ���� �� �� ��������
 �� ��!� ���� ��� ��� ���$
���
 ����� ��
���

�
 ��� z������������ ����� ��� �� ��������� �� ω�� = ω0 +
√
2/τ �

%��� &�' ����� ��� �
	��� ����� � ����� ����������� �������� �� ��� #(�

���
	����� ���� %����	
 ��� �������� ����� ������� �� ��� ���
 ����� �
�������

��� ������ �
	�� ���
��
��� )����� ��	� �� ��� ������* ������ ���
 ����	��

�� ��� �����������	 ��� ���  "# �������� "�����	
 ��� �������� ���� ���

�����������	 �
	�� 	����� ������ � �����+���� ���
�� �� ����
�	 ������ +�	��

�� ��� ������	������� ������ )	��� ��	� �� ��� ������*� ������ ���� � 	�����
����	

��� � ���������� ����������  ��� 
�������� ���������� ��� ����	
 ��

�
�������� �
 ��� 
�� �� ��� ������ ��������	� �� ���� �� ����	� )�* ��� )�*

&,



x/
λ

(a)

 

 

−5 0 5

−10

0

10

(b)

−5 0 5

−10

0

10

z/λ

x/
λ

(c)

−5 0 5

−10

0

10

z/λ

(d)

−5 0 5

−10

0

10
−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

������ ��	
 ���
����� �� ��� ��
������� ��
� 
�� ���� 
�� ����������
� ����

�� ���� ���
�� �������� ���� log10

(
(Ei/E0)

2
)
, i ∈ {x, z} 
���� 
 ����
�
 

���� ���� ct = 10λ� !�� ������ ���"� �� �
� 
�� ��� 
�� #
����
� �� ���
������ �������
�$ ��� ���� �� ��� 
�� ��� 
�� #
����
� �� ��� !%& ���
�������
��������� �� ��� ������ �������
��� &���� �
�
������ 
�� cτ = 0.3λ 
��
zRl = 4π2 λ� ��� ��� ������ �������
�$ 
 ��������� ��������' ω′

0 = ω0−
√
2/τ

"
� ���� �� �
(� 
������ ��� ��� ��������' ����� �
���� �' ��� 
�������
� �� 
���
�����

��



0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

z/λ

E
z

 

 

PIC: Ψ−representation
PIC: near−monochromatic A

z

analytical (both)

������ ��	
 ��� 
����������
 ��
�� ��
� �� ��� �� ��� ���� c(t−t0) = 4λ �����
������
�������� �������� �� ��� ���
���� ��
������ ���� ��� � � !�� ���� ���
������
������� "��

�! �� 
���� ���� 
���# ��� ���� ��� ����$�������������
�����%������� ���Az "��� �� ���& ���� 
���#� ��� ��'������� �� ��� ���
�����

��������������� ��� ��� ���

 �� (� ���� �� ��� �������� �� ���� (��� ���
����������� (� ��� ���)� "������ (
��& 
���#� ��
�� ���������� ���
 cτ =
0.5λ� σ = 2λ�

�� ��� ������

����� �����	�
��
����� 	��������� �����

��� ��%� ���� !� !��� �� ������� �������� ��� 
����������
 ��
� ���������
�� ��� ������
 �%�� �� � �����

� ��
������ ��
��� !���� �� �� �������
�� ��������
��� )����� �
������ ����
������� *+,� �-.� ��� ��
�� 
����� ���� !�� cτ =
0.5λ� ��� ��� ����
 ���� ���� σ = 2λ� /����� ��� ���)�������
 ��������
����������� �� � ����$������������� �����%������� Ax = i∇⊥ · A⊥/ω�
�� �� �� �������� � ����� ��
�� ��������� ���� ��� ��)�� �����)���� ��
�
����������� ��� ����� φ �� 01� "��+2# !�� ������ �� φ = 0 ��� ��� ������
��������
 �������������� ��� �� φ = π/2 ��� ��� ���)�������
 ���������������
�� ���� ��� ��
��� ��� �����

� �������(
�� ������

�� ��� 
����������
 ��
�
����
� ������ ��� (��� ���������������� ����� ��� ���� ���� �� 01� "��+2#�
!���� �� ��� ���������� ���� �� ��� ���� �� (��� ������

�� ���� ��	 !� ���! ��� 
����������
 ��
� �� ��� ��
�� ����� �� ��� 
��� ���
)�����
 ������� (������ ��� ��
�� ������
���� ����� ��� ���)�������
 ������$
�������� �
����� ��'�� ����������
� ���� ��� ���
�����
 ������������ !������
��� � � ����������� ��
�� ����� �
���� �������
�� ���� !�

 (� ������
 ����
!��� ��� ����
������ ��� �� (� �������� !��� ����� ���
�����
 �� ����$

�2



��������	 ��	��	�
����
 ����� 
�� ��	� �� �����
�� ���	�
���		� ��� �� ��


��	��������
��
	� �������
��� ��
���
 �� ����
 ��� ��	���	� ��	�� ��������
�

�
���
 ���� � ���������� ���	� ����	� �� ������	��

����		�
 �� ������
 ���� ���
���� �� 
�� �	
�������
 �������� �� ������

����� �����
���������� ������ �� ����  �!
  " �����
���������� �����

������� ���� #$� % �& '
 �� 
� ����� m = 4 ��� ����	����� ����  �( �����

� ��		��
��� �� ����� �� 
�� )" *#+21 ����� *� ������ 
�� ������
����

�� 
�� ����	
�
 �� ����� ��	��	�
�� 
�� ��	�� ��	�� �
 � �
��� ������ �����

���	�
���		� ��� ���� 
�� �	��
�������
�� ��	��� �� 
�� ,�- ���� ./,/ 
�

����� 
�� ��	�� ���� 
� � ���
 ��0� �� σ = 2λ ���� � ���
���� �� 10λ� �� 
��
��	�� ������� �
 
�� �������� 	���
��� 
� 
�� �������� ��
����
� ��� ���
���

����� 
�� ������
����
�� ���� �����
�� ��� ����	�
 �� ��� ����	��� 
��


��� ��������
�
��� ��� ���� ������
� 1� ��� �� ���� ���� �����  �!� �(
 �		


�� ����� �� 
� m = 4 ��	�	 ��� �����
�
�����

���������� �	 �
��
�� �

�� ���� ����	���� � ����	 �	���� ���� ���	�
���	 ��������
�
��� �� �	
������



������� 	���� ��	���� �
 �� ���	����	� ��� ����
���� ���� 
� 
�� ����	�����	�

������ ��� ����	 ���
 ��0�� ���� 
� � ����	���
�� "�� 
� �
� ��������		�

���������
 ���� ��� �
� ���� �������� �� � ���� ����� �� ������
��� �
 ��

����		� ���
�� ��� ��� �� ��������	 ����	�
�����

*�� ��� ��������
�
��� ������
� �� 
�� ���
�� ����

 
�� 	���� ��	��� ���

��������
�� ��� 
�� ������ ������	
�� ������ �� 
�� �$��
���

∇×Ψ ≡ A,

����� ��	��� 
�� ��������
�	 ����	�� �� ������
��� �� ������
�
 ��
��	 ���
�

������ ��	�
��� �� 
�� +����		 �$��
���� ��
 �� � ��	�
��� �� 
�� 
���� ���

��������	 ���� �$��
���� ��� 
�� ����
���	 ��� �� ��������	 ����	�
���� 
���

�����
 
��
 ���������	 2���
��	 �������3 ��� ������� �� ������ �� �����
����

*�� ������ ���
 �� 
�� ��� ��������
�
��� �� � ��4����
	� ������
� ��	��


��� �� 
�� 
���� ����������	 ���	�� ���� �$��
���� *��������
 �� �������

� ��	�
��� �� 
�� ����
 ��	�� �������	 ���������
��� ��� ����
���� �����
��

�������� ����� ��� ����
���� ������� ����	��� �����5

Ψmn(r, t) =

(
zRl

q

)1+m+n
2 �m

(√
∂t
2cqx

)
√
∂t

m��� 2

�n

(√
∂t
2cqy

)
√
∂t

n��� 2
ψ

(
t− z

c
− r2⊥

2cq

)
,

����� ψ �� 
�� ���	�
���	 �����	 ������������� 
� 
�� 
������	 ��	�� ����	�

�� 
�� ���
�� �� 
�� ����	 ���
�

*�� ��� ��������
�
��� ��� 
��
�� 
�������	� ��� ��� ���� ����� 
�

�� �� ��� �������� �������� �������� 
� ������
����	 ������
 ����������

����� �� 
�� $���������������
�� ���������
��� ��� ��	��� �� 
�� ����	��

���	� �������

 6



z/λ

x/
λ

−14 −12 −10 −8 −6

−5

0

5

z/λ

x/
λ

−4 −2 0 2 4

−5

0

5

z/λ

x/
λ

−14 −12 −10 −8 −6

−5

0

5

z/λ

x/
λ

−4 −2 0 2 4

−5

0

5

z/λ

x/
λ

−14 −12 −10 −8 −6

−5

0

5

z/λ

x/
λ

−4 −2 0 2 4

−5

0

5

z/λ

x/
λ

−14 −12 −10 −8 −6

−5

0

5

z/λ

x/
λ

−4 −2 0 2 4

−5

0

5

������ ��	
 �� ���
������������ ����������� 
���� �� �����m ∈ {1, 2, 3, 4}
�
��� ��
��� ��������� ���
 ��� �� �����
�� ����������� �� z = −10λ ������
��� ���
  ���� �
���!��� "#�� ���$��� ���$%� ��� ���%� ��� ���� ������� �!

� ��������������� �������
������� ���&��� '�� ���� ����
� ��� � ��� ������ ��

��� �������������� ������ ��� ����� ����
� ����� ��������� (���� ����
�����

���
 cτ = λ ��� σ = 2λ�
�)



������ ��	
 ��
������
 �� �����
���������� ���� ���21� ��� ��� ��� ���

�� ����� �
 � 
��� !" ����� #������ ��$��� 
�� #���� ��� ��� 
�� $� �� �#�
%

��� ������ 
�� $� �� ��� � � & ����� #������ �$
�� 
�� $� ��� '�� #��
� ��$�� 
�


�� 
����(���� �����
� )���  ��#����
 Ey� ��� #����� ��� ��� ��� ���* �

 ������� 
��� �
 y = 0 ��#
� �� �+���% ��� ���#��,� �  ������� 
��� �
 x = −10λ�
-���� � � ���#��,� ���$� �� *���� Ey = ±0.2 �� � �� #���#� 
�(� (��*�

�.



������� �

���������� 	
���� �
��

������������ �

���� 	������

��� �������	 ��
 ��

��������
 ������ �� �� ��� ������ �� �����
����� ��
��
���
�
 ���� �
 �� ��� ���
����� �� �� �
 ��

���� �� ������ ���� 
������ ���
�
�

��� ��������
 �� ��� ����
����� ���� ���	��

���� ������� 
�����
�����
��� 
�� �� ������� ��	�� ���
�
 �� ����
�����

���� �������� �
 ��� 	��������� �� ��	� ����� ��������
 �� ��� ����������
����������� �� 	�
 ����
 
��� ��
��
 �� �����
����
 
��	���� ����� ��� ����������
����
���� �� !� ���
 �������
� �
 ��
���� ������� �� ����������	� ��
��
�����
����
 ��� ��
 �"������� #��������� �� �������� ����
����� ���
�
 ��
��	��� ����	� ����� ���� �� ��� 
�� �� �������� ��
 ������
 �� ����
�����
��
����� 
��� �
 $%& ���������� 
������
���� ��'!� ��� ��������� ��
�
�����
��	 
�� ��
���
 ���� �����
� ����
����� ���
�
 �
 ��� 	��������� ��
��	� ����� ��������
 ())*+ �� 
���� ���
��� ���
�� 
������
�

,�� � �������� �����
������	 �� ���
 ����
����� ���
� 	��������� 
������
�� �
 ����

��� �� 
���� ����� 
��	�
 �� ��� ��
������
�� ����������� �����

-

������ �����	
��� .����� ��� ���� ��
�� ���
� ���
 ��� 
���� ���	�� 
���
����� ��� ����
��� �� ��� ���
� ������� ������
 �� ��� ����
 �� ���� �
���
��� ��� ���
�� ���� ��������� ������
 ��� �� ��� 
��� ����
�
 ��
��� ��
��� �� ��� ��
�� ������������� ���������� /�������	 ��
��� ������
� ����� �� ��� ��
�� 
�
��� ��� ��� ����� 
�������� �� ���
�������
�� ���
 ��� ����� ���� ��0����� 
������ ���
��� ���1��
� ���
�
�����

�
 ��� 
��� �����
���� ����� ��� ��� �������� �� 
�������� ��
����������
 
��� �
 2�����,3 ��4!�


�����
�� ������	
��� ��� 
����� 
��	� �
 ��� ��������
 	���������
��
���� 5� ������
 �����	 ��� ����������� �� ��� ���� ��
�� ���
� 
���
��� ���������� ���
�� ���
��� 	�������� 5� ��� ��
�� ���
� �������� �

�� ��� ����� �� 6�
� � ��
 ��� �����
�����
 �� ����
� ��� ������ ��
��� ���
 �����	 ���
 ������ ��� �� ��	������� ��� ��� ����������� ��7�


48



����� ������	 �
� ����� ������
���	���� ����� �	� �
� ������ ������
	��

���������	
 ����� �
� �������
	 
�� ���	 ������� ��
� �
� �������� �� ����
��
������ �
�
��
 ������ ��� �
 �
� ��������� ��
�� �������� 
� �
�
������� �������
	 �	� ��� �

���	� �
��� ��
�������� �� �� ���� �
��
 �

���� � ��
��� �

� �� ��� ��������
	 �	� �
����	� ��
���
���

�	 �����
	 �� � �� �����	� �
� �
�
�� 
� ������������ !!"� ������	� �
�#
��� ��� ��������� �	� ������� ��� �	���������� ������� ��
� �
� �
���� ���
������
��� �	������� $
� �	�������� ������� ��� ������	������ �� 	��������
��������
	�� %� �	� �
�� �
� �
�� �&���	� ������ 
� ��	��� ����� !!"
�� �
���	�� �� �
� �
�����
	 
� 
��
�� �
�������� ������
	 	�	
��	�
�� �	
��
	� 
� �
� ������� �	� ������� �	 � ��
��� ������	� �������� �
��� ��� ���

�	 ���
	�	� 
� '() # �	����� 
� *(�� �� �
� �
� �����
���� �	
�	 ������������
���
�	����

%
����� �����
	 �� �
����� 
	 �
� �������� �	���
��� �����
	 ��+ �����
���
 �
� �	� ��������� 
� �
� 
��
 
���
	��� �������� $
�� �	� ���������
�
	���	� �	�
�����
	 ��
�� �
� �
��
	 
� �
� ������� ������ 
	 �
� ����
#
���
	� ���������� $
����
��� �� ��
����� � ������ ����	
����� 
����	� �� �

���	 ������ �	���
� �	 �
� ������������ ��
������ �	�
�����

,�	����� �����
	 ��� ����� ���
 ������� !!" �	 � ��������� �� ��
������
!���� ��������
	 ����� 
	 �	 ���
���	� �	� �	������	� �
��� %��
 ���������
�����	�� �������� 
� ����� ������ �� ��� 
��	��� ��������
	 �� � �
�� 
�
������� �����	�� 
���	� %��
 � ���� �����	�� �
����	� ��
������ �� �

���
���	 �� �
������ �
 �
��� �
� 
���
	��� �

���	��� �	 �
�
 ����� �	� �����
������	� �	�������	��� �	��	������ �
�� ������ �
� �	��	���� 
� �
� ����� ������
�� �
�� �
�	 � �

���	� ������

$
� ����� ���� �
� !!" �� 
�����	�� ������ �������� 
�� ���	 ��
�	�
�
� ���
�� �
���� ����� 	
� �	� �	����� ������� ��	�����
	� 
� 
��
 �
���
������� �	 �
�� �
��� �� �
��� 
	 �
� �
�� �&���	�� 
��
�� ������������ �������
-��
�� �� �
�� 
	 �
 �
� ������ ������ �� �� �
��
 �
 
��� � ����� �

� ��
�
� 
���
�� 
� �
� �
����

�������

$
� ���� 
��������
	 
� 
��
 
���
	��� ��
� ������ �������� ��� ���
����
��
� �
� .
� ����
� /���	���� .��
���
�� 0��� �12 �	  3* � �� �
�� �����

��� 452 ������ ���� ���� �� 	�	
���
	� ����� ������
	 �	� �
� 
�������
�������
	 ��� 	
	#�

���	��� ������� �	�
 �
� �

�� 
���#����� �	 ��
	� 
�
�
� ������� � �
�
������� �����	���
	 �
� �
�� ���� 
��������
	 ��� ����	 �	
6��� 0�)2� $
� �������� ����	��� �� �
 � �
��� ���
�� �
��
 ��� �
�	�
�
 �� �
� ������ ���7��	�� �
�����
	��	� �
 �
� ������� ������
	 ��	�����
$
����
��� 	
	#��	��� �
�������� ������ ��
���
�� �
��� �� ���	����� �� �
�
�
���� 
� �
� 
���
	���� �	 �
� ���
	��� �	

�
��	�
�� ������� ����� ���
�

+*



��� ��������	
 ��������
 �� �	���� ����		������� ����� �� ���� ���
���

��������� �
 ��� ��������
 ������ ���� ��� 	���� 	�����

��� ���� ���� ����� �� ������ ��	��� �����
 ������� ���� ��� ��������
���� ������ ���� ��� ��� ���������� �������
 ��  !"# �
 $����%	��
 ��

&����� ' (� ����	������)�
 �	���������� 	���� ������� �� ���  !!*+�� ,��� ���
���	
 ������	� ��-
�������� ��	��-., ��	���� ��� ������
 �� ������	
 ���
������ '/0� /1(� 2������ �� ��� ���� ������� ��	�� 
�������� ��� �	����
������� �� ��� 
�����
�
 �
 ��� ��	�� ��
 ��� ��������� ��� �	���	
 ������

�����
 ��� �����	�� 
�������� �	��� ���� ��� ��3����
 ���
������	 '/"(�

4� ��� ��
-��������� ����� ���� 5��� ����������	 ������� ����� � ����	
��� ��������� ����
 �� � ���-	�������
 �� ����	
 ��	��������� ������� �����
-
��� � ������ ��� ��������� ������� ��� 	��������� �� � ������ ����6 �� ���
�	���� ���	� 
�����
 '/!789(� .�� ��������� ���	
 �����	
 �� 
�������
 �

� ����	� ��
�	� ��� ������	
 �����
 ��� :��	����������		
 ����		����� ���-
���; <=>&? '8*� 8 (� �������� ��� ��� ���� ������ 	����� ���� ���		 ��� ������
������ �� �����������	
 
���������� ��� ��	��������� �6��� �� 
���������� ��
��� ���-��	��������� �	���� ���-	�����������

4� ��� 5��� 
���
� �� ��� ��� ��		������� �����
 �� ������� ��� ��
�
������� ����������	 �
������� 4� ��� ����
� ���� ��� ��-	���� �
����� ���
��������� 
�� �� ��� �	���� ���-	�������
 ���� ���� �������� ���� ���	

�� �������
 ���� ��� �	
 �����
� .��� ��� ���������
 �� ��-��		�
 2����	
�	������� '8/( ���� ������� ��� �	���� ����		������ ������
 �� ��� ����������
	���� 5�	
� 	��
��� �� :�������� ��%� ��������; <�,@? '88(� �	��� ��� =>&
��
�	 ��� ����������		
 ��5��
 �
 2���� �� ��� '8#(� ��� ������
 �� ��	-
��	��� � ��������	 �������	 ����	��� <I ∝ ω−8/3? ��� ��� ��
�	 �
 ����� ��
��
������� ���	
���� .�� ��5��
 ������� �� ��� =>& ��
�	 ��%�� ��		
 ����
������� ��� ������� ����	�������� 	��
��� �� � ������ �������	 ����6 �� � ���-
�����
 ���	��� �� ωc ∝ γ3� ��������	� �� �
��������� ��
������� ��
 ��� A���
�����������	 �� γ2 	�%� ��� B���	�� ��������
 ������� �� � ��������	
 ������
������� �����
 ��� ���� ����� ����������� ���� 5��� ��	� �� ��������-
���	
 
���������� ��� ��	��������� ��������� ��
 ���5���
 ��� ��������
�������
 �� ��� ��5��
 =>& ��
�	� ��� =��� '80(�

4� 9* *� �� 
�� 2�C��� ��
 ��%��� '  ( 
��������
 ������� ���������
����
 �� ��� ��	��������� ���-	�������
� .��
 ����
 ���� ���� ��� �������
������������ �� ����������� �������	
 
���� ��
 ������ �	������ �������
��
 ���� �� ��� �������� 4� ���� �������� ������� ��� ���� ��� ����� ����
��

���
����� �� ��� =>& ��
�	 �� ��	�
 ��
 ��� ��������
 ������������ �������
��� �� ���� ���� �D����� ���� ���
����
 �
 ��� ��
�	� .�� ��
������ ��
���� 
�������
 �� �������� �
��������� �������� <�$@? ���� ��� �	������
:�����������;�

9!



��� �����	 �
 ���
�������� ���

�� �
�������

�� ������� �	� �	�
�� 

 ��� �� ���
��� �������� ���	 � 

��� 
� �	� 	��	��
������������ ������ a0 � 1�

�� ��������
� ������ �� ����� �� ����������� �	� �	�
������� 
�����
��
��� �
���� 

 �	� ���������
� ��� ����� 
��  ��� 	����� �	� �!����
�� �������
�
��� �� �� ������	�

����� �
 ������ �
�� �������
� ����� 

� �	� ������ ���
�	� �
��������
� 

 �	� ��������� 	���
�����

�� ��������
� ����"� �	� # $ �
��� �� ���������� �� ��� �
��� �
 ���
�	�� �	�� ��������� ����%��
�� �
��� ����� ����� �
�� ���������� ���	 �������
�
 �
�	 ��� 

������
� ��� �	� ������� �	�� ��� �� ������� 
�
� ���

&
��� �	��� �� �
������ � �������
� 

 �	� # $ �
������ �
�����
� �	��
��� ��������� �� #�
� '()* �� �
�+�����
� ���	 � ��
%�����%��	��� ,������%
��
� �����-� �� �	
�� �	�� �	�� �
�����
� ���������� � .�
����� ��/������

���������� ����
�0 ,1# $- ���	 ���������� ���� ����	 ��� ���
�
���� ������
� �������� �����
�� 
�
� �	� �
��� ��� ������
��� ���������

2��������� 

� �%�
������� 
���!�� ���������� �	� 

�����
� 

 	��	�� �����
��� ����
� ������
� ���
����	�� �� 
�
�� 

 �	� ���
��� �� 

��� 
�������� �

�	��� ����	�� ����� � �
���������� ��
��� 

 �	����� �	�� ���� ������� 	��	

��!����� �������
� �	�� �� �
� ��������� ���	�� �	� # $ �
���� �� �	��
����� �� ��� ������ �	� �������� �� ����������� �	� �
	����� ����	�
��
�
������
� ,342- 
�
� �	��� ����	�� % �� ��������� �� ��������
� ����(�

����� ������	
 ���	� �
 �	������

1	� 

������
� 

 �	� �	�
�� 

 ���
��� ��� �� �5������� 	����
�� 4��� �������� �� ���
������� �	� ����� 
�����
� �
����
� 

 �	� ��%

	
�
����
�� ���� �!����
�� 1	�� �
����
� ��
����� � ������� �������� �
���


 ��� �	�
��� 1	�� ,4��� ������"-� �� 	��� � ��
��� �

� �� �	� �
���� ����
�
 ������ ������� �������
� ����� �
�������� �	� ������ ��� �
��������
� 

 �	�
��������� 	���
����� �� 4��� �������� �� ����/� ���� ���	 ���
��� ��� ��
�	� ���%������������ �������

������� �����	�
 �� ��
 	
�����


��� ���
 
����	�


6�� �� ����� ���	 �	� ��������� ���� �!����
� 

� �	� ������
�������� �
%
�������� 4���� �	� ����� ��������� 

 �	� �	������ ���	����� ��� ���� ��
�������

� �� � 
�� �������
��� ���� ��
������ �� ��� A ������ 
� 
���

�� ������� �

������� x ��� �	� ���� t� 7� �	�� �� �
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c2
∂2
tA(t, x)− ∂2

xA(t, x) =
4π

c
j⊥(t, x). ,���-
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�� �������� ����� ���� ��� �������� ��

A(t, x) = 4π

¨
j⊥(t′, x′)G(t, x, t′, x′) dt′dx′. 	
��


 � ��� ������ �� G! ��� ���������� ��������� �� A ��� �� �����������

�� ������ ��� ����� �������� G �� ����� �� ����� ��� 	
��
 ��� ������������

���"� ��� �������� ��������� |A(t, x)| → 0 ��� x → +∞! ���� ����� �� ��
����� ������ ���� ��� ����� ��� ��� ��������� ������ ���� ��� ���� �� �����

��#������ �� ������$

G(t, x, t′, x′) =
1

2

[
θ

(
t− t′ − |x− x′|

c

)
− θ

(
t− t′ − x− x′

c

)]
, 	
�



����� θ ������� ��� %�������� ���� ���������
&� ������ ���������� �� �������� ���'��� ���� ��� ���������� �������� "���

E⊥ = −c−1∂tA ������� �� ��� ������ ��������� ����� (��� ��� 	
��
 �������$

E⊥(t, x) =
2π

c

ˆ ∞

x

[
j⊥

(
t− x− x′

c
, x′

)
− j⊥

(
t+

x− x′

c
, x′

)]
dx′. 	
�)


*�� �� ��"�� xv ≡ sup {x : j(t, x′) = 0, ∀t, ∀x′ < x}$ ��� �������� �����
����� �� ������� �� ��� ������ ������ ��� �����+������ ����������� ��������

&� ��� �� ���� ���� ��� ��� x < xv �� ��� ���� �� ��� ������! ��� "��� ���� ��

��� 	
�)
 ���������� ��� �������� ���������! ����� ��� ������ ���� ����������

��� ��#����� ���� (� ��� ����� �� ��� ������ ���� ����� ������! �� ��� ������

�� ��� ����� �������� ����������

,�� �� ��� ���������� �� ���+��������������! ��� ��������� ���� ���

������ ����� ����������� �� �������! ��� ��� �������� ��� �������� "����

Ei ��� Er ��� ���� �������� �� ���� ��� �������� t± x/c� �� ��� ���������
���� ��� �������� x ��� ��������

Ei(t) ≡ 2π

c

ˆ +∞

−∞
j⊥

(
t+

x′

c
, x′

)
dx′ 	
�-


Er(t) ≡ −2π

c

ˆ +∞

−∞
j⊥

(
t− x′

c
, x′

)
dx′, 	
�.


�� ���� E⊥(t, x) = Ei(t− x/c) +Er(t+ x/c) ��� x < xv�
���� 	
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 ��� 	
�.
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j = −e (nv − n0v0) , ��
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� γ ≡ √

1 + (p/mec)2
 3�� �� ��� �����
������ �� ���
��������	 ��������4�5� ��� �
�����
�� ��������� ��� ��
���	� �� ���������
�� A �� ��� �
������ *3 ������
�0

p⊥ = p0 + eA. ��
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 ��� 	��7
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 ��� �	���
������� ��������	 ��� �� ���
�� ����
�����0

dpx
dt

= e
(
∂xΦ− v⊥

c
·A

)
, ��
9!

∂tn = −∂x (nvx) , ��
*:!

∂2
xΦ = 4πe (n− n0) , ��
**!

���
��� d/dt = ∂t + vx∂x ������� ��� ����	��� ���� ��
�������
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γ
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�� ����
��� γ����
��� *�

���� 
�� ������$ ����
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A(t, x) =

{
Ai(t− x) +Ar(t+ x) (x < x����(t))
As(t+ iκx) (x > x����(t))
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ȧi +
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��� 
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� ����
��� ���� |ẋ���(t)| < c �� �## �
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�
��%
��� ����� ���� ��� ��/����� ,�#� Er 
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������ ��	
 ��
������ �� ���� ���� ��
 ���� ��
 �������� ���� ��
 �
�� 
�����
��� ��� ������������ ��� ��
 ��� ���������
 �� � ����� ����� � � ���	!�
�� "���
� #��������� ���������� ���
 ������ ����
����� ������ 
�����$
Ne = 250Nc� ����� �
��
 ���%��� ��� ��
 �
� ���������
 �� � ����� �����
� � ���	!� �� ��"����$ "������

 ������ 
�����$ ���� ∝ exp(x/(0.33λ)) ��
�� � ��&���� 
�����$ �� Ne = 95Nc ���� ������� ���� �� ����
���� �� 63◦

����� ��'������(�
�� )���� %��
 �������
� �� a0 = 60 �� ���� ������ *� ���
������� ��� ��+����
 %��
 �� ����������
 �$ � ���� ����� *� ��� ��
 ���� ���
����� ���� ���������� ��� %��
 �� ��� ����
��� ����� ��
 ��� ����, 
����

����� ���, ��� ��&���� %��
 �� ��� *� ��� ��
 �
�� ��� 
����
 ����, ����
���������� �� 8/3 ����� ���� ��� ��
 
����
 ���� ���������
� �� ��� -���'
������. /#� �������� ��"�� �$ � �� ����0� ��
 ����1�� ���� ωrs = 800ω0

��
 ωrf = 225ω0�

�2
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�	� ��� ����
�� ��������� �� Er(t) ���� ��� �������

���
�� 
��� ������� ��� �����
�
 �
���

Er(ω) = −
ˆ

Ei

(
t− x���

c

)
eiω(t+x/c)

(
1 +

ẋ���
c

)
dt. ������

 �� 
����
�� !���� "�!�� 
� 
����
��
 �� �� ��#�!�"� �""��$
���
��

Ei(t) = g(t) [exp (iω0t) + exp (−iω0t)] /2� ����� g(t) �� � �	
�	� �����
� ��
��
��

� �� ������ ��

Er(ω) = E+ + E−

E± = −
ˆ

g
(
t− x���

c

)
exp

[
i
(
ω
(
t+

x���
c

)
± ω0

(
t− x���

c

))]
×

(
1 +

ẋ���
c

)
dt. ������

�
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� ���� 
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���� !�� �
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�

��
� "'( ����� ����
� γ��� =
(
1− ẋ2

���
/c2

)−1/2
�
������� �

����� ���%� �� ����� �
���
��� ����� �� ��� ����

 ��� �� �	�
 ��		
���� γ������� )*+,�

�� !�� �������� ����
�� 

 ��� �����  �����
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� ��� "'( �
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���� 
���
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� ����� �
�
��� -
 '��� )*+, �� ��� ��������� ����
��� ���������� 
� ��� "'( ����	�����

 �� ��.���
� ��
� /��
 �� ��� γ�
���%�� 0���� ����� ��� �����
� 	� �
������ �
� �� �� �
������
� �
 ����
���� ��.���
�� ���� ��%�� 1�� �� �

����� ��� �
�� ��
���	 ����� �

����� ẍ��� ��� � /��
 
� 
���� 2n − 1 �� ��� γ����%�� ���
�
� ����
dkx���/dt

k = 0 �
� �		 2 ≤ k ≤ 2n� �� ��		 �� ��2��
�	� ����� �
 n ��
��� ��	�� �
 ��� γ�������

"���� ��� ��	��	���

� �
 ����
��� "�#� ��� �������� ��
 

�  � ������
 ��&

In(ω) ∝ ω− 4n+4
2n+1

⎡
⎣ ∑
σ∈{−1,1}

σ �"�n

(
ωγ−2 − σ4ω0

2 (αω)1/(2n+1)

)⎤
⎦2

, ������

�3



n = 1, 2, 10 γ
I0 = I(ω0) α = 1, γ = 8

γ γ (t) n

n(x) ≡ (2π)−1
´∞
−∞ exp

[
i
(
xt+ t2n+1/(2n+ 1)

)]
dt

n γ
n = 1 n > 1

n = 1

I(ω) ∝ 1

ω8/3

[ ((
ω

ωr

)2/3
)]2

,

(x) ωr/ω0 ∼ γ3

ωr

ω � ωr O(1) 8/3
ω � ωr

ωr γ3

4γ2
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������ ��� ���� n > 1 ��� ��� ���� ������������
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��� ���
������
n� "� ��������� ��� ���# �
�
 ��
  �
� ����� ��$	���� ��
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������ n
�� ��
 �
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���� ��
 ��� �&�����  
��	����� �� ����������
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'� ����	�� �� ��� ���������
! �������	
 �� ��� ����
���(�� )�
! �	�������
�)�n(x) ��  ������� x ��� ��
 n > 1� ��� � ���
� ����*� ��
����! *��#
	����� �� �
�%	������ ω > ωr� ��* �
� +��� ,�'� ���� *����  ������!
�- ���� � ���
�� *��	������� ����
��� �� �	*�
���� ��� 
��� �- �
�#
*���� ����
�� ��� ���� .��� /0�1�

,� ��� 
���#�� �
�%	���!� 
���� ������ �� γ3 �� ��� ��� ����� �  
������
� γ2 ������� �� ��� ��*�� n → ∞� 
�*�������� �� ��� 2�  ��
 �����
�
�* � *�

�
 *����� 
��� �������� �������!� ���� ���*� 
����������
����� ��
 �����
 �
��
 γ#� ����� ��� ������
����� �� ��
! �*��� �� ���
�������	
���� �� ��� ��������
!  ����  ����� ���
���
�� ��� ��$	����
�� ��� � ���
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����� 
��� n�

�� �	* 	 ���� �	��������� 
� ���� 
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�� ���  � 	��
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����������� *�

�
4 �.56� *���� ��
 ��� 
����������� ����
����� �� ��
*�����
�� ���
�����  ���*� �	
������ ����� �� 7%� �,��'�� �� ���� ��	��� ���� ��
�� �  ������� ��
 ��
*�� ��������� ��� ��� #���� �����
��  ���*� ��	���
����
����	�� �� ��� ��* �����! # �� 
��	��� ��� 
���� ��* ��- ����
������  �!����
�� ��� ��* �� �	������ x���(t) # ��� *���� ��� � 	� �� ���� ������� ���� ���
����� *�������* ���� ����� �� ��� ����
����� �� ���� ��
*������ +	
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�
���� ����!������! ����	����� ���  ������� � ���
� �� ��� 
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���� ��
��
 �� ��,������ �����  ��������� ���


������ 

� 
��������� �� 	��
����	 �� j(t, x) = j̄(t)δ(x− x����(t))�

$�������� ��� 
������ ���,�� ���� ()�� ���*� 
�	 ���-�� �� ���
��&

Ei(t) = −2π
j̄(t− x����(t)/c)

c+ ẋ����(t− x����(t)/c)
���+*�

Er(t) = 2π
j̄(t+ x����(t)/c)

c− ẋ����(t+ x����(t)/c)
. ���+-�

.��� ��� 
��������� �� ���
� ��'�
���� �� �/������	 �� ����� ()� ���0��

1� ������
�� j̄ 
�	 
����� 
� ��� ����	
�� 
��	�����&

Er

(
t+

x����(t)

c

)
+

1− ẋ����/c

1 + ẋ����/c
Ei

(
t− x����(t)

c

)
= 0. ���+2�

3���
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��� �� Ei� ���
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E± = −
ˆ

g
(
t− x����

c

)
exp

[
i
(
ω
(
t+

x����
c

)
± ω0

(
t− x����

c

))]
×

(
1− ẋ����

c

)
dt. ������

��	
��
 ���� �� ��� ������� ��
 ���
�
��
 ��
� �� ��
 ���� ������� ��
�
��
�� ��� ������ �� �� 1 − ẋ���/c� �
 ���
 1 + ẋ����/c �
�
� ���� ���
�
��

�� �� ����� ����
 �� ��
 ���������! 
���
 
������ ��
�
 ẋ����/��� ≈ −c� ��

�
�	 �� ��� ������ "
��	
� �
�! �	���� ��
�
�� ��
 �
�	 �� ��� ������ 
�
�
��� � 	�#�	 	�

$%���� �
 ��� ����!������! ���� ���
 ��
 ����
�
�����% �

��� 	� ��
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Ẽ���(ω) =
2π

c
f̃(ω)

ˆ +∞

−∞
j(t) exp

[
−iω

(
t+

xel(t)

c

)]
dt, /���$0

������� f̃(ω) ������� ��� 5������ ��������	 �� ��� ����� ���
�����
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� ���
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*� ���� ��	 �
� �+� ������� �� �
� ����
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���� ��� ��������� ��"������ �
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� 8/3(��)�� ��) ���" �
� %&'(
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����# �
� �+� ������� ��� "��
 -������ ����# ������ �
� �..�
 
��"����
)� )�� "��� �
�� �)� ������ �� "��������� /��� �
��# �� �� �
� ���� ��

��
�� ����� γ(���$�� �� �
� 012 "����# ���� "�,�"� ��� ����� �� �
�
�������" ����	!� �
�� "��
� ���3��� �� �,��������� ��� "���������� �
��
��� ������������ �����3�� �� 
��"����� �������# ��"���� 0��� 4	�# 	 5�

�� ��"���� �
� ������������ �������� �������" )��
 �
� '*� ������# �
�
����� ��6� �� �
� �������� ����
 "��� �� ��$�� ���� �������� 7� ����"� �
&������� ������� ������ )
��
 ����� �� ��

|f̃(ω)|2 = exp

[
−

(
ω

ωrf

)2
]
. ����8!

�
�� �
� �������� ���(�9 �� �����"���� ���
�� �� ωrs# ������������� ��
�
� ������3����� γ(������ �� �
� ���������# �� �� ωrf ������������� �� �
� ����

)���
� : ���$ �� �
� "����� �� �
� �������� ��������
 �� �
� '*� ��"�������
����� ��8! ����� �� �
�� �
��� �� �� �
���� �� ���� �� �
� �����3���� 3�������
�� �
� ���������� �
��� �����# ������������ )� ��� ��� ����	!� 7� �
����
ωrf = 225ω0 ��� ωrs = 800ω0 �� �� �
� '*� �������"# ������������� �� �
&������� �������� ����
 f(x) = exp

[−(x/δ)2
]
)��
 � )���
 �� δ = 10−3λ

��� �� ������ �� γ ∼ 10� �
�� "���
�� )��� )��
 �
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 δ���� = 0.0015λ 4��� ���� �����!5 ��� �
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a0 = 60! ����� �� �"���� γ �� �� �
����� ��� �� ��� ��
� ����� �� 
��������
�� a0� #� ���� ���� ωrf < ωrs! �� ��� �����$ �� ��
������ �� ���  ����
����� ������ %����! ���� ������ ��� �� ��� ��
� ����� �� 
��������! ��
���� ��� ������ ��
��� ���
 ��� %������������������� ������ �� ���������
��� �������� ����������� �� ��� ����� �� ��� �����$� &�� 
���������� ����
������ �� ���� ��' ��� ���(������� ������ ωrs ��� ����� ������ �� ���� ��
��� �������! ������� �� �� ���������� �� ��� )������������� *(� +���	,� &��
���������� ����������� �������
 ������ �"��������� ���� ��� �#- ������! ��
��� ������ 
�� ������ �� ���� ��.+�,�

������� ��� �	
�	��
� ��
�������

/� �� ��� �� ���� ��.+�,! ��� -%* ��������� �� �
����� �� ��� ���
 �� � ������
���������� ����� ����� �
������� �� ����� ������ ������ ���� ���� �� ���
�������� ������ &��� ����� ��� � �012 �������� �� 0.003 ����� �������! ����
9 �� ��� � ����� ���������� �� 800 �
� &��� �� ���� ��$����� ���
 �
������ ��
��� 342 ���
�����! ����� ���� �� ������� ��$������� +��� ���� %��� ���, ��
��������  ������� 56'7 ������ ���� ��8� �� ��� ����� �� ���������� �������

0��� �� ����� � ��������  ���� �� � ���(����� ����� (ωlow, ωhigh) �� �
��������� ���
���� �������
 ���� �� �"������ q! �� ���� I(ω) = I0(ω0/ω)

q

! ��� ������ �9������ �� ��� ��������� ���������� ����� ���������� ������� ��

η���� =

ˆ ωhigh

ωlow

I(ω) dω

=
I0ω0

q − 1

[(
ω0

ω���

)q−1

−
(

ω0

ω����

)q−1
]

+���:,

'.
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q = 8/3
 ��� �	������� � ! �����	��� ���� ��� �������� q = 4/3 ���
�"���	�# �� ����� �� η	
����� = 1
 ���� ���	� ���� ������ ��� ����� �	��
#
�� ��� ���
�	�� ������� �#��� �� ��	��	������ �	 ��� ��������	� �����
 $���
���� �%�������	 �� ���# ����� �	 ��� �&� ���������	� ����	' �� ����	�� ��
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 �� ��

 �
*���+��� �	� �� ���	 ���� �	 ��� ��	
��������	��	
 �� ��

 �
*���+�%�


��� ,-. �����	��� ��	 %� ��	������� �� � ������%����	 �	 ��� ��/�����
��
	�� �� ���� �� ��� ����� �	��
# �����	� �	 ��� ��	����	���
 -	 ���
��	����#0 ��� � ! �����	��� ��	���� ���� �� ��� ����� ����� �	��
#
 ����
�� 	����# ���	 �	 ��� �������� �	��	���# �� ��� ��/����� ��	����	��� ��� ���
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 �
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��
�%��0
��� �	��
# ������ �� ��� ��	����	��� ���4��	�# ��	 %� �5����	�� �����# %#
��� �	��
# ���	���� �� ��
� �����	���
 6� ��	 ���
��# �������� ���� �7���
%# IBGP

0 /ICSE
0 ≈ ´∞1 ω−8/3 dω/

´∞
1 ω−4/3 dω = 5
 ���� ����� �� 4���� �����

�� ��� �	� ���� ��� �&� ���������	�8 I
(�
�� ��)
0 /I

(�
�� ��)
0 = 3.7


�������0 �� ��	 �������� ��������� �� ��� � ! ��������	� ����� �	�+
�#������# ���� ��� ��������
  �	�� ��� �����	�� ������ ��� ���9��0 ��� �	
��%�����# ����� ��� �������� I(ω) ∝ ω−q �	� � �������� ����� (ωlow, ωhigh)
�� �	��
���� ��� ��������� �������� �	� �%���	8
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2
√

I|ω=ω1
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) q
2
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−
(
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ω�
��

) q
2
−1

]
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�������� q = 8/3
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 !��	 ������� �	#
�������� ������	
 ��� ��������	 ��9�� �	 ��� ����� �� �	 ��������	� �����
 3�
� ���� �� ����% ������� ��� ��� ��������	� ���9 ���� �� ��� �	������� � !
��������	 �� ��	 �����8
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)
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−1� ,� �� ��������������� �� �)����� ����
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� ���� ��� +���� �����
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���
���� ��
�����
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�� ��� �
#���� �� ��� ��������
� ����� �������
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 ��� 
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�� �� η� �� ��� ����� �*���
�� �� ���
��������
� ����� ��
������
 �����
� η���� � 1� ������� 1+� 2���	4� ,
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|f̃(ω)| ≡ 1
m = 64

Δω = 0.1ω0

∑
k

Ek exp(−iωtk) = 1 + 2
m∑
k=1
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2πkω

ω0

)
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(
i
2πk2ωβ

mω0

)
.

Δ

β c
Ω

Ω ≈ ω0

4β
.

Ek tk g(t)

tk ≈ πk/ω0 + α g(πk/ω0)

Ek ≈ (−1)k g(πk/ω0).
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 ���� I����(r, ω) ≈ I0(r) (ω/ω0)
−p �
� ω � ω0�

����� ��� ���
���� p ������
 
� ��� ����� ��� 	������
	� ���� p = 8/3
�� ��� ��� ��
� �
�� 
����
� �� �!��"� #� �� ������� ��� �����
��� ����������


� ��

����
�� I0(r) �
 ��
�
���
��� �
 ��� �����
��� 
� ��� ���
	��� ���	�

��� ������
�� ���

����

$�� �
 �� %�
� ������ ��� ������&�� ��
� ���� ��� ���
� 
� ��� ���������

���	
���
 �
�
 ��� ������ 
� r� '���� ��� ���(����� ω �
 
� �
��
� ����

��)����� �
� ��
����� ���	
��� 
����
 ��� ��� �
��� 
�
� 
�&� σ �
 ��� 
�	� �
�

��� 
� ���	� �� ��
��� %�� ���� ��� ���	 ���������� θ = θ0ω0/ω �
 �����
���
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�
���
��� �
 ��� ���	
��� 
����� *�� ���� 
����
 ��� �	����� ���
 � 	���
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�� �������� ��� �����
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������	 
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 ������
��� �� ��������� ��� �����
������������� ���(�����

����
) �� 
�� �
��	���� 

 �� 
���� ����.

I����(r, ω) = I0(r)

(
ω

ω0

)−p

θ ([a(r)]q ωc − ω) . ���/0"

����� ��� ����
) ���(����� �
 �

�	�� �
 ���� � �
��� ��� ���������� 
�

��� ����
� �
������� �	������� a(r) �� � ����� �
��� 
� ��� 
�������

*�� ������� 
������� �
��� �
� 
�� �
	������
�
 
� ��� ����%��� �
 ���

1�����
) �
�	���.

ψ(�r′) =
1

4π

˛
�dA · (G(�r, �r′)∇ψ(�r′)− ψ(�r)∇G(�r, �r′)

)
, ���/2"

���� G(�r, �r′) = exp(iω|�r − �r′|)/|�r − �r′|� '�������&�� �
 ��� ��
	���� 
� �

���	 �
��
�� 
��
 � ������ 
������� �

�	��� ����������� 
�		���� ���

�
��� F− = 0.5(Ey −Bz) ���
 ���
	�


F−(x, t)|r=0 =
1

x

ˆ Rmx

0
r dr ∂tF−

(
x = 0, r, t−

√
x2 + r2

c

)
, ���34"

����� |x| � Rmx ∼ σ �
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���� �����	
� �� 
�

I(x, ω) = I0

(
ω
ω0

)−p+2

(
x

xRl

)2
+

(
ω
ω0

)2

(
1− 1

a0
q

√
ω

ωc

)2

≈
x, a0→∞

I0x
2
Rl

x2

(
ω

ω0

)
−p+2, ������

���	��� xRl = πσ2/λ �� ��� �������� ������ �� ��� �
����������

��� ������ ����� ���������� ���  ��

� �	��������� ��!
����� ��� ��	���"

��� �����	
� ��"����� #
�� 
� ���$��� ��� 	���� ����� �� ����� �� �	��� �� ���

��	������"����	����� �
	����% �� ��� ��� � �����	
� �������� ��� ����	�

�����	 ���� ��� �����	
� �	������� 
� �& ����	�% ���� �
���� ��� '() ����"

���� p = 8/3� I ∝ ω−2/3� )���������% ��� 	����� ��	 ���� �� ��� �
�� ��	����	

����������� �� ��� �����	 ��	����� �	��	��

*�����	 ����	������ ������ �� ���� ��� ���	� �����	�� �
�"�+ �� ��� ���	"

���� ������ � ���� 	���"�+ �� ��� ��	"����� )	� ���� ��� ��	 ���� �����	
�

��� 
� ����
	�� ���
	�����% �����
����� �� ��� ��������� q ��� ωc% �����

����	���� ��� ����	�� ��������� ���������� �� ��� ��	������ �
�"�+ ���� ���

���,-�� �� ��� ���	"���� �	� �����
�� �� �	��������

.��� �	% ��� �
� � ����
������ �	��
��� ���� ���	� �� �� ����� ������"

���� �� ��� �������� �	�� ��� ������� ���� r �� ��� ���	 ����� /� ������� ��0�0%

�� �� � ���� ���� ��� ���������� ����� φ ������� �� ��� S"��	�����	 �� ���

����	������� 1��	���	�% �� �	��
�� ��� �+��� ��������� �
� �% �� �� �������	�

�� $��� ��� ����� S"��	�����	 �������� ����� ��� �
	����� /� ������� �����% ��

����
�� ������� �� ����� � ����% ��������� )/2 ���
������ �� �

���������

�
	 �	�������

3�� ��� 
� �������� ��� ������
����� �� ���  �	������ �� ��� ����� S"
��	�����	 ����� ��� �
	���� �� ��� ���� �� � (�
����� ����	 �
���% ��	�������

�������� �� � �
	���� ���� ����� ������� �	������ 
� �� � �������� ��������

&
� �� ��� �
	 �� ����� �
	����% �� ������ ��� ��	������ �
��� �� ����"���
��

*������� ��� ���,4�% �� ��� ����
���� ��� �
	 ��
	� �� ��� ����	���� �����

�
	���� ��� ������
�����% ��� ����"���
���� �������� xsf 5

xsf =
S0

2.7
xRl. ����0�

&
� �� ���� ����"���
����% ��� �� �	����� ����� �� ��� ���� ��
�� ��	���"

��� �� ��� ������ �	���	������ �� ��� ��	����� �� ������� �����	�� ��
�"

���� ���,4� ������ 
� �� ��	� � �� ���	������ ��	 ��� �� �	����� �����5

θλ = θ0

√(
λ

λ0

)2

+

(
2.7

S0

)2

, ������

����� �������	
�� �
�	��� 	��	������ ��� ������� ����	� ���	� ���� ������	�� S0 
� ���

�����	�� S���������� S�� = S0/ cos
2 θ�
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������� ��� �	 ��!����� 	� ��� ����	���� �������� ��� ����� �� �

������� �	���� ����� �� �	 ���������� ����
� ��������� "����������

� ����

�	�����	� ��� �� �#������� ��

F−(y, z, t) = F−[F+|y′=y, z′=z, t′≤t] $��%&'

����� F− ������ �	� ��� ��!�����  �
� ��� F+ �	� ���  �
� 	� ��� ���	���


�������	��

(	�� ���� ���� ��������	� �
�	 �

	�� �� �	 ����	�� �� ������� 	� ��

)�* ����
���	��� ���� �� �� ��� ���������� �� ��� ���� �
� 	� � ���
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 ,-� $��%/' �	 	����� ��� ���� �
�� ��

����
���	�� ��� �	�������	��

� ���� ������� ��� �	 ���� ��� �� ����	����

���� � ��
��� ���	
���	� �� ��� ���� ��	��� 	� ���� 	� ��� ���� �	�������

0�� �� �	� ����1 �� ����� ��������� ��
�	� ��� �	�����	� $��%&' �� ����

�� ��� ��� ��!�����  �
� �� 	� �	���� 
�������� �� �
���� �
����	��� ���

�
����	�� ��� ������ �� ��� �
����	��
�����  �
� 	� ��� 
���� ��
��� �� ���

�
������
��������� ����� ��� ��.� 	� ��� �
����	� 	����� �� 	� ��� 	���� 	� λ�
��� ���
� 
��
��� 	� ����� ��� �������	� ��������� �� ��� ������� ����
�� ��

�����
 �������	� �� ��� ���� ����� σ� ������	��� �� σ ∼ λ� ��� �
����	�� ��
��
������� ������� ��
�	�� 	� �������� ������������ �����
����
 ��� ��
����� 	�

,-� $��%&'� �� σ � λ� ��� �
����	�� ��� �	� ��
� �	 �����
 ���� �������� ���

	�� �#����� ���� $��%&' �� ��
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2� �	� �	����� ����
�� 	� �� ��� �� )�* ����
���	�� �	 ������ �����

�� ����
���	�� ���� ����	���� ����
 ��� ��	� ��.�� σ = 5, 2, 1, 0.5λ� �


���� ��� �������	�
��� 
���� ���
����� a0 = 30 ��� ��� �
���� �������

ne = 90nc� ����� nc = ω2
0m/4πe2 �� ��� �������
 �������� ��� 
���� ��
��

�� 
�����
� �	
���.�� �� y��������	�� ��� ��!�����  �
� �� ��� ���������	��


)�* ����
���	�� ��� �
���� ���	���� �� � �������� 	� 1λ �	 ��� 	��
���

�

��������
�� �
���� �������� ����  �
� �� ������
� �	������ �	 ��� ����
� 	�

�� )�* ����
���	�� ���� ��� ���� ���������� $δ1D,3D'� +������ �	� ���

�	�� ��
��
� �	����� ��
��� ���  �
� ���	����
 �������� �� �� ��� 	���� 	� ���

����������
 3��
��
� 
��
�� �	 ���� � ������ �	������	� ���� �� )�* ��

�	���
���� ������� 	� ����� �� ��� �� �	������ �	 ��� ���  �
� ��
��
���� ����

�-����	� $��%/' ��	� �� ����
��� 4	� σ = 1λ� ��� �������� �� �
����� �		 ��
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 ��������
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��� ��������� 
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�� ������� �������

σ/λ δ1D,3D δfar1D,3D δy,z
��� ����� ���� ����!

��� ����� ����" ����!

��� # ����! �����

��� ���"! ���"� ���$�
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 ��
 
�� ����� 
� ��� ������% �� 
�� ����� �� �������

�����
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'� ���� ����������� '��� ���������� ��� ������
� ��� (��� �x →
∞� �������
�� �� )*� ������ ���� �
 ��� �
 +,- ��
� �� �������� �δfar1D,3D��

���� ��
��� ����(�� 
�� �������� �� ��� *����#�
 �������
���� �� 
�� ���#(���

�����
���

��� 
���� ���������� �δy,z� �������� 
�� ������ �����
�� �� 
�� ��.��
��

������ ,� 
�� �
 �����
��% �
 ��� �� ��������� �� ���/�� ������� �� 
�� ������

������0�
��� �� 
�� �������� ����� �����% ��
 �
 ��������� �����
 �� ���/��

�� ���� �� ����$� ������ ���� 
��� �����
�� ����/ �������� ���
��� �������


���
����� ��� ��������� ����$�� ��� (���� �������� ��� F−(x = 1λ, y =
σ
√
ln 2, z = 0, t) ��� F−(x = 1λ, y = 0, z = σ

√
ln 2, t)% ��
� ��
����� ����
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��� �����
� �� ��� 
���� ����������� ��� ������
�� �� ���� ���� ��� ����
���

�����
���� ��� �������� �����

δ1,2 =

´
dt |f1(t)− f2(t)|2´
dt |f1(t)|2 + |f2(t)|2 ������

���� ������� �� � �� f1��� f2 ��� ����
���� ����
���� ��� � �� 
��� ���

������
��� ���������
���
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��� ����� ���
�

���� �� σ = 5λ� ����% ������ ����� �� )*� ����$� ��� �� ���� ��� 
�� ���
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������ ��	
� �
������ ����� ��� �������� �x = ∞� ��� �������� ��
�� �� �����

������ ���������� �� � � ��������� �� � � ������������ �a0 = 20�

!"#" #$% ���� �&

� '�
� �� ���(������� )�� � �* ����������� ��������
��������� 
��
������ (���� �� +,� ���-.� �� �(���� � � �������� �� � � �
�����
�/�� ���� ��� ������ �� 
* ������������ 0 � ����������� )��� ���� )�� 
112 �� � 
����� ������� �� ����� (�� �� ��(������� ����3 )� ��� ����� �� ���
� �� ��� ������� ��� ������ (� ��������
����� �� ���� 112 �� � ���4�� �������
�� �������� ��������� 0 �� �� ������� �� ������ �� � � �/������ 
����(�������
�
���� �
 (� �� ����� �������� �� � �  �������� ����������

5� ����� )�� � ���������� �� � 2������� ����� 
����� ��4�� (� a(x, r, t) =
a06�

[
exp

(
i ω0(x/c− t)− (t/τ)2 − (r/σ)2

)]
� �������� �������� ���� � ����

���� )�� � ����
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Reflected field at the surface
Super−Gauss (power 8), coherently focused to x = 100 λ
Self−focused Gauss at x = 100 λ
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� ��	 -���	
�� �	���� ���

g = 1 �
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1
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� ����� �� 
� ��
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���  ��"!� #���� ���������� vph/c = 1.1 (1.01) ���������� �� ��� 
�$�
�


vph ��� TM01 ����� ���
� %��� σ/λ = 1.1 (3.2)�

��� �����	
�� 
���	�� ����� ���� ����	��	
 ���

�����	���

&� ��� �������� ������� %� ���� ��
���������' ���� �������� ����� �����������

�������� ������� ���
 �� �� ������� ������ ��� ����� ��������� ������������

��� �()� (�� ����������� 
���
�
 �������
��� �� *��� � ����� �������� ��+

���������� �
�������� �� A⊥ � 1 �� ����' �� ���� �� ������������ ��� ������+

������ ����' ���� Ax > 1� (��� �� ��
������ ���� ��%����� �� ��������� ��

���������� ����� ������������� ,�%����' �� ��� ���� ��
��� ����
���� %� ����

��������� ����������� ��� 
��� 
������
�������� �-����� &� ���� ������� %�

������� ��� �-���� ���� ���� ���� ������� �� ���' ��
��� �� ���%�� ��� ����+

���� ��% �.����� ��� ������������ ��� �������� ����� ��� �� �� ������� ���

%���� ��.������� ���� �� �� ������
� �� �����/� �� �$����
��������

0�
������ ��
�������� ��� ��������� �����/��� 1��� �� ��� ��
�������� ��

���� ������� ��� ������� ��� �� ������ 
������� ��������� ���������� ������

 Γ��� ∼ 10!' ������� �� ���� ����
� 
��� �� ��� ����������� �-���� ���

������� ������� ��� ��� ��
�������� ��� ���� �������� ��� ����2 �� ��� ��

���� �� �� �������� �� ����� � ����� ����
���� ������� &� ���������� ��3�4' %�

�������� ��� ������ ����������� �� ����� ��� ����
� �� �� ���� ���� ���������

���������� ������' �� ��������� �� ���� ��	�
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 ����
�� �� � ������ �� �� ��� ����
������ �� ������ �
������ ����
�
������� �� ������� ����� � ������ 
���� ���� �� 
����� a0 = 3 ��� !�������
��� ���
  ��"
� E ∝ exp(−(ct/λ)2)� #�� ������
 ���
 ����� Δ0 = 0.1λ
��� ������ ��� ��� ������$ N0 ��� ������� %� ��� 
�$ ��� &�$ ����������
����������� ��� ���'����$ � ���������� ��� �#(
 )�* ��� �+ ����� ��  
��
���������� ���� Γ��� = (1 + βx)/(1− βx) ���� ��� �
������ ,���� ��� ),*
��� �-������ ,���� ����� Δ�- �� ��� ����� ����� ��� �
������ ,���� �������
��� ��+���� 
����������
 ��
����$� .  ������ ���� 
���� �-��� ������� ���
 �����,��� �-��� �� ���
��, �� �
���� ���
� 
��� �� Δ�- = Δ0�

����� ����	�
���	 	
	���

(���� �� &��� ���� ��� �#( ��� ���������� �/�����$ ���� � ���� ��� �'����
�� ��� ����
������ ������ 0��� ��� 1'� )���*2� �� �� �� ������ ������,
� �� ����
�
����� ��� ��� ���� �� ���� ������ ��  ����,
�� 3� ��� ����� ����� �� ����
�� ��� �
������� ��� �������� ���� ���  
���� ,��&������ ������� � ����

��, �+ 
����� ��

 ��&�  
���� ���&��� ������� ��� ���� 
���� ��� ��������
#�� � ��� �� ��� �+ 
����� �� ���� �� ��� ������ �� ������ ����
���� #���
������ ���� ��� � ����� ������  �
�� ����� ��

 ,� �� � ����� ������ �������
��������� ��� ������ �� �������
 ��� ���
 ����&���� �� � ���
 �+ ��������

#� ���
���� ��� ��������� �� ���� �-���� �� ��� � ������ �� �� ��� ����
�
������� (���
������ ��� ������� ��� ��� ��-����� ������
 ��������� N0 ���

���� �� 
������ a0� �� ���� ����
������ �� ������ ��� ������� 
��������
���
 ��
����$ βx �� ��� ,���� �
������� ��� ��� �� �� ��
��
��� ��� �+ �����
��  
�� ���������� ���� Γ��� �� ��� �
������ ,����� #��� �� ������ ���
��
�� �� Δ�- �� ��� �������� ���� Γ��� ������� ��� ��+����� �� ����� ��
��
��
��� Δ�-� ��� ,���� ��4� Δ ��� �,������ ,$ ��� ����� ��� ���� ����
�'���� ��������� �� ���  �����
��  ��������� Δ2 :=

∑
p(Xp−〈X〉)2� �� �� ����

������� ,$ 1 − βx� $��
���� ��� �-������ ,���� ����� Δ�-� #�� ������� ��
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��� 
���

�	 ��� ����� �� ���� ��� �������	 	������� �� ��	��� ��� ������� �� ���

�������� ������	 
��� Γ� ! ������� � ��"���� �� ����� �#� ��������	�$

�	� �� %&� '
�()� �	� ��� ��	�� ������� ���������� �������	� �� ��� �����

�	�������� �*���� �������	� �	 Δ�* ≈ Δ0� �� ��������� �� %&� '
�+)�


�� �������� �	����� ������ ��	������ N0 � 0.1Nc� ��� �*������ ��	��

��	��� �� ��� �������� ��"���� ����� �����"������� ��	����� ���� ��� �	�$

���� ��	����� Δ�*/Δ0 ≈ 1 + αN0/Nc� ���� α ≈ 20 �	 ��� ����� ,��������	�
���� ���� �� ������ ���� ���������� a0 ��� ����� ������	� ������ Γ� !�
��� ����� �� Δ�*(N0) �� ���	 �������� -��� ��	 �� �"����	�� ������� ���
�����������	 ��.�� ���� ����� ����	� ��� ��	�� ���� ���� �� ������� �	�

������� ��� ����	� ��� ����������	 �� ���	 ������ �� ���� Γ� !� 
������$
����� ��� ��"���� ������� �������� ��������� ��� ����� ������� ��	�������

�	� ��	��&��	��� ���� ��� �"������ ������� ��	������	 ���� Γ� ! ��� ��	��
��������	�� -��� ����� �� Δ�* ������	� � &����$������� �	� ���	 �����	�	�
�������� ��� ����� �	����� ��	������ N0 > 0.4Nc�

/�� �� 	�� �������� ��� ������� �	����� ��	���� �	� �0���	�� ��� ����

��	�� ��������	�� 1�����	� � 2������	 ��	���� ������� �� �"���� ��� ��$

����� �0���	�� �� ��� �����	 ��� ��	��� ��	���� ������� �� ��� �"��	�	����

����� �	 %&� '
��) ������ �"������� ��� �0���	�� ��� ��	���� �� ���� ��

Δ�* ≈ 0.4λ� -���� �� ��	 �������� ������� �	����� ��	���� ���  -, ������$
����	� ���� ��� ��	��� �������	 ����	 ������ -�.�	� ��� ������	���� �� ���

�����	� �	� �����	� ����� �� �� ��� ���� 'λp = λd)� ��� �������	� �������

��	���� �� Nopt/Nc = α−1
[
−0.5 +

√
0.25 + 1/(8π2Δ2

0)
]
� �	 ��� ��	�������

�"������ ���� ����	�� �� Nopt/Nc ≈ 0.04� 3� �	�����	� ���� �	�� %&� '
��)�
�� ��������� �	 ������� �0���	�� �� ����� η ≈ 4× 10−5�

-��� �� ��� ������� ��������	� �0���	�� �	��� ��� ���������	 �� � ������

��	�� ��	���� ������� 4������� ���.�	� �� ��� ���� ��	���� ������� '
��� 
�5)

�� ��� ����������� �������	�� �� 	����� ���� ���� ��� ��	������ 	�� ������ ���

��	���	 ����� ������ -��� �� �"����� ���� �������� �� ������ ��	������  -,

�� �*�������� 	�� �������� �� ��� ��	�� �� � ������ ��������	� �� ��� �����

��� ����� ���.� -�� �0���	�� �� ��� ���.��������	� ������� ���	 ����	�� �	

��� ������ �� ��� ��	���� 6���� ��� %&� '
�5)�

����	� ��� ��������� ������� �� �����������	 �	� ����������	 ������� ��$

����� ��� 	���������� ��������� ��� 	���������� �������� ��	��������	 �� ���

����� ��	���� ����� ������� ���������� ���	�� �� �� 	�� ��0���� �� ���� ����

���� ��� �	�������� ����������	 �	� ���  ������ �"������	� ��	������� �	

��������	� 6��� ���	���	 ��� �	����� �����	����� ��	���� ������ �� ��� ��	���

���	��	� �	�� ��� �"��	���	� �	 ��� ������ ������������ ������ �	��� ��	�����$

����	� ���� �*���� ������ �	 � ����������� ��		��� -��� ����� �� �	 ������

���	�� �	 ������ ��� ����� ��� �����	��� �� ��� ����� �� ��� ��	���� ��������$

���	 �� ��	������� 
�� N0 = 0.29Nc� ��� ���� ���� ���	 ���	� �	�� � δ$��.�
���.�
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������
 �� ������� �������� ��� �������� ������� ���
����
� ��� ������ ��
��

��
 ��� 
��� �
 �� ���� �� ! a0 = 3�

" ��

���� ����������� ��� ���
 �
 ��� ����� ���

��� �������� ��
��� ���

���� ����� ���� � ������� ����� �� ����! ��� ����� ���� �� ��� ����� ��#���
 �


��������� ���� �� ��� ������ �����! 
� ���� � ������������� ��������� ��������

�����
 �� ��
��� ��� ����! ������� �� �� ���������� ������
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���� ���
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 ���� ���

&�' ������
��� �(������ ���� ����� � ������� �� ���� ����� ��� ��� ���)�����

�����
������� �� ��� ������� ����
 ���������

'� ���! ��� ������ �� �������� ������
 �������� ����������� �� ��
��
 ��

������ ��
 ���� ��������� *� ���� ��� ��� ����� �������� ���%
�������� ����

���
� ������
 �
 ��������� �� %��� ������
 �
 
����� �
 ��

����! � ���+

��������
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��������� ��
�� ,a
(Sc)
0 = 0.1- ��
 �
�� ���� ��� 
��� ���)�����

�
 ��� ������� ��� ������.����� �� ��� 
��������� ��
�� ��
 ������������� ��

��� ��� �� ��� �������� ������.�� ������! 
� ���� ��� 
�������� ��������� �����
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 �� ��� ��� ��
 �� ��������� ��

a0 = 3! 
� �� ��� ������ � ������� ������� ������
��� ���� �� Γ�&/ =
10 �� ��� ��� ������ ����� ��������� �� 0)� ,��1-� ��� ������� ���������
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����� ���� ����� ����������� ������� �� �������� ������� ���������� ��� ������

����� �� ��� ���� �� �� ��� �������� ������ ���������� !������� ��� a0 =
3� "� 
�� ��� ����������� ����������� �� ��� ��������� �� ��� �������#��

�������� ����������

���� ��� �� �$������� ��� �� ��� %���� �� ��� ������� ������� 
��� ���� ��&�

'���� ��� ������ �� �������� ���������� ���� ���������� �������� ��������

������

����� �������	
��
 ��	 ��
��
���
	� ���� �� 	 �	��	��� ���	��

���� �	��� �����

(�� �� ��' ���� � ���) �� ��� �������� ����� ������������ ��� ������������

����� *� ����� �� ���� ���� ���� ��+ �� ��� ���� ������� �� ���� ������� ���

������������ ��� ������������ ���� �������� ���� ������ ���,����� ������-

���� ������ ���������� �� �������� ���� ����������� .�'���� ����� ��� ����

���������� ������������ ������� ��� ������������ ���� ������������ '���� ������

��� �� ����������

��� ���� ����������� �� ��� �������� ���������� ������������� �� ��� �����

/���� ��� ������������ ���� ��������� �� ������� ������� �� ��� �������� ��

��� ������ ���� ��� ���������� �$������� �� ������������� ������� �� ���-

��� ��' ��� ��� ����� ���� �� ����� ��� ��� .������-!������� �001-����

��� ���� ��� �������� ������ '���� ��� ������ ���� ��������� ������)�� ���

������������ ��� �� ��	

rc =
π2σ

2

(√
σ2

λ2
+

4

π4

)
≈

σ	λ

λ

π2
. 
��+1�
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������� ��� � ���������� ������"�� ����� ������ Γ�&'(t) �� ���������� �� ���
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���	� ��� ���� ���� ������� �	 ��������	�
��������� ��� ��� ���������	� 	� ������	��	� ������� ��� ����� � ����� �	��
�� ��� ���	�� 	� ���� ���
	���� ��������	� �� 	�������� ����
� ���������
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���������� ����	�����	� �	 ���� 
���	� ��� ������� 	���
 �	������
���� ��� �		� �� �	�� �� !� "���
 #� �������� ��� 
���	� ����$� #��� ���
���������	�� ��	
 �����	� %�& �� 
����

�� ��� ���������� �� ��������� 	� ��� �	�


F (ω) =

ˆ ∞

−∞
g(t) exp [i ω f(t)] dt, '(�&)

#���� g(t) ��� f(t) ��� ����
�� �	 �� �
		�� ������	��� �� #��� �	 *�� ��
���
��	��� ����	��
���	� �	� F (ω) �� ��� ��
�� 	� ��� ω� ����
 ��� �������
	���������� ��������� ������� �����#���� ������ �	� ��� ����	�� 	� +�����	����
�����, #���� df(t)/dt ≈ 0�

�� ��� ��
����� ����
 #� ��� *�� � ��� 	� #��� ��������� �	���� {tk} 	�
��� ���� ���� #���� df(tk)/dt = 0 ��� d2f(tk)/dt

2 
= 0� ���� f(t) ��� g(t)
��� �� ����	� �������� ��	��� ����� �	����- f(t ≈ tk) ≈ ak + bk(t − tk)

2

��� g(t ≈ tk) ≈ ck� .	#
 ��� �������� ��� �� ��������� ������������-

F (ω) ≈
∑
k

cke
iωak

ˆ ∞

−∞
exp

[
i ω bk(t− tk)

2
]
dt

=

√
π

iω

∑
k

b
−1/2
k ck e

iωak

.

�� ��� �� ���� ���� ��� ������	�� 	� ��� �������� ������� 	� �#	 ����	���
��� *��� ����	� ������ ∝ ω−1/2 ��� �	��������� � �������� �����	��
 #������
��� ��
 �����
���� �� ��� �	��������	�� ��	
 ���� �����	���� �	��� ���������

&/0
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F±(ω) =
ˆ

exp [i (t(ω ± ω0) + x(t)(ω ∓ ω0))] (1 + ẋ(t)) dt. *+�),

���� �����

� �
� �� �� �
����� ���� 
��������- .��� ��
� 
������� ω �
ω0 �� 
������� �� ���� ��� ������� ω0 �� ��� ��������� ��� 
�
��� ��
 ����

���� ������ ������� �
��
�

��� �
	��
 ���
����� �� x(t) 

���� ��� �������	 �
����� �
� �� �
��/

��� ���� 
� x(t) = −vt + αt3/3� "� ��� �
�� α 
= 0� �� ���
� 
���� 


�γ/����� �� ��� �
��
  �� "� ��� �
��� ���� α = 0� �����
 �
��
� �� ��� �
	��

���
����� �
�� �� �� �������
��� "� �� ��������� �� ���������� +� �)�

0� ����� ��� ��
����
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�� ����� �� t0 = 0 ������� ���� �� ����

���	
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� �� 

� ��� ����
����� �� 
������� ��
�� ��
��� 1���� ��� 
��
���
����

δ = 1− v ≈ 1/(2γ2)� �� ��� F (ω) = F1(ω) + F2(ω) ����

F1(ω) = δ

ˆ
exp

[
i

(
t (δω ± (2− δ)ω0) + α(ω ∓ ω0)

t3

3

)]
dt

F2(ω) = α

ˆ
t2 exp

[
i

(
t (δω ± (2− δ)ω0) + α(ω ∓ ω0)

t3

3

)]
dt

.

*+��,

2	 ��� �� ������ ������ ���

 ��	 F2 
�� ��� 
���� ��������� ω0/��
��

����� ��� �� ���������- 0� �
�� �� �
����� ω � ω0� ��� ��� δω � ω0�

�
��
 ��� �� �
	 ������� ω0 ����

�� �� ω 
�� δ ����

�� �� 1�

  3



F1 ��� F2 ��� ��� �� �	
������ 
� ����� �� ��� ���������� �
�� �����
��

�
(x) ≡ (2π)−1
´∞
−∞ exp

(
i
(
xt+ t3/3

))
dt�

F1(ω) =
2πδ

3
√
α (ω ∓ ω0)

�
 (ξ) �����

F2(ω) =
−2πξ

ω ∓ ω0
�
 (ξ) . �����

�
�� ξ = (δω ± (2− δ)ω0) / (α (ω ∓ ω0))
1/3� ��� ��� ��������
�� �� F2� ��

���� ��� �� �
′′(x) = x�
(x)� ����� ���
� ��� ��� �� F1 ��� F2� ��� ω−1/3

����� ������ ��� ���� ��� ω−4/3 ���� ����
��� ��
�� ��
������� ��� ����
� 

����� ����

F±(ω) =
±4π

3
√
α (ω ∓ ω0)

4/3
�
 (ξ) . ���!�

"��
� ��� �������� �#���� �
���� ��� ������ −8/3�
���� ��� �
�������

��� ��� "$%& ����� �����
�� '�(�'�� ��� 
��� ��� ����� � �
� �
)������

F±(ω) =
ˆ

exp [i (t(ω ± ω0) + x(t)(ω ∓ ω0))] (1− ẋ(t)) dt. ���*�

"�� 
��� ���
�� ����� 
� ���
���� ����� � �� ��� ���� ����� ���+�� ���


� ��
� ����� ��� ω−1/3������ �� ��� ������ ���� "��������� �� ����
� 
�

�
 ���� ������

F±(ω) =
4π

3
√

α (ω ∓ ω0)
�
 (ξ) . ���,�

-� ��� ���� �� ./0 �����
�� '�(���� ��� 
��� ��� 
� �� ��� �����

F (ω) =

ˆ
ẏ(t) exp [−iω (t+ x(t))] dt. ���1�

"�  �� ���� ����
� ��� ������ ��� �� ��
�� �� ���� �� ���� �� �����
�
��

����� ��� �����
�� ������� y(t) ��� x(t)� 2� ������� ���� ���
� ��� �
��

�� ������
�  ������
��� ��� �������� +����
�� (ẋ2 + ẏ2)1/2 
� �

��	
������

�������� ��� ����� �� ��� �
��� �� �
 ��� "�
� 
� ���������� 
� ��� ������

�����
+
��
� �� 
��� 2
�� ��
� �����
�
��� ��� ����
����� 
���� 
�
��� ���

�	����� ��� 
�
���� ����� ẏ +��
���� ��� ��� ��������� ��+� ������� ���

�����+��� 3�� �� ��� "����� �	
��� ẏ(t) = α0t ��� x(t) = −vt + α1t
3/3�

/����
���
� 
��� 0#� ���1� �
�����

F (ω) = α0

ˆ
t exp

[
i

(
−ωδt− ωα1

t3

3

)]
dt, ���(4�

����� δ = 1− v �� ���+�� � �
�� ��� ������ ��� �� �	
������ 
� ����� �� ���

�
�� �����
���

F (ω) =
−2πα0i

(α1ω)
2/3

�
5

(
δω2/3

3
√
α1

)
. ���((�
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�

� ����������	�	��	� �
�	
� ��	� ���� �� �
 ��� ����
� � ����	
� x(t) = −vt+
αt3/3� �� ��	� ����	
� �� ���� �	�� ��� �
��	
	�	��� ���� ��� ���������� ���
�	��
�
�� �
� �
 ���
���� 
�� �
����� ���
� �
 ���� ��� ��	�� 
���� 
� x(t) ���	�����

�� �������� 	� ��� !��� 2n 
����� 
� x(t) ���	��� 	� ��� 
� ��	����" x(t) =
−vt + αt2n+1/(2n + 1)� #� ����� �
 ��	� ���� �� � $γ%��	&� 
� ��� 
���� n'�
������	�� ��	� 	��
 ()� ��* �	����"

F1(ω) = δ

ˆ
exp

[
i

(
t (δω ± (2− δ)ω0) + α(ω ∓ ω0)

t2n+1

2n+ 1

)]
dt

F2(ω) = α

ˆ
t2n exp

[
i

(
t (δω ± (2− δ)ω0) + α(ω ∓ ω0)

t2n+1

2n+ 1

)]
dt

.

����*�
����� 	�������� ��� �
� 
� � ������� 
� � �������	��� �	�� �����	
�� ��	��
�� ��!�� �� ��	n(x) ≡ (2π)−1

´∞
−∞ exp

[
i
(
xt+ t2n+1/(2n+ 1)

)]
dt� +
��

���� �
� n = 1 �� ����	� ��� �	�� �����	
� ��� �
� n = 2 �� 

��	� � ����	��
���� 
� ��� ���
�	��� �����
���	� 	������� ,-./� �	��� ��� ��	n(x) ��� �
�
���	��
�� 	� ������� ����
�� �����	��� �	
���	��� ���	� �����	��� �
������	
�
	� � ���	��� 	� ���� 0�.�

�� ����
�� �
 ��� �	�� �����	
�� ��� ��	n(x) ���!� 12(�" d
2n��	n(x)/dx

2n+
(−1)nx ��	n(x) = 0� ( ��
	�	�� ��	�� F1 ��� F2 
��
��

F1(ω) =
2πδ

2n+1
√

α(ω ∓ ω0)
��	n(ξ) ����.�

F2(ω) =
−2πξ

ω ∓ ω0
��	n(ξ), ����3�

����� ξ = (δω ± (2− δ)ω0) / (α (ω ∓ ω0))
1/(2n+1)� ����� ���	� ��&	�� ���

��� 
� F1 ��� F2� ��� ω−1/(2n+1) ����� ������ ��� ���� ����	�� 	�"

F±(ω) =
±4π

2n+1
√
α(ω ∓ ω0)

2n+2/2n+1
��	n(ξ). ����-�

�� �
������ ����
�� ��� �415 �
���� ����������� 
� ��� 	������� ���6��
�	����"

F±(ω) =
4π

2n+1
√
α(ω ∓ ω0)

��	n(ξ). ����7�

8	����� �� ��������� ��� 9�( 	������� ���:� �
� �	���� 
����� 
� ��� γ%
��	&�� ;���� ��	� ����� ẏ(t) = α0t

n ���� �
���)������� x(t) = −vt +

��*



α1t
2n+1/(2n + 1)� ����� ���	 
��
	 �� �������� ������� �� ��� ��������

��	��		�� ��	�	� 
� ��	� ���	��� ��� ��	����

F (ω) =
−2πα0i

n

(α1ω)
n+1/2n+1

dn���n(ξ)

dξn
, ������


������ ξ = ω2n/2n+1δ/α
1/(2n+1)
1 �

��� ������	
 �	����

���� ��� �������� 	������ � ��
����� ���� ���� 	����� ������� �	 � ������� ��

!������ "� ��� ���	��� 
��
 �� ��	 !��� �	�� �� ����#� �� ���������� $����

������ 	������� �� ��� %& 	����� 
�#� �'������ �� ���� ��� ����� ��������

(�#�� � ����)#����� �������� f(t)� 
� ��� ���
��� ��� � ������ ��������

fa(t) ���� ���$�	 �
� ���������	�

�� "�	 ���� ���� �	 ��������� 
��� f(t)� *� [fa(t)] = f(t)�

+� ,�� -������ ����	���� �� fa(t)��	� ��� ������� ��� ������#� ���'�����

���������	� f̃a(ω < 0) = 0�

fa(t) �	 ���� ������ ��� �������� ��	���� .�� 
��� 
��
� � ����� �	 ���

� ��������� �������� �� �� ��������� ��������� .�� ��� ��	��� #������ ����

��� f(t) = cos(Ωt) 
��� Ω > 0 ��� �����	������� �������� 	����� �	 fa(t) =
exp (iΩt)�

,���� �	 � 	����������
��� 
�� �� �!���� fa(t) ��� ��� ���� 	����� f(t)�
�� $�	�� ��� -������ ����	���� �� f(t) �	 ���������

f̃(ω) =

ˆ ∞

−∞
f(t) e−iωt dt.

,���� 
� �������� f̃a(ω) = 2θ(ω)f̃(ω)� ��� $����� ��� �������� 	����� ���

!� �!������ !� �������� ��� ��#��	� -������ ����	����������

fa(t) =
1

2π

ˆ ∞

−∞
f̃a(ω) e

iωt dω =
1

π

ˆ ∞

0
f̃(ω) eiωt dω.

-��� ���	 ��������� �� �	 ����������� ����� ���� fa ���$�	 ��������� +�

*�������� ��� 	������� �������� f̃(−ω) = f̃(ω)� ���� �	 #���� ��� ��� ����)

#����� f(t)� �� �	 ��	� ��� ���� �� 	�� ���� ��������� � �	 ���$�����

,�� �!�#� ������ ����
	 �	 �� �#������ ��� �������� 	����� �����������

#�� ��	� -������ ����	��������� �--,� ���������	 ��� �� 	��� ��	�	 ��	�

������������� -��� ��� 	��
	 ��� �������� 	����� �� � (��		��� ���	� �	 ��

� ������ /��� ���� ��� �!	����� #���� �� ��� �������� 	����� �����	���	 �

���� � ���� ������	�
��
� ���������
� ��
����� ���� ���� �����

��%



f(t) = [fa(t)] =
cos (2πt) exp

(−t2
)

t′ = t+ iu
f̃a(ω) = 2θ(ω) exp (−uω) f̃(ω)

u > 0
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�����	 ����� �� ��� �
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 ����

���
����	 �� ����� ��� ������� 
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� �� �� �� %�& ��
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������

*�� %�& 
�������
 �� �
��� �� ��� +
����� ���
����� 
�� ��� ,�
���

���
����

∂tf +
p

m
√
1 + p2

∂xf +
F

m
∂pf = 0, '-�.(

����� �������� ��� ����  ������ ����������� �� 
 ������������� ��
�

� *�����
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�������� f(x,p, t) �� 
 )�����
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���� �����
�	 ���� �

��� ��� ������������

���� �� �
���� 

����
�������/ f(x, p, t) =
∑

pWp S(x − xp(t), p − pp(t))	
����� Wp ������ �� ��� ������ 
�� S �� ��� ��
�� �������� �� ��� ��������
�

�
�������� *��� ������� �� ������ ���������/ *�� 
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��� 
��� ��������� �� ��� ���� �� 
��� 
������ ������� ��� ��������� ��
�������� ���� 
���� ��� ��� ��������� �� !����
��
������������ �"������� ����� ��
����� �� �
��� ����� ����� ������� ��
��������

#�� �� ��� ���� � ���$ �� ��� ��� ��� ��������
 ���$�� % ��
������� ���
������ !� ��������&��� ��� �������� ������������ '����� (����� ����
� ���������)
�� ��� ��
������� !�*�� %���� ����� ��� (���� ��� ��������� ��� ����������
�� ��
� ���� !� ����� +��������� ��� ��
���������� ����� '��� ���� ��	) ��
�*������ ����������
 ���
 ��� 
�
���� pp ��� ��������� xp �� ��� 
���� 
���������� �������� jc ��� ������ ��������� ρc ��� ���������� �� ���� ����� !� ��
������������� ��������
� ,���� ����� ������� ��� �������� ��� 
������� (����
Ec ��� Bc ��� ���������� �� ��
� !� � -�*���� ������� ������������� �����
(���� �� ��� �������� ���������� ��� ������ Fp �� ��� ��������� ��� ��
������
�������� ��� �������� ��������� ��� 
�
���� ��� ������� ��� ��� ����� ������
������

.������ �������� �� ���� ��������
 �*���� ������� ���� �� ��� ��
�����������
�� ��� ���������� �����
� ��� �����
 �� �/������� ���� ��� !���� �� '�������
�� ��� ��� �/������� �� 
����� ��� ������������� 
������� (���� ��� ��������
�� ���� ��������� ����) ��� ��� ��
������ ��������
� ���� �� ��������� (����
��� ���������� �������� ����� ��� � ��� �� �����!�� �*�������� �� ��� !����
��������
 ��$� ��������� ����&����� �"����� ����������� �����

�� ���� ���$� ��� ���� 0#�# '0������ #���� ����
� #�!�������) 1234 !�
%��*����� ��$��� ��� !��� ����� � ����� ������������ ��� ����� ����� �*����
�� 	5� 25 ��� 65 ��������� %���� ��
� �*�������� ���� !��� �
���
�����
��� �������� ���� ��� ��������&��� ����� ������ ������� ����� ������ ��� ���
��
������� �� #�����& ��������
�� �����
��

���� ������� 	�
��� �� 
� ���������
������ �� ��� ������� ���������� 
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���#�� ����� ����������
$�����
��� �� ��
!� �� %
������ �� &��� '()*� � +
����� ������
�
���
� �
��
��� ,
��

��

 ��� ��� ���
� L� !� ������
�
 �
 ��� �������� ���
� S� �� !����
��� ����� �� �
�
���� ��������� +�� ��� ����� !��� �� L �� ��������� ��
��� ���#����� -�����
�

(
ωL
0 , ck

L
x , ck

L
y , 0

)
= ωL

0 (1, cosα, sinα, 0)� !������ x
���
��� ��� �������
� �
�
�� �
 ��� ������� ��� α �� ��� ����� 
� ����������

�� S� !� ����
 ckSy
!
= 0� $���� ��� +
����� ������
�
���
� �� ����� �� ���


�����

Λ =

⎛
⎜⎜⎝

γ 0 −βγ 0
0 1 0 0

−βγ 0 γ 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ , �%�.�

!��� β = sinα ��� γ = (cosα)−1� /
!� !� ��� ������ ��� ����������� 
���
�������� �� ��� ���
� S� ��� 	���
� �� �����
��� !��� ��� ���
���� vSy = −cβ�

��� ����� !��������� �� ������� �� λS = γλL ��� ������
�� ��� �
����	
�����
�������� ������� ������� �
 nS

cr = γ−2nL
cr� $�� ������
� ������� ������ �������

�
 nS = γnL� ���� ��� ��������	
 �������

n̄S ≡ nS

nS
cr

= γ3n̄L �%�0�

������ ���� !��� γ3�
1�	������� �� ��� ���
�� 
� ���

���� ��������
� ����	��� 0� ���� ������

�
�
���
� �� 
���� ����� �
 �� �� ����� �
 ���� ����� �
�
���� �
!� 	���

��� ��������� �������	��� �� 	�� ��������
��  ��!

"���	���

$��� �����
� ��	����� ��� ��
������ �

	�����
� 
� ��� ��������

�2�n(x) ≡
1

2π

ˆ ∞

−∞
e
i
(
xt+ t2n+1

2n+1

)
dt. �%�-�

��(
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 ��
� ��������� ������� �	 ��� ������
� ����������

����

����� 
����� 	�� t → ±∞�

�������� � ���

� ����� ��� �� �


��� �� ��
��
��� ��� �������
 ������

���

�� �� ���	� ��� ������� �	 ����������� �
��� ��� ��������� � �� �� �

������ �	 a > 0� !�� �� "�����#� �������
 �������� ���� ��

 ��� ������ ���

����
���� $� �� ��� �������� �	 ��� ��������� ��� �� � 

������ �� ���� ���

������� �	 ����������� ��� �� ��
���� �� �������

�%�n(x) =
1

π

ˆ ∞

0
exp [−&� (f(x, t))]× cos ['� (f(x, t))] dt ()�*+

f(x, t) = (t+ ia)x+
(t+ ia)2n+1

2n+ 1
. ()�,+

$��� ����� ����� a > 0� f(x, t) 
�������� ��� ����
� �������
� 
��
����

limt→∞ [&� (f(x, t))] = +∞� ���� ������ ���� ��� ��������� �������� � �


�������

� 	�� 
���� t� ��� �� ��� �

�� ����� ()�*+ ���� � ���
������
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� �� ��� �� ������ �� � ���

�� �� �� �������� ��� ���
��������
 �.���� /�� ��� ���

 a� ��� ���������

�������� ��
� �
��
� 	�� t → ∞ �� ���� ��� ��������
 �

�� �������� ���
�

���� �� �� ���� ����� /�� ��� 
���� a� ��� ��������� ����

���� ���� ��
��
��

�� ���� ��� ���� ���
 ���
� ���� �� �� ���� ���

� 0�� � 
������� �������

���� ��� ���� ������ 	�� a ��
���� ����
� �� ��� ����� n �	 ��� 	��������

/�� n ≤ 2 �� 	���� a = 1 � ���� ������� ������� 	�� n > 2� ���

�� a ����

�������

���� ����� t� 	
� ���	�
�� ������	��� 	
� ���� ���� 	� 	
� ��� ��	����	��� ��	
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