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HYBRIDE VERFAHREN ZUR SIMULATION DER
WECHSELWIRKUNG RELATIVISTISCHER
KURZPULS-LASER MIT HOCHDICHTEN PLASMEN

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird ein effizientes numerisches Verfahren zur Simulation der Wechselwir-
kung relativistischer Kurzpuls-Laser mit hochdichten Plasmen vorgestellt.

Die populédrste Methode die Wechselwirkung von Lasern mit Plasmen zu simulieren, sind
explizite particle-in-cell (PIC) Codes, weil sie die physikalischen Prozesse in Plasmen am
detailliertesten beschreiben. Sie sind allerdings nicht fiir Plasmen mit sehr hohen Dichten
geeignet, da einerseits sehr kleine Zeitschrittweiten und andererseits sehr viele Teilchen zur
Darstellung des Plasmas gewéhlt werden miissen. Dies fithrt zu sehr hohem Rechenaufwand.
Um solche Probleme zu simulieren, kann man das Plasma als Fliissigkeit auffassen und
hydrodynamisch beschreiben, wodurch jedoch physikalische Eigenschaften verloren gehen,
oder beide Modelle kombinieren. In dieser Arbeit wird ein neues hybrides Modell vorgestellt,
welches eine hydrodynamische Beschreibung des hochdichten Plasmas mit der kinetischen
Beschreibung des Plasmas mit niedriger Dichte kombiniert. Hauptziel dieser Arbeit ist die
Entwicklung neuer numerischer Verfahren zur Simulation der Wechselwirkung relativisti-
scher Kurzpuls-Laser mit hochdichten Plasmen, welche durch dieses Modell beschrieben
werden.

Zuniichst wird das zugrundeliegende physikalische Problem und Modell erklirt. Als Aus-
gangspunkt dient der bestehende PIC-Code VLPL (Virtual Laser Plasma Laboratory). Es
wird in einem ersten Ansatz das Problem in einer Dimension betrachtet und ein neuer ef-
fizienter impliziter Code H-VLPL (Hybrid Virtual Laser Plasma Laboratory) entwickelt,
welcher unabhéngig von der Dichte stabil ist. Die numerische Dispersionsrelation des Ver-
fahrens wird hergeleitet und abschliefend wird es an physikalischen Anwendungen getestet.
Allerdings muss ein lineares Gleichungssystems gelést werden, wodurch der implizite Code
an Effizienz verliert, wenn man ihn auf 3D erweitert.

Im zweiten Teil der Arbeit wird ein neuer Ansatz basierend auf exponentiellen Integratoren
verwendet, der auch in 3D effizient ist. Dieser Ansatz wird zunichst in einer Dimension
vorgestellt, um die Problemstellungen aufzuzeigen. Es wird die Stabilitdt von Orts- und
Zeitdiskretisierung gezeigt und die numerische Dispersionsrelation hergeleitet. Numerische
Experimente zeigen, dass der neue Zeitintegrator unabhéngig von der Dichte die Ordnung
zwei hat. AnschlieBend wird das Problem in zwei und drei Dimensionen betrachtet und ein,
in Zusammenarbeit mit dem Institut fiir Theoretische Physik, in C++ implementierter neuer
paralleler 3D Code H-VLPL vorgestellt, welcher die M&glichkeit bietet Plasmen mit beliebig
hoher Dichte zu simulieren. Vergleiche mit VLPL zeigen, dass die wesentlichen physikalischen
FEigenschaften von Laser-Plasma-Wechselwirkungen korrekt beschrieben werden, jedoch in
deutlich kiirzerer Rechenzeit. AbschlieSend wird auch der 3D Code H-VLPL an physikalisch
relevanten Anwendungen in denen hohe Dichten auftreten getestet.
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HYBRIDE VERFAHREN ZUR SIMULATION DER
WECHSELWIRKUNG RELATIVISTISCHER
KURZPULS-LASER MIT HOCHDICHTEN PLASMEN

ABSTRACT

In this thesis an efficient numerical algorithm for the simulations of relativistic short pulse
laser interaction with high density plasmas is presented.

The most popular methods to describe laser plasma interactions are particle-in-cell (PIC)
codes because they provide the most detailled description of plasmas. But they are not
efficient for high density plasmas because in this case they have to use very small time
steps and a high number of particles is needed which leads to high computational effort.
To handle these applications one can use a fluid description of the plasma and treat it
hydrodynamically, whereby one looses physical properties, or combine both models. In this
thesis a new hybrid model is presented, which combines the hydrodynamic description of
the high density plasma and the kinetic description of low density plasmas. The main goal of
this thesis is the development of new numerical methods to simulate relativistic short pulse
laser interaction with high density plasmas, which are described by this model.

First the physical model and the particle-in-cell code VLPL (Virtual Laser Plasma La-
boratory) is explained. Then the problem is considered in one dimension and an efficient
one-dimensional implicit code H-VLPL (Hybrid Virtual Laser Plasma Laboratory) is pre-
sented, which is unconditionally stable independent of the density. The numerical dispersion
relation of the scheme is derived and finally it is applied on some well-known physical ex-
amples. But the efficiency drops if the code is extended to three dimensions, because linear
systems arsing from a three-dimensional discretization have to be solved.

Therefore a new approach based on exponential integrators is presented in the second part
of the thesis. First the approach is considered in one dimension to understand the problems
arising. The stability of the spacial and time discretization is showed and the numerical
dispersion relation is derived. Numerical examples show that the numerical scheme is of
order two independent of the density. Further the problem is considered in two and three
dimensions and a new parallel 3D C++ Code H-VLPL is presented, which is developed in
collaboration with the institut of theoretical physics and gives the opportunity to simulate
plasmas of arbitrary density. Comparisons to the code VLPL show that H-VLPL describes
the basic physical properties correctly, though with much less computational effort. Finally
also the 3D Code is applied to some well-known physical examples.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Der Sonderforschungsbereich Transregio 18 (Relativistische Laser-Plasma-Dy-
namik), an dem die Universitiaten Diisseldorf, Jena und Miinchen beteiligt sind,
untersucht die Physik von ultra-intensiver Laserinteraktion mit Materie. Die
Hauptthemen sind die Erzeugung von Partikel- und harten Photonenstrah-
len, die Untersuchung von neuen Zusténden der Materie und die Entwicklung
eines neuen OPCPA Lasersystems. Das Teilprojekt B5 (Advanced numerical
methods for simulations of relativistic short pulse laser interactions with high
density plasmas, Fortgeschrittene numerische Methoden zur Simulation der
Wechselwirkung relativistischer Kurzpuls-Laser mit hochdichten Plasmen), in
dessen Rahmen diese Arbeit entstanden ist, beschéftigt sich mit der Compu-
tersimulation dieser Wechselwirkungen.

Erkenntnisse iiber solche Interaktionen finden an vielen Stellen Anwendungen
[14]. Geladene Teilchen, etwa Ionen und Elektronen, werden in einem Teil-
chenbeschleuniger mittels elektrischer Felder auf hohe Geschwindigkeiten be-
schleunigt. Solche Gerédte werden in verschiedenen Bereichen der Forschung,
wie z.B. in der Materialwissenschaft, genutzt. Aber auch in der Medizin ha-
ben Teilchenbeschleuniger sowohl in der Diagnostik als auch in der Therapie
zunehmende Bedeutung. Hier liefert die Laser-Plasma-Physik einen neuen An-
satz. Protonenstrahlen bieten eine neue Moglichkeit Krebs zu bekédmpfen und
werden bereits zur Behandlung eingesetzt. Der Vorteil dieser Therapie besteht
darin, dass Protonenstrahlen den Tumor duflerst zielgenau treffen und damit
das umliegende Gewebe besser schonen als die bisher in der Strahlentherapie
verwendeten Rontgenstrahlen. So lassen sich sogar Tumore behandeln, die mit
der Rontgentherapie nicht behandelbar waren, weil sie zu nah an lebenswich-
tigen Organen lagen.

Um Ionen auf hohe Geschwindigkeiten zu beschleunigen werden hochinten-
sive Laserimpulse eingesetzt. Dadurch werden zunéchst Elektronen beschleu-
nigt, welche dann die Ionen auf hohe Geschwindigkeiten bringen. Diese Geriéte
sind herkommlichen Teilchenbeschleunigern in einigen Punkten tiberlegen. Ein
Nachteil war allerdings, dass Ionen mit sehr breiter Energieverteilung erzeugt
wurden. 2006 gelang der Durchbruch Ionen mit stark reduzierter Energiever-
teilung zu erzeugen. In [14] wird beschrieben wie die leistungsstarksten und
intensivsten Laserimpulse, die derzeit erzeugt werden kénnen, auf diinne Foli-
en fokussiert werden. Die Elektronen werden dann durch den Lichtdruck nach
vorne gedriickt und treten auf der Riickseite wieder aus, dabei entstehen ho-



he elektrostatische Felder. In diesen Feldern werden die auf der Riickseite der
Folie sitzenden Ionen beschleunigt. Die Ionen werden also nicht direkt durch
den Laserstrahl beschleunigt, sondern durch die Elektronen, die durch die La-
serenergie in einen Plasmazustand versetzt werden.

In dieser Arbeit wird ein effizientes numerisches Verfahren entwickelt, um die
Wechselwirkung relativistischer Kurzpuls-Laser mit hochdichten Plasmen zu
simulieren und damit besser zu verstehen. Der bestehende particle-in-cell (PIC)
Code VLPL (Virtual Laser Plasma Laboratory) [29] wird mit einem hydrody-
namischen Modell kombiniert und ein neuer Code H-VLPL (Hybrid Virtual
Laser Plasma Laboratory) vorgestellt, welcher die Behandlung von hochdich-
ten Plasmen ermoglicht. PIC-Codes haben sich zur Untersuchung von Laser-
Plasma-Wechselwirkung durchgesetzt, weil sie die physikalischen Eigenschaften
am detailliertesten beschreiben. Allerdings ist der Rechenaufwand bei hohen
Dichten nicht mehr akzeptabel und bei einigen Anwendungen treten Dichten
auf, die klassische PIC-Codes unanwendbar machen. Der neu entwickelte Code
H-VLPL bietet die Moglichkeit Simulationen in wenigen Minuten oder Stunden
durchzufiihren, die unter gleichen Voraussetzungen theoretisch Jahre dauern
wiirden.

1.2 Simulation von Laser-Plasma-Wechselwirkungen

In den letzten Jahren wurden einige elektromagnetische parallele 3D PIC-
Codes wie VLPL [29], OSIRIS [6], VORPAL [28] und OOPIC [41] entwickelt.
Das Interesse an physikalischen Prozessen in denen hochdichte Plasmen auf-
treten fiihrt dazu, dass der Rechenaufwand dieser Codes immer grofier wird.
Daher werden neue Algorithmen und Modelle entwickelt, um Probleme be-
handeln zu kénnen, welche sich mit einem PIC-Code nicht in akzeptabler Zeit
simulieren lassen.

Einer der Hauptgriinde warum die expliziten PIC-Codes sehr rechenaufwéndig
sind, ist dass die Zeitschrittweite 7 von der Plasmafrequenz
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stabil und daher ineffizient, wenn man hochdichte Plasmen simulieren will.
Es gibt aber einige wichtige Anwendungen in denen solche Plasmen von In-
teresse sind z.B. der Prozess von target normal sheath acceleration (TNSA)
[34, 15, 20], wo die Beschleunigung von Ionen untersucht wird. Hierbei variiert
die Dichte zwischen 100 — 1000 p., wobei p., = m.w?/4me? fiir die sogenannte
kritische Plasmadichte und w fiir die Laserfrequenz steht. Ein weiteres wichti-
ges Anwendungsbeispiel ist das Fast Ignition-Konzept (FI) der Tragheitsfusion
(Inertial Confinement Fusion (ICF)) [37]. FI Plasmen haben Dichten von bis
zu 10°p,..

In den letzten Jahren ist zur Simulation von Anwendungen mit hochdichten
Plasmen die Kombination von hydrodynamischen Modellen zur Beschreibung
des hochdichten Plasmas und einer kinetischen Beschreibung des Plasmas mit
niedriger Dichte betrachtet worden [27, 5, 9]. Die meisten dieser Codes ver-
wenden Darwin-Approximationen und vernachléssigen daher die elekromagne-
tische Ausbreitung von Wellen vollsténdig. Weiterhin werden elektrostatische
Wellen ausgeschlossen. Ein weiterer Code ist der implizite elektromagnetische
PIC-Code LSP [44], welcher ein implizites globales Schema verwendet, wel-
ches zu keiner Schrittweiteneinschrankung fithrt. Die elektromagnetischen Fel-
der werden durch einen uneingeschrinkt Courant stabilen Algorithmus [47]
berechnet. In [32] wurde ein weiterer impliziter Code vorgestellt und zur Un-
tersuchung von Kollisionsplasmen verwendet [33].

In dieser Arbeit wird ein neues hybrides Modell vorgestellt, welches die hydro-
dynamische Beschreibung des hochdichten Plasmas mit der kinetischen Be-
schreibung des Plasmas niedriger Dichte kombiniert. Ausgangspunkt ist der
bestehende PIC-Code VLPL [29], welcher auf die Simulation von hochdichten
Plasmen erweitert wird. Die Schrittweiteneinschrénkung des expliziten PIC-
Codes fiihrt bereits bei Dichten von z.B. 100p. zu hohem Rechenaufwand. Die
Kombination der hydrodynamischen und kinetischen Beschreibung erméglicht
es Verfahren zu entwickeln, die unabhéngig von der Dichte stabil sind und
dennoch die physikalischen Eigenschaften korrekt beschreiben. Damit sind zum
einen Simulationen in deutlich kiirzerer Rechenzeit und zum anderen von hoch-
dichten Plasmen moglich.

Hierzu wurde zunéchst das eindimensionale Problem betrachtet [26] und ein
neuer impliziter 1D Code H-VLPL (Hybrid Virtual Laser Plasma Laboratory)
entwickelt. Da ein lineares Gleichungssystems gelost werden muss, verliert der
implizite Code an Effizienz, wenn man ihn auf 3D erweitert. Daher wird da-
zu ein neuer Ansatz basierend auf exponentiellen Integratoren [17] verwendet.
Exponentielle Integratoren verwenden die Exponentialfunktion oder verwandte
Matrixfunktionen der Jacobimatrix der Differentialgleichung. Der Ansatz ba-



siert auf Splitting-Methoden, eine weit verbreitetete Methode bei Problemen
die auf unterschiedlichen Zeitskalen agieren. Es wurde ein durch die geglattete
Implusmethode [7] motiviertes Verfahren und in Zusammenarbeit mit dem In-
stitut fiir Theoretische Physik ein in C++ implementierter paralleler 3D Code
H-VLPL entwickelt.

Die Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut. In Kapitel 2 wird das physikalische
Problem, der Code VLPL und das hybride Modell erklart. Dann wird in Ka-
pitel 3 der implizite 1D Code H-VLPL vorgestellt und an einigen physikalisch
relevanten Problemen getestet. In Kapitel 4 werden die Grundlagen zur Ent-
wicklung der 3D Version erlautert, welche dann in Kapitel 5 vorgestellt und
ebenfalls ausfiihrlich getestet wird.



2 Physikalisches Problem

In diesem Kapitel zunédchst kurz der zugrundeliegende Code VLPL (Virtual
Laser Plasma Laboratory) [29] erlautert und anschlieflend ein hybrides Modell
vorgestellt, welches ein hydrodynamisches Modell fiir hochdichte Plasmen und
die volle kinetische Beschreibung heifler Elektronen und Ionen niedriger Dichte
kombinert.

2.1 VLPL

Der Code VLPL dient zur Simulation von Laser-Plasma-Experimenten in re-
lativistischen Kurzpuls-Regimen auf modernen Parallelrechnern. Die Simula-
tionsergebnisse liegen so nah an in der Realitdt gemessenen Ergebnissen, dass
man von einem virtuellen Experiment redet, was natiirlich nur der Fall ist,
wenn man in 3D rechnet.

Plasma besteht aus sehr vielen einzelnen Teilchen, Elektronen und unter-
schiedlichen Arten von lonen, welche untereinander interagieren. Der PIC-
Code macht hier eine Vereinfachung, indem man eine Wolke von Teilchen als
ein sogenanntes Makroteilchen zusammenfasst, in welchem sich alle Teilchen
zusammen mit derselben Geschwindigkeit bewegen. Dies ist eine sehr nahelie-
gende Vereinfachung und das so definierte Plasma wird dann auch numerisches
Plasma genannt. Der Code simuliert die Wechselwirkungen elektromagnetisch
und kinetisch, d.h. es werden die gesamten Maxwellgleichungen gelost, welche
in CGS-Einheiten durch

OE

rrie cV xB-—4nJ (2.1a)
%_Et} =—cV xE (2.1b)
V-E =4nrp (2.1c)
V-B= (2.1d)

gegeben sind. Dabei bezeichnet E das elektrische Feld, B das magnetische Feld,
J die Stromdichte, ¢ die zugehorige Ladungsdichte und ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit. Elektrische Ladungen treten als Ladungsdichte und Stromdichte auf,
wohingegen man von der Nichtexistenz magnetischer Ladungen ausgeht. Dies
beschreibt Gleichung (2.1d): das B Feld ist quellenfrei bzw. divergenzfrei. Die
elektrischen und magnetischen Felder entstehen also aus (2.1a) und (2.1b)
durch den Quellterm J. Die drei Gréfen E, B und J sind zeitabhéngige Vek-



torfelder von der Form

Ve(t,z,y, 2)
V= |V, (t,z,y,2)
V.

z(tJ,Z/’Z)

Aus dem GauBl’schen Gesetz (2.1¢) und dem Faradayschen Gesetz (2.1a) erhélt
man die Kontinuitatsgleichung

o
-= — 2.2
aﬁv J=0. (2.2)

Dies folgt, wenn man den Divergenzoperator V- auf (2.1a) anwendet und an-
schliefend (2.1¢) einsetzt

0=cV-(VxB) ZQV'E+47TV'J:47TQQ+47TV'J.

ot ot
Wenn die Anfangsbedingungen die Kontinuitédtsgleichung (2.2) erfiillen, ist
(2.1c) automatisch wiahrend der kompletten Simulation erfiillt. (2.1d) ist eben-
so immer erfiillt solange keine magnetischen Ladungen vorhanden sind und die
Anfangsbedingungen die Gleichung erfiillen. Also reduziert sich das Problem
auf die Gleichungen (2.1a) und (2.1b), sofern die Anfangsbedingungen (2.1c)
und (2.1d) erfiillen, was im Folgenden vorausgesetzt sei.

Um den Quellterm J zu definieren, muss man die Verteilungsfunktion kennen,
welche die Positionen und Impulse eines aus N Teilchen bestehenden Plasmas
angibt [30]. Sie beschreibt die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Anordung
im 6N-dimensionalen Phasenraum. Es wurde aber in [22] gezeigt, dass die
Verteilungsfunktionen einzelner Teilchen ausreichen, um das gesamte System
zu beschreiben. Wir bezeichnen im Folgenden mit x,, den Ort und mit p,, den
Impuls des n-ten Teilchens.

Die Gleichung die die Entwicklung der Verteilungsfunktion f(x,p) einzelner
Teilchen beschreibt ist die sogenannte Boltzmann-Vlasov-Gleichung [3]:

or

= +—Vf+ Vf St.

Dabei bezeichnet m die Masse eines einzelnen Teilchens, F die Kraft, v =
/14 (p/mc)? den relativistischen Faktor und St den Kollisionsterm (Korre-
lation zwischen Teilchen). Sowohl analytisch als auch numerisch ist die Losung
der Boltzmann-Vlasov-Gleichung nicht trivial. Abhéngig vom Ansatz ist die
numerische Lésung sogar in einer Dimension mit sehr hohem Rechenaufwand
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Abbildung 2.1: Zwei Makroteilchen auf einem zweidimensionalen Gitter.

verbunden. Fine Moglichkeit sind sogenannte Vlasov-Codes auf welche wir hier
aufgrund des hohen Rechenaufwands nicht nidher eingehen.

Eine andere Moglichkeit ist die Gleichung mittels finiter Elemente zu 16sen, was
auf die in PIC-Codes verwendete Technik fiihrt. Man approximiert die Vertei-
lungsfunktion mit sogenannten Finite-Phase-Fluid-Elements (FPFE) [30]:

f<X7p> = Z Wshsphb( —Xp, P — pn>7

n

wobei WP" die Gewichtung und SP* die Ansatzfunktion bezeichnen. VLPL
verwendet einen 6 dimensionalen Hyperkubus:
Az, Apq

Sph<xap> = 17 |'r04| S 2 )

Da der Phasenfluss die Verteilungsfunktion entlang der Charakteristiken der
Boltzmann-Vlasov-Gleichung transportiert, muss der Schwerpunkt der FPFEs
ebenfalls entlang der Charakteristiken fortbewegt werden

dx, _ p

dt  my’

d

2L _F 4+ Fy,

dt



—)‘ Bewege die Teilchen ‘

Y
| Berechne die Stréme |

Y
‘ Lose die Maxwellgleichungen ‘

Y
—{ Interpoliere Felder auf Teilchen ‘

Abbildung 2.2: Zyklus eines Zeitschrittes des VLPL Codes

wobei F; die aus dem Kollisionsterm in der Boltzmann-Vlasov-Gleichung re-
sultierende Kraft bezeichnet.

Auf diese Art und Weise werden nur die Bereiche behandelt, in denen sich auch
Teilchen befinden. Des Weiteren hat das Gitter auf dem die Feldgleichungen
(2.1a) und (2.1b) gelost werden nur 3 Dimensionen und nicht 6 wie bei Vlasov-
Codes.

Die Maxwellgleichungen werden auf einem Gitter gelost und die Positionen der
Makroteilchen werden in jedem Zeitschritt neu berechnet. Die Krafte, die auf
die Teilchen wirken und diese somit bewegen leben also auf den Gitterpunk-
ten. Die Makroteilchen hingegen sind an einer beliebigen Stelle x im Gebiet
positioniert wie Abbildung 2.1 fiir zwei Makroteilchen auf einem zweidimen-
sionalen Gitter veranschaulicht. Also miissen die Felder auf die Teilchenpo-
sitionen interpoliert werden. In jedem Zeitschritt durchlauft der Algorithmus
den in Abbildung 2.2 dargestellten Zyklus. Zunéchst werden die Bewegungs-
gleichungen fiir die Makroteilchen gelost. Danach aus den Impulsen die Stréme
berechnet, dann die Maxwellgleichungen geltst und anschliefend die Felder auf
die Teilchenpositionen interpoliert.

Die Bewegungsgleichung der Teilchen werden mit dem expliziten Stormer-
Verlet-Verfahren, welches in Kapitel 4 genauer erkléart wird, gelost. Dies fithrt
auf die Schrittweitenbeschrankung

Twy < 2,

wobei 7 die Schrittweite bezeichnet und w, die Plasmafrequenz. Dies hat, wie
bereits in der Einleitung erldutert, sehr kleine Schrittweiten zur Folge, wenn



man Probleme mit hohen Dichten losen will. Das im nachsten Abschnitt vor-
gestellte hybride Modell hilft dabei diese Einschrankung zu umgehen.

2.2 Hybrides Modell

Die Idee ist das kinetische Modell, welches im PIC-Code VLPL verwendet wird,
zur Behandlung des Plasmas bis zu einer gewissen Dichtegrenze zu verwenden
und das hochdichte Plasma hydrodynamisch, wie eine Fliissigkeit, zu behan-
deln. Dieser Ansatz ist beispielsweise auch in [27, 5, 9] betrachtet worden. Hier
wird ein neues hybrides Modell vorgestellt. Eine grafische Anschauung der
Kombination des hydrodynamischen Modells und der vollen kinetischen Be-
schreibung heifler Elektronen und Ionen niedriger Dichte ist in Abbildung 2.3
dargestellt. Die Abbildung zeigt die Elektronendichte als Funktion der Ortsva-
riablen z. Der von links hereinkommende Laser trifft auf eine langsam anwach-
sende Plasmaschicht, bestehend aus kinetisch und hydrodynamisch behandel-
ten Makroteilchen.

Plasmadichte

A

kaltes Hintergrundplasma
hydrodynamische Beschreibung

Laser

Dichte der Makroteilchen < pjm
— kinetisch

["__Explizites PIC Modell

X
Wechselwirkung

Abbildung 2.3: Schema des 1D Code H-VLPL. Plasma niedriger Dichte wird
kinetisch beschrieben und mit expliziten PIC-Techniken behandelt. Das kalte
und hochdichte Plasma im Hintergrund wird hydrodynamisch beschrieben.
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Das Modell wird durch den folgenden Satz an Gleichungen beschrieben:
OE

Ezcva—@r;J@, 0=e,ih (2.3a)
aa—]? = —cVxE (2.3b)
% = q.E —vm.v, (2.3¢)
% = q(E + % xB), (=e,i, (2.3d)
wobei
p;

Je = qpeve, P = MeYeVe, Ye=4/1+ ; vV = 1ph.

(mec)?

Dabei steht der Index ¢ = e, i, h fiir Elektronen, Ionen und hydrodynamisch
behandelte Teilchen. p bezeichnet die Dichte der Teilchen und v ist die Kolli-
sionsfrequenz, welche die Leitfahigkeit des kalten Plasmas beschreibt.

Gleichungen (2.3a) und (2.3b) sind die Maxwellgleichungen, welche elektroma-
gnetische Wellen vollstandig beschreiben. Gleichung (2.3d) ist die kinetische
Beschreibung der Elektronen und Ionen mit geringer Dichte.

Gleichung (2.3¢) beschreibt die hybriden Teilchen, welche als quasineutrale Ob-
jekte aufgefasst werden, d.h. die negative Ladung der Elektronen wird durch
die positive Ladung der Ionen vollstéandig ausgeglichen. Wir nehmen also an,
dass die elektrostatische Kraft der hybriden Ionen so stark ist, dass die hybri-
den Elektronen nicht abgesondert werden konnen und die hybriden Teilchen
sich somit als Ganzes bewegen. Allerdings kénnen Elektronen in einem hy-
briden Teilchen einen Impuls p, haben und Strome J;, = —epp vy erzeugen.
Anders ausgedriickt sind die hybriden Teilchen nichts anderes als Stromtréger.
Diese Beschreibung des Plasmas entspricht dem single fluid MHD model in
[22]. Da angenommen wird, dass die hybriden Elektronen sich langsam bewe-
gen vy, < ¢, wird die Lorentz Kraft v, x B/c in (2.3¢c) vernachléssigt.

Die Dichte der kinetisch behandelten Teilchen auf den Gitterpunkten wird
mittels der cloud-In-cell (CIC) Interpolationstechnik berechnet und die der
hybriden Teilchen mittels der nearest-grid-point (NGP) Technik. Dies sind
die beiden meist benutzten Techniken, um die Dichte auf den Gitterpunkten
festzulegen [2, Kapitel 2-6].
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3 1D elektromagnetischer, relativistischer
PIC-hydrodynamischer Code H-VLPL

In diesem Kapitel wird ein erster eindimensionaler, relativistischer und hydro-
dynamischer hybrid Code, kombiniert mit dem PIC-Code VLPL [26] vorge-
stellt. Wir fiihren zunéchst eine Variablentransformation durch, welche auch
im Code VLPL enthalten ist, um dimensionslose Gleichungen zu erhalten. Da-
zu seien t = wyt und 7 = kox, wobei wq die Laserfrequenz bezeichnet, kg = wp/c
und

~ Pr ~ Py
E= B = ) h = ) = l= €, 1,
MeCWy MeCWy MeC e
sowie
3 Jé . ~ P ~ qeMme ~ Vy ~ v
Jé:-_7 Je = €PcCy P =—, G = y Vo= —, V=—.
Je Pe L c Wo

Im Folgenden lassen wir die Schlangen weg. Gleichung (2.3) ist dann dquivalent
zZu:

OE :
5:VXB—%:J4, {=e,ih (3.1a)
0B

—_— = E 3.1b
5 — V% (3.1b)
d

% =—-E —vvy, (3.1c)
% —@E+v,xB), (=ec,i. (3.1d)

Da wir das Problem in 1D betrachten haben alle Vektoren die Form
V = [Vi(t2),V,(t2), Vot 2)]"  x€l0,L]
und V x V ist durch
VxV=|-2V
52V

gegeben.
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Gleichung (3.1b) impliziert also, dass B, konstant ist. Da im Ruhezustand
keine magnetischen Felder initialisiert werden, ist B,(t,x) = 0 und (3.1a)-
(3.1c) reduziert sich auf

a;;“” == oy, L=eih (3.2a)
¢
0E, 0B, .
v _ _ — J { = h 3.2b
ot on 26: Yy, €1, ( )
OE, 0B, Z ,
= — — S, {=e,ih (3.2¢)
ot ox -
0B 0L,
8_ty " Oz (3:2d)
0B, OF
TS (3.2¢)
dlz;;’a = —FE, — VUpa, a=x,v, 2. (3.2f)

Die Gleichungen fiir £, und ppq, @ = x,y zusammen mit denen fiir £, und
B, werden Y-Polarization genannt. Die fiir £, und pj, @ = x, 2 zusammen
mit denen fiir £, und B, heiflen Z-Polarization.

Zunéchst definieren wir, um auszunutzen, dass die Losung sich entlang der
Charakteristiken ausbreitet, wie in [2, Kapitel 6-3]

1 1
Ef = §(Ey + B.), F* = E(EZ + B,). (3.3)
Bezeichnen wir die Summe der vom PIC-Code berechneten Strome mit J =
Je + J;, ist (3.2) dquivalent zu

dfl};m = —Fyx — Npntna (3.4b)
8§;i _ jFa;ZZ’i . %phvh,y B %Jy (3.4c)
35? _ ia;:;i . %phvh,z B %Jz (3.4d)
o () + 7 — wpwon,y (3.4¢)
dfz?z = —(E") + F2 — npnvn,. (3.4f)

Im néchsten Abschnitt betrachten wir die Diskretisierung der Gleichungen.
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3.1 Numerisches Schema

Zur Diskretisierung wéhlen wir ein dquidistantes geschachteltes Gitter in Zeit
und Ort mit Ortsschrittweite h = L/m und Zeitschrittweite 7 > 0. F}', j =
0,...,m, n > 0 bezeichnet die Felder am Gitterpunkt j und zur Zeit ¢, =
nt. Die Felder werden entlang der Charakteristiken (x F ¢ =const) integriert,
wodurch h = 7 impliziert wird. Diskretisiert werden nur die Felder E und B,
sowie die Impulse p,, und p,. Die Strome J; und die Geschwindigkeiten kénnen
dann durch J, = —pnpy, /70 = —prvs berechnet werden. Abbildung 3.1 zeigt
das geschachtelte Gitter und die jeweiligen Positionen der Variablen.

Den Laserpuls initialisieren wir als Anfangsbedingung

Dabei ist ag die Amplitude des Lasers, k die Wellenzahl, [ die Lange und x.
das Zentrum der Welle. Da wir in erster Linie nur an der Wechselwirkung
des Laserpulses mit dem Plasma interessiert sind, wéhlen wir als Randbe-
dingungen FE, . (t,0) = E,.(t,L) = B,,(t,0) = B,,(t,L) = 0 durch welche
der Laserpuls vom Rand reflektiert wiirde. In Kapitel 5 werden absorbierende
Randbedingungen erkléart, wodurch der Laserpuls geddmpft wird, wenn er auf
einen Rand des Simulationsgebiets trifft. Fiir (3.3) sind die Randbedingungen
dann auch durch F,7(0) = F(0) = F, (L) = F}/(L) = 0 gegeben. Man kann
den Laserpuls aber genauso gut durch Randbedingungen in das Simulationsge-
biet hereinkommen lassen und die Anfangsbedingungen auf Null setzen. Dann
wéahlt man inhomogene zeitabhdngige Dirichlet Randbedingungen und setzt
F(0) = F-(0) = g(t) mit

(k(x — x.) — wt)?
21?

g(t) = apexp(— ) cos(k(z — x.) — wt),

wobei w die Frequenz ist, sowie Fy, (L) = (L) = 0.

z

Motiviert durch [2, Kapitel 6-3] verwenden wir folgendes implizite finite Diffe-
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renzenschema zur Losung von (3.4):

(Em)?HT_ (Ex)f :<phvh’m>?+% _ (Jm>?+% (3.5a)
(ph,r>?+17— (D) _ (Em);wl;— (Er>? n(phvhm) + (3.5b)
(F)ih ; (F)in (5 >§L+1h_ (£, + %(thh Q;L:é% - %Uy)ﬁf
(3.5¢)
el alCorn S ) 0 I B P CEN)
()i = (ony)y (BT D)+ (E )+ (B
2
T B U(phvhy)n+1 (3.5€)
[ s P2 o T
Cyii il Ure TR U R VA L PR
(3.5g)
()i ™ = (onz)j ()7 + (D)7 + (R + (FD)F
2
’ — pwon) (3.5h)

Dabei wird hier der relativistische Faktor ~; explizit behandelt und wir appro-
ximieren

(orona); ™ = S (4 ) (3.60)
(phvh,s>?__:§ = <CZ>? ((ph,s>n+1 + (ph s) ))
SOl ). s=we @b

(,OhUh,s)?H == (Ch)?(ph s)n+17 S=X,Y,%2, (36C>
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Ey,za By,zaph Em Ey,zw By,zaph
O O @, n+1
Je,ya Je,z Je,m Jeya Je,z
....... (o R R R R R R o A T e IEE R, n_l_%
Ey,za By,zaph Em Ey,zw By,zaph
O o O n
. . 1 . 1
J J+3 J+

Abbildung 3.1: Geschachteltes Gitter fiir das finite Differenzenschema (3.5).

wobei (;, = pn/7n- Hieraus ergibt sich folgendes Schema fiir die z-Komponente:

1 1 s TG (D)} 1
;! = g (g + T (1 )
- T(‘Lv)?_'—%) (3.7a)
nt+l (ph,r>? - % ((Er>?+1 + (Er>?)
(pra)i™ = T : (3.7b)
mit
K 1e_ TG

41 +7n¢h)
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Weiterhin erhalten wir fiir die y-Komponente das implizite Schema

A () RN A (e

(F;)jﬂ 3 ( h,y)g 3 (ph,yﬁill
n o TG} n o TG n T, antl
= (F;—)J + 3 . (ph,y)j + 8J+1 (ph,y)j+1 - §<Jy)j+§ (3.8&)
(Fy )j+1_TJ< h,y)jH_TJH( ,y>j—_||——11

)+ @(ph,y)? N T(Cfé)jH (Dry)sr — —(Jy)?:%% (3.8b)

L+ 70 ora) ! + SEDT T+ S (B
= ()} = 5B} = 5(F)5 (3.80

Zur Losung dieses linearen Gleichungssystems definieren wir

Y = [(FD s (B s (B )os s (B Yty (0h)os -+ s (Phy)m]

und erhalten, mit A = A" und B = B", ein Gleichungssystem der Form

AY™ = BY™ 4 f(t). (3.9)
Die zeitabhéngige Funktion f enthilt die Randbedingungen sowie die vom
PIC-Code berechneten Strome. Weiterhin sind

ST 0
A:[Ig" g] und B = 0 Sw -
—C | Lot

Dabei bezeichnen [, die k x k Einheitsmatrix, G = diag(1 + m0(¢)}) €
ROm+Dx(m+1) ynd S, die k x k Shiftmatrix mit Einsen auf der ersten obe-
ren Nebendiagonalen und Nullen sonst. Die Matrizen C' € R™+Dx2m ypd
D € R?™*(m+1) gind durch

T 0| In _ 7 [bidiag((Ca)7, (Cu)F11)7=0
“=3 { I | 0 } - PTs {bidiag((éh)?,(@)?L)T;Bl} ’

gegeben, wobei bidiag(a;,b;)j=1.m eine m x (m + 1) Bidiagonalmatrix mit a;
als j-tem Diagonaleintrag und b; als j-tem oberen Diagonaleintrag bezeichnet.

Dieses grofle lineare System lédsst sich mittels Block Gauflelimination effizient
lsen. Betrachtet man die Block LR-Zerlegung der Matrix A

A= IQm D o IQm‘ 0 IQm‘D
T a |0 Tun 0 | T |’
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wobei T'= G — C'D, das Schurkomplement der Matrix A, eine Tridiagonalma-
trix ist, sieht man, dass sich die Losung des Gleichungssystems der Dimension
3m + 1 auf die Losung eines tridiagonalen Gleichungssystems der Dimension
m+ 1 und eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer diinn besetzten Matrix
reduziert. Schreiben wir

Pl
Ti]

so gilt £ = u sowie Z = v — C'b und mit

SaraiEE

folgt * =2 — Dz =u— Dz und Tz = z = v — Cu. Also ist es zur Losung
von (3.9) ausreichend Tz = v — Cb zu 16sen und anschlieflend © = u — Dz zu
berechnen.

Zunachst berechnen wir die rechte Seite

m — BY" + f(t) = BY" + . ,

O e

sowie ¢ = v —Cuund T = G — CD. Tz = q kann effizient mit der LDU-
Zerlegung der Matrix T' gelost werden. Daraus erhalten wir x = v — Dz und

damit die Losung Y = [ﬁ]
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Das Schema fiir die z-Komponente ist durch
win TG)T o TG,
(R = T gyt — T )
n T(Ch)n n T(Ch)n 1 n T n+l
= (F2)}n + —3 ~(pn,2)} + 8” (pr2)jir — ()} 7 (3.10a)
cor TG TG n
(£7 )ng Ty - (ph,z>j+1 - TJH( ,Z)j_tll
Cn, T(G)T
= (Fz )j + ) .
n n T n —\Nn
(1 + TW(Ch)j)(ph,z)jH + §<Fz+)j+1 + §<FZ )j+1
= (pn2)j — §<Fz+>] - §<FZ );j (3.10¢)

gegeben und wird analog zu dem fiir die y-Komponente gelost.

(ph,z>j + S Jj+1 (ph,z>j+1 - §<Jz>j+§ (310b)
T

Im néchsten Abschnitt wollen wir die Stabilitéit dieses Verfahrens betrachten.
Hierzu werden wir die numerische Dispersionsrelation herleiten. Allgemein ver-
steht man in der Physik unter Dispersion die Abhéngigkeit einer Grofie von
der Wellenlange. Hier untersuchen wir die Abhéngigkeit der Frequenz w von
der Kreiswellenzahl k.

3.2 Dispersionsrelation, Stabilitit

In diesem Abschnitt werden wir die numerische Dispersionsrelation fiir das
hybride Schema (3.5), angewandt auf die dimensionslosen Gleichungen (3.1),
herleiten.

Um die numerische Dispersionsrelation zu erhalten, setzt man sogenannte ebe-
ne Wellen in die diskretisierten Gleichungen ein, welche allgemein folgende
Form haben:

V= Vpellenm—kih) (3.11)

J

In dimensionslosen Variablen ist die Plasmafrequenz durch

Wy = wy/wo = \/ﬁ_g, {=ce,h, (3.12)

gegeben. Wir lassen wieder die Schlange weg, setzen v, = 1 und p, = const. Es
sei noch einmal wiederholt, dass das explizite PIC-Schema fiir Schrittweiten

2
T< — (3.13)

We



19

stabil ist. In unserem Modell ist w. < wy so, dass diese Schrittweitenein-
schrankung fiir die mit dem PIC-Code behandelten Teilchen kein Problem
darstellt. Zunéchst betrachten wir die Dispersionsrelation der x-Komponente.

3.2.1 Dispersionsrelation der r-Komponente

Aufgrund von B, (t,z) = 0 haben wir

0E

ot . 14
57 = PnPh T pePe (3.14a)
d

% =—-E —vvy (3.14b)
dp

e _ _E. 14
o (3.14c¢)

Zur Herleitung der Dispersionsrelation fiir die z-Komponente setzen wir in das
finite Differenzenschema von (3.14)

(Er)m—l — (B} (ph,m)”“ + (Pra)} n+s

- - - = Ph - 5 - +106<p6,r>j :
(ph,my'ﬂ—l - (ph,m>n (Emy'ﬂ—l + (Er>n n
’ t=—— L — 1o (pha) i
T 2
nty n—3
(pE,r)g (pE,r)g _ _<Em)?
T

die ebenen Wellen

(phm>? _ (ph) 6'(wn’r—kjh)’
<p”)j = (pe) pilwnT—kjh)
ein und mit (3.12) folgt
Wt waQL Wt 2 14T
Eo(e"™ —1) = T(Z%)O(e + 1) + 1w (pe)oe" 2,
. T . .
(pn)o(e™™ —1) = —§E0(€W + 1) — mnwi (p)oe™” (3.15)

wT S WT

(Pe)ole" 2 —e™"2) = —7E).
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Unter Ausnutzung der Identitéten fiir die komplexwertige Exponentialfunktion
erhalten wir damit

L wT TWE wr  TW?
iEq sin -5 = Th<ph>0 cos —- + T(pe)o, (3.16a)
2
i(pn)o sin % = —%Eo oS % — 7'772wh (pr)o€’ 2, (3.16D)
2i(pe)o sin % = —7E, (3.16¢)

Losen wir nun (3.16b) nach (pg)o, (3.16¢) nach (p.)o auf und setzen dies in
(3.16a) ein, ergibt sich

2 cos? L sin &L 2
sin? 2L = (Wh) 2° 2 (me) (3.17)
2 2 sin - — i—m;h €'z 2
Woraus wir fiir n = 0
2 1 _ (Twe\2
W= — arccos % (3.18)

erhalten. Die numerische Dispersionsrelation (3.18) zeigt, dass das Schema fiir
Schrittweiten (3.13) stabil ist, unabhéngig von wy,. Es tritt die zu erwartende
Schrittweiteneinschrankung aus dem expliziten PIC-Modell auf, welche aber
keine wirkliche Einschrénkung fiir das hybride Modell bedeutet, da das Mo-
dell gerade fiir Problemstellungen mit w, < wy, gedacht ist. Fiir n # 0, ist
die Stabilitédtsanalyse weitaus schwieriger, da komplexe Koeffizienten in (3.18)
auftreten, was in der Regel zu komplexwertigen Losungen w fiihrt.

Definieren wir € := ¢“7 erhalten wir aus (3.15)

2 1)2
2 € — 14+ mnwje e—1

und damit ein Polynom dritten Grades in e
2 2
<7'77wi + (%) + 1> e — <27'77w,% — (Tnwi + D722 +3 — (%) > €

2 2
(et - (T2) =z a) e (22) -1 -0

(3.19)

Die Losung bleibt genau dann beschriankt, wenn |e| < 1. Abbildung 3.2 zeigt
die Nullstellen in der komplexen Ebene und einen logarithmischen Plot der
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Funktion 1 — |e| fiir alle Nullstellen von (3.19) fiir drei unterschiedliche Werte
von 7). In allen Fallen ist 1 — |e| > 0 und alle Nullstellen liegen im Einheits-
kreis. Somit ist das Schema fiir die angegeben Parameter stabil. Als Parameter
wurden 7 = 0.1, 0.4 und 1, sowie w, = 10, w, = 1000 und 7 € |0, wl] gewahlt.

n=0.1 0

log(1-el)

-1 -0.5 0 0.5 1 0 2000 4000 6000
n=0.4 0

log(1-el)

0 2000 4000 6000

- -
o o
& o

-1 -0.5 0 0.5 1 0 2000 4000 6000

Abbildung 3.2: Nullstellen von (3.19) fiir drei unterschiedliche Werte von 7
und logarithmischer Plot der Funktion 1 — |e|. Mit = 0.1, 0.4 und 1, sowie
we = 10, wy, = 1000 und 7 € [0, 2.
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3.2.2 Dispersionsrelation der y- und z-Komponente

Die Gleichungen fiir die y-Komponente sind durch

OF OFF 1 1
L= 1 - — =/, 3.20
ot or C gy = 5 (8-20a)
oF -~ O0F 1 1
8—;’ = 8;;] T+ 3PPy — §Jy (3.20b)
dpn, _
dty = —(Fy“L + F,) — 0pnPhy (3.20¢)
dpe
% - L, (3.20d)
gegeben und das finite Differenzenschema durch
n n n n T nt+i T ntl
(FJ)JLl - (F;)jﬂ = - (F;)jﬂ + (F;)J + §Ph<ph,y)j+§ - §<Jy)j+§
(3.21a)
—\Nn —\n —\n —\n T n+l T n+l
By Vi = ()3 =y it = (E)3 + Sonlona)if = S()ITE (3:21)
n n T n n —\n —\n
(Pry)j ™ = (Pha)} = — 3 ((EDT (BN + (B + (F))7)
— 71w (Pry)y (3.21c)
nt+l n—1 n
Pey); * = (Pey); * =—7(Ey)]. (3.21d)

Um die Dispersionsrelation zu erhalten, betrachten wir Gleichung (3.21) fiir
die urspriinglichen Felder £ und B:

(Eyﬁill - (Ey>n = _<Bz)?ill + (Bz>?

J
(ph,y>?+1 + (ph,y>? + (ph,y>?j——11 + (ph,y>?+1
4

n+% n+%
9 (pE,y>j + (pe,y)jﬂ
+ Tw; 2

(Ey)ﬂle - (Ey)?ﬂ = (BZ)T?H - (BZ)?H

J J
(ph,y);lel + (ph,y)? + (ph,y)?:ll + (ph,y)?ﬂ

2
+ Tw;,

(3.22a)

+ Tw,% 7
n+% n+%
en) 2 (Pey)
+ e : (Pea)ye (3.22b)
()77 + (B)} n 0
T 2 — = (1 T 7—77“)}21) <ph,y)j+1 — (Pry)j (3.22¢)
n nt3 n—1
—T(By); = (Pew); = (Pew)s * (3.22d)
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Addition und Subtraktion von (3.22a) und (3.22b) liefert

(B)5H 4 (By)7 = (B} — (B = (B)]™ 4 (B.)] = B — (B
9 (ph,y);lel + (ph,y)? + (ph,y)?:ll + (ph,y)?+1
+ Twyj, 5
nt2 nt+
+ TW? ((pE,y>j 2+ (pE,y>j+12)
(Ey)?:ll (Ey)?ﬂ - (Ey)?ﬂ - (Ey)? =

— (B2)} ™ 4 (B)] — (B + (B2)f-

Wieder setzen wir ebene Wellen ein und erhalten

Ep(eF — e )T 4o = By(e'F p e ) (e o)
2
+ (ot (¢ F — e T (T o)
+ (peoTwl(e!F +e7'%)
Eo(' +e7 %) (el — e_l%) = By(e'? —e ') (' +et?)
- E ;WT ;WT ;KT jWT g KT YT j BT
TQ LT 4 e )e F = (14 mwd) (or)oe’ Te T — ¢ Fe ' (pn)o
—7Ey = (pe)o(e’> —e™'%),
bzw.
k k 2 k
1Eq sin % COS 77- = —1By cos % sin 77- + (ph)o% COS % COS 77-
2k
+ % Ccos %(pe)o (3.23a)
. kT wT . WT kT
iFg sin — cos — = —iBj sin — cos — (3.23Db)
2 2 2 2
—T7FEjq cos % = (pn)o (22’ sin % + anieiw*{) (3.23¢)
2i(pe)o sin % = —7E, (3.23d)

Lost man (3.23b) nach By, (3.23¢) nach (py)o, (3.23d) nach (p.)o und setzt in
(3.23a) ein, ergibt sich

L o WT o kT G WT . o kT
sin® — cos” — = cos” — sin” —
2 2 2 2
N (Twh)Q COSQ%COSQ%Sin% N (Twe)2 , kT
2 sin £F — Z._anﬁ 2 2’
2 2

g WOT
2

e
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woraus wir
2 cos? Kl gin &2 o kT e\ 2
cos? 2L [ 14 (122 2 2 —cos? (1 (& (3.24)
2 TNWE  wT 2 2
2 sin - — 1—"e' 2

kT

erhalten. Fiir cos® 4 = 1, ist die Dispersionsrelation identisch zu der fiir die

r-Komponente.

Im Fall n = 0 lautet die Dispersionsrelation

D WT _ cos? & (1 — (Te=)?)

=: £ (3.25)

und wir erhalten
2
w = — arccos €.
T

Dies zeigt die uneingeschriankte Stabiltéit des Schemas fiir 7 < 2/w,.

Fiir n # 0 betrachten wir die Dispersionsrelation wieder als Polynom in der
Variablen e = ¢7. Mit cos® 4L = (e + < +2) und sin <F = 21(\/_"' -) ergibt
sich aus (3.24)

1 h o kT e—1
19V (1 ~
<€+€+ >< +<2) o8 2(1—|—T’I7W%)€—1>
kT TWe \ 2
_ 2 _ ¢
= 4 cos 5 <1 (2)>

und damit

((1 + THws) + (Twh) %) ( (Twh) cos I%T —1
( ) )+ 2( 1—|—7'77wh))

2 2
+ | (1 + mnw; —2—|—4COSQﬁ1— T )™y (B Cos2ﬁ €
h

— (14 mnw;)4 cos* —

2 2 2 2

_ TOn\? o2 BTy
(1+( . ) cos® ) = 0. (3.26)

Auch hier haben wir die Relation numerisch gelést und fiir 7 € (0,2/w,) und

cos? 2 € [0, 1] liegen alle Nullstellen im Einheitskreis. Daher ist das Schema

fiir die angegeben Parameter stabil.
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Abbildung 3.3: Plot des Real- und Imaginérteils der Kreiswellenzahl k(w) der
numerischen Dispersionsrelation (3.24) mit n = 0, w. = 0, wp = 31.6, 7 =
0.05 und w € [0, 5=]. Ein Simulationsbeispiel mit denselben Werten wird im
néchsten Abschnitt diskutiert.

Losen wir (3.25) nach der Kreiswellenzahl auf ergibt sich

I 2 cos? -
= —arccos )
T 1— (—T‘;h)2 — (—T‘;e)2 cos? &%

Abbildung 3.3 zeigt einen Plot des Real- und Imaginérteils der Kreiswellenzahl
k(w) fiir n =0, we = 0, wy, = 31.6, 7 = 0.05 und w € [0, Z].

Auf analoge Weise erhélt man dieselbe Dispersionsrelation fiir die z-Kompo-
nente.
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3.3 Physikalische Anwendungen

Das im vorigen Abschnitt beschriebene numerische Schema wurde sowohl in
Matlab als auch in dem C++ Code H-VLPL implementiert. In diesem Ab-
schnitt werden die Ergebnisse des C++ Codes aus [26] vorgestellt. Der Code
wurde an einigen fiir Anwendungen wichtigen Testbeispielen auf Genauigkeit
und Anwendungsmoglichkeit getestet.

3.3.1 Reflektion und Brechung des Laserpulses

Als erstes testen wir ob Reflektion und Brechung eines Laserpulses, der auf
eine diinne Plasmaschicht trifft, korrekt simuliert werden. Hierzu wéhlen wir
einmal eine Plasmaschicht mit einer Dichte unter der kritischen Dichte p. und
einmal iiber der kritischen Dichte.

0.2f \;3}?;\§ @
0.0 A ]

N

0 10 20 30 40 50

of T W
0.0 [ ‘\\ & .
-02p 2 30 0 _

50

eE/m @

x(in )

Abbildung 3.4: (a) Brechung des Laserpulses durch ein Plasma mit Dichte
unter der kritischen Dichte (p = 0.85p.). (b) Reflektion des Laserpulses durch
ein Plasma mit Dichte {iber der kritischen Dichte (p = 1.2p.). Der Ort ist mit
der Wellenldnge A skaliert.

In Abbildung 3.4(a) ist ein 30fs Gaufl’scher Laserpuls mit Wellenlange A\ =
0.82um dargestellt, der auf eine Plasmaschicht mit p = 0.85p, trifft. Wie zu
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erwarten dringt ein Teil des Laserpulses in das Plasma ein und ein Teil wird
reflektiert. In Abbildung 3.4(b) ist der gleiche Laserpuls dargestellt, trifft aber
auf ein Plasma mit Dichte p = 1.2p.. In diesem Fall wird der Laserpuls erwar-
tungsgeméf vollstandig reflektiert. In beiden Beispielen wurden alle Teilchen
hydrodynamisch behandelt, was zeigt, dass das hybride Schema in diesen An-
wendungen, auch ohne kinetisch behandelte Teilchen mit einzubeziehen, das
korrekte Ergebnis liefert.

3.3.2 Energieerhaltung

Ein physikalisch wichtiger Aspekt ist die Energieerhaltung in einem abgeschlos-
senen System. Wieder schicken wir einen Laserpuls auf eine Plasmaschicht, die
diesmal sowohl hydrodynamisch als auch kinetisch behandelt wird. Die ana-
lytische Gleichung fiir die Energie des gesamten Systems setzt sich aus der
elektromagnetischen Energie £y und der Energie der Teilchen E,.+ zusam-
men und ist durch

1
Eiot = Epart + Epp = Z mec® (v — 1) + — / (E? 4+ B*dV (3.27)
8m

t=c,ih v

gegeben, wobei my fiir die Massen der unterschiedlichen Teilchen steht und
v = /1 + (p/mec)? fir den relativistischen Gamma-Faktor. Die Energie der
Teilchen und das Integral iiber die Felder werden durch die Summe der Werte
auf den Gitterzellen approximiert. Abbildung 3.5 zeigt die Gesamtenergie des
Laser-Plasma-Systems, in welchem ein Laserpuls zwischen zwei Plasmaschich-
ten reflektiert wird, gegen die in Wellenldngen gemessene Zeit. Die Gesamt-
energie Fy, bleibt {iber eine sehr lange Simulationszeit nahezu konstant, wie in
der kleinen Abbildung in Abbildung 3.5 zu sehen ist, sind die Abweichungen in
der GroBlenordnung der Maschinengenauigkeit. Eine Simulation mit gleichen
Parametern und ausschliefllich kinetisch behandelten Teilchen zeigt Schwan-
kungen der Energie in der gleichen Groflenordnung.

3.3.3 Ionenbeschleunigung (TNSA)

Als néchstes Beispiel betrachten wir den Prozess der sogenannten target nor-
mal sheath acceleration (TNSA), welcher erstmals von Wilks et al. [45, 31]
beschrieben wurde. Abbildung 3.6 zeigt das physikalische Modell zur Erzeu-
gung von ultra-intensiven energiegeladenen Protonen. Wir simulieren einen
10fs langen Gauf3’schen Puls, der sich in z-Richtung ausbreitet und auf eine
3.3 um diinne Plasmaschicht, bestehend aus Elektronen, Ionen (Protonen mit



28

0.08 4 T 4 T Y T T T T T
0.037114
0.07 0.037112 -
L 0.037110
0.06 |- 0.037108 -
[} 0.037106
&0 0.05 0.037104 -
5} . . R
% 0.0371025 100 200 300
g 0.04 |- .
g 0.03 [
@ 0 - -
U
0.02 |- -
0.01 |- -
0.00 M 1 2 1 2 1 M 1 M 1 2 1 M
0 50 100 150 200 250 300 350

Zeit in Laserperioden

Abbildung 3.5: Erhaltung der Gesamtenergie des H-VLPL Codes. Plot der
Gesamtenergie des Laser-Plasma-Systems gegen die in Wellenldngen gemessene
Zeit. Die kleine Grafik zeigt eine um 107% genauere Skala.

m;/me = 1836) und hydrodynamisch behandelten Teilchen, trifft. Die Dichte
des Ziels wichst iiber eine Rampe mit ~ 2um bis auf 2p., was zur Modellie-
rung eines Vorplasmas dient [45], welches in realen Experimenten auftritt. Auf
der Riickseite befindet sich eine diinne Protonenschicht, wo die Dichte wieder
iiber eine Rampe auf 0 gesenkt wird. Der hochdichte Teil des Ziels wird mit
hydrodynamisch behandelten Teilchen modelliert, wobei p, = 1000p. gewihlt
ist. Die Amplitude des Laserpulses ist hier ap = 2.0, was einer Intensitat von
5.5 x 10'® Wem™2 entspricht.

Der extrem kurze Laserpuls erzeugt eine grofle Wolke heifler Elektronen, wel-
che sich durch unser Objekt ausbreitet und die diinne Protonenschicht auf der
Riickseite ionisiert. Die Protonen losen sich durch das elektrostatische Feld
der heiflen Elektronen von der Oberfliche und werden eventuell auf sehr ho-
he Energien beschleunigt. In Abbildung 3.7 ist das Energiespektrum der be-
schleunigten Ionen dargestellt. Betrachtet man die Intensitéit des Lasers ist die
maximal erreichte Energie von ~ 1 MeV bemerkenswert.

Um den hybriden Code mit dem konventionellen PIC-Code zu vergleichen,
haben wir die gleiche Simulation mit ausschlieilich kinetisch behandelten Teil-
chen durchgefiihrt. In Abbildung 3.7 sieht man ein sehr &hnliches Energiespek-
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Abbildung 3.6: Physikalisches Modell der Ionenbeschleunigung bei der Wech-
selwirkung eines kurzen und ultra-intensiven Laserpulses mit einem diinnen

Zielobjekt. (TNSA)

trum. Dies zeigt, dass sich der hybride Code fiir die Betrachtung von Systemen
mit sehr hohen Dichten, wie z.B. die Erzeugung von monoenergetischen Io-
nenstrahlen [24], eignet bzw. man bei stark verkiirzter Rechenzeit zu gleichen
Ergebnissen wie denen des PIC-Code gelangt.

In Abbildung 3.8 ist ein Phasendiagramm einer heiflen Elektronenwolke darge-
stellt. Das Phasendiagramm zur Zeit T' = wot /27 = 100 zeigt, dass die Wolke
heifler Elektronen im Zielobjekt zirkuliert und die Ionen anzieht und autheizt.
Mit dem Code H-VLPL ist es moglich fiir einen solchen Test bis zu 200 Teilchen
pro Gitterzelle zu verwenden. Einige lonen werden auch von der Vorderseite des
Zielobjektes angezogen, diese sind aber wesentlich kélter verglichen zu denen
auf der Riickseite des Zielobjektes. Der Grofiteil der Beschleunigung findet auf
einer sehr kurzen Distanz von ~ 4um statt, was sehr gut zu bisherigen realen
und simulierten Ergebnissen passt [45, 14].

Abschlielend lésst sich sagen, dass der neue hybride Code H-VLPL sich als
sehr geeignet zur Simulation der Erzeugung von energiereichen Ionen erweist.
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Abbildung 3.7: Energiespektrum der beschleunigten lonen auf der Hinterseite
des in Abbildung 3.6 dargestellten Zielobjektes zur Zeit T' = wot /27 = 150. Die
kinetische Energie der Tonen ist in MeV angegeben. Die gestrichelte Linie zeigt
die Energie derselben Simulation, wobei alle Teilchen voll kinetisch behandelt
wurden.

3.3.4 Dampfung in hochdichten Plasmen

In diesem Abschnitt iiberpriifen wir, ob die Dampfung eines auf ein hochdichtes
Plasma treffenden Laserpulses korrekt simuliert wird. Bezeichnen wir mit FE
die Amplitude des Laserpulses an der Skintiefe 6, = ¢/w, und mit F; die
Amplitude des Laserpulses im Vakuum, so gilt

4pe
B2 B2 = e (3.28)

€

[19, Kapitel 5]. Wir wihlen den Laserpuls als zirkular polarisierten Gauf3puls
mit dimensionsloser Amplitude ag = 0.2 und einer Dauer von 10fs und testen
das Verhalten fiir p = 10, 100 und 1000p..

Abbildung 3.10 zeigt den quadrierten Quotienten F,?/FE;* als Funktion der
normalisierten Plasmadichte p = p./p.. Die numerischen Ergebnisse approxi-
mieren das analytische Resultat (3.28) sehr gut.
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Abbildung 3.8: Phasenraumdiagramm der heiflen Elektronenwolke zur Zeit
T = wot/27 = 100. Plot der Impulse der Elektronen iiber den Ort.

Die elektromagnetische Feldintensitét

2 2
L _IEP+IB
2
fallt analytisch wie
2
In] = —5—“7 (3.29)

[19, Kapitel 5]. Abbildung 3.11 zeigt den Vergleich der analytischen Losung
und wie die Felder in der Simulation geddmpft werden. Sogar bei sehr hohen
Dichten erhélt man sehr gute Approximationen. Fiir p. = 1000p. liegt die
Skinlénge bei ds/A = 0.005. Die Simulation liefert mit h,/A = 0.05, d.h. auch
wenn die Gitterweite viel grofler als die Skinlédnge ist, sehr gute Ergebnisse.
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Abbildung 3.9: Das elektrische Feld zu den Zeiten T = wyt /27 = 15, 25 und
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Abbildung 3.10: Logarithmischer Plot von (3.28) fiir vier verschiedene hybride
Dichten. Die blaue durchgezogene Linie zeigt die analytische Losung.
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Abbildung 3.11: Logarithmischer Plot von (3.29) fiir drei verschiedene hybride
Dichten. Die gestrichelten Linien zeigen jeweils die analytische Losung.

3.3.5 Kollisionen von Teilchen

Da bei extrem hochdichten und warmen Plasmen auch die Kollisionen von
Elektronen und Ionen, welche man sonst vernachldssigen kann, eine wichtige
Rolle spielen sind die dadurch auftretenden Effekte in den Code eingebaut.
Um dies zu testen, schieflen wir einen Laserpuls auf ein unterdichtes Plasma,
p = 0.04p. und vergleichen mit der analytischen Losung (23, Kapitel 5]:

In(E/Ey) = Re [—iwt + tkx — Ox], (3.30)
wobei

O ~ 1 W2 (Vei/w)
2 (w? — w2

Abbildung 3.12 zeigt den Vergleich der numerischen Ergebnisse und der Theo-
rie. Der Laserpuls wurde schwach relativistisch, ay = 0.2, und relativ lang,
50fs, um Dispersion zu vermeiden, gewihlt. Die Kollisionsfrequenz n betrédgt
0.5. Die Simulation zeigt, dass das E-Feld wie erwartet, wihrend es sich im
Plasma ausbreitet, exponentiell abfillt. Abbildung 3.13 zeigt die mit der Zeit
zunehmende Intensitdt. Auch dies passt sehr gut zur Theorie.
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Abbildung 3.12: Logarithmischer Plot von (3.30) iiber die in Wellenldngen
gemessene Ausbreitungsrichtung.
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Abbildung 3.13: Dampfung der Intensitit bei fortschreitender Zeit.
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3.4 Fazit

Die Vergleiche mit dem Code VLPL aus dem vorigen Abschnitt zeigen, dass
sich der implizite 1D Code H-VLPL sehr gut eignet, um physikalische Anwen-
dungen zu simulieren. Weiterhin lassen sich durch die hybride Modellierung
Plasmen mit sehr hohen Dichten in einer akzeptablen Zeit simulieren, was mit
VLPL nicht moglich ist.

Allerdings miissen bei diesem Ansatz Gleichungssysteme gelost werden, sie-
he Abschnitt 3.1. Da die aus einer 3D Diskretisierung resultierenden Glei-
chungssysteme sehr grol werden und deren Losung ineffizient ist, verwenden
wir einen anderen Ansatz, um einen effizienten 3D Code zu entwickeln. Im
néchsten Kapitel folgt zunéchst ein Exkurs iiber numerische Verfahren fiir
hoch oszillatorische Differentialgleichungen mit konstanten hohen Frequenzen
und Splitting-Methoden, was die Grundlage der entwickelten 3D Version von
H-VLPL bildet, welche im letzten Kapitel vorgestellt wird.
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4 Exkurs: Numerische Verfahren fiir hoch os-
zillatorische Differentialgleichungen mit kon-

stanten hohen Frequenzen und Splitting -
Methoden

In diesem Abschnitt wird zum einen ein Einblick in numerische Verfahren zur
Losung von hoch oszillatorischen Differentialgleichungen mit konstanten hohen
Frequenzen gegeben und zum anderen in Splitting-Methoden, welche oft bei
der Losung solcher Probleme eingesetzt werden.

4.1 Splitting-Methoden

Im Folgenden betrachten wir Splitting-Methoden zur Losung eines allgemeinen
Differentialgleichungssystems in autonomer Form

u' = f(u), ueR™ (4.1)
Ein wichtiger Begriff hierbei ist der Fluss des Differentialgleichungssystems.
Definition: Der Fluss ¢; eines Differentialgleichungssystems (4.1) ist die

Abbildung, die einen beliebigen Punkt u° auf die Losung mit Anfangswert
u(0) = u® zur Zeit t abbildet

ot R™— R™, u’ = u(t).

Dies ist der exakte Fluss und analog definiert man einen Schritt eines nume-
rischen Verfahrens als numerischen Fluss. Die Abbildung die einen Startwert
u" zur Zeit t,, auf die Approximation u" ™! zur Zeit t,,; = t, + 7 abbildet

o, : R™ - R™, u" - u"

Die Idee von Splitting-Methoden besteht darin bei einem beliebigen Differen-
tialgleichungssystem (4.1) das Vektorfeld f(u) aufzusplitten und das Differen-
tialgleichungssystem in der Form

v = fi(u) + fo(u) + ...+ fn(u)

zu schreiben. Dann 16st man die N Differentialgleichungen v’ = f;(u) j =
1,..., N einzeln. Dies lasst sich in manchen Féllen exakt tun, wie wir spéter
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Abbildung 4.1: Lie-Trotter-Splitting

sehen werden. Um dies zu veranschaulichen betrachten wir den Fall N = 2.
Wir betrachten also die beiden Differentialgleichungen

u'=fi(u)  und W= fo(u)

und nehmen an, dass wir beide exakt 16sen konnen. Man startet von einem
gegebenen Startwert u® und 16st zunichst die eine Differentialgleichung, um
einen Wert ©'/? zu erhalten. Mit diesem Startwert lost man dann die andere
und erhélt u'. Dies kann man in beiden mdglichen Reihenfolgen tun und erhiilt
daraus die zwei numerischen Verfahren

O, =plop; und  Pr=grop],

wobei @ die adjungierte Abbildung zu ®, bezeichnet. Abbildung 4.1 veran-
schaulicht dies.

Diese beiden Splittings werden héaufig Lie-Trotter-Splitting [38] genannt und
mittels Taylorentwicklung folgt (¢l o ©?) = . (yo) + O(7?), d.h. diese bei-
den Approximationen haben Ordnung 1. Eine geschicktere Art die exakten
Fliisse der beiden gesplitteten Gleichungen zu kombinieren, ist ein symmetri-
sches Splitting

D = 150920 Q.

Man lost also die eine Gleichung mit halber Schrittweite, dann 16st man die
andere mit ganzer Schrittweite und anschliefend wieder ein halber Schritt der
ersten Gleichung, Abbildung 4.2.

Dieses Splitting wird auch Strang-Splitting [36] genannt und hat wegen der
Symmetrie Ordnung 2.
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Abbildung 4.2: Strang-Splitting

Als Beispiel betrachten wir das Differentialgleichungssystem

/ 0
-rpg e
Durch das Splitting erhalten wir die beiden Systeme

1) p=fla) (2) p=0
¢ =0 ¢ =p,

welche sich exakt 1osen lassen

oy 1 p(t+7) =p(t) +7f(q(t)), o2 p(t+71) = p(t)
q(t +7) =q() q(t+7) = q(t) + 1p(t).

Wendet man das Strang-Splitting an so ergibt sich das Stérmer-Verlet-Verfahren
[35, 42], welches am Anfang des néchsten Abschnitts genauer erlautert wird

ptr=p +—§f(Q)
¢ = ¢+ e, (4.3)
p“zp“+§ﬂqH)
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4.2 Oszillatorische Differentialgleichungen mit konstan-
ten hohen Frequenzen

Als néchstes gehen wir auf numerische Verfahren zur Losung hoch oszillato-
rischer Differentialgleichungen ein. Hierbei betrachten wir zunéchst Systeme
zweiter Ordnung, welche sich auf Systeme erster Ordnung zurtickfiihren las-
sen. Wir betrachten das Differentialgleichungssytem der Form

q"= flqg) = -VV(q)

mit einem Potential V' (¢). Durch Hinzufiigen der Gleichung p = ¢’ und mit
f(q) = =V V(q) ist dieses System aquivalent zu (4.2). Der Standard-Integrator
fiir Differentialgleichungen dieser Art ist das Stormer-Verlet-Verfahren, welches
man erhélt, wenn man die zweite Ableitung durch den zentralen Differenzen-
quotienten zweiter Ordnung ersetzt. Es ist das z.B. in der Molekiildynamik oder
Astrophysik wohl meist benutzte Verfahren, um die Newton’schen Bewegungs-
gleichungen von Teilchensystemen zu l6sen. Die Zweischritt-Formulierung, mit
q" ~ q(t,) und f* = —-VV(q"), lautet

qn+1 - 2qn € qn—l — 7_2fn'

Setzt man p = ¢ erhédlt man Approximationen an die Ableitung zur Zeit ¢,
und ¢, 1 durch

n

n+l _ n—1 n+l _
2T T

=

So erhélt man die explizite Einschritt-Formulierung aus dem vorigen Abschnitt
P =pt 4 %f"
¢ =gt
P = 4 %f"“-

Wie im vorigen Abschnitt gesehen, kann das Verfahren als Strang-Splitting

aufgefasst werden, woran man sieht, dass es symmetrisch ist und daher klassi-
sche Ordnung 2 hat. Das Verfahren ist stabil, falls

TWw < 2

gilt [13, Kapitel 13, 1.1}, wobei w die grofite Eigenfrequenz bzw. die Wurzel
des groBten Eigenwertes von V2V (q) ist. Um dies einzusehen, betrachten wir
die zwei Differentialgleichungen

/

p=-wq g

p-
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Das Stormer-Verlet-Schema darauf angewandt, léasst sich in der Form

{pnﬂl} _ 1_— 72;,2 o (1 _ 72:,2) _ |:pn }
wgt w |- wg"

schreiben und das charakteristische Polynom der Matrix ist durch \? — (2 —
72w A+ 1 gegeben. Der Betrag der Eigenwerte ist also genau dann kleiner als
eins, wenn |Tw| < 2 gilt.

In vielen Anwendungen ist V' (¢) die Summe von Potentialen, welche auf unter-
schiedlichen Zeitskalen leben, worauf wir im Folgenden genauer eingehen und
es auch spater ausnutzen werden. Wir schreiben

Vig) =Wi(q) +Ulq), (4.4)

wobei — VW (q) die schnelle Kraft und —VU(q) die langsame bezeichnet. Zusétz-
lich soll

V2W (q) positiv semidefinit sein und || VW (q)|| > ||V2U(q)|| (4.5)
gelten.

Die erste Methode, die grofie Zeitschritte bei der Behandlung solcher oszillato-
rischen Probleme erlaubte, stammt von W. Gautschi [8]. Fiir den haufig auftre-
tenden Spezialfall eines quadratischen Potentials W (q) = %uﬂqTq mit w > 1
und U(q) = g(q), konstruierte Gautschi mehrere Verfahren, welche die exakte
Losung liefern, falls die Losung ein trigonometrisches Polynom in wt ist. Wir
betrachten hier nicht den skalaren Fall, sondern das Potential W (q) = %qTQQq
mit einer symmetrisch positiv semidefiniten Matrix €2 und ||€2|| > 1. Die Glei-
chung hat dann die Form

¢" = -+ g(q). (4.6)
Das einzige symmetrische und bekannteste Verfahren lautet

Q
" —2cos Qrg" + ¢ = sinc 2779"

und 16st (4.6) exakt fiir konstantes g [13, Kapitel 13, 1.2], wobei ¢" = ¢(q")
sowie sinc x = % Dies folgt sofort aus der Variation-der-Konstanten-Formel

o) - om0 a

e stanas
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Auf der Grundlage dessen betrachten wir jetzt eine Methode, die speziell fiir
den Fall, dass das Potential aus (4.4) die Voraussetzung (4.5) erfiillt, konstru-
iert wurde. Die sogenannte Impulsmethode, welche sowohl von Grubmiiller,
Heller, Windemuth und Schulten [11] als auch von Tuckerman, Berne und
Martyna [39] vorgestellt wurde:

kick: p? = p" — %VU(q")
oszilliere: Lise ¢" = —VW (g) mit Anfangswerten (¢", p})
n+l n
0")
-

kick: p"t = p"tt — EVU(q"“).

und erhalte (g

Im Allgemeinen muss die Losung des Oszillations-Schritt mit einem numeri-
schen Verfahren berechnet werden, aber im Fall eines quadratischen Potentials
Wi(q) = %qTQQq lasst sich die Losung exakt angeben, was wir im néchsten
Kapitel ausnutzen werden.

Biesadecki und Skeel [1] und Garcia-Archilla, Sanz-Serna und Skeel [7] haben
fiir dieses Verfahren Instabilitédten festgestellt, falls das Produkt der Zeitschritt-
weite 7 und einer Eigenfrequenz w von V2W ein Vielfaches von 7 ist. Dieses
Problem wurde in [7] behandelt und es entstand die sogenannte gegldttete Im-
pulsmethode.

Die Grundidee ist die langsame Kraft —VU(q) an gemittelten Werten ¢" auszu-
werten. Denn die Kraft an einem bestimmten Punkt der hoch oszillatorischen
Losung auszuwerten, kann je nachdem wo auf der Losung der Punkt liegt zu
sehr unterschiedlichen Werten fithren. Daher wihlen sie einen Mittelwert iiber
den Zeitschritt.

Sei a : R” — R” eine geeignete Mittelungsfunktion. Setzen wir ¢" = a(q) und
ersetzen das Potential U(q) durch U(q) = U(a(q)) erhalten wir die geglittete
Kraft

—VU(q) = —d'(¢)"VU(a(q)).

Die Frage ist wie man diesen Mittelwert wéhlt. In [7] wird der Mittelwert der
Losung im Oszillations-Schritt gewahlt und das Hilfsproblem

o’ =-VW(z), x(0)=gq, 2/(0)=0
gelost, sowie das zugehorige Variationsproblem

X"= VW)X, X0)=I, X'(0)=0
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[13, Kapitel 13]. Anschliefend mittelt man iiber das Zeitintervall der Lénge 7

alg) = = / Ce(dt, dl(q) = / X (e

Im Spezialfall eines quadratischen Potentials W (g) = 3¢” Q¢ mit einer sym-
metrischen positiv semidefiniten Matrix 22 lisst sich der Mittelwert analytisch
berechnen.

Die Losung von
2 = _Vw(x) = —QQx’ x(O) =q, 1’1(0) = 0.

ist durch x(t) = cos(Qt)q gegeben. Damit ergibt sich

a(q) = - /OTx(t)dt 1 /OT cos(Q2t)qdt = %Q_l sin Qr = ¢(7Q)q,

T

mit ¢(z) = sinc  und damit dann a’(q) = ¢(72). Es ergibt sich die geglattete
Impulsmethode

-
Py =p" = ST VUG (TQ)¢"
" | cosTQ rsine 7Q| [ g
pﬁ“ ~|—QsinTQ cosTQ | [P}
A A ~H(TQVU(S(rQ)g").

Die Funktion ¢ wird im Allgemeinen als Filter-Funktion bezeichnet. Sowohl das
Verfahren von Gautschi als auch die gegliattete Impulsmethode zéhlen zu einer
Klasse von Verfahren, welche als Gautschi-Typ Integratoren bezeichnet wer-
den. In [16] werden Zwei-Schritt-Verfahren dieser Klasse von Hochbruck und
Lubich analysiert und Zweite-Ordnung-Fehlerschranken angegeben. Insbeson-
dere wird die Bedeutung der Filter-Funktionen aufgezeigt und es werden unter-
schiedliche Wahlen dieser diskutiert. In [10] geben Grimm und Hochbruck Be-
dingungen an, welche Zweite-Ordnung-Fehlerschranken, unabhéngig von dem
Produkt der Schrittweite und der Frequenz, fiir Ein-Schritt-Verfahren garan-
tieren und eine Konvergenzanalyse, welche die Resultate iiber die geglittete
Impulsmethode und Gautschi-Typ Integratoren verallgemeinern. Eine Uber-
sicht {iber hoch oszillatorische Probleme und deren Fehleranalyse wurde dieses
Jahr in einem Ubersichtsartikel von Hochbruck und Ostermann verdffentlicht
[17]. Im néchsten Kapitel werden wir sehen wie sich die Techniken und Ideen
anwenden lassen, um das Laser-Plasma-Problem effizient zu l6sen.
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5 Ein neuer Ansatz zur hybriden Simulation
von Laser-Plasma-Wechselwirkungen

In diesem Kapitel wird ein neuer Ansatz, motiviert durch die im vorigen
Kapitel erlauterten Techniken und Ideen, zur Simulation der Laser-Plasma-
Wechselwirkungen vorgestellt. Im ersten Abschnitt wird gezeigt, wie man Split-
ting-Methoden zur Zeitdiskretisierung auf das Problem anwenden kann. An-
schlieend wird die Ortsdiskretisierung in 1D, 2D und 3D behandelt. Im zwei-
ten Abschnitt wird zunéchst die Ortsdiskretisierung in 1D betrachtet, die Sta-
bilitdt analysiert, gezeigt wie man ein Verfahren zweiter Ordnung erhélt und
es werden Simulationsergebnisse in Matlab vorgestellt. Im dritten Abschnitt
werden die Resultate und das Matlab-Programm auf 2D erweitert. Anschlie-
Bend wird das Hauptziel des Projektes B5 im Sonderforschungsbereich Trans-
regio 18 vorgestellt, ein in C++ implementierter 3D Code zur Simulation der
Wechselwirkung relativistischer Kurzpuls-Laser mit hochdichten Plasmen. Im
vorletzten Abschnitt wird die Dispersionsrelation in 1D hergeleitet und im
letzten der 3D C++ Code an einigen physikalischen Anwendungen getestet.

Wir verwenden wie im ersten Teil der Arbeit zur Modellierung die Maxwell-
gleichungen kombiniert mit Gleichungen fiir die Impulse der Teilchen (2.3),
wobei wir an dieser Stelle den Kollisionsparameter v = 0 setzen und wieder
die dimensionslosen Gleichungen verwenden. Zunéchst wird ein vereinfachter
Fall betrachtet, in dem alle Teilchen hydrodynamisch behandelt werden. An-
schlieend wird das numerische Schema mit dem PIC-Code VLPL gekoppelt.
Der 3D C++4 Code H-VLPL bietet die Moglichkeit die Teilchen kinetisch und
hydrodynamisch zu behandeln.

Die Gleichungen sind durch

OE

n =V xB+uwp (5.1a)
B

%—t = -V xE (5.1b)
Cfl—l; = -E, (5.1c)

gegeben, wobei w) = £ und p = py,.
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5.1 Splitting — Zeitdiskretisierung

Wir schreiben die Gleichungen in einen Vektor und splitten die einzelnen Vek-
torfelder wie folgt

P’ -E
E'|=|VxB+uwp
B’ | -V xE
0 0 -E
= 0 + |V xB| + wf)p =: fi+ [o+ [3,
-V X E 0 0

wobei E' = ZE, B’ = 2B und p' = <4p bezeichnet. So erhalten wir drei
Differentialgleichungssysteme

p 0 p 0 p —-E
E| = 0 , E'| =|VxB]|, E'| = wf)p ,
B’ -V xE B’ 0 B’ 0

die wir einzeln exakt losen konnen. Die Losung der ersten beiden ist trivial.
Einmal sind p und E konstant und B linear. Beim zweiten sind p und B kon-
stant und E linear. Das dritte System schreiben wir als E” = —w’E, wenden die
Variation-der-Konstanten-Formel an und losen die Gleichung exakt fiir festes
wp. AnschlieBend approximieren wir den exakten Fluss ¢, des Gesamtsystems
durch die exakten Fliisse der einzelnen Systeme in symmetrischer Form

—~ 1 2 3 2 1
Pr = Prj2 0 Prj2 0 Pr 072 © Pryo-

Man koénnte natiirlich die ersten beiden Systeme zusammenfassen, also insge-
samt nur in zwei Systeme splitten, aber besonders in drei Raumdimensionen
spart diese Art von Splitting Rechenzeit, da man die exakte Losung sofort
angeben kann. Das obige Splitting sieht dann folgendermaflen aus

kick: B i=B" — %v x E" (5.2a)
(BY)'=E"+ 2V x B (5.2D)
n+1 > n fn n n
— p' || cosTwy Tsine Twy p
oszilliere: [(E)”“] [—wp sinTw)  cosTw) } [(E*)”] (5-2)
kick: E"= (E7)" 4 gv x B2 (5.2d)

B =Bt %v x EMtL, (5.2)
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Wir starten einen Zeitschritt mit (p™, E",B"). Ausgehend davon integrieren
wir die ersten beiden Differentialgleichungssysteme exakt und fiihren einen
halben Zeitschritt durch. Dann losen wir den oszillierenden Teil exakt mit
den Startwerten (p", (ET)") und festem w] = pn//1+ (p")?. Also ist das
Verfahren fiir 7, = 1 symmetrisch.

Definition: Ein numerisches Verfahren v = &, (u") ist symmetrisch, falls
O, 0 . =id gilt [13, Kapitel 5].

Um die Symmetrie eines Verfahrens zu zeigen, reicht es nach der Definition aus,
dass man wieder am Startwert auskommt, wenn man einen Schritt des Verfah-
rens mit der Schrittweite 7 macht und anschlieflend einen mit der Schrittweite
—7 , d.h. wenn man im Schema n mit n + 1 und 7 mit —7 vertauscht, erhélt
man wieder das Verfahren.

Satz 5.1: Das numerische Schema (5.2) ist fiir 7, = 1 symmetrisch.

Beweis: Setzt man (5.2a) in (5.2e) ein, so erhalt man
B"' = B"— SV x (B"+E"). (5.3)

Ersetzt man nun n <+ n 4+ 1 und 7 <> —7 sieht man sofort die Symmetrie in

B.

Um zu sehen, dass das Schema symmetrisch in E und p ist, setzen wir zunéchst
(5.2a) in (5.2b) und (5.2d) ein

(E*)" = E" + gv x (B" - gv x E")

P | _ [ cosTw,  7sincrw,| [ p"
(E-)n*! —wsinTw, cosTw, | |(E)"

E = (B)" 4+ gv X (B" - gv X E") .
Anschlielend ersetzen wir wieder n < n + 1 und 7 <> —7. Damit ergibt sich
EHyntl — grtt L (Bn+1 T En+1)
(E™) 2V X + 2V X

p" | [costw, —7sincTw,| [ p"t!
(E7)"|  |wsinTw, COS TWp (ET)Ht

E" = (E°)" — gv X (B"+1 + gv X E"“) .
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Setzt man nun (5.3) ein und multipliziert mit der inversen Matrix folgt
(EF)"! = B+l %v X (B" - %v X E")
cosTw,  Tsinc Twp] [ p" } B [ p"! }
—wsinTw, costw, | [(E7)"|  [(ET)"*!
E" = (E7)" — %v X (B" - %v X E") .

Vertauschen wir jetzt die Rolle von E~ und E* ergibt sich (5.2b) — (5.2d),
woraus die Behauptung folgt. O

Im néchsten Abschnitt werden wir an numerischen Experimenten in 1D sehen,
dass das in Kapitel 4 erwiahnte Stabilitdtsproblem auftritt, wenn man nicht
wie bei der geglédtteten Impulsmethode Filter-Funktionen verwendet. Bevor wir
hierauf genauer eingehen, wird zunéchst die Ortsdiskretisierung in 1D erklart.
Dann wird an einem in Matlab implementierten Verfahren gezeigt, dass die
Reflektion und Brechung eines Laserpulses korrekt simuliert werden.

5.2 1D

Wir betrachten nur die Y-Polarisation und haben damit die Variablen E,, £,
Pz, py und B,. Damit reduziert sich (5.1) auf

x —1 0 0 Dz
Py 0 O 0 -1 0 Dy
"= w 0 0 0 0 | |E, (5.4)
2}
! 0 w2 0 0 -£ ||E
B, o 0 o -Z 0 | |B:

Um die Ortsdiskretisierung zu motivieren, betrachten wir zunéchst die Eigen-
werte der Matrix

0 —I 0
s=|Q o v |,
0 X 0

mit einer symmetrisch positiv semidefiniten Matrix 2 € RP*? [ € RP*P und
X,Y € R7*P.

Satz 5.2: Ist —Y T X positiv semidefinit, dann sind die Eigenwerte der Matrix
S rein imaginér.
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Beweis: Sei ) ein Eigenwert und v? = [vy,v5, vs], v1,v2 € R>P, 03 € RX? ein
Eigenvektor von S. Dann gilt

—Uy = )\Ul
Q2U1 + YTU:), = )\UQ
XUQ = )\U3.

Multiplikation der zweiten Gleichung mit A und Einsetzen der beiden anderen
Gleichungen zeigt, dass A2 ein Eigenwert der Matrix —(Q2 — YT X) ist, welche
nach Voraussetzung symmetrisch und negativ semidefinit ist. Also gilt \> € R
und \? < 0, woraus die Behauptung folgt. UJ

Wir erhalten also ein stabiles Verfahren, wenn wir die Ortsdiskretisierung so
wéhlen, dass die Matrix S in dem System v’ = Su die Voraussetzung des Satzes
erfiillt. Denn fiir eine orthogonal diagonalisierbare Matrix S mit Q~'SQ = A
lasst sich das System, mit v := Qv und v = Q= *°, in v' = Av umschreiben.
Die Losung dieses diagonalen Systems ist durch v(t) = e*® gegeben und es
gilt Jlo(t)]| < maxyencs) [€M][|vo]l. Also bleibt die Losung beschrénkt, wenn
maxyex(s) |6/\t| S 1 gllt

Wir wahlen ein geschachteltes Gitter mit Ortsschrittweite h, und den Git-
terpunkten z; = jh,, j = 0,...m. Die Unbekannten sind (E,)}, a = z,v,
Jg=1...m, (p)j, a = 2,9, j = 1,...m, (BZ);?+%, j=0,...,m—1und
wir verwenden absorbierende Randbedingungen, welche am Ende dieses Ab-
schnitts erklart werden. Definiert man

5
c R,

N
i
PEhE T

so erhilt man eine Matrix der Form

0 0 —-I 0 0
0o 0 0 I 0
S=] 0 0 0 0 (5.5)
0 92 0 0 —Xg
0 0 0 —Xg 0

mit Q = diag((wp)1, ..., (Wp)m) und den Matrizen Xpg, Xp, welche die Orts-
ableitung approximieren.
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Fiir die Approximationen an die Ortsableitungen wihlen wir zentrale finite
Differenzen

0 1
(%Bzh ~ h_m<<Bz>]+% - (Bz>j—%>7
0 1

M)

(%Ey)ﬂ-l ~ E((Ey)ﬂ—l — (Ey);),

denn wahlt man Vorwarts- oder Riickwértsdifferenzen und lédsst die Variablen
auf demselben Gitter leben, hat die zugehdorige Diskretisierungsmatrix nicht die
gewiinschten Eigenschaften. Das Verfahren wiére also instabil und man erhélt
zusétzlich Phasenverschiebungen in der Losung. Damit haben die Matrizen
Xp € R™™ und Xp € R™™ die Form
1 -1 1
1 ]-1 - 1
B h, b hz ] (56)

und es gilt Xp = —X7.
Korollar 5.3: Die Matrix S aus (5.5) mit (5.6) hat rein imaginire Eigenwerte.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Satz 5.2 mit X = [0,—Xg], YV =
[0, —X%] und Xp = —X£. Denn dann gilt X = —Y. O

Mit dieser Diskretisierung erhalten wir also ein stabiles Verfahren.

Das Schema ist durch

(B2 = (B)" s — = (B — (BT, j=0,....m—1

j+i i+3 9} j
(B} = (B}
+\n __ n_l n+l_ n-l—l) -
(B = (B =5 (B2 = (B F). G=1..m
[<pa)?+11} _ cos T(wp)} Tsinc T(wp)?] [(pa)?] o=y
(E‘)}hL —(wp)ysinT(wy))  cosT(wy)? | [((ED)}]” ’
(E,)iH = (B, (5.7)
n —\n T nti nt2 .
(B = B = (B = (B))F)  j=1m
n n+g T n n .
(BZ)]:; = (BZ)j+§ ~on ((Ey>]—tll - (Ey)j+1 J=0,....m—1
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gegeben.

Um absorbierende Randbedingungen zu konstruieren, definieren wir an beiden
Seiten k zusitzliche Gitterpunkte. In der Literatur wird die hier verwendete
Technik perfectly matched layer (PML) genannt [12, 4]. Daher bezeichnen wir
diese Gitterpunkte im Folgenden als PML-Punkte. Abbildung 5.1 zeigt das
Gitter mit den PML-Punkten. Die Idee ist die Gleichungen so zu modifizieren,
dass der Laserpuls am Rand trotz der Nullrandbedingungen nicht reflektiert,
sondern in der PML-Schicht weiterlauft und geddmpft wird. Hierzu fithren wir
wie in [4] einen Dampfungskoeffizienten o(x) ein und schreiben die Gleichungen
tir £, und B, als

oFE, 0B,
8_ty +o(z)E, = — o —I—wﬁpy
0B 15J)
z B,=-——%
o o) 0z
Mit der Funktion
0 j=0,....,m
0-<xj> = { )
K, sonst

wobei k eine Konstante ist. Die Ausbreitung von Wellen wird durch diese Glei-
chungen genauso beschrieben wie durch die urspriinglichen Maxwellgleichun-
gen, mit der Ausnahme, dass sich die Dampfung in der PML-Schicht durch &
steuern lasst. Fiir die Zeitdiskretisierung setzen wir

Efk E,1 EO Em Em+l Em+k
(. [ | | [ | [ 1 1 ]
[ T T 1T 1T L
B%fk Bfﬁ B% Bm—% Bm+% Bm+k7%
Abbildung 5.1: FEindimensionales Ortsdiskretisierungsgitter mit PML-

Punkten.
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B,"® — Br OE"
Z z B" — _ Y
7/2 +o@)B; Ox
1
()" — By 0B "*
E'=—
7/2 +o@Ey Ox
EH\ntl _ (p-)ntl 8B:+%
T
T/2 v Ox
Brl — Bl b OB
-z B — ]
7/2 +olw) Ox

Die Losung der Gleichungen auf den reguléren Gitterpunkten ist somit iden-
tisch zu (5.7). Fir die Losung auf den PML-Punkten ergibt sich

-1
n+3 2 2 n n n
Bt = (2en) (R - (- @),
j==k,...,—1 und j=m,....m+k—1
n 2 -1 2 n n—|—l n—|—l
= (2ee) (G- (@ - ear)),
)= —k,...,—1 und j=m+1,....m+k
2 /2 1 1
n+l _ = —\n+1 n-+ . n-+
e = (2ee) (Bt - (@ - @),
j==k,...,—1 und j=m+1,....m+k
n+1 2 - 2 n+i n+1 n+1
wori = (Bee) (B - (- e,
j==k,...,—1 und j=m,....m+k—1.

Dieses Verfahren wurde in Matlab implementiert und getestet. Den Laserpuls
initialisieren wir als Anfangsbedingung

— (xj — *TC)Q

(B,)0 = agexp ( -

>Cos(acj—xc), j=1,...,m,

By (@ )’ = 1
( Z)j+%—aoexp STE cos(xj — x.), j=0,...,m—1
Das Simulationsgebiet ist das Intervall [0,300] mit einer Gitterweite von 0.5.
Wir testen zum einen die Reflektion an einem hochdichten Plasma mit p; =
10%p, und 15 zusétzlichen PML-Punkten am linken Rand, um den Laserpuls zu
déampfen, wenn er den Rand erreicht. Zum anderen die Brechung des Laserpul-
ses an einem Plasma mit p, = 0.8p, und 15 PML-Punkten in beide Richtungen.
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In beiden Simulationen hat sich k = 0.25 als geeignete Wahl herausgestellt. Die
Amplitude des Laserpulses betriagt ap = 0.05, das Zentrum liegt bei z. = 80
und er hat die Léange [ = 15. Wir wahlen eine diinne Plasmaschicht, welche
bei 180 beginnt und bei 182 endet.

Abbildung 5.2 zeigt Ausschnitte der Simulation mit dem hochdichten Plasma.
Der Laserpuls breitet sich im Vakuum unverédndert aus, lauft auf das hochdich-
te Plasma zu, wird komplett reflektiert und hat die gleiche Form wie zuvor.
Sobald er den linken Rand erreicht, wird der Laserpuls geddmpft und nicht
vom Rand reflektiert.

Abbildung 5.3 zeigt Ausschnitte der Simulation mit dem niedrigdichten Plas-
ma. Zur Anschauung ist hier die PML-Schicht auch dargestellt. Ein Teil des
Laserpulses wird reflektiert und ein Teil propagiert durch die diinne Plasma-
schicht. Man sieht, dass beide Teile in der PML-Schicht geddmpft werden,
sobald sie die Rénder des Simulationsgebiets erreichen.
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Ey(t=5) Ey(t=90)
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
07 100 200 0 o 100 200 300
Ey(t=105) Ey(t=120)
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
07 100 200 0 o 100 200 300
Ey(t=160) Ey(t=280)
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
01 100 200 0 o 100 200 300
Ey(t=320)
0.1
0.05
0
-0.05
07 100 200 300

Abbildung 5.2: Ausschnitte einer Simulation mit einem hochdichten Plasma,
pn = 10%p., und PML-Punkten am linken Rand des Simulationsgebiets zur
Déampfung des Laserpulses.
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Ey(t=100) Ey(t=140)
0.1 0.1
0.05} ] 0.05
0 0
-0.05} -0.05
015 100 200 300 015 100 200 300
Ey(t=230) Ey(t=250)
0.1 0.1
0.05} ] 0.05
OW W OW
-0.05} ] -0.05
015 100 200 300 015 100 200 300
Ey(t=295) Ey(t=325)
0.1 0.1
0.05} 0.05
0% 0
-0.05} -0.05
01 100 200 300 015 100 200 300

Abbildung 5.3: Ausschnitte einer Simulation mit einem niedrigdichten Plasma,
pn = 0.8p., und PML-Punkten an beiden Seiten zur Dampfung des Laserpulses
am Rand des Simulationsgebiets.

Betrachtet man allerdings die Ordnung des Verfahrens zeigt sich, dass es nicht
wie gewiinscht Ordnung 2 hat. Abbildung 5.4 zeigt den Fehler geplottet iiber
die Schrittweite fiir 801 Schrittweiten zwischen 0.1 und 0.5. Die rote Linie
zeigt Ordnung 2. Man sieht, fiir die meisten Schrittweiten wird der erwiinschte
Fehler erreicht, aber insgesamt hat das Verfahren Ordnung 0.

Um Ordnung 2 zu erreichen, greifen wir die Idee der Filter-Funktionen aus
dem vorigen Kapitel auf und ersetzen in (5.2)

VXE — ¢p(tw,)V X ¢pp(tw,)E,

V xB — ¢p(tw,)V X ¢p(tw,)B.
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Abbildung 5.4: Norm der Fehler von E,, B, und p, geplottet iiber die Schritt-
weite. Ohne Filter-Funktionen.

Damit ergibt sich das Schema

B — B" — ng(ng) (V % ¢p(rwl)E")
(B)" = E" + Z(ry) (V x os(rey ) B

p" ] [ cosTwy Tsine Twy p"
(E-)"*! —wpsinTw!  cosTw) | |(ET)"

B = (B7)"" + Zun(re) (V x ¢p(rwf)B™H)

B" =B"T2 — §¢B(Twp) (V X ¢p(rw)E").

Allerdings ist nicht ganz klar, wie man die Filter-Funktionen wéhlt.

5.2.1 Wahl der Filter-Funktionen

Damit die Ndherungen an das Magnetfeld (2.1d) erfiillen, also divergenzfrei
sind, wahlen wir v»p = 1. Fiir die Wahl der anderen Filter-Funktionen be-
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trachten wir die exakte Losung

p(?)
u(t) = |E(t)
B(t)
(5.1) lasst sich schreiben als
(1) [0 -1 0] [p@)
E'(t)| = |w; 0 Vx| |E(t)
B'(t) |0 —-Vx 0 B(t)
[0 -1 0] [p() 0 0 0 p(t)
=|w; 0 0| |E®)]|+ |0 0 Vx| |E(t)
|0 0 0] B() 0 -Vx 0 B(t)
=: Gu(t) + g(u(t))
Fiir die exakte Losung folgt mit der Variation-der-Konstanten-Formel
p(t+7) COS TWp rsinc 7w, O] [p(t)]
E(t+7)| = |—wpsintw, costw, 0| |E(?)
B(t+ 1) 0 0 1] [B()]
| cos(T —s)wp (1 — s)sinc (7 — s)w, O]
+ / —w, Sin(T — s)w, cos(T — s)w, 0 g(u(t + s))ds.
0 0 0 1
Mit,
Rlrw,) = [ COS Twp Tsinc Twp] nd D.— [ 0 }
—wpSiNTw,  COSTW, Vx

und nochmaliger Anwendung der Variation-der-Konstanten-Formel folgt

R(twy)

u<t+7>:[ A

:{R%wp) ﬂ wlt) + / {R((rgsm) ﬂ H?T
([R<%wp> ?] ult) + / [R<<s—oa>wp> ﬂ [_%T
:{R%wp) ﬂ wlt) + / {_DT?{(S%) R(r = s)p)D

(ﬂ )+ [ {R“T

— 8)wp)
0

0
1

[ tut + s

i

0

D] ult + 0)d0> ds

:| u<t>d8 + dn+1,
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wobei

dn+1 ==

/OT {_%T R((r —OS)wp)D] /Os {_%T R((s —Oa)wp)D} wlt 4 o)dods.

Fiir das Integral gilt

/0 ’ [_DT](;L(S%) R((7 —OS)wp)D} s
0

. 0 w, ! sin(T — §)w,V x
= / 0 0 cos(T — S)w, VX | ds
O |V Xxuwpsinsw, —V x cosswp 0
0 0 w, ?(1 — cos Twy) V X
= 0 0 Tsine Tw,V x
V x (1 —costw,) —71V X sinc twy 0

und d,,, lésst sich als

/ / [ (1 —5) wp)DDT _DTR((SO_ 0>wp>D] u(t 4 o)dods

(1 —9) smc (1 — $)w,V x V X E(t+ 0)
/ / —cos(7 — s)wp,V X V x E(t + o) dods
schreiben. Daraus folgt

—V X cos(s — 0)w,V x B(t + o)

[p(t+7)

Eft+71)| =

| B(t+17)

[ COS Twy Tsine Tw, w, ?(1 = cosTw,) Vx| [p(t)
—w, sin 7w, COS TWy Tsine Tw,V x E(t)

|V x (1 —costw,) —7V X sinc 7w, 1 B(t)

// —cos(T — s)w,V X V x E(t + 0)
—V X cos(s — o)w,V x B(t + o)

Aus der Gleichung fiir E folgt

—(7 — s)sinc (1 — s)w,V X V X E(t + o)
dods

E(t + g + &) = —wpsinéw,p(t + %) + cos Ew,E(t + %)

+w;lsinéw,V x B(t + g)

13 s
— / / cos(& — s)wp,V x V x E(t + g + o)dods
o Jo
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und die Identitat
/2
B(t+ 1) =B(t) + / B'(t + % + &)d¢
—7/2
liefert mit (2.3b)

T/2

B(t+ 1) =B(t) - V x / B(t+ 3 +€)dE
—7/2

T/2
=B(t) — V x / < — wp sin Ew,p(t + g)
—7/2

+ cosEw,E(t + g) + w, ' sinéw,V x B(t + g))dg + 0

—B(t) — 7V x sinc %E(t + g) + o5, (5.9)

wobei
_ T/2 p€ ps -
op =V X / / / cos(& — s)wp,V x V x E(t + B + o)dodsdé
—r/2Jo Jo
mit

105 < 7% max ||V x cos(§ — 8w,V x V x E(t + o).
£+7/2,0,5€[0,7]

Mit ¢ =1 folgt aus dem numerischen Schema
B g B" — EV X ¢E<TWP>E — §V X ¢E<Tu)p)E +1.
Vergleicht man dies mit (5.9) motiviert das, mit der Approximation

E(t,) + E(t,

die Wahl ¢p(x) = sinc 5. Die Wahl der anderen beiden Filter-Funktionen
lasst sich nicht so einfach motivieren. Wir testen zunéchst die Auswirkung
dieser einen Filter-Funktion. Abbildung 5.5 zeigt den Fehler mit den Filter-
Funktionen ¢p(x) = sinc £ und ¥y = ¢p = ¥p = 1. Man sieht, dass fiir B
und p die gewiinschte Ordnung bereits erreicht wird. Auch das elektrische Feld
wird mit fast allen Schrittweiten gut approximiert. Abbildung 5.6 zeigt den
Fehler fiir die naheliegende Wahl ¢ (x) = ¥p(x) = sinc 5 und ¢p = p = 1.

Mit dieser Wahl wird Ordnung 2 erreicht.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir den lokalen Fehler des Schemas mit
dieser Wahl der Filter-Funktionen.
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0.1 0.2 03 04 05

Abbildung 5.5: Norm der Fehler von E,, B, und p, geplottet iiber die Schritt-
weite. Mit einer Filter-Funktion.

10" ‘ ‘ S
10'1/
-2 ‘ ‘ ‘ ]
1000.1 0.2 03 04 05
10 ! ! !
10'1//
-2 ‘ ‘ ‘ ]
1000.1 0.2 03 04 05
10 ‘ ‘ ‘
10'1/
-2 i
%01 0.2 03 04 05

Abbildung 5.6: Norm der Fehler von E,, B, und p, geplottet iiber die Schritt-
weite. Mit zwei Filter-Funktionen.
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5.2.2 Lokaler Fehler

Betrachten wir nun den lokalen Fehler e"t! = [ent! et eft!|! .= ! —

u(tny1). Fiir einen Zeitschritt des numerischen Schemas ergibt sich

2
) T . TW TW

p" ™t = cosTw,p" + Tsinc Tw, E" + —sinc? —£ cos —2V x B”
b b 2 2 2

3
- 7—Zsmc P cos %V x V X sinc 5 E" (5.10a)

Twp Tw
E" = —w, sin 7w,p" + cos Tw,E" + 7sinc —~ 5 O 52 pV x B"

7_2

— ?smc T;u cos” TQPV x V X sinc T‘DE" (5.10Db)

Twp
B"t! = B" — V x rsinc T cos

Lo TW Tw
+ V x 2sin? Tp cos —Zp”

2
2
-V x 7-?smCQ %COSQ ™y« B"
3
+V x 7—ZsmCQ %COS2 TQ‘DV x V x sinc 5 g, (5.10¢)

2 Twp En
2

Mit (5.8) folgt
2
eZH = COS Twpe, + TSinC Twyep + 5 —sinc? —V X €p + 0y,

n+1 __ . n n .
ey = —wpsinTwye, + cos Twpel + Tsine Twyep + g,

. o TW .
eyt =V x 2sin? Tpeg — 7V X sinc Twyel + € + 0,

wobei
2 w w
o, = 7—?smCQ %(COS % - 1)V x B"
3 w w
— 7-Zsch % cos %V x V X sinc T‘DE"

—I—/ / (1 — s)sinc (7 — s)w,V x V x E(t 4 0)dods,
o Jo

0 = Tsinc Twy(cos % - 1)V xB"

7_2

. TW
— —sinc Tw, cos —— 5 —2V x V X sinc 5 E"

—I—/ / cos(T — $)w,V X V X E(t 4 o)dods,
o Jo
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8% = —7V x sinc Tw,(cos % —1)E" + V x 2sin® %@OS % —p

n

’7'2 ’7'3 TW
- ?V x sinc *1w,V x B" + ZV x sinc 1w,V x V x sinc TpE"

—I—/ / V x cos(s — 0)w,V x B(t + o)dods.
o Jo

Daraus ergibt sich die Fehlerrekursion

6n—|—1 — Ae" _|_6n _ An+160 + ZAkén—k

k=0

mit 6" = [67, 6, 0%)" und

: -2
COS TWy Tsinc Twp w, *(1 — cos Twy) V x
A= —wp Sin 7w, COS TW Tsine Tw,V x
V x (1 —costwy) —71V x sinc twy 1

Eine Analyse des lokalen Fehlers wird in dieser Arbeit nicht diskutiert.
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5.3 2D
In 2D héngen alle Variablen von (¢, x,y) ab
V = [Valt,2,y), Vy(t 2, y), Valt, 2, )]

Wir betrachten wieder die Y-Polarisation und haben also wieder die Variablen
E,, E,, B, p;, und p,. In der Situation gilt in 2D

0 —%BZ
VxE= 0 , VxB=| £B,
9 9 x

und wir erhalten das Gleichungssystem

v, 0 0 —I 0 07 [p,
/ o 0 0 I 0
i% =l w2 0 0 0 2 i? (5.11)
T p %y x .
. 0 w2 0 0 =2 |I|E
B! o o0 £ -Z 0 | B
Yy xr

Um Stabilitdt zu erhalten, wéhlen wir zur Ortsdiskretisierung ein Yee-Gitter
[46] mit Ortsschrittweiten h,., h, und Gitterpunkten x; = jh,, j =0,...,J—1,
y = lhy, 1 =0,...,L — 1. Abbildung 5.7 zeigt das Gitter und die Positionen
der Variablen. Die Ortsableitungen approximieren wir wieder mit zentralen
finiten Differenzen

<%>N ~ g (B = (B0 )
<66Ezf>j,z ~ (B - (B0
<a£cz>j+é,l ~ him <<Bz>j+1,l B <Bz>”)

<8£/Z>j,z+é ) hiy <<Bz>j,l+1 - (BZ)“) '

Diese Wahl fiihrt auf ein stabiles Verfahren, wie am Ende des Abschnitts ge-
zeigt wird.

Zur Implementierung des 2D Schemas in Matlab definieren wir Matrizen fiir
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o ® O I+1

j j+3 j+1

Abbildung 5.7: Positionen der Variablen in 2D

die Felder E und B

£, : El,L—% By E%,L—l
E, = ) Ey = : )
_EJ—l ! By -1 Ey1, By 14
[ Bu B
Bz = : :
| Bj-11 -+ By

Die Impulse p leben auf dem gleichen Gitter wie die zugehorige Komponente
des elektrischen Feldes und mit

[ 1 1 -1
1 1-1 1
Xp=— Yp = —
B h/m ) B hy 1 )
] 11 1
—1 1 —1
1 1 1
Xp=— Yr=— 5.12
E h/m 1 ) E hy - ) ( )
] 1 1 -1
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wobel XB c Rj_lx‘]_l, YB c RL_1XL_1, XE € R/-1xJ-1 und YE c RL_1XL_1,
erhalten wir das Schema

B+ = (5" = 3 (Xe(n, o (8)") + (0 0 (5" Ve

2
(B = (B = 05, e (B Y3)
()" = (B + S, o (Xp (B)"?)

n+1 n : n n
[ (Pa) } _ [ oS TWj) Tsinc Twp] [ (Pa)
o n n
wp sinTw,  cos Tw,

()™ = (7)™ = 20, o (B Ya)
(B = ()" 4+ 30, o (Xa (B)")
(B = (B = T (Xm0 (B ) + (@0 (B )1 ),

wobei e ein punktweises Matrixprodukt bezeichnet und die Matrizen ®g,, ®g,,
Vg, und ¥g, auf demselben Gitter leben wie das zugehorige Feld

o) e o)
(I)Ez = \I/Ez = : : )
G o Sy,
[ O(T(wp)iy) o O(T(wp)i ) ]
Qp, =Vg, = : :
S s,

Dabei werden die gleichen Filter-Funktionen wie im vorigen Abschnitt verwen-
det

o(v) = ¢pp(x) = Yp(r) = sinc g

Zur Stabilitdtsanalyse transformieren wir die Matrizen in Vektoren, um ein
System in der herkommlichen Form ' = Swu zu erhalten. Hierzu verwenden
wir die vec Operation.

Definition: Fiir eine beliebige Matrix A € C™™ sei vec die Operation, die A
den Vektor der Lange nm zuordnet

T
vecA = [a11, ..., An1, 012, - o, An2y oo oy Qlmyy - -+ Q)
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Fiir drei beliebige Matrizen A € C™™, B € C™? und C' € CP" gilt die Identitét
vec(ABC) = (CT @ A)vecB. Dabei bezeichnet @ das Kroneckerprodukt.

Schreiben wir die Ortsdiskretisierung von (5.11) als

P =—FE.

P, = —E,

El, = Q’p,] + IB.Yp
E = O*p,] — XpB.I
B. = IE,Yg — XgE,I,

wenden die Operation vec und obige Identitdt an, erhalten wir das System

Py 0 0 —1 0 0] [ps Pa
Py 0 0 0 -1 0 Dy Dy
=] I®Q? 0 0 0 Yi®I | |E.| =S |E:|,
24 0 I®0? 0 0 -I®Xp E, E,
B! 0 0 Yiel —I®Xg 0 B, B.
(5.13)

wobei die Variablen jetzt die vektorisierten Matrizen bezeichnen.

Korollar 5.4: Die Matrix S aus (5.13) mit (5.12) hat rein imaginére Eigen-
werte.

Beweis: Wir wenden Satz 5.2 an. Die Matrix I ® Q2 ist symmetrisch und
positiv semidefinit. Die Matrizen X und Y aus Satz 5.2 sind durch
X=Yiel,-I1®Xy] ud Y=[Ypel,-1X}

gegeben und es gilt Xp = — X%, Yp = —Y L. Daraus folgt sofort X = —Y und
damit die Behauptung. U



65

5.4 3D

In diesem Abschnitt wird die Ortsdiskretisierung in 3D erklédrt, welche dann
im C++ Code H-VLPL implementiert wurde. In 3D héngen alle Variablen von
(t,z,y,2) ab

V = [Vo(t,z,y,2),V,(t,2,y,2), Vlt,z,y,2)]".

Also betrachten wir jetzt im Gegensatz zu den beiden vorigen Abschnitten

den vollen Satz an Gleichungen und alle drei Komponenten. Die Rotation der
Felder ist durch

VxV=|2V,— 2V,

gegeben und damit erhalten wir das Gleichungssystem

. ] o 0 0 -1 0 0 0 0 07 p.T
v, o 0o 0 0 -1 0 0 0 0| |p,
/ 0 0 0 0 0o -1 0 0 0
pz, 2 0 0 o) o) Pz
Eac Wy 0 0 0 0 0z By E,
El=]0 w 0 0 0 o £ 0 —-£||E
E 0 0 w2 0 0 0 -2 Z 0| |E.
B, o 0 0 0 £ £ 0 0 0 | |B.
By o o o -2 o £ 0 0 0 | |By
| B, ] o 0o o0 £ -2 0 0 0 0 | LB-
L Y g4 .
(5.14)

Wir l6sen die Gleichungen wieder auf dem Yee-Gitter [46] und approximie-
ren die Ortsableitungen mit zentralen finiten Differenzen. Die Ortsschrittwei-
ten bezeichnen wir mit h,, h, und h, und die Gitterpunkte mit z; = jh,,
j=0,...,.J-1y =1lh,,l=0,...,L—1und 2, = mh,, m=0,...,.M — 1.
Das geschachtelte Gitter und die Positionen der Variablen sind in Abbildung
5.8 dargestellt. Zwei ineinander verschachtelte Wiirfel, einer fiir das E-Feld
und einer fiir das B-Feld. Die beiden Wiirfel sind so ineinander verschachtelt,
dass jeweils der Mittelpunkt einer Kante des einen Wiirfels im Mittelpunkt
einer Fliche des anderen liegt. Also hat jede Oberfliche eines Wiirfels 4 Frei-
heitsgrade von E oder B auf den Kanten und einen der anderen Variablen in
der Mitte der Fliache, was in Abbildung 5.9 veranschaulicht ist.
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/ -~
J
f/ BZ //
/ B .
L Pz - / By
{ )
o e —
Ez/
7 ® g
y /\\\\. | / L 4 /
z .
. /
\/
X ‘/
e /
E,

Abbildung 5.8: Geschachteltes Gitter fiir das finite Differenzenschema und die
Positionen der Variablen.

E,
O [+1
Ey BZ Ey

@) @) @) [+
E,
P l
U/

J j+3 J+1

Abbildung 5.9: Beispiel fiir eine Oberfliche der Wiirfel.
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Das finite Differenzenschema fiir die Ortsableitungen sieht folgendermaflen aus

1
<%> 1.1 ~ h_m <<Ey>j+1,l+%,m - (Ey>j,l+%,m)
PRAIPA

Wir ordnen die Loésung jeder Komponente von p, E und B am Gitterpunkt
(2, Y1, 2m) in einem Vektor der Lange JLM an, wobei dem Gitterpunkt
(%, Y1, 2m) der N-te Eintrag, mit N = j +1J +mJL, entspricht. Schreibt man
dann alle 9 Komponenten untereinander in einen Vektor u erhalten wir

p<t7 Zj, Y1, Zm)

U = u<t7'rj7ylvzm> = E<t7xj7ylazm>
B<t7'rj7ylazm>

c RQJLM

j5l5m
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Daraus resultiert wieder ein System gewchnlicher Differentialgleichungen der
Form «' = Su und mit obigen finiten Differenzen die Matrix

0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 0
020 0 0 0 0 0 —Zp Yp
S = 0 9 0 0 0 0 Zp 0 —XB |,
0 0 2 0 0 0 —Ys X 0
0 0 0 0 Zyg  —Yg 0 0 0
0 0 0 —Zg 0 Xg 0 0 0
0 0 0 Yy —-Xz 0 0 0 0
(5.15)
wobei 2 = diag((wp)o,o,o, ceey (Cdp)J_l,L_l,M_l),

1 1 ~
Xp=—D;®I;® Iy, Xp=—D;®I;® Iy,

hy s

1 1 ~
Yep=—I1;® D ® Iy, Yp=—1;® D ® Iy,

h'y h'y

1 1 ~
ZE:h_IJ®IL®DM7 ZB:h_IJ®IL®DM-

z

Dabei bezeichnet ® das Kroneckerprodukt, I die k£ x k Identitdtsmatrix, Dy, €
R¥*F die Matrix

und Dy = —DT. Damit sind Xz, Xp, Vi, Vi, Zp und Zy € RIMXIIM
es gilt

Xp=—-X}, Yp=-Y and Zp=-Z. (5.16)

Korollar 5.5: Die Matrix S aus (5.15) mit (5.16) hat rein imaginére Eigen-
werte.

Beweis: Wir wenden wieder Satz 5.2 an. Die Matrix 2 ist symmetrisch und
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positiv semidefinit. Die Matrizen X und Y aus Satz 5.2 sind durch

0 Zp Y 0o zZL —v7
X = —ZE 0 XE und Y = —Zg 0 Xg
Yo —Xg O vi —x% 0
gegeben. Mit (5.16) folgt X = —Y und damit die Behauptung. O

5.5 Numerische Dispersionsrelation

In diesem Abschnitt wird die numerische Dispersionsrelation des eindimen-
sionalen Schemas (5.7) hergeleitet. Wir setzen w, = const, d.h. 7, = 1 und
definieren ¢ := ¢p(Tw,), ¥ = Yr(tw,) sowie h := h,. Mit E := E,, p == p,
und B := B, ist ein gesamter Zeitschritt dann durch

sin Tw
7 B by Ty ) o
p
E"le —wp SN Twypj + cos Twy (Ef 22 (B;ZL;—BH %))
T n n
~ o (B]+2 B! %) (5.17b)
B B - (B — BT+ B — ) (5.17¢)
j+i jt+i 2h J+1 J J+1 J ’

gegeben. Durch Einsetzen der ebenen Wellen

n __ i(wnt—kjh)
Ej = E06 R

n __ i(wnt—kjh)
Bj = Bo€ R

p;z _ poei(wn’r—kjh)

und mit

1 1
=B, f =B { - %¢>(sz+1 2E7 + E )
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erhalten wir

: 2
p0<6’LUJT oS Twp) _ Slnwzwp <E0 <1 + 47—_h2 w (6—zkh 24 6zkh)>

- Bo%?ﬁe_i% (e_i% — ei%) > (5.18a)
2
Powy sin Tw, = Lo < cos Twy — €7 + (cos Tw, + 1)4T_h2¢¢ (7 — 2 1 ¢ikh) >
— Bo(cos Tw, + 1)%1#6—1'% (6—1'%’1 B ei%)
(5.18b)
1T i kh

By (617 _ 6—1%) i —Eo% (6—ikh 14T (6—ikh _ 1)) ‘

(5.18¢)
Lost man (5.18b) nach pop, (5.18¢) nach By auf und setzt dies in (5.18a) ein
ergibt sich

(e™T — cosTwy) < (cosTw, — €7) (e“7 —1)

2

+ (cos Twy, + 1)47——h2¢>¢ ((e‘ikh —24 eikh) (e —1)

Definiert man nun e := ™7 erhilt man ein Polynom dritten Grades in e
—E o’ —ae+1=0,
wobei

7_2

2
i Ppsine 2 %

a=2cosTwy + 1 —2(cosTw, + 1) 1

Die Nullstellen sind durch

a—1+{a—12-14
2

€1 — 1, €2,3 =
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gegeben. Die Identitét

(0 —1)% = <COS TWy <2 — 2;—Z¢>¢ sin? %) — 2 ¢>¢ in —h>

= (COS TWp ( ¢¢ <@smc %) ) ¢¢ <@smc %) )

22 212
= <COS Twp< k psine @> _ Tk psine @>

zeigt, dass der Imaginérteil von e; und €3 genau dann ungleich Null ist, wenn

7_2]€2
2

d(Twp)th(Tw,)sine 2% <2 (5.19)

gilt. In diesem Fall haben wir konjugiert komplexe Nullstellen, also €5 = €3. Mit
dem Satz von Vieta folgt eje2e3 = 1 und da €, = 1 folgt daher |es| = |es] = 1.
Aus (5.19) folgt also, dass alle Nullstellen genau dann Betrag 1 haben, wenn

T\/|¢E(Twp)¢E(7wp)|| sin %| <h.

gilt und das Schema ist stabil.

Weiterhin gilt €5+ €3 = a—1, woraus im Falle konjugiert komplexer Nullstellen
61'0.17 ‘I‘ 6—iw’r = — 1’

folgt und damit

1 2k? kh
W = — arccos <COS Twy — (cos Twy, + 1) 1 b (wpT)E(w,T)sine? 7) .

' (5.20)

Abbildung 5.10 zeigt Real- und Imaginérteil von k(w) fiir wy = 1000, 7 = 0.5,
h=1undwe|0,%]
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0.8- 1 12.3¢

12.21

0.2r 1 12.1r

Re(k)
o
Im(k)

11.91

Abbildung 5.10: Plot des Real- und Imaginérteils von k(w) mit w; = 1000,
7=05 h=1undw € [0, Z].

) 2T

5.6 Energieerhaltung iiber lange Zeiten

Ein wichtiger Aspekt bei der Konstruktion von numerischen Verfahren ist die
Energieerhaltung iiber lange Simulationszeiten. In diesem Abschnitt betrach-
ten wir diese fiir das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren in 1D. Zum
einen fiir das symmetrische Schema, d.h. 7, = 1 und zum anderen im nicht-
linearen und nichtsymmetrischen Fall 4, = /1 + (p?)/(mxc)?. Symmetrie ist
eine wichtige Eigenschaft von Verfahren, um Energien iiber lange Zeiten zu
erhalten [13, Kapitel 13].

Abbildung 5.11 zeigt den Energiefehler als Funktion der Simulationszeit. Ein-
mal fiir das symmetrische und einmal fiir das nichtsymmetrische bzw. nicht-
lineare Schema. Bei beiden Simulationen betréagt die Amplitude des als An-
fangsbedingung initialisierten Laserspulses ag = 0.05, das Zentrum liegt bei
2. = 50 und die Lénge betrdgt [ = 10. Das Simulationsgebiet ist das Intervall
[0,200] mit einer Gitterweite von h, = 0.25. Die Plasmaschicht, mit Plasma-
dichte p, = 1, ist auf dem Intervall [100,150] definiert. Das Zeitintervall ist
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[0,20000] fiir 7 = h,, d.h. es werden 80000 Zeitschritte gemacht. Die Energie
in dimensionslosen Variablen wird durch

<
—

Eror = ) (pn)i(y); + Vha (£, 1 + [ B=]%)

<
I
o

approximiert, vergleiche (3.27). Der Betrag des relativen Fehlers in der Energie
ist nach jedem Zeitschritt aufgetragen.

Bei dem symmetrischen Schema erkennt man leichte Schwankungen in der
Energie, welche auftreten, wenn der Laserpuls vom Plasma oder dem Rand
des Gebietes reflektiert wird. Hierbei findet ein Energieaustausch statt, welchen
man in Abbildung 5.13 in Abschnitt 5.7 erkennt. Solange der Laserpuls sich im
Vakuum bewegt, bleibt die Energie konstant. Insgesamt zeigt die Abbildung,
dass kein Drift in der Energie entsteht und der Fehler iiber lange Zeiten nahezu
konstant in der GréBenordnung von 10™* bleibt. Im nichtsymmetrischen Fall
entsteht, wie zu erwarten, ein Drift in der Energie. Dieser ist allerdings sehr
schwach und linear. Die Steigung der Geraden betrigt weniger als 0.2 und nach
80.000 Schritten bleibt der Fehler in der GréSenordnung von 107>,

x 107

Energiefehler

Zeit ' 4

Energiefehler

0 05 1 15 2
Zeit 4

Abbildung 5.11: Plot des Energiefehlers iiber die Simulationszeit.
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5.7 Physikalische Anwendungen — 3D Simulationen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des in C++ implementierten und
parallelisierten 3D Code H-VLPL aus [40] vorgestellt. Der Code wird an einigen
physikalisch relevanten Anwendungen auf Genauigkeit und Einsatzfihigkeit
getestet. Zunéchst testen wir, ob die Ausbreitung durch ein Plasma niedriger
Dichte sowie die Reflektion an einem hochdichten Plasma korrekt simuliert
werden. Anschlieend wird die Energieerhaltung des Verfahrens tiberpriift und
dann der TNSA-Prozess simuliert. Abschlieflend werden die Dampfung einer
Welle in hochdichten Plasmen iiberpriift und Weibel-Instabilitdten untersucht.

5.7.1 Reflektion und Brechung des Laserpulses

Wie in Abschnitt 3.3 testen wir zunéchst ob das Verfahren die Ausbreitung
durch ein Plasma niedriger Dichte und die Reflektion an einem hochdichten
Plasma korrekt simuliert. Wir wéhlen einen 26 fs Gaufpuls mit Wellenldnge
0.8um und eine Plasmaschicht mit Dichte 0.85p.. Die obere Grafik in Ab-
bildung 5.12 zeigt den Laserpuls kurz bevor er die Plasmaschicht triftt, die
untere wie er durch das Plasma propagiert. Bei der gleichen Simulation mit
einer Dichte von 1.2p. wird der Laserpuls vollsténdig reflektiert. Diese Simula-
tionen wurden nur mit hydrodynamischen Teilchen, ohne kinetisch behandelte
PIC-Teilchen, durchgefiihrt und die Effekte wurden korrekt dargestellt.
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Abbildung 5.12: Ausschnitte der Simulation mit einem Plasma niedriger Dich-
te. Das obere Bild zeigt den Laserpuls kurz bevor er das Plasma trifft, das
untere, wie er durch das Plasma propagiert.

5.7.2 Energieerhaltung

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist, dass das Verfahren die Gesamtenergie des
Systems (3.27) nidherungsweise erhilt. Abbildung 5.13 zeigt die Gesamtener-
gie iiber die Zeit, gemessen in Laserperioden, bei einer Simulation mit einem
hochdichten Plasma. Wahrend sich der Laserpuls im Vakuum bewegt, bleibt
die Energie bis auf Anderungen in GroéSenordnung der Machinengenauigkeit
konstant. Zur Zeit t,, = 45 trifft der Laserpuls auf das Plasma und wird re-
flektiert. Dabei treten Schwankungen von 0.04% in der Gesamtenergie auf. Die
Energie der hydrodynamischen Teilchen und der Felder oszilliert wéhrend der
Reflektion. Der Laserpuls gibt Energie an das Plasma ab und die Schwankun-
gen heben sich gegenseitig auf. Nachdem der Laserpuls vollstandig reflektiert
wurde, erreicht die Energie wieder dieselbe Konstante wie zuvor.

5.7.3 TNSA

Wie in Abschnitt 3.3.3 testen wir auch in 3D den TNSA-Prozess. Wir fokus-
sieren einen 10fs Laserpuls mit Amplitude ag = 2 auf eine diinne Folie. Die
Folie hat eine Dichte von 1000p,, ein durch den Laser erzeugtes Vorplasma an
der vorderen Oberflache und eine 80nm dicke Protonenschicht auf der Riick-
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Abbildung 5.13: Gesamtenergie, Energie der Felder und Energie der hydrody-
namischen Teilchen geplottet iiber die Zeit in Laserperioden.

seite. Das Vorplasma ist durch eine von 0 bis 2p. ansteigende Dichterampe
modelliert und wird mittels des PIC-Codes behandelt. Fiir die Protonen auf
der Riickseite werden ebenfalls PIC-Teilchen verwendet. Der hochdichte Teil
wird mit dem hydrodynamischen Algorithmus behandelt. Der starke Laser er-
zeugt eine Wolke heifler Elektronen, welche durch die Folie propagiert. Sobald
die Elektronen die Oberfiache verlassen, entsteht ein starkes elektrostatisches
Feld, die Protonen werden aus der Folie herausgedriickt und auf hohe Energien
beschleunigt. Abbildung 5.14 zeigt wie der Laser auf das Plasma trifft, jeder
Punkt stellt ein Makroteilchen dar. Abbildung 5.15 zeigt das Verhalten der
Teilchen nachdem der Laser reflektiert wurde und eine Schicht von Protonen
sich begonnen hat zu losen.

Abbildung 5.16 zeigt das Spektrum der beschleunigten Ionen. Es werden Ener-
gien von bis zu 0.9 MeV erreicht, was im Vergleich zu der Intensitéit des Lasers
sehr bemerkenswert ist.



il

Abbildung 5.14: Ausschnitt der TNSA-Simulation nach 10 Laserperioden,
wenn der Laser auf das Plasma trifft. PIC-Makroteilchen, die Elektronen ent-
halten, sind blau dargestellt, die roten enthalten Protonen.

Abbildung 5.15: Ausschnitt der TNSA-Simulation nach 380 Laserperioden,
nachdem der Laser reflektiert wurde und sich die roten Protonen begonnen
haben zu l6sen.
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Abbildung 5.16: Spektrum der beschleunigten Ionen aus der TNSA Simulation.

5.7.4 Dampfung in hochdichten Plasmen

In diesem Abschnitt wird wieder die Ddmpfung eines Laserpulses an einem
hochdichten Plasma getestet. Entsprechend der Theorie gilt im Plasma E(x) ~
exp(—x/ds) [19, Kapitel 5], mit der Skinlénge 5. Mehrere Simulationen mit
Dichten von 1.5p. bis 500p. wurden, unter Verwendung eines Laserpulses mit
einer Dauer von 16fs und einer Amplitude von ay = 0.01, um relativistische
Nichtlinearitédten zu vermeiden, durchgefiithrt. Abbildung 5.17 zeigt einen lo-
garithmischen Plot des E-Feldes und dem theoretisch erwartetem Ergebnis fiir
drei unterschiedliche Dichten und man sieht eine sehr gute Ubereinstimmung.
Abbildung 5.18 zeigt die Skinldnge als Funktion der Dichte und auch hier stim-
men die wiahrend der Simulationen gemessenen Werte sehr gut mit der Theorie
iiberein. Die Gitterweite in diesen Simulationen wurde als 0.05\ gewéahlt und
selbst wenn die Skinldnge wesentlich kleiner wird, erhalten wir bis zu einer
Dichte von 500p., wobei dann ds = 0.007A, sehr gute Ergebnisse.
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Abbildung 5.17: Logarithmischer Plot des E-Feldes fiir drei unterschiedliche

Dichten. Die durchgezogenen Linien zeigen die Simulationsresultate und die
gestrichelten die Theorie.
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Abbildung 5.18: Plot der Skinlénge iiber die Dichte. Die blaue Linie zeigt die
Gitterweite.
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5.7.5 Weibel-Instabilititen

Untersucht man das Fast Ignition-Konzept (FI) der Tragheitsfusion (Inerti-
al Confinement Fusion (ICF)) [37] so interessiert man sich insbesondere fiir
das Verhalten von Elektronenstrahlen die durch ein Plasma propagieren. Ein
zentraler Punkt ist hierbei, wieviel Energie durch den Strahl in das Plasma ab-
gegeben wird und wie er sich zeitlich verdndert. Fin bedeutendes technisches
Problem besteht dabei in der sogenannten Weibel-Instabilitét [43], welche zu
einer transversalen Filamentierung des Strahls fiihrt. Sie ist daher ein wich-
tiges Phanomen, welches bereits intensiv durch PIC-Simulationen untersucht
wurde [18, 21, 25], was fiir niedrige Dichten bis etwa 100p,, wobei p, die Dich-
te des Elektronenstrahls bezeichnet, durchaus sinnvoll ist. Allerdings treten in
FI-Experimenten, wenn sich der Strahl dem Pelletkern néhert, weitaus hohe-
re Dichten auf, welche sich aus Stabilitdtsgriinden nicht in angemessener Zeit
kinetisch simulieren lassen. Der Code H-VLPL ermoglicht dies.

Wir untersuchen das Phénomen der Weibel-Instabilitdt indem wir fiir den
Elektronenstrahl PIC-Teilchen verwenden und das Plasma hydrodynamisch
behandeln. Um zu zeigen, dass die Simulationsergebnisse des H-VLPL Codes
physikalisch korrekt sind, simulieren wir die gleiche Situation sowohl mit dem
klassischen PIC-Modell als auch mit H-VLPL. Wir wahlen einen Elektronen-
strahl mit Dichte p;, welcher durch ein Plasma mit Dichte p, = 100p, pro-
pagiert. Der Elektronenstrahl hat den Impuls p, = mc mit einer thermischen
Breite von 10~*mec. Der Impuls des Plasmas ist so gewihlt, dass

Py + ppvp =0
gilt.

Die Simulation ist auf zwei Raumdimensionen beschrénkt, was notwendig ist,
um Zweistrominstabilitdten auszuschlieen. Der Elektronenstrahl bewegt sich
rechtwinklig zur x-y-Ebene. Nach ca. 3.3 Plasmaperioden 27 /wj,, wobei wy, =
\/4mppe?/m, beobachtet man eine starke Filamentierung des Strahls und ein
magnetisches Feld entsteht. Ein Vergleich der Ergebnisse der beiden Simula-
tionen zeigt, dass H-VLPL die Effekte sehr gut darstellt, siehe Abbildung 5.19.
Vergleicht man das Integral iiber das quadrierte magnetische Feld

/ B2dV
1%

der beiden Modelle, Abbildung 5.20, sicht man ebenfalls ein sehr &hnliches Ver-
halten. Allerdings beschreibt H-VLPL die Filamentierung wéhrend der nicht-
linearen Phase nicht exakt, da nicht alle physikalisch relevanten Effekte mit
einbezogen sind. Weiterhin reagiert das hydrodynamisch behandelte Plasma
nicht sofort auf die magnetischen Felder. Trotzdem gibt H-VLPL das Verhal-
ten der Weibel-Instabilitat prazise wieder.
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Abbildung 5.19: Ausschnitte der Simulation der Weibel-Instabilitat. PIC
(links) und H-VLPL (rechts) zu den Zeiten 3.5, 6, und 20 gemessen in Plas-
maperioden des Strahls. Dargestellt ist die Dichte py in der x-y-Ebene. Dunkle
Bereiche kennzeichnen hohe Dichten. Man erkennt ein sehr dhnliches Verhalten,
obgleich die Instabilitédt bei der hybriden Simulation ungefdhr 0.5 Strahlperi-
oden spéter einsetzt.
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Abbildung 5.20: Integral des quadrierten magnetischen B-Feldes geplottet iiber
die Zeit in Plasmaperioden.

5.8 Fazit

Die Vergleiche mit dem 3D Code VLPL und theoretischen Resultaten aus dem
vorigen Abschnitt zeigen, dass sich der neu entwickelte 3D Code H-VLPL sehr
gut eignet, um physikalische Anwendungen zu simulieren. Das Verhalten der
Weibel-Instabilitédt wird beispielsweise sehr gut dargestellt und da der Rechen-
aufwand ohne das hybride Modell fiir sehr hohe Dichten enorm hoch ist, bietet
H-VLPL hier eine sehr gute Alternative, um relevante Dichtebereiche zu simu-
lieren.

Um Stabilitat von VLPL zu garantieren, muss 7 < 2/w, gelten. Wegen w,, =
\/4mpe? /m benotigt VLPL also ~ \/p/p.-mal mehr Zeitschritte als H-VLPL.
Allerdings fiihrt eine grofle Abweichung der Zeitschrittweite von der Orts-
schrittweite zu numerischer Dispersion, also muss die Ortsschrittweite auch an-
gepasst werden um gute Resultate zu erhalten. Dann benétigt VLPL ~ (p/p.)?-
mal mehr Rechenzeit. Abbildung 5.21 zeigt grafisch die enorme Ersparnis an
Rechenzeit bei ansteigender Dichte. Startet man also eine Simulation mit ei-
ner Dichte von 1000p, fiir die H-VLPL beispielsweise 10 Minuten ben&tigt mit
VLPL und passt Zeit- und Ortsschrittweite entsprechend an, miisste man ca.
694 Tage auf das Ergebnis warten.
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Abbildung 5.21: Ersparnis an Rechenzeit bei ansteigender Dichte.
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