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PARAMETRISCH INSTABILE WELLEN IN PLASMEN

Spatschek, K.H.
Fachbereich Physik, Universitdt Essen, D-4300 Essen

Es ist wohlbekannt, daB eine Vielzahl von Wellen in Plas-
men instabil gegeniiber Amplitudenmodulationen sind. Nach einer
kurzen Ubersicht ilber die grundsitzlichen physikalischen Mecha-
nismen befast sich der Vortrag hauptsichlich mit der nichtline-
aren Entwicklung solch parametrisch instabiler Wellen. Dabel
wihlen wir als charakteristisches Beispiel Langmuir-Wellen:
Ausgehend von der ailgemeinsten (hydrcdynamischen) Beschrei-
bung werden zundchst die charakteristischen Eigenschaften der
stationiren nichtlinearen Langmuir-Moden diskutiert. An-
schlieBerd wird das ein- und mehrdimensionale Stabilitdtsver-
halten untersucht und es werden Variationsprinzipien fir In-
stabilitit sowie Ljapuncv-Funktionale filr Stabilitdt angegeben.

1. Modulationsinstabilitit

Fiir hochfrequente Wellen, die einer nichtlinearen Disper-

sionsbeziehung
D(w,k;|a]2)a = O (n

gehorchen, kann unter der Voraussetzung der WKB-Ndherung eine
nichtlineare Schrdinger-Gleichung,

122 - ja (2)

hergeleitet werden [1]. Dabei ist H die Hamiltonfunktion eines

Quasiteilchens im selbsterzeugten Feld,
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ist das selbsterzeugte Potential anziehend. Vergr&Serungen der
Potentjialtiefe wachsen dann instabil an. Eine entsprechende
lineare Analyse, ausgehend von der nichtlinearen Schrddinger-
Gleichung, liefert den Einsatz der Modulationsinstabilitéten
mit einer maximalen Anwachsrate oberhalb des Schwellwertes;

. = 2 . 4
Y x lagl (4)
fiir Stdrungen mit dem Wellenzahlvektor
K = /2% a,] (5)
Die Schwellwertbedingung lautet
2 2
lajl? 2 K*/4x (6)
Nichtlineare Terme k&nnen die Instabilit¥#t stoppen und wir

ervarten, daB sich als stationdre nichtlineare Lbsuhgen-fﬂr
x > Q0 die sogenanntenEnveloppen-Solitonen ausbilden k&nnen.

2. Grundgleichungen im Plasma

Im Plasma sind die Verh&ltnisse insofern komplizierter als
die Reaktion auf eine Langmuir-Welle endlicher Amplitude 1i.a.
nicht adiabatisch beschrieben werden kann. Grundsitzlich mus
man daher - unter der Voraussetzung der Vernachldssigung kine-
tischer Effekte - von der zeitlich gemittelten Wellengleichung
fillr die Einhiillende des elektrischen Feldes ﬁ,

ie %% + 928 - q vx (VxE) - (ne -1NE = o (7)

und den hydrodynamischen Gleichungen
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ausgehen, Beil der Anschrift der Gleichungen (7-11) haben wir
die folgenden Einheiten: Zeit /—/wpi, Linge /3 2 o¢ Potential

T /e Dichte N, elektrisches Feld (4x N, T ) 1728 , Geschwindig-
keit cg = (Te/mi)1/2, benutzt. Als Kleinheitsparameter taucht
dann ¢ = 2(1:1{_2/3111]..)1/2 auf und die Gr8ge q = mec2/3Te - 1 ist
ein MaB ftir die Glite der elektrostatischen Approximation.

Offensichtlich kann man f£lir Solitonen endlichexr Amplitude
keine skalierten Gleichungen [2-6] benutzen, sondern mus Elek-
tronen~ und Ionen-Nichtlinearitdten, wie im Gleichungssystem
(7-11) beschrieben, voll einbeziehen. Es erweist sich dann,
daf in einem weiten Mach-Zahl-Bereich M und filr verschiedene
Elektronen- und Ionentemperaturen Raumladungseffekte wesent-
lich werden. Die stationdren Enveloppen-Solitonen endlicher
Amplituden folgen dann aus einem zweidimensionalen Quasi-Po-
tential-Problem [7],

3, Stabilitdtskriterien flir Enveloppen-Solitonen

In Verallgemeinerung des hydromagnetischen Energieprinzips,
das von Bewegungsgleichungen der Form £ = Ff mit selbstadjun-
gierten Operatoren F ausgeht, diskutieren wir zur Herleitung
hinreichender Instabilititskriterien Gleichungen der Form
H,™! § = - H_ £, wobei H, positiv-semidefinit ist und der Opera-
tor H_ H_, im Gegensatz zu H_bzw. H_, i.a. nicht selbstadjun-
glert ist [8]). Dann l¥8t sich die maximale Anwachsrate y durch

<E|H_ &>
Y = sup (- ———-:T-—-) (12)
<£|H+ E>
berechnen, wobei Nebenbedingungen aufgrund der Formstabilitdt
auftreten. Die expliziten Auswertungen filr longitudinale und

transversale Instabilititen von ein- und mehrdimensionalen
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Langmuir-Enveloppen~Solitonen werden im Vortrag ausflihrlich
diskutiert [9],

Hinreichende Kriterien flir Stabilitdt folgen aus einem
Ljapunov-Funktional der Form L = (n02+52M2/3)I‘ - MI, + I, - L,
wobei noz/e die nichtlineare Frequenzverschiebung ist, die zur
stationdren Losung gehdrt, und I,r I, und I, Konstanten der Be-
wegung sind [10,11]. Durch Diskussion der Definitheitseigen~
schaften von L erhdlt man das hinteichende Stabilit#tskriteri-
um A

3%; fdx 62 > 0 ‘ (13)
wobei G der Betraqg der stationdren Solitonenldsung ist. Auch
dieses Kriterium 1&Bt sich fiir alle bekannten Fdlle einfach aus-
werten, so daf fiir Enveloppen-Solitonen durch Angabe der insge-
samt notwendig und hinreichenden Stabilit&tskriterien (12) und
(13) das Stabilit4itsverhalten vollst&ndig folgt.
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