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Darstellung
temperierter vektorwertiger Distributionen
durch holomorphe Funktionen I

REINHOLD MEISE

Die Distributionen wurden von Schwartz [11] als Dualriume
gewisser Rdume von beliebig oft differenzierbaren Funktionen eingefiihrt.
Fiir die theoretische Physik erwiesen sich die temperierten Distributionen,
d.h. die Elemente von #'(R") als wichtig. Dabei ist &(R") der Raum
aller beliebig oft differenzierbaren komplexwertigen Funktionen @ auf
dem RY, fiir die

sup s ( i +x})'") ID*0(] = o]

lel S xeRN |\ joq

existiert fiir alle n und m, versehen mit der durch die Normen -
erzeugten lokalkonvexen Topologie.

Tillmann gab 1961 in [15] einen Raum H(N,C) von in (C\R)"
langsam wachsenden holomorphen Funktionen und eine lineare
Abbildung R : H(N, C)— &'(R") an, welche surjektiv ist. Im Falle N =1
hat R die Gestalt

R(f)[rp]=liglf{f(x+i8)—f(X~i8)}¢(x)dx, pef[R), feH(1,0).
#0r

Die Darstellungsabbildung R hat einen nicht-trivialen Kern, welcher fiir
N=1 aus denjenigen Funktionen besteht, die Einschrinkung von
Polynomen auf (C\IR) sind. Bine Frage, die Tillmanns Arbeit offen
lieB, war die, ob man den Raum H(N, €) so topologisieren kann, daf die
Abbildung R stetig und offen ist, d.h. daB &'(R")= H(N,C)/Kern R
gilt. Dieses Problem wurde von Schmidt [10] fiir den Fall N =1 gelést.

Inder vorliegenden Arbeit wird eine Topologieauf H (V, €)angegeben,
welche das Gewiinschte leistet. Wie sich aus Meise [9] ergibt, ist H(N, C)
unter der Topologie 7 sogar ein nuklearer vollstindiger bornologischer
(DF)-Raum. Die Charakterisierung aller derjenigen temperierten Distri-
butionen mit Werten in einem quasivollstindigen Raum F, welche
endliche Ableitung einer langsam wachsenden stetigen  F-wertigen
Funktion sind, erlaubt es, Tillmanns Ergebnisse auf gewisse Vektorriume
auszudehnen. Es wird gezeigt, daB es zu jedem vollstdndigen bornolo-
gischen (DF)-Raum E einen Raum H(N, E) von auf (C\R)" langsam
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wachsenden E-wertigen holomorphen Funktionen und eine stetige
lineare Abbildung R : H(N, E)~ £ (¥ (RY), E) gibt, welche surjektiv und
offen ist. Man kann also jede temperierte Distribution mit Werten in E
durch eine holomorphe E-wertige Funktion darstellen und die starke
Topologie 7, auf (¥ (RY), E) funktionentheoretisch charakterisieren.
Dies Ergebnis ist insofern interessant, als ein Beispiel von D. Vogt zeigt,
daB im allgemeinen nicht jede E-wertige Distribution durch eine holo-
morphe Funktion dargestelit werden kann (vgl. auch Itano [6]). i

In Meise [9] wurde gezeigt, daB der Raum H(N, E) zu H(N,C)®QE
topologisch isomorph ist. Dieses Resultat ist grundlegend fiir die
Bestimmung von Kern R, da es die Anwendung eines Induktionsschlusses
erlaubt. Auch fiir den skalaren Fall ergeben sich neue Gesichtspunkte,
So ist H(p+4,C) topologisch isomorph zu H(p, )®H(q, @), und bei
entsprechender Identifizierung stimmt R, mit R ®R iiberein.

AbschlieBend sei noch bemerkt, daf3 man Jede temperlerte Distribution
mit Werten in einem vollstindigen lokalkonvexen Raum E durch
verallgemeinerte Randwerte einer in (C\R)¥ holomorphen E-wertigen
Funktion darstellen kann. Der Beweis soll in einer spiteren Note
erbracht werden.

Herm Professor Dr. H. G. Tilimann und Herrn Professor Dr, B. Gramsch méchte ich
fiir viele Anregungen und Hinweise herzlich danken.

Vorbemerkung, Alle auftretenden Vektorrdume sind lineare Rdume
tiber dem Korper € der komplexen Zahlen, Fiir jedes Paar E, F lokal-
konvexer Riume soll der Raum #(E, F) aller stetigen linearen Abbildun-
gen von E in F stets mit der starken Topologie, d. h. der Topologie der
gleichmiBigen Konvergenz auf den beschrinkten Mengen von E, ver-
sehen sein.

Lemma 1. Sei E ein folgenvollstindiger lokalkonvexer Raum. Die
stetige Abbildung g: RN E habe die Eigenschaft, daf fiir jede stetige
Halbnorm q auf E sup 4(g(x)) < 0. Dann wird fiir jedes n20 und jedes

B=(8,,.... B (ﬁ;>0) durch
lel=(- 0 ([l 0+ srfoDotait 0
eine temperierte E-wertige Distribution definiert. Dabei bezeichnet 4 das

Lebesque-Map auf dem RY,

Beweis. Der Beweis erfolgt fiir Banachriume wie im skalaren Fall,
Im allgemeinen Fall betrachtet man die vollstindige Hiille der Riume

EfKermn ¢q.



Darstellung vektorwertiger Distributionen, 1 149

Satz 1. Ist E ein quasivollstindiger lokalkonvexer Raum, so kann eine
temperierte E-wertige Distribution T genau dann in der Form (1) dar-
gestellt werden, wenn T eine beschrinkte Abbildung ist, d. h. wenn es eine
Nullumgebung U in &(R®) gibt, so daf T(U) in E beschriinkt ist.

Beweis. a) Ist T beschrinkt, so gibt es eine absolutkonvexe ab-
geschlossene beschréinkte Menge B in E, so daB T(#(RY)) C Fy= |)nB.
neN

Versieht man Fy mit der durch B induzierten Norm, so ist Fgein Banach-
raum und T induziert eine stetige lineare Abbildung T: PRY)> F,.
Wegen der Nuklearitit von #(R") ist T eine nukleare Abbildung, d. h. es
gibt eine gleichstetige Menge {y,:ieN}C¥'([RM), ecine Familic

{fi:1eIN}CB und eine Folge (4),.n€!, so daB T(p)= i Ay 1.

i=1
Nach Friedman [2], S. 41, Theorem 13 gibt es dann stetige, gleichgradig
beschréinkte Funktionen g;: RY—C, sowie ein feNY und ein meN,,

so daB y,= D# ((
J

s0 ist supg(f)<K, mit einem geeigneten K, >0. Bezeichnen wir
feB

N
1+ x})"’) gi(x)). Ist g eine stetige Halbnorm auf E,

=1

sup sup [g;(x)| mit M, so gilt

ieN xeR

o3 4] s 3 idtato s ¥ o)

A

M‘Kq‘iz 'iil‘

Daher ist g(x)= ) 1,0,(x) f; eine stetige, unter jeder stetigen Halbnorm
i=1
auf E beschrédnkte E-wertige Funktion, Ist ¢ € & (RY), so gilt

N

q[(—n“" ] (n (1+x})"') 9 Do) 43

j=1

[ N
=L A0 | (IT0+9r) e ot aite
=M. Kq i

i=n+1

N
- | ( i +x?>'") Do (9 dA(x)
R¥ J=1

MK 4 5 4.

i=ntl

Also hat T eine Darstellung der Form (1).

It Math Ann. 198
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b) Wenn Teine Darstellung der Form (1) erlaubt, so ist g(R¥)=BCE
eine beschrinkte Menge. Fiir jedes ¢ e (RY) mit T [P—— 7;&—
ist T[] e I'B, wie man durch Abschitzen des Integrals (1) sofort sieht.
Also ist T eine beschriinkte Abbildung.

Bemerkung 1. Ist E ein quasivollstindiger bornologischer (DF)-Raum
(ein solcher ist nach Kothe [5] S.405, §29,5. (3) a) stets vollstindig),
so ist jede stetige lineare Abbildung T:%(R¥)—E beschriinkt. Dies
beruht darauf, daB man E als abzihlbaren induktiven Limes eines
Einbettungsspektrums von Banachriumen E, darstellen kann, wobei
jede beschriinkte Menge in einem geeigneten Raum E, enthalten ist,
und daB nach Grothendieck [3], S. 16, Theorem A Z(& E)zu };gd (S E)

isomorph ist.

2. Die Fouriertransformation % die identische Abbildung id, und die
Ableitungen Df:% % sind Beispiele fiir temperierte Vektordistri-
butionen, die keine beschréinkten Abbildungen sind. Sie lassen sich also
nicht in der Form (1) darstellen.

Die Riiume H(N, E)

Wit betrachten auf (C\R)" das folgende System (g,),. von Ge-
wichtsfunktionen. Dabei ist g,(z) fir N =1 definiert durch

U+ Mm@ fir  |Im@E) 1
"(Z)‘{(1+|z12)*" fir |Im(z)>1

N
und fir N>1 durch g,(z;,...,2y)= [] g,(z). Mittels der Gewichts-
=1

j=
funktionen g, kann man fiir jeden Banachraum E und jedes neN einen
Banachraum 4,(N, E) von holomorphen Funktionen definieren, indem
man

AN, By={f £ ;€Y' E, { holomorph und
sup 1/(2)lsgy(e) < oo} und

ze(C\RW
Ifla="sup | f(z)lzgu(z) setat.
ze(C\R)Y

Bezeichnet manmitr,,,: 4,(N, E)—+ 4,(N, E)die natiirlichen Inklusionen,
so erhélt man ein induktives Spektrum, dessen Limes wir mit H(N, E)
bezeichnen. In Meise [9], § 2, Satz 3 und der anschlieBenden Folgerung
wurde gezeigt, daBl H(N, C) ein nukiearer vollstindiger bornologischer
(DF)-Raumist,und daB H(N, E) topologisch isomorph zu H(N, €)® E ist.
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Ist der vollstdndige bornologische (DF)-Raum E als induktiver Limes
cines abzihlbaren induktiven Einbettungsspektrums {E, Dyminen VOR
Banachriumen E dargestellt, so gibt es natiirliche Abbildungen
Fum Ao N, E=> AN, E )t ) 2] = (£ 2))), 50 d2B {4, (N, E) 1y e
ein induktives Spektrum ist. Bezeichnen wir i’p_gi AN, E,) auch mit
H(N, E), so gilt nach Meise [9] § 3, daB H(N, E)isomorph zu H(N,C)® E
ist. AuBerdem gelten die folgenden Isomorphismen

H(p, O)® H(g, €)@ Ex H(p+ 4, E) H(p, H(g, ).

Schlieflich sei noch bemerkt, daB eine Funktion f:(C\R)¥—E
genau dann in H(N, E) liegt, wenn fiir jedes ¢ e E' ¢'o f aus H(N, €) ist.

Das folgende Lemma stellt eine Verbindung zwischen den Elementen
von H(N, E) und den temperierten E-wertigen Distributionen auf dem
RY her.

Lemma 2. Ist E ein Banachraum und fe A, (N,E), so wird durch

N

R(1=tigitel=tip ({3 (11 a)rtcsioo}otedien
RY lge{~ R N j:

(¢ € P RY)ein Element R,(f) aus Z(S(R"), E)definiert. Die s-Néherungen
f; konvergieren in & (¥ (RY), E) gegen R,{(f).

Beweis. Bezeichnen wir mit G, die Menge {zeC:¢- Im(z)> 0}

N

(6= 1), so ist G,= [] G,, das Produkt einfach zusammenhingender
o

Gebiete, und es gilt i(D\IR)N = |J G, Die Einschrinkung von f

ce{~1,1}¥
auf G, bezeichnen wir mit f,. In G, wird durch

zy
fgo """ ~1'0,""01(Z13"-aZN)= 5fa(zla~~7zj-—1a j&zj-i-l""’zN)de 2)

igy
eine holomorphe Funktion definiert. Iterativ kann man fiir jedes e INY
fE9 definieren. Wir schitzen nun das Wachstumsverhalten der
Funktionen f}~*in der Nihe des RY ab. Nach Voraussetzung gilt fiir
jedes z mit [Tm(z)| S 1 Bir LSfEN,
N

17 @2 1A TT {0+ 2 Im(z) 74

=1

Wahlt man in (2) als Integrationsweg die Strecke von ig; nach x;+ io;
und die Strecke von x;+ ig; nach x;+iy » 80 ergibt sich durch Induktion
die folgende Abschitzung

k—~2 N N
”f}"kﬂ"“’*km(z)llzéHfllk( 1‘102“3“) T+ ey,

11x
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Weitere Integrationen und Abschitzungen liefern fiir Imz)£1
(1SjEN)
R it PR

k N/ N
s.nfquﬂo 2"”*’) (ﬂl (1+x%)“°“(3+v)"), 3)

wobei y= sup |t-Inz| Aus(3)folgt, daB man fI-¥=1.-k-1I stetig auf
te(0,1]

RY fortsetzen kann und die Randwerte flbteamk=1le L i60)= fs0(x)
eine langsam wachsende Funktion fo.0 licfern.
Ist B eine beschriinkte Menge in &(RY), so ist sup @], =M (m, ¥)
eB

endlich fiir beliebige natiirliche Zahlen m und r. Da};per gilt firalle p e B
|| fs+ioe ol =DMk 0 gl
B S
5 N i) D g(0) i
<1 N (124509 60" e+l

'ID(HI"""‘H‘)(/)(X)] l (1+x@)2k+1 dl(x)
[T+

Shflle C - Mk+1,2k+2) n¥(e + |eIng)).
Also konvergiert f, in &,(¥(RY), E) gegen

N
Z ('H O'j)D(k+1""’k+1)f¢,g.

se{~1,1}N \j=1

Satz 2. Ist E ein vollstindiger bornologischer (D F)-Raum, dargestellt
als induktiver Limes des Einbettungsspekirums {Eus 1y von Banach-
rdumen E,, so induzieren die Abbildungen iy« Ry : AN, E)— (S ®RY), E)
eine stetige lineare Abbildung R : H(N, E)~ £ (& (RY), E), welche surjektip
ist. Dabei ist die Abbildung i,: Z(S [R”), E\)— L (S RY), E) gegeben
durch 3(T) [9] = i(T[¢]).

Beweis. Wie sich aus der Abschiitzung (3) in Lemma 2 ergibt, ist
Ry: AN, ) P(¥RY), E,) stetig. Daher ist auch i, o R, stetig. Wegen
i© Ry T =1, 0 R, gibt es eine stetige lineare Abbildung R: H(N, E)
- Z(SRY), E) mit R(r,(f))=1,° R,(f). Wir zeigen nun, daB R surjektiv
ist,

Ist Te Z(#RY), E), so gibt es ein neN, ein meN,, cin feNI
und eine stetige beschriinkte Funktion g: R¥— E, so daB
. N
T=i (D” ( I @+ =gy g(x))) .
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Durch VergroBern von m kann man erreichen, daB | |g(x)] 5 dA(x)=M
N

R
endlich ist. Auerdem kann man annehmen, daB n > max (N |Bl, m), denn

es gilt N
T=i, (D” (H (14 x3)i, 0 g(x))) fir rzn.
o
Wie man leicht sicht, ist die Funktion

N
] (j[{ (xrzj)**)g(xl, o ) ()

in (C\R)" holomorph, hat Werte in E, und geniigt der Abschétzung

<[V M 1] fimzyt
E, = 27[ j=1 j .

1\
gz, ..., zy) = (’j“n‘l‘“)

”g(z.l) teey ZN)
Die partiellen Ableitungen von g gentigen der Abschitzung

"Dag(zla vy ZN)

1 N N
5 S (—-—) @) M [ Mz,
2n j=1

N
Setzen wir f(Z)=D* ((H (1 +z})’”) g(z)), so ist f aufgrund der obigen
=1
Abschdtzungen aus A,J(E) fiir /2 max(N|B),m), also auch aus A,(E,),
da max(N|Bl,m)<Sn. Nach Lemma2 ist R,(f)e £(®Y), E). Wir

N

zeigen, daB R (f)=DF (( Ma+ x})”‘) g(x)) gilt.

J=1
Fiir die e-Naherungen von f gilt nimlich

N

f= 3 (H o)t iog
o‘e{*l,;}"' j=1 (4)

=D”((’]'[ (1+xf)"‘)ga(x))+a S P(x,0)f,(x+ice).
=1

ce{~1,1}¥

Dabei ist P,(x, ¢) ein Polynom in x und ¢ und

N N
gs(x) = (“f?) n!; j[;[l {(t;=x)* + %) g(e) dA(F)..

Da die Funktionen g, fiir ¢e(0, 1] gleichmiBig beschriinkt sind und
]j}lg g/x)=g(x) gleichmiaBig auf jeder kompakten Teilmenge des RY,

konvergiert g, in £,(¥ (R"), E,) gegen . Weil die Differentiation und die
Multiplikation mit Polynomen stetige Endomorphismen von #(R")
sind, konvergiert in (4) der zweite Term gegen Null, falls ¢ gegen Null
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konvergiert, Also ist

640

N
j=1

lim f,= D* (( (1+ x})’”) g(x)),
d. h, es gilt

RO =] R = [0 ((n1 @+ 5 )ata)) =1,

Nachdem nun die temperierten Distributionen mit Werten in
einem vollstindigen bornologischen (DF)-Raum durch holomorphe
Funktionen dargestellt sind, liegt die Frage nahe, welche Bezichung
zwischen der Topologie von H(N, E) und der von &,(¥(R"), E) besteht,
Dariiber gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 3. Ist E ein vollstindiger bornologischer (DF)-Raum, so ist die
in Satz 2 definierte Abbildung R auch offen, d. h. es gilt H(N, E)/)KeraR
= Z,(# ), E).

Beweis. Nach einer Folgerungaus einem Graphensatz von Robertson-
Robertson (Horvath [4], S. 306, Proposition 11) ist R offen.
Im folgenden soll Kern R bestimmt werden.

Lemma 3. Ist E ein lokalkonvexer Raum und hat Te Z(2(R),E)
die Eigenschaft D*T=0, so ist Tein E-wertiges Polynom vom Grad kleiner
als p.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach p. Sei ¢, ein
Element von () mit | ¢,(x) dA(x)=1. Dann gibt es zu jedem ¢ € B(R)
R

ein eindeutig bestimmtes y e Z(R), so daB y= Dy fiir ein gecignetes
veI(R), und daB @=pgp,+y Dabei ist u=[p(x)dA(x). Gilt nun
R

DT =0 fir ein Te Z(2(R), E), so folgt

Tlel=nTlgo] + Tlxl=nTpol+ T[Dy] = uTLpe] - DT[y]
=uT[py]=e- 1£ @(x)dAx) mit e=T[p,]cE.

Ist nun D*T=0 fiir ein Te £L(P(R), E), so gilt fiir S==D’1; D18 =0,
p_ »
Nach Induktionsannahme gibt es ein Polynom f= Z a;x'(a; € E),

j=0
so daBl §=T;. Ist g ein E-wertiges Polynom vom Grad kleiner als p
mit Dg= f, so gilt

D(T-T)=DT-DT,=DT~T;=§~T,;=0,

Alsoist T'=T,, ., wobei ce E.
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Satz 4. Ist E ein vollstiindiger bornologischer (DF)-Raum und N = 1,
so besteht Kern R aus allen denjenigen E-wertigen Funktionen, die Ein-
schrankung eines E-wertigen Polynoms auf (C\R) sind.

Beweis. Ist geKern R, so gibt es ein keN und ein fe4,(l, E)
mit g=r,(f). Aus Lemma 2 folgt, daB ein (k + 1)-faches unbestimmites
Integral von f stetige, langsam wachsende Randwerte auf R hat. Fiir diese
Randwerte gilt

D"‘“)(f[""”(x+iO)—-f[“"‘”(x—iO))=0,
s0 daf nach Lemma 3
k
SR 4 i0) — S+ Y ~ j0) = _Zo ax (aq;eEp).
iz

Also kann man durch Wahl geeigneter Integrationskonstanten erreichen,
daB f1"¥~Y eine ganze Funktion ist, die wie ein Polynom wichst.
Eine solche Funktion ist aber ein Polynom, wie sofort aus der Cauchy-
schen Abschétzungsformel folgt. Wegen f = D%+ 1 fI-¥~11 it dann auch
f als Polynom auf ganz C fortsetzbar. Da jedes Polynom f mit Werten in
E in H(L E) liegt und aus Stetigkeitsgriinden R( f)=0 erfiillt, ist der
Satz bewiesen.

Lemmad. Sei E wie in Satz4. Ist f aus H(p,H(1,E)) und gilt
Ri(f(2)=0 fiir alle z aus (C\RY, 50 gibt es eine natiirliche Zahl s und

Funktionen hy aus H(p, E), s0 daf f(2) [w]= Y wh(z).
k=0

Beweis. Nach Definition von H(p, H(1,E)) ist f=r(g) mit
g€ 4,(p, A,(1, E,)) fiir ein geeignetes m. Da fiir jedes ze(C\RY g(z)
ein Element von 4,,(1, E,) ist, fiir welches Ry (9(2)) =0 gilt, ist g(z) als
Funktion von w ¢in Polynom mit Werten in E,,. Ein solches Polynom hat
aber einen Grad, der nicht grofer ist als 2m, Also ist fiir jedes z e (C\RY

2

g [Wl= ' Wehy(z) mit y(z)e En. Entwickelt man g(z) [w] um den
k=0
Punkt i, so erhiilt man
2m
9(z) [w]= kZO (w9 fi(2)
mit -

fd==m [ =i ) ] .

27 pyif=172

Da die Abbildungen I,: 4,,(1, E,)—E,, definiert durch

=== | (w=i) 1 hw)dw
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linear und stetig sind, sind die Funktionen f, = I, - f aus 4, (p, E,). Dann
gilt aber auch h, € 4,,(p, E,), da die h, Linearkombinationen der S sind.

Lemma 5. Seien E und F volistindige bornologische (DF)-Riume und
n:E—F eine stetige lineare surjektive Abbildung. E sei der induktive
Limes des Einbettungsspektrums {E,, j,n},en von Banachriumen E,.
Bezeichnet man Kernnej, mit K,, so kann man i'p_gi E. /K, definieren,

und dieser Raum ist zu F und EfKern n topologisch isomorph. Auflerdem
gibt es zu jeder in F beschrankten Menge B eine in E beschrinkte M enge C
mit w(C)> B.

Beweis. Sei K =Kern = und K, wie oben. Dann ist K, abgeschlossen
in E, und E/K, ein Banachraum. Wir bezeichnen mit h, die Rest-
klassenabbildung E,~ E,/K,. Fiir m2n ist h,(j,(x))=0 genan dann,
wenn 0=7t°jm°jnm(x)zn°.in(x)=hn(x)’ d.h Ju(¥)€ K, genau dann,
wenn x& K, Daher existiert eine stetige injektive lincare Abbildung
Jum B/ Ky B, [K,,, definiert Qurch () = Ayljum(¥)

Wie man leicht sieht, definiert {E,,/K,,,f,,,,,‘},,,:_N ein induktives
Spektrum, fiir welches die Spektralabbildungen j, ; E,,/K,,—»ilrld (E/K)
injektiv sind.

Bezeichnen wir die kanonische Abbildung E—E/K mit h, so ist
h{ju(x)) =0 genau dann, wenn k,(x)=0, so daB eine injektive stetige
lineare Abbildung o,: E/K,—~E/K existiert, welche durch o,(h,(x))
= h(j,(x})) definiert ist. Wegen

O °fnm(hn(x ) =0p° hm °jnm(x) =h ® Jom Oj,,,,,(x) = h(]n(x)) = an(hn(x))

induzieren die o, cine stetige lineare Abbildung ¢: i}l_’d (E,/K,)-E/K.
Wegen der Injektivitit von o, und ¢j, =0, ist o injektiv. Die Surjek-
tivitit von o ist klar. Da = nach Horvath {43, S. 306, Proposition 11
sogar offen ist, ist E/K isomorph zu F und damit auch ein vollstindiger
bornologischer (DF)-Raum, Dann ist aber auch ¢ topologisch und damit
auch#° o, wobei # : E/K — F die von n induzierte Abbildung ist. Ist Bin F
beschriinkt, so ist B bereits in einem geeigneten F, enthalten und dort
beschréinkt.

(ﬁ°0‘)"1°i,,:F,,—->iII£d (E/K;) ist stetig und nach Grothendieck [3],

S.16, Theorem A sogar stetig mit Werten in einem geeigneten E, /K.,
50 daf} (f2 )™« i,(B) in dem Banachraum E,/K,, beschriinkt ist. Dann
gibtesaber eine in E,, beschrinkte Menge C,s0daBh,(C) D (fo 6)~* o . (B).
Fiit C gilt dann auch n(C) > B.

Lemma 6. Sind E, F und © wie in Lemma 5, so induziert 1 eine stetige
lineare Abbildung % : H(p, E)~ H(p, F), welche surjektiv ist.
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Beweis. Ist fe H(p, F), so gibt es ein f,, € 4,,(p, F,,), so daB f = P o)
Dann gibt es aber nach Meise [9], § 3, Satz 1 und der anschlieBenden

Bemerkung sogar ¢in 12m, so daB f =r,(z A,-g‘-®xi), wobei die
i=1

1€ 4p,€) mit g, <1 und x;€F, mit x|, <1 und ilﬂikoo.

=1
Nach Lemma 5 gibt es ein k =/ und ¢; & E,, so daB sup lel|s, < € und
ieN

<o)

7£°jk(ei)=iu(x,-). Wil‘ betraChten g= z /'{,-r”c(g,-)®ei. Wie man ]eiCht
i=1

sicht, stellt g eine Funktion aus 4,(p, E) dar, fir die # o1 dg)=f gilt.

Satz 6. Fir jeden vollstindigen bornologischen (DF)-Raum E besteht
der Kern der in Satz3 definierten Abbildung R aus dem Unterraum U
aller derjenigen Funktionen e H(N, E), welche eine Darstellung

N m
f@=3 ¥ z?hjk(zl""’ﬁj""’zlv)
J=1k=0

haben, wobei hye H(N —1,E). Fiir N=1 ist dabei HN~1LE)=E zu
wahlen,

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach N. Durch Satz 4
ist der Induktionsanfang gesichert. Sei die Behauptung schon fir alle
vollstindigen bornologischen (DF)-Riume und alle N<p bewiesen.
Wir betrachten das folgende Diagramm:

H(p, H(1, E) b Hp, 2(#®), B)
v Ry
Hp+1,E) 2(9 (R, 2(#(R), E)
4 \ I
H(p, ©)®,H(L, O)®,E (R, E)

Dabei ist ¢ die Einschrinkung des oben erwihnten Isomorphismus
Hp.O®H(1,OQE=H(p+1,E), V der ebenfalls oben erwihnte
Isomorphismus und I derjenige Isomorphismus, den man definieren
kann, wennman beachtet, daB £ (& (R?* 1), E)und 2(# (R?), £(# (), E)
205 (R°) ® &'(R) ® Eisomorphsind, R, (f) [w] ist definiert als Ry(f(w)).
Wie eine leichte Rechnung zeigt, gilt IoR,oR;Vo® =R, od. Da alle
Abbildungen stetig sind und Bild @ dicht Liegt, gilt - R,° R V= Ryiy.
Istnun feKern R, ,,s0ist R, (V(f)) e Kern R,,dal ein Isomorphismus
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ist. Nach Induktionsvoraussetzung hat R, (V(f )) die Gestalt

M,

RVN@D= T 3 doplernnzyonz)
i=1&=0

J
mitgy e H(p~ 1, £((R), E)). Aufgrund von Lemma 6gibt es Funktionen
SfxeH(p—1, H(1, E)) mit R,( fi)=g;. Definieren wir
P my
F(Z)=‘ Z Z z!]sfjk(zla ser ﬁja L Zp)’

j=1k=0

s0 ist Ry (¥ ()~ F)=0. Nach Lemma 4 gilt dann

V-F@W= ¥ whi,...z),
d.h. k=0

H Py my
V(f) (Z) [W] = kzo thk(zla seey zp) + 'Zl kzo z?fik(zb seny Zp) [W] .
= j=lk=

Damit ist gezeigt, daB U den Kern der Abbildung R umfaBit. Die
Inklusion Kern R U folgt aus dem niichsten Satz.

Satz 7, Ist E ein vollstindiger borrologischer (DF)-Raum, so ist
fir jedes Paar (p,q) von natiirlichen Zahlen das Jolgende Diagramm
kommutativ

Hp,O®Hg O E-22%84 | wipng o RIS E

o I
H(p+g,E) T LS R, E).
Beweis. Es gilt
Ry (/@) [0 @]
= En(} ] ;“ e {GE(_ZI,”N (Jf[l O'J-) S (% +ic’e) g(x, + ia"s)} o{x1) plx,)

+dAlxy) dA(x,)
=¢ R,()[0] Ry(g) [¥]=I(R,(/)®R (9)®¢) [0®¥],
wobel e (R?), pe L (RY und o=(¢’,0¢") mit o'c =11}, ¢"e{~1,1}%
Da #(R?) @ £ (R?) in & (RP*9) dicht liegt, ist
Rp+q(¢(f®g ®e)= I(Rp(f) AR (9)® e).

Die Kommutativitit des Diagramms fol gt nun daraus, daB alle Abbildun-
gen stetig sind und das algebraische Tensorprodukt in dem topologischen
dicht liegt,



10.

i1,
12,

13.
14,
15.

16.
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