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Nicht-Nuklearitdt von Riumen beliebig oft
differenzierbarer Funktionen

Von
REmeorp Mriss

Seit den Untersuchungen von Grothendieck 5], IL. § 2,no. 3, Thm. 10 ist bekannt,
daB der Raum ¢*°(R) der auf einer offenen Teilmenge 2 des R¥ beliebig oft differen-
zierbaren Funktionen nuklear ist, wenn man ihn mit der Topologie der gleich-
méfigen Konvergenz aller Ableitungen auf den kompakten Teilmengen von Q2 ver-
sieht, Ist Q2 eine offene Teilmenge eines reellen lokalkonvexen (Hausdorffschen)
Raumes Z, so gibt es i.allg. verschiedene Méglichkeiten fir die Einfiihrung lokal-
konvexer Raume aus beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen auf Q. In [7]
wurde vom Verfasser gezeigt, daB sich der Raum %% (Q) der beliebig oft stetig kom-
pakt differenzierbaren Funktionen auf £ in mancherlei Hinsicht so verhalt, wie
man es vom endlichdimensionalen Fall her kennt. Inshesondere wurde gezeigt, daB
¥ (£2) unter gewissen Voraussetzungen an F ein Schwartzraum ist. Aufgrund der
Nuklearitétsresultate von Boland [2] und Waelbroeck [9] im komplexen Fall war
von daher die Frage naheliegend, ob Nuklearitéit auch bei lokalkonvexen Riumen
beliebig oft stetig differenzierbarer Funktionen auf unendlichdimensionalen lokal-
konvexen Riumen vorkommen kann. In der vorliegenden Note wollen wir zeigen,
daB dies nicht der Fall ist, wenn der reelle lokalkonvexe Raum & eine unendlich-
dimensonale absolutkonvexe kompakte Menge enthalt.

Herrn K.-D. Bierstedt, Herrn B. Gramsch und Herrn D. Vogt méchte ich fiir Ge-
sprache iiber den Gegenstand dieser Arbeit herzlich danken.

L. Einfiihrung der Rilume %2 (S2).Sei & ein reeller lokalkonvexzer Raum und e
ein System beschréinkber Teilmengen von E, welches beziiglich Inklusion nach oben
gerichtet ist und welches  iiberdeckt. Dann bezeichnet man iiblicherweise fiir
einen beliebigen reellen lokalkonvexen Raum F mit Lg (Z, F) den Raum der stetigen
linearen Abbildungen von Z in F, versehen mit der Topologie der gleichmaBigen
Konvergenz auf den Mengen in &. Wir definieren induktiv fiir » € Ny die Réume
L&(Z, F) durch LY (B, F):= F und LE"\(E, F):= Lg(E, I%(E, ). Die Elemente
von Lg(Z, F) kann man fir » e N in kanonischer Weise als #-lineare Abbildungen
von E% in F auffassen.

Ist £2 5= 0 eine offene Teilmenge von , so definieren wir wie in [7], 2.2. den
Raum der beliebig oft stetig &-differenzierbaren Funktionen auf £ mit Werten in
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F als
S(Q, F) = {f: 0> F| fiir jedes j & Ny gibt es ;e € (2, LE (B, F)), so
daf fo = | gilt, und so def f; auf 2 Gateauz differenzierbar
it mit f; = f41 fiir jedes j € No}.

Dieser Vektorraum wird topologisiert durch das folgende System von Halbnormen

(1) PLE5,¢ | —>sup supsupq(f;@)[y]),
05isl zeK yest

wobei I € Ng, K kompakt in 0, §¢ & und die stetige Halbnorm g auf F jeweils
beliebig gewihlt werden konnen. Statt €5 (2, R) schreiben wir €% (2).

2. Bemerkung. a) Eine Anwendung der Mittelwertabschétzung (siche [7], 2.3.)
zeigt, daB jede der Funktionen f; (die man natiirlich als j-te Ableitung von f be-
zeichnen wird) in dem folgenden Sinn ©-differenzierbar ist: Fiir jedes a € 2 und
jedes 8 ® gilb

1
tliﬂ(l)'t- (fi(@ + k) ~ f3(@) ~ fr+1(0)[iR]) = 0

gleichmaBig in A€ §. Daher stimmen die Funktionen in €& (2, F) mit den in
Keller {6], 2.5.0 definierten Funktionen der Klasse g fiberein. Es sei darauf hin-
gewiesen, daB (etwa auf (F)-Raumen) fiir verschiedene Systeme &; und &g die
Vektorrdume %g, (2, F) und ¢, (2, F) iibereinstimmen kénnen, ohne daf thre Topo-
logien gleich sind; vgl. Keller [6], 2.9.1—~2.94.

b) Fiir endlichdimensionales E und dem System aller kompakten Teilmengen von
E als © liefert 45 (2, F) gerade den iiblicherweise mit (R, F) bezeichneten
lokalkonvexen Reum.

Bevor wir das angekiindigte Resultat beweisen, stellen wir noch zwei Hilfssitze
bereit.

3. Lemma, Seien By, By und F reelle lokalkonvexe Riume und ©; Systeme be-
schrinkter Mengen in E;, welche Ej dberdecken (§ = 1, 2). m: By — By sei steltg und
linear, und zu jedem Sy € @y gebe es ein 8y € &y mit = (8s) C 8y. Ferner sei fiir 1 +0
offen in By die Menge g als 7-1(2y) definiert. Dann wird durch m: f— fom eine
stetige lineare Abbildung m: €E,(21, F) - €&, (822, F) definiert.

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB fir je%g,(@2, F) die Funktion fos in
Fe(f22, F) ist. Aufgrund der Voraussetzung ist die durch » induzierte lineare Ab-
bildung my: L& (B, F) - LE, (Ba, F), mu(u) =uonm stetig. Hieraus folgt durch
Induktion, daB fiir jedes » € N die induzierte Abbildung

i1 D& (B, F) > L (Ba, F),  ansa(w)i=mpouom,

stetig ist. Wir setzen auflerdem 7o = idz. Ist nun f e €&, (21, F), so ist nach Vor-
aussetzung fiir jedes 7 e Ng f®, die n-te Ableitung von f, in € (21, L%, (81, F)).
Folglich ist fiir jedes # € No die Funktion gy := 7, o f o in € (Qq, LE, (B2, F)).
Dann gilt fiir beliebiges ¢ & o, jedes ke Ep und alle t e R, fir die 0 < |#| hin-
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reichend klein ist:

1

~ 920 + t5) — gu () — gusa (a) ]

= [ (9 @) (4) = 2019 () = g (40 ()]

( [/ (m(a) + b (B)) — ™ (7 () — {1 (e (a)) b k)]])

Da ny stetig und linear, und da f® in 7 (a) Géteaux-differenzierbar ist, folgt hieraus
die Géteaux-Differenzierbarkeit von g, in a. Damit haben wir gezeigt, daB g=fox
&,(Q, F) ist, und daB fiir alle 2 € g, alle n e Ny und alle y & EZ gilt

(2) (f o)™ (@) [y] = mn o f) (@) [y] = f* (s () [z (3)]

Die Stetigkeit von 7 folgt nun aufgrund der Voraussetzungen und der Definition
der Halbnormen (1) unmittelbar aus (2).

Der folgende Hilfssatz besagt, daB die Garbe der #Z-Funktionen auf einem lokal-
konvexen Raum Z eine lokalkonvexe Garbe ist (vgl. ewa Bungart [3], 6. oder auch
Bierstedt, Gramsch und Meise [1], 1.1). Auf die Ausfithrung des einfachen Beweises
verzichten wir,

4, Lemma. Seien E und F reelle lokalkonvexe Riume; Q und (Q¢)¢€ 1 seien offene
Teilmengen von E mit Q = U.Q; Dann st fiir jedes System & wie in 1. die Ab-
bildung iel

J: %g(Q’F)+I;%g(Qi:F)’ J(f) = (H'Qi)iel';
i€
ewn snjekiiver stetiger topologischer Homomorphismus.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zu dem wesentlichen Resultat dieser
Note:

5. Satz, Sei E ein recller lokalkonvezxer Raum und & ein System beschrinkier Mengen
wie i 1., welches die kompakien Teilmengen von B enthiilt. Gibt es in B eine unendlich-
dimensionale kompakte absoluthonvexe Menge, so ist fiir jede offene Teilmenge Q =0
von B der lokalkonvexe Raum €& (Q) wicht nuklear,

Beweis. a) Es geniigt zu zeigen, daB €g (£) nicht nuklear ist: Gibt es nimlich
eine offene Teilmenge 2 == ¢ von F, fiir die g (2) nuklear ist, so ist fiir jedes
zek auch 0g(Q + 2) nuklear; denn %% (2) und ¥ (2 + z) sind topologisch
isomorph. Folglich ist ﬂ%’@ Q + ) nuklear und damit nach Lemma 4 auch
%E (B).

b) Wir zeigen, daf die Nuklearitét von ¢ (F) die folgende Aussage impliziert:

{3) Es gibt ein I e N, so daB fiir alle ¥ ¢ N die kanonische Einbettung By
des Raumes €}, (N) der [0, 27)¥-periodischen I-mal stetig differenzier-
baren Funktionen in den Raum L([0, 22]V) vom Typ #2/2 (vgl. Pietsch
8], 8.2.1) ist.
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Dazu sei zunichst X eine unendlichdimensionale absolutkonvexe kompakte Menge
in B, Nimmt man an, dal 4% (B) nuklear ist, so gibt es (siehe Pietsch [8]) zu der
stetigen Halbnorm po, x auf $&(E) eine stetige Halbnorm P08 = Po,%,50dal die
kanonische Abbildung -

L2 (%g (E))Pl.o.s - ((fg (E))ﬁ’ﬂ"f

zwischen den zugehdrigen normierten Réumen vom Typ £1/2 ist, Wie man leicht
nachpriift, induziert die Einschrinkungsabbildung

ox: G (B)~>¥(K), ox(f):=1|E,

eine stetige lineare Abbildung gg: (3 (E))y,, —> % (K). Da die Abbildungen vom

Typ #7 die Idealeigenschaft haben (Pietsch [8], 8.2.8), ist auch xx := gx o % vom

Typ /12, Weil (K) vollstindig ist, kann man #x stetig auf die vollstéindige Hiille
AN

(%g (B))p, q,s YOO (BE (B))y, o, s fortsetzen. Aus der Definition der Approximations-
zahlen (Pietsch [8], 8.1.1) folgt, daB die Fortsetzung #z dann ebenfalls vom Typ £1/2
ist.

Weiterhin wéhlen wir eine linear unabhingige Folge (1) in K und bezeichnen
fir NeN die lineare Hiille von {23, ..., zy} mit By, my sei eine fest gewshlte
stetige lineare Projektion von Z auf Ey. Da © aus beschrinkten Mengen besteht
und die kompakten Teilmengen von  enthalt, folgt aufgrund von Bemerkung 2.b)
mit Lemma 3, daB 7y eine stetige lineare Abbildung

ny: € (By) € (E), an(f)=fony,
induziert. Verkniipft man 7y mit der kanonischen Abbildung
g: & (B) — (Y8 (B)),

so erhdlt man eine stetige lineare Abbildung o = ¢ o #y. Diese ist offenbar stetig
beziiglich der von €!(Zy) auf ¥ (By) induzierten Topologie. Da ¢ (Ey) in €*(Ex)
dicht liegh, erhdlt man durch stetige Fortsetzung von gy eine stetige lineare Ab-
bildung

1,Q.8?

. SN

on: CHEx) > (%8 (B)pr.o.s -
Also ist auch
(4) Ay = xgooy: € (Ey) ¥ (K)
vom Typ £12,

' 1
Bezeichnet man nun das Intervall [O, EF] mit Iy, so ist die Abbildung

’ N
jN: I%'—)'E? jN(tI:-":tN):=Ztnx'ﬂ)
a=1

stetig und hat Werte in KN Hy, da K absolutkonvex ist. Folglich ist die Ab-
bildung : '
vt €(8) > LAIY), n(f)=foin,

stetig und linear. Beachtet man schlieBlich noch, daB der Raum ‘E’Iﬂ_pe,([RN) der
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If-periodischen Funktionen in ¥(RY) vermége der Inklusion 4y,

v
iN(f)[ztn”nJ =f(f1, ..., 0N),

n=1
stetig in € (Ex) eingebettet ist, so erhilt man mit (4), daB die Abbildung
.A.N = iN o] ﬂ.N o] ‘I;Nt gf?ﬁ-per (RN) — I2 (I_'%.)

vom Typ ¢2/2 ist. Die Abbildung 4y ist aber nichts anderes als die Inklusion. Wendet
. mman nun noch ein Streckungsargument an, so folgt (3).
¢} Wir zeigen nun, da die Aussage (3) falsch ist. Damit ist dann nachgewiesen,
def die Annahme der Nuklearitit von 4S (E) zu einem Widerspruch fiihrt.
+Um zu zeigen, daB By fiir hinreichend groBes N nicht vom Typ ¢4/2 sein kann,
verwenden wir eine Modifikation der Beweisidee von Gramsch [4], Bemerkung nach
Lemma 1. Dazu definieren wir den Hilbertraum H ¥ als

bij
HN“—‘{(“%)GRNNI 2 (H”ﬂg)( ""2“]“%'2)< °°}-
1 ENY

neNy \j=
je} g1

Dann ist die Abbildung Cy: Hy - %%, (N),

¥
Cn((@mlneny) : (@1, -, &n) = > an ] [ sinngay,
neNy  j=1

stetig, weswegen Dy := By o Oy nach (3) vom Typ £1/2 ist, Beachtet man, dall
N

die Funktionen fy: 2] [ sinnsay, neN¥, in L2([0, 22}") ein Orthogonalsystem
j=1

j
bilden, so erhilt man wie im Beweis von Lemma 1 in Gramsch [4] die Approxima-
tionszahlen von Dy als die fallende Umordnung der Familie

(v 2.,

Eine einfache Anzahlabschitzung zeigt schlielich, daB diese Familie nicht in £1/2
ist fir N =14 2. )

6. Bemerkung, a) Satz 5 wurde fiir reellwertige Funktionen formuliert. Er gilt
ganz analog fiir komplexwertige Funktionen, wie eine Beweisanalyse zeigt.

b) Ist B die abzshlbare lokalkonvexe direkte Summe von R, so ist jede be-
schrankte (also auch jede kompakte) Menge endlich dimensional. In diesem Fall
ist in der Tat fiir jede offene Teilmenge Q < § von ¥ der Raum %s () nuklear,
falls € das System der kompakten Teilmengen umfaBt. Der einfache Beweis dieser
Aussage wurde in [7], 2.14 angegeben.

¢) Wir bezeichnen das System der kompakten Teilmengen eines lokalkonvezen
Raumes ¥ mit co. In [7], 2.11 wurde gezeigt, dafl fiir jede offene Teilmenge Q == ¢
von B der Raum €7 (2) ein Schwartzraum ist, falls jede kompakte Menge K in £
sehr kompakt ist (d.h., bereits kompakst in einem stetig in B eingebetteten Banach-
raum liegt). Setzt man die Quasivollstindigkeit von B voraus, so ist diese Bedingung

10%
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Aquivalent dazu, da8 E;, ein Schwartzraum ist (vgl. [7], 2.12). In Verbindung
mib der komplexwertigen Fassung von Satz 5 und dem Nuklearitatsresultat von
Boland [2] und Waelbroeck [9] erhélt man hieraus das folgende Beispiel: Ist 2 =0
eine offene Teilmenge eines komplexen (DFN)-Raumes E, so bildet der Raum 57 Q)
der auf {2 holomorphen Funktionen (versehen mit der kompakt-offenen Topologie)
einen nuklearen topologischen Teilraum des nicht-nuklearen Schwartzschen Fréchet-
raumes G (2).
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