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Darstellung
temperierter vektorwertiger Distributionen
durch holomorphe Funktionen II

REINHOLD MEISE

Die vorliegende Note schlieBt an [11] an und liefert unter anderem
den Beweis der dort angekiindigten Behauptung, daB sich jede tem-
perierte Vektordistribution mit Werten in einem vollstindigen lokal-
konvexen Raum als Randverteilung einer holomorphen Funktion dar-
stellen 1dBt. Der Unterschied zu [ 11] besteht darin, daB stirker wachsende
holomorphe Funktionen herangezogen werden. Genauer gesagt, der
in [11] benutzte Raum H(N, E) wird ersetzt durch den Raum HE(N, E)
aller in (C\IR)" holomorphen Funktionen f, welche unter jeder stetigen
Linearform ¢’ auf E ein Wachstum der folgenden Art haben

N
le=f@ISC ] (1 +1z) " 4Gz,
wobei =
A(z)= {1 fir [Im(z)21
7 m(z) "t fiir Im(z)| <1
und C sowie n von f und ¢’ abhingen. Hé(N, E) wird auf dhnliche Weise
wie H(N, E) mit einer lokalkonvexen Topologie versehen. Die Dar-
stellungsabbildung R : H¥(N, E}» £ (¥ (R™), E), welche fir N=1 defi-
niert ist durch

R()o] =£ifglnf{{f(X+ ig)— f(x—ig} p(x)dx, ¢eFW), feH(LE),

ist dann stetig, surjektiv und offen, d. h. Z(¥(RY), E) ist isomorph zu
He(N, E)/KemnR.

Die Surjektivitdt von R beruht fiir N =1 auf der folgenden Bemer-
kung, Die Fouriertransformierte einer temperierten Vektordistribution
T mit Tréger in einer der Halbgeraden [0, + c0) bzw. (— 0, 0] ist Rand-
verteilung einer in der unteren bzw. oberen Halbebene holomorphen
Funktion. Da die Fouriertransformierten von Vektordistributionen mit
kompaktem Tréger sich zu ganzen Funktionen von einem bestimmten
Wachstum fortsetzen lassen, ergibt sich die Surjektivitit von R fiir
N =1 daraus, daB man jede temperierte Vektordistribution § darstellen
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kann als §=8,+ 5, +5_, wobei S, kompakten Tréger hat und §,
bzw. S_ Tréger in [0, + 00) bzw. (— 00, 0] haben.

Wie in [11] ist die Abbildung R nicht injektiv. Kern R besteht fiir
N=1 aus den Einschrinkungen der Fourier-Laplace-Transformierten
von Distributionen mit fastkompaktem Triger auf (C\R); d. h. f ist aus
Kern R genau dann, wenn es ein Te £(&(R), E) gibt, so daB

ra=t5] e

gilt. In die Bestimmung von KernR geht ein, daB man die Fourier-
Laplace-Transformierten von Vektordistributionen mit fastkompaktem
Tréiger allein durch ihr Wachstumsverhalten beschreiben kann. Diese
vektoswertige Form des Satzes von Paley-Wiener-Schwartz wird in §1
formuliert und bewiesen. AuBerdem wird auf dem Raum aller solcher
Funktionen eine Topologie angegeben, welche die Fourier-Laplace-
Transformation zu einem topologischen Isomorphismus macht.

Der allgemeine Fall von N Variablen JiBt sich auf Grund der Ergeb-
nisse von Meise [10] véllig auf den eindimensionalen Fall zuriickfiihren,
da H(p+1,E) und H()Q H (p)® E topologisch isomorph sind und
bei entsprechender Identifizierung R,,, und R, &R, §id; iiberein-
stimmen. Auch die Bestimmung von Kern R in mehreren Variablen kann
durch die obige Bemerkung auf einen InduktionsschluB reduziert
werden.

Vorbemerkungen. (i) Alle auftretenden linearen Riume sind Vektor-
rdume iiber dem Kdrper € der komplexen Zahlen.

(i) Sind X und Y lokalkonvexe Riume, so bezeichnen wir mit
Z(X,Y) den Raum der stetigen linearen Abbildungen von X in Y,
verschen mit der starken Topologie, d.h. der Topologie der gleich-
méBigen Konvergenz auf den beschriinkten Mengen in X.

(iii) Die Bezeichnungen fiir die verschiedenen Distributionsriume
sind die gleichen wie die von Schwartz [12].

(iv) Auf dem Raum £(RY) definieren wir die Fouriertransforma-
tion # durch

Nj2
o= (5] I e teods, pe @),

Bekanntlich ist & ein topologischer Automorphismus von Z(RY). Fiir
jeden lokalkonvexen Raum E kann man & : 2(&(RV), E)-» 2(SRY),E)
definieren durch & T[gp]=T[% ¢]. Die so definierte Fouriertrans-
formation ist ein topologischer Isomorphismus,
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§ 1 Der Satz von Paley-Wiener-Schwartz fiir Vektordistributionen

Lemma 1. Sei K:[—L¥x [ [[N—C eine stetige Funktion. Die
Funktion f:[ L, II">C werde definiert durch f(x)= [ Ki(x,¢)dt.
[-LN
Dann konvergiert die Folge der Funktionen f, mit

fu@= Y m¥K (x, (—’:ni,,-nl))

ne[—im, Im]¥ m

gleichmiifig auf [—1, 1Y gegen f.

Beweis. Da K beschrinkt und gleichmiBig stetig ist, bilden die f,
cine gleichmdBig beschrinkte Folge gleichgradig stetiger Funktionen.
Also ist nach Arzela-Ascoli {f,,: meN} in €([ -1, [1") eine relativ kom-
pakte Menge. Da die f,, punktweise gegen f konvergieren, konvergieren
sie sogar gleichméBig gegen f.

Folgerung. Ist o € D(RY), so konvergiert

1 \M2 N N
=) X e[t e~ 3 2

1s HH"N)EZN m

in der Topologie von &(RY) gegen Zo.
Beweis. Man wende Lemma 1 fiir geeignete Rechtecke auf die Funk-

Ni2
tion K(x, )= (21—“) e” " () und ihre partiellen Ableitungen nach

den Variablen x; an.
Lemma 2. Ist E ein lokalkonvexer Raum und Te %(8(RY),E), so

. 1 \N2 ~
wird durch T(z)= (Z—n) - T{e™ ) eine ganze Funktion T mit Werten

in E definiert. Zu jeder stetigen Halbnorm p auf E gibt es ein m, e NV sowie
positive Zahlen C, und B, ;, so daf

P

p(T @) =C, ]_[(1+|sz "‘Pexp(z ,,;11m zj)l)

Beweis. Fiir jedes ¢ € E' ist ¢'oT aws &'(RY). Nach Yosida [19],
S. 160-161, ist dann

7‘4( Ne=goT 1\2 —i{x,z)
(L]

eine ganze Funktion. Die Abschitzung folgt aus der Stetigkeit von T,
Bemerkung. T nennen wir die Fourier- Laplace-Transformierte von T,
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Satz 1. Sei E ein folgenvollstéindiger lokalkonvexer Raum. Fiir jedes T
aus L(ER"), E)C L(FRY), E) gilt F T = T|R®, wobei T die in Lemma 2
definierte ganze Funktion ist,

Beweis. Sei ¢ ein beliebiges Element von 2(R"), und f,, sei definiert
wie in der Folgerung zu Lemma 1. Dann gilt

FTlg]= T[] =T [fim f,| = lim T[£.]

£\
== 7}1{{130(27;) ;;F E Tx[ﬁxp( i Z"‘—x nj)

neZN

= _f T(x) o(x) dx.

m Ry
¢( '.‘, )
m m

Das Integral existiert, weil E folgenvollstindig und T'(x) ¢(x) eine stetige
Funktion mit kompaktem Triger ist.

Satz 2. (Paley-Wiener-Schwartz). Sei E folgenvollstindig und lokal-
konvex. Eine ganze Funktion f :C¥—E ist genau dann Fourier-Laplace-
Transformierte einer Distribution Te Z(S(RY),E), wenn f den Ab-
schitzungen aus Lemma 2 geniigt.

Beweis. Geniigt f den Abschatzungen aus Lemma 2, so definiert die
Einschrénkung von f auf R” eine Distribution aus £((RY), E) Da die
Fouriertransformation ein Automorphismus von #(¥(R), E) ist, gibt
es eine Distribution'Te L(¥(RY), E), fiir die F T =f|R¥ =7 gilt. Sei
nun E zundchst ein Banachraum. Fiir jedes ¢ € E' gilt

e Tle]=(T[pl > ={f[F ¢l e>=( éN fX)FLox)dx, e
= [ <fhe) P~ gl dx=2-J(F 1 ].

Aufgrund des klassischen Satzes von Paley-Wiener-Schwartz hat daher
¢ T fiir jedes ¢’ € E' Triger in einer Kugel K. Also nst auch SuppT in K
enthalten, d. h. T ist aus Z(£(R"), E).

Ist E ein beliebiger folgenvollstindiger lokalkonvexer Raum und p
eine stetige Halbnorm auf E mit Nullraum N, so bezeichnen wir mit E,
die vollstindige Hiille des in natiirlicher We1se normierten Raumes E/Ng
und mit #n,: E~E, die zugehdrige kanonische Abbildung, noF 1 f
=m0 T hat nach den obigen Uberlegungen kompakten Triger, Da dies
fiie Jede stetige Halbnorm gilt, ist T =% ! f aus L(ERY), E).

Bemerkung. Wie sich aus dem obigen Beweis ergibt, ist eine ganze
Funktion f : C¥—E genau dann Fourier-Laplace-Transformierte einer
Distribution mit kompaktem Tréger, wenn f die Abschitzungen in
Lemma 2 erfilllt und dabei die Konstanten B, ; unabhiingig von p gewihlt
werden kénnen,
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Der Raum F(N, E)

Auf € definieren wir eine Folge (g,),.y von Gewichtsfunktionen
durch

N
G2y, .0 Zy)= [_Il {(1 +]z,)) exp(|Im(z)} ="

Ist E ein Banachraum, so konnen wir mittels g, den folgenden Raum
A,(N, E) definieren

AN, E)={f 1 :C"~E, f holomorph, sup | /(2)]s4y(2) < o}.

Definieren wir auf AN, E)| f|, = sup || f(z)| zg,(2), so wird 4,(N, E)
zeCWN

zu einem Banachraum. Fiir m2n ist A,(N, E) stetig in AN, E) ein-
gebettet, so dafl die Riume 4,(N, E) mit den Inklusionen ein induktives
Spektrum bilden. Den Raum i:l_fiA,,(N, E) bezeichnen wir mit F(N, E).

Aus Meise [10],§ 2, Satz 2 und Satz 3, folgt, daB F(N, €) ein vollstéindiger
nuklearer bornologischer (DF)-Raum ist, und daB F(N,E} zu
F(N,€)®E topologisch isomorph ist.

Ist der lokalkonvexe Raum E vollstindig, so kann man ihn als projek-
tiven Limes eines projektiven Spektrums {E,, pleeq @US Banach-
rdumen E, darstellen. Wie in Meise [10],§ 2, Lemma 3 und Satz 4, gezeigt
wurde, kann man dann F(N, E) definieren als p‘{oj F(N, E,) und erhilt

ebenfalls die topologische Isomorphie von F(N, E)und F(N,C)® E. Die
Elemente von F(N, E) lassen sich auch als holomorphe E-wertige Funk-
tionen auffassen, welche die Eigenschaft haben, daB fiir jede stetige
Halbnorm p auf E ein neN existiert, so daB s%)vp( f(2) g,(2) < 0.

Dariiber hinaus gilt sogar, daB eine Funktion f:C¥—~E genau dann
in F(N, E) ist, wenn fiir jedes &' € E' ¢'o f F(N, €) gilt (vgl. Meise [10],
§ 2, Bemerkung 1 und Bemerkung 2 im AnschluB an Satz 4).

Satz 3. Ist E ein Banachraum, so definieren wir die Fourier-Laplace-
Transformation  F % : P(ER™), E)~F(N,E) durch & %(T)[z]
=Q2m) N3 T [e7i%® ) FL ist ein topologischer Isomorphismus.

Beweis. Da die lineare Hiille der Menge M ={ fe #(RY), f (x) =~ ¢%),
zeC"} in E(R") dicht liegt, folgt aus Satz 2, daB & & ein algebraischer
Isomorphismus ist. Wir zeigen nun die Stetigkeit. Dazu wihlen wir
eine Darstellung von #(RY) als projektiver Limes von Riumen 8. &, ist
folgendermaBen erkléirt. Wir betrachten den Sobolewraum Wi () aller
Funktionen, die in det offenen Kugel vom Radius / um den Nullpunkt
des R definiert sind und quadratintegrierbare schwache Ableitungen
bis zur Ordnung  haben. #(R") wird vermdge Restriktion in Wi(l) ab-
gebildet. Die Abschliefung des Bildes in Wi()) bezeichnen wir mit &,

12 Math, Ann, 198
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Nach Wloka [18], S.31, §51, ist die Restriktionsabbildung
Jies: WEHS(L4 5)» Wi(l) eine Hilbert-Schmidt-Abbildung, falls s > N/2.
Da &, vonj,, ,in & abgebildet wird, istauch i, , ; =i, 16416146,
eine Hilbert-Schmidt-Abbildung. Insbesondere ist Ji+s, €ine nukleare
Abbildung, falls s> N + 1. Aus dem Sobolewschen Lemma folgt prcl)jé"l

=&(R"). Nach Konstruktion ist das projektive Spektrum {&}, ji,}en
reduziert. Daher gilt nach Meise [10], §1, Satz2, Z(£R"), E)
= ind £(8,, E).

Ist T aus (&, E), so folgt
|7 £(T) [2]|s < @r)"2 | T[]

£ Q) T, p e

low-
Nun gilt
”e—i@,z)ué'n: (Z j’ ID;e—i(x,z)Ide)Ilz
[at<n K(0,n)

(Z 'f l(__i}la{ zae-—i(x,z)lzdx)llz
[%] Sn K(O,n)
C

<c( 3 el (njf um(z,-)l)}z)m

|2l =n =1

M-C-g’,’,"(z),

=

A

wobei M und C nur von » abhéingen. Daher gilt
|72 2] s@ny ™ M- C-|T| ¢ie,nd7 (2)

fiir alle ze €Y, Also ist # %, : £(6,, E)- A,(N, E) stetig, und damit auch
FZ. Da L"), E) und F(N, E) vollstindige bornologische (DF)-
Réume sind, folgt nach einem Graphensatz von Robertson-Robertson
(vgl. Horvéth [8], S. 306, Proposition 11) die Offenheit von & & aus der
Stetigkeit und der Surjektivitit,

Satz 4. Ist E ein lokalkonvexer vollstindiger Raum, so definieren wir
die Fourier-Laplace-Transformation F & : Z(&(R"), E)— F(N, E) analog
wie in Saiz 2. Aus der Kommutativitdt des folgenden Diagramms ergibt sich,
daf F & ein topologischer Isomorphismus ist.

ERMQE LL:88, [N O)QE
[} W

LE®"),E)—z— F(N,E)

Dabei sind & und ¥ die natiivlichen Isomorphismen,
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Beweis, Ist E als projektiver Limes von Banachriumen E, dargestellt,
so kann man Z(&(RY), E) mit Proj | Z(E®Y), E) 1dent1ﬁ21eren Bei dieser

Identifizierung entspricht # .2’ dic Einschrinkung der Abbildung
Ul F &L, auf PIOj | L(E(RY), E,), so daB # & stetig ist. Trivialerweise gilt

FLOTRe)=V(FL(T®¢). Da ERMKAE in &MMRE dicht
liegt und simtliche Ableitungen stetig sind, ist das Diagramm kom-
mutativ.

Folgerung. (Paley-Wiener-Schwartz). Ist E ein vollstindiger lokal-
konvexer Raum, so ist eine ganze Funktion f:C¥—E genau dann
Fourier-Laplace-Transformierte einer E-wertigen Distribution mit fast-
kompaktem Tréger, wenn fiir jede stetige Linearform ¢’ auf E ¢'- f aus
F(N,C) ist.

Bemerkung. Ein dhnlicher Satz wie die obige Folgerung wurde von
Komura in [9] bewiesen.

§ 2 Temperierte Vektordistributionen in einer Variablen

Lemma 1. Ist T eine temperierte skalare Distribution mit Triger in
[0, +<0), 50 hat T eine Darstellung der Form

T[<p1=<~1)"°f:(1+x2>'" IO dx; 0eS®, ()

wobei g stetig und beschriinkt auf [0, + ). Durch (1) ist g eindeutig be-

stimmt, d. h. wemn T[¢]=(- 1)"_[ (L + x?)"h(x) " (x) dx fiir alle ¢
aus S (R) gilt, so ist h=g.

Beweis. Bekanntlich (vgl. Friedman [5], S. 41, Theorem 13) hat 7T eine
Darstellung

Tlel=(-1F | (L7 0"0) dx
=17 | (2P F0) s

(=1 [ (122" (%) o"(x) dx,
0
wobei f eine stetige beschriinkte komplexwertige Funktion auf R ist.
19}
Ist Suppg C(— 00, 0), so verschwinden T'{p] und [ (14 X% f(x)g(x)dx,
0 0
sodaB | (1+x%"f(x)@"(x)dx=0 gilt. Dann ist aber (1 +x2)" f(x)
-

12*
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auf (-oo, 0) ein Polynom vom Grad kleiner als #, d. h. (1+x%)™ f (%)

Z a;x* fiir x & (~ o0, 0). Wegen
j=0

0 /m—1
§ (_Zoaij)co‘"’(x)dx‘" Z( Yaih) ot ~70)
~w \j= j=

{[-Eos)oas

gilt
n—1

Tle]=(~1) Z ( (L4 %2 f (x)~ 'Zo ajx’) o™(x) dx

© nil a;x!
=(=10 J (L+x¥" \ £ (x) - , =9 e o™ (x)dx.
0

'Eax"
g(x)= f()—(l 2y

und beschrinkt war.

Gilt auch T[p]=(-1)" | (1 +%%"h(x) " (x) dxfiir alle ¢ aus F(R),
0

ist eine stetige beschrédnkte Funktion, da f stetig

so ist (1 + x%)™(g(x)—h Z b;x' fiir geeignete Zahlen b, Aber

0= }‘0 (:;‘:1 bjxj)¢(")(x) dx = — "il (—- I)ij(]!) (P(n—j—l)(o)
0 \j=0

i=0
fiir alle @ aus &(R) impliziert b, =0 fir 057 S n~ 1, so daB g(x)=h(x).

Lemma 2. Sei T wie in Lemma 1. Die Funktion o, aus &(R) habe ilren
Trager in [~ 1, o) und sei gleich 1 auf [0, o). Dann ist fiir jedes z & € mit
Im(z) <0

T(2) = (2m)™ "2 T,[o(x) e™%)
unabhingig von o definiert. Ist T in der Form (1) dargestellt, so gilt

2]
T(@)=(2n) "1 (i) { (L+xHmg(x) e~ 2 dx
0
Jiir Im(z) <O. Insbesondere ist T(z) in der unteren Halbebene holomorph

und geniigt fiir k= max(n, m) der Abschiitzung

Jir |Im(z)]2 1

IT(2) S C(1 + 2] {,1 @)% fir Im(z)<1.
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Beweis. Ist p eine Funktion mit den gleichen Eigenschaften wie e, so
ist Supp((B(x)—a(x))e™**) C(—c0,0]. Aus Hormander [7], S. 12,
Theorem 1.5.4, folgt, daB T,[(B(x)~ a(x))e~"**]=0, so daB T(z) un-
abhingig von « definiert ist.

Ist T in der Form (1) dargestellt, so gilt

(2m) ™12 T, [a(x) e~ 7]

=(-1)y"Qn)~ 12 ojo (L + x2)"g(x) (oelx) e *=)W dx
]
=(~1F@n) 1 [ (14 (—izfe = dx.
0
Wir schétzen nun ab:

(L+x2Pglx) e dx= ¥

j=0

(7w ace g7,

Oy 8
Dty

wobei mit z=x+1iy, y<0:

/5@ =

[ glt) #ie~it= 4y
0

o
<M | Ml dyt
0

2 2))!
=M] tzle-wdt=M—y%}’—)+-1-.

Die Abschitzung fiir T(z) folgt nun aus

fo=ar Y (") 560

j=0

Die Holomorphie von T'(z) in der unteren Halbebene folgt aus den
bekannten Eigenschaften von Integralen mit Parameter,

Satz 1. Unter den Voraussetzungen von Lemma 2 gilt in &'(R)
+ 00
lim | Tx—igo()dx=ImT[p]=FTlo]; pes®).

Beweis. Sei T in der Form (1) dargestellt. Nach Lemma 2 ist

To)=(2P 20) 2 [ (L4 2P gle) e dt
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Daber gilt fiir jedes g € Z(R)
+ w0
[ T(x—ie) p(x)dx
+ o

=(~1p | @m)~12 Of(l + 12" g(t) D} e~ o (x) dt dx
0

-

]

L+ g(t) e7*%(2m) 112 +jw (ix+e)f e” " p(x)dx dr
(14 £2ymg(e }f_] ( )

-g/(2m)~ 112 [ (ixy e " o(x) dx dt

hadl” 2]

}j ( )8’( 1y~ | (142

0

Ot § ©e— 8

+®
g e 2m) IR f (—ixy e " g(x)dxdt .

+ o0
Da (20)~'2 { (—ixy~Je"** o(x)dx=D~I #(p) [t], konvergiert der
obige Ausdruc:jc fiir e | 0 gegen

(-1 5 (L+2)g(0) DL F (o) [£] di = T[F 6] = F T[],

Nach Meise [11], Lemma 2, konvergiert T, in der starken Topologie
von &' (R) gegen #T.

Bemerkung. Hat eine Distribution Te &'(R) Triiger in (— 0, 0], so
kann man analog zu Lemma 1 beweisen, daB T in der Form
0

Tlel=(-1r | (L+)"g(t) o™ () ds (2

- W
dargestellt werden kann, wobei n und m geeignet zu wihlen sind und g
eine in (— oo, 0] stetige beschriinkte Funktion ist. AuBerdem kann man
fiir z aus der oberen Halbebene eine Funktion T(z) definieren durch
T(2)= (20~ 2 T,[B(x) e~ %), wobei fe&(R) avf (— oo, 0) gleich 1 ist
und Tréger in (— o0 1] hat. Fiir T gelten in der oberen Halbebene die
gleichen Aussagen wie in Lemma 2. Auch das Analogon zu Satz 1 gilt, d. h,
+

lim j T+ ie) o(x) dx = F T[],
Satz 2. Ist f eine in der unteren Halbebene holomorphe Funktion,

welche den Abschétzungen aus Lemma 2 geniigt, so gibt es ein Te &'(R)
mit Supp T C [0, + co), 50 daff T ={.
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Beweis. Nach Meise [11], Lemma 2, definiert f vermoge
+

Ste] =£i}1& | fix—ig)e(x)dx eine temperierte Distribution §.

Wirsetzen T =% 'S und zerlegen T in T =T, + T_, wobei T, Tréger
in [0, +c0) und 7. Tréger in (— oo, 0] haben. Nach Satz 1 und der an-
schlieBenden Bemerkung gilt

+©
lim | {T_(x+ie)~(~ T, (x~ie)} o(x) dx=F T, [¢] + F T_[0]
=F (T, +T ) [p]=F Tle]l=F F ' S[p]=S[¢].
Dann gibt es nach Meise [11], Satz 4, ein Polynom p, so daB

—f==T,+pund 0=T_ +p. Da p(z)= (Z ajé‘j)) (2) fiir geeignete

Jj=0
a; giltf—-:(T+— ) ajé(”).
i=0
Bemerkung 1. Ist f in der oberen Halbebene holomorph und geniigt

den Abschétzungen aus Lemma 2, so gibt es ein Te &'(R) mit SuppT
C{—c0,0], so daB T = f.

2. Satz 2 liefert eine Verschiirfung der Ergebnisse von Carmichael [3]
und widerlegt gleichzeitig die dort aufgestellte Behauptung, daB man in
dem oben betrachteten Fall keine Aussagen iiber Supp Tmachen kénne,

Die Riiume H%(N, E), H**(1, E) und H*(1, E)

Analog wie im Paragraphen 1 definierte man mittels des Systems
(ho)uen von Gewichtsfunktionen Réume A,(N,E) von auf (€ \R¥
holomorphen Funktionen mit Werten in einem Banachraum E sowie
den Raum Hé(N, E) = i,,'i.d A,(N, E). Dabei ist fir N=1

(o= {(1 +zl) e~ mE . Im@) fiir [Im(z)] < 1
R (0 R fiir [Im(z)| 1

N
und fir N> 1 h,,(zl,...,ZN)= l—[ hn(Zj).
j=1

j=

Ist E ein vollstindiger lokalkonvexer Raum, welcher als projektiver
Limes von Banachriumen E, dargestellt ist, so kann man nach Meise [10]
H*(N, E) als projH*(N, E,) definieren und als Raum aller E-wertigen

auf (C\R)" holomorphen Funktionen f auffassen, welche fiir jede
stetige Halbnorm p auf E einer Abschiitzung p(f (2)) < C- h; (z) geniigen.
H*(N, E) ist topologisch isomorph zu H®(N,C)®E. Eine Funktion
[ :(C\R)¥ - E liegt sogar schon dann in H%(N, E),wenn fiir jede stetige
Linearform e'auf E ¢'=f in HY(N, C) liegt. Mit H* (1, E) bezeichnen wir
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den Teilraum aller Funktionen in H(l, E), welche in der unteren Halb-
ebene verschwinden. (Zur Definition von H(1, E) vgl. Meise [ 11].) Analog
werden H™ (1, E), H°*(1, E) und H* (1, E) definiert.

Lemma 3. Sei E ein vollstindiger lokalkonvexer Raum und
Te (S(R), E) habe Trager in [0, + o). Ist ae &(R) wie in Lemma 2, so
ist T(z)=(2n)~ 12 T, [a(x) e='*7] fitr Im(z) < O unabhdngig von « definiert
und ist ein Element von H™ (1, C).

Beweis. Sei ¢ eine stetige Linearform auf E. Dann ist &' Te &'(R) und

Suppe’=T C[0, + o). Also gllteoT(z) €°T)@), d h e-Te H (1,C)
nach Lemma 2. Insbesondere ist T'(2) unabhingig von « definiert. Wegen
der obigen Bemerkung impliziert e'oTe H™(1,C) fir alle ¢'¢ E, daB
TeH (1, E).

Bemerkung. Hat Te Z(¥(R), E) Triger in (—o0,0], so ist T(2)
=(2m) 712 T,[ B(x) e~ **] fiir Im(z) > 0 unabhiingig von f definiert, und
es gilt Te H (1, E).

Satz 3, Ist E ein vollstindiger lokalkonvexer Raumund Te % (¥ (R), E),
5o gibt es ein fe H(1, E), so daf fiir jedes ¢ € #(R)

i | {f5+ie)~ f (c~i6)} o) dx=TLo].

Beweis. Wir setzen &' T =8 und zerlegen S in §=8,+ 5, +S_,
wobei S, eine Distribution mit kompaktem Tréger in [—4, 8] ist, und
8. bzw, 8. Tréger in [0, + 00} bzw. (— 00, 0] haben. Nach Lemma 3 und
der anschlieBenden Bemerkung sind S, bzw. S_ aus H™(l, E) bzw.
H*(1, E), wihrend die Einschrinkung von & 2(S,) auf die obere Halb-
ebene ein Element von H¢* (1, E) ist. Folglich ist dic Funktion f, welche
in der oberen Halbebene als S_+F Z(S,) und in der unteren Halbebene
als —§, definiert ist, ein Element von H(1, E), Falls E ein Banachraum
ist, folgt aus Meise [11], Lemama 2, daB durch

+®

Ulpl=lim _f {flx+ig)— f(x—ie)} o(x) dx

eine temperierte Distribution U mit Werten in E definiert wird. Diese
stimmt aufgrund von Satz 1 und § 1, Satz 1, mit #S_+F S, +F8S.
=#S§=T iiberein.

Ist E ein beliebiger vollsténdiger lokalkonvexer Raum, so kann man
E als projektiven Limes von Banachriumen E, darstellen. Bezeichnen

wir mit , : E— E, die kanonischen Abbildungen, so gilt 7,o8,= (7,05 ;)
und w0 F Z(So)=F L(n,°8,). Wegen P(L(R), E)= proj £(# (), E,)

folgt der allgemeine Fall aus dem Banachraumfall.
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Bemerkung. Wie sich aus dem obigen Beweis ergibt, existiert zu
jedem >0 ein f, welches T représentiert und welches fiir jede stetige
Halbnorm p auf E der Abschitzung

p(f)C,(1+ |2])® gdlnta, {
geniigt.

Satz 4. Ist E ein vollstindiger lokalkonvexer Raum, so kann man eine
lineare Abbildung R : H(1, E)> % (¥ (R), E) definieren durch

R(f) ] =1lim f[4]
=lim f {(fx+ie) ~ f(x~ie} o(x)dx; 9peSW).

Dann ist R stetig und surjektiv.

Beweis. Die Surjektivitit von R wurde in Satz 3 bewiesen. Die Stetig-
keit von R folgt im Fall, daB E ein Banachraum ist, durch analoge Ab-
schiitzungen wie in Satz 2 in Meise [11]. Die Stetigkeit im allgemeinen
Fall folgt daraus, daB man E als projektiven Limes eines projektiven
Spektrums {E,, 7,5}, 4 aus Banachrdumen E, darstellen kann. Dann gilt
He(1,E)= = Proj He(l E) sowie Z(¥(R), E) pro;.%’(.?’(lR) ), und R ist

die Emschrankung der Abbildung [] R, auf projHe(1, Ey).

acd
Lemma 4. Fiir jeden vollstindigen lokalkonvexen Raum E ist das
folgende Diagramm kommutativ.

H(l,Q)®E—2— H¥(l,E)
Rsidp l R
FRRE —E— L(P[R),E).
Dabei sind @ und ¥ die kanonischen Isomorphismen.
Beweis. Ist f @ ee H¥(1, C)® E, so gilt

P (R, @idy) (f @) [9]
=R(p]-e=e-ligy | {f(x+ie)— f(x— i} o) dx

[m(z)| fiir [Im(z)<1
1 fiir [Im(z)|2 1

=lim _f {e- flx+ig)—e- f(x—ie)} p(x) dx=R(&(f ®e)) [¢]

Da alle auftretenden Abbildungen stetig sind, und die lineare Hiille der
Elemente der Form f ® e in H*(1, ©)® E dicht liegt, ist das Diagramm
kommutativ,

Folgerung. Die in Satz 4 definierte Abbildung R ist auch offen, d. h.
es gilt H(1, E))Kern R (¥ (R), E).
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Beweis. Im Fall E=C sind H%(1,€) und Z(¥(R),C) vollstéindige
bornologische (DF)-Riume, so daB die Offenheit von R nach einem Satz
von Robertson-Robertson (vgl. Horvath [8], S. 306, Proposition 11)
bereits aus der Stetigkeit und der Surjektivitit von R folgt. Da R, und
idy offene Abbildungen sind, ist auch Ry®id; offen, woraus die Be-
hauptung mittels Lemma 4 folgt.

Uber die Gestalt von Kern R gibt fiir den Fall einer Variablen der
folgende Satz Auskuntt.

Satz 5. Der Kern der Abbildung R:He(}, E)»%(S(R), E) besteht
aus allen Funktionen f, die Fourier-Laplace-Transformierte von E-wertigen
Distributionen mit fastkompaktem Trager sind.

Beweis. a) Wir nehmen zunichst an, daB E=C ist. Aus analogen
Abschitzungen wie in Meise [11], Satz 2, folgt, daB fiir jedes fe H¢(1, €)
ein n-faches unbestimmtes Integral von f in der oberen bzw. unteren
Halbebene stetige, langsam wachsende Randwerte auf R hat. Bezeichnen
wir diese mit 17" und fT°", so gilt fiir fe KernR

0=R()p1=liy | {fla+ie)~ f(x- e} ple)dx

=l | (/i) £ i) 95 d

=(=17 | (M0 e O g dx; e FR)

Dann ist aber fi"(x+i0)— fL")(x~i0) ein Polynom vom Grad
kieiner als n. Man kann also durch geeignete Wahl der Integrations-
konstanten erreichen, daf} die stetigen Randwerte von f1-" und f*"
auf IR iibereinstimmen und daber eine ganze Funktion f1-" definieren.
Wie man aus Abschitzungen analog zu Satz 2 in Meise [11] ersieht,
ist £ aus F(1,C), d. h. es gibt ein Te & (R), so daB f1™=F 2(T).
Da mit T auch (—ix)"T eine Distribution mit kompaktem Triger ist,
folgt aus
f@ ="z} = (~ix)’ T),[2m)~ 12 e™ 7],

daB auch f aus F(1,€) ist.

Umgekehrt ist klar, da jede Fourier-Laplace-Transformierte eine
Distribution mit kompaktem Tréger durch Einschrinken auf (€ \IR)
ein Element von H%(1, €) definiert, welches in KernR liegt.

b) Ist nun E ein vollsténdiger lokalkonvexer Raum und fe He(1, E)
mit R(f)=0, so gilt fiir jedes ¢'e E' und jedes ¢ ¢ #(R)

Rs(e"=f) [p] =€ (R(f) [¢])=0. ()

Nach Teil a)ist e"> f € F(1, C)fiir jedes ¢’ € E', so daB dann auch f & F(1, E)
gilt, Die Behauptung F(1, E) ¢ Kern R folgt ebenfalls aus (3) und Teil a).
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§ 3 Der N-dimensionale Fall

Definition. Ist der Raum E vollstindig und lokalkonvex, so kann
man ein¢ Darstellungsabbildung R : H*(N, E)- £ (& (R"), E) folgender-
maBen definieren

R(f)le)= ?}gf L]
N
=lim f{ ) (H o,-)f(x+iaa)}cp(x)dx, pe LR,
o&{

0 g Loe(=1, 1 \j=1

Nach Meise [11], Lemma 1, sind die f, aus #(&(RY), E). Fiir Banach-
raume E folgt die Existenz des Limes analog wie in [11], Lemma 2, Der
allgemeine Fall wird durch Betrachten projektiver Limites auf den
Banachraum-Fall zuriickgefiihrt. Die f, konvergieren in der starken
Topologie von £ (¥(RY), E) gegen R(f).

Lemma 1. Die oben definierte Abbildung R ist stetig.

Beweis. Falls E ein Banachraum ist, verliuft der Beweis analog wie
der von Satz 2 in Meise [11]. Im allgemeinen Fall stellt man wieder E als

projektiven Limes von Banachriumen E, dar und beachtet, daB das
folgende Diagramm kommutativ ist.

H*N,E}y —%— proj H*(N, E,)
Rl 1s
L(FR), )~ proj #(# ®") E,)
Dabei ist ¥ die in Meise [10], § 1, Satz 1, definierte Abbildung, ¢ wurde

in Meise [10] in der Bemerkung nach Satz 4 in § 2 erklirt, und § ist die
Einschrinkung der Abbildung [] R, auf proj H*(N, E,).
aed ~a

Lemma 2. Fiir jeden lokalkonvexen Raum E und je zwei natilrliche
Zahlen p und q ist das folgende Diagramm kommutativ.

Hp, QB g OQE—1> H(p+4,E)

R, @R, ®idg J l R

SRS RIOE —L L(F[RP*9), E)
Dabei sind I und J die natitrlichen Isomorphismen,

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 7 in
Meise [11].

Satz 1. Fiir jeden vollstindigen lokalkonvexen Raum E und jede
natiirliche Zahl N ist die Abbildung R: H*(N, E)~ % (¥(R), E) stetig,
surjektiv und offen.
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Beweis. a) Die Stetigkeit von R wurde in Lemma 1 bewiesen.

b) Die Surjektivitﬁt ist fiir N = 1 und alle lokalkonvexen vollstindigen
Riume E im Paragraphen 2 bewiesen worden, Lemma 2 erlaubt nun
einen Induktionsbeweis. Dazu nehmen wir an, daB R,:H®(p, E}
- Z(S([RP), E) fiir alle lokalkonvexen vollstindigen Riume E surjektiv
ist und betrachten das folgende Diagramm, welches nach Lemma 2
kommutativ ist.

H(1,O®H(p, Q)R E—1— Hp+1,E)
Ry Bidgre(p, ¢) R idg

Rg@ﬂpéids y'(R)@I—i';(p,C)®E Rp+y

iy ()R, Bide

F'R)Q :9”’(RP)®E -_.T—hse(g’(n‘zp“),ls)

Da Lemma 4 aus § 2 auch fiir N Variable gilt, folgen aus dem Induktions-
anfang und der Induktionsannahme, daB R, ®R ®id; und damit
auch R, surjektiv ist.

¢) Fiir den Fall E=C folgt die Offenheit vorr R wie im Fall einer
Variablen. Der allgemeine Fall ergibt sich aus der Verallgemeinerung
von § 2, Lemma 4, auf N Variable und der Bemerkung, dal das Tensor-
produkt offener Abbildungen offen ist.

Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt
PL(L(RY), E)= H*(N, E)/KernR .

Der Bestimmung von KeraR dient das folgende Lemma.

Lemma 3. Fiir jeden lokalkonvexen vollstindigen Raum E besteht
der Kern der Abbildung R@ldE H(LORE-S'RXE aus
F(1,O)RE.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus § 2, Satz S, und der Kom-
mutativitit des folgenden Diagrammes

F(1,<C)®E — F(LE)

L 4

H(,O)@ E— HYLE)

Rs®idg R

W

PRQE ~— L(F®),E).
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Satz 2. Ist E ein lokalkonvexer vollstindiger Raum, so besteht der
Kern der Abbildung R:He(N E)» Z(FRY), E) aus allen fe H*(N, E),

welche die Gestalt f = Z f; haben, wobei fi(z,....25)=g;(z,...,2;1,

ZjyseensZy) [25] und gJ eHe(N LF(1,E)). Dabei ist He(0,F(L, E))
=F(1, E} zu setzen.
Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion. Nach Satz 5 aus § 2 ist
die Aussage fiir N=1 richtig. Da

HYN-1LF(LE)=H(N-1,OQF(L,O)QE,

besagt die Behauptung, gelesen in H (1’¢)®“,‘\,®H (1,C)PE, daB

N
=Y f; wobei
=1

fieH(LO® - OH(LORFLOSH(LOS - QH(, ORE

j~1 N~j

Nehmen wir an, daB die Behauptung fiir alle vollstindigen lokalkonvexen
Riume E und bis zur Dimension p bewiesen ist. Wir betrachten das
folgende kommutative Diagramm

H(p, Q@ H(L, )QE ——L1—  Hp+1,E)

S=Rp®idﬂl(|,qj)®idz

SR @ H(1,C) @ E
T=idg¢ (RPy O Ry Ridg
! i !
SRS RSE s YR, E)

Gilt fiir ein ue H(p, ©)® H{(1, Q)R E R+ 1(J(u))=0, so folgt I-T8(u)=0
und daher T(S(#))=0. Nach Lemma 3 ist dann S(u)e ' (R) @ F(1, O)Q E.
Da die Darstellungsabbildung R, fiir alle lokalkonvexen vollstindigen

Réume surjektiv ist, gibt es ein weH “PLOOFLORE, so dab S(w) S(u).

Also ist §(u— w) =0. Nach Induktionsannahme ist u — w= Z h; mit
i=1

he H(i- LOQFLOQHp-i—1, )@ H(,C)SE
pti

sodaBu= Y hmith,,, =w.
i=1

Daf alle Funktionen f der oben angegebenen Gestalt im Kern von
R, liegen, folgt leicht aus der Kommutativitdt des Diagramms.
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