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DAS EXPONENTIELLE EULER-VERFAHREN

ZUR REGULARISIERUNG SCHLECHT

GESTELLTER PROBLEME

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird das exponentielle Euler-Verfahren zur Regularisierung linearer und
nichtlinearer schlecht gestellter Probleme vorgestellt und untersucht.

Nach einer kurzen Einführung wird im ersten Teil, ausgehend vom Showalter-Anfangs
wertproblem, das exponentielle Euler-Verfahren zur Regularisierung linearer schlecht ge
stellter Probleme hergeleitet. Die Ordnungsoptimalität dieses Verfahrens wird durch einen
neuen kurzen Beweis gezeigt. Ferner wird erläutert, wie das Verfahren mittels Krylov
Unterraum-Verfahren effizient implementiert werden kann. Den Abschluss des ersten Teils
bilden dann numerische Beispiele, welche die theoretischen Ergebnisse validieren und die
Konkurrenzfähigkeit dieses Regularisierungsverfahrens gegenüber einem Standardverfahren
darlegen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird das Verfahren aus Teil Eins verallgemeinert zu einem verein
fachten exponentiellen Euler-Verfahren für nichtlineare schlecht gestellte Probleme. Dabei
bildet die nichtlineare Version des Showalter-Anfangswertproblems den Ausgangspunkt. Un
ter Voraussetzung der Tangentialkegelbedingung und der Verwendung eines geeigneten Dis
krepanzprinzips zur Bestimmung der Schrittweiten, wird die Konvergenz dieses Verfahrens
bei exakten und gestörten Daten nachgewiesen. Im Anschluss daran wird die Ordnungsop
timalität des Verfahrens unter den gleichen schwachen Voraussetzungen, unter denen die
entsprechende Aussage für die asymptotische Regularisierung gezeigt wurde, bewiesen. Da
bei wird nur eine Beschränkung des Schrittweitenwachstums gefordert. Dagegen sind varia
ble Schrittweiten erlaubt. Das Verfahren wird in die bestehende Literatur eingeordnet und
insbesondere wird die Verbindung zu inexakten Newton-Verfahren erläutert. Danach wird
eine effiziente Implementierung durch Krylov-Unterraum-Verfahren vorgestellt. Auch der
zweite Teil wird mit numerischen Beispielen abgeschlossen. Die untersuchten Parameteri
dentifikationsprobleme reflektieren die Konvergenz und Ordnungoptimalität des Verfahrens
und ein Vergleich mit Standardverfahren zeigt die Wettbewerbsfähigkeit des exponentiellen
Euler-Verfahrens.
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DAS EXPONENTIELLE EULER-VERFAHREN

ZUR REGULARISIERUNG SCHLECHT

GESTELLTER PROBLEME

ABSTRACT

This thesis considers the exponential Euler scheme as a regularization method for linear
and nonlinear ill-posed problems.

After a short introduction, the exponential Euler scheme as regularization method for linear
ill-posed problems is derived from the Showalter initial value problem. A new short proof
of the orderoptimality of this method is presented. It is shown that this method can be
efficiently implemented using Krylov subspace methods. The first part of this thesis is closed
by numerical experiments which reflect the theoretical results and show the competitiveness
of this regularization method.

The second part of this thesis considers nonlinear ill-posed problems. The exponential Euler
method from part one is generalized for nonlinear ill-posed problems, based on the nonline
ar version of the Showalter initial value problem. Under the tangential cone condition and
a suitable discrepancy principle, the method is shown to be convergent for exact and noisy
data. Furthermore it is proved that the method converges with optimal order under the
same assumptions that are needed for the continuous case. The presented convergence ana
lysis admits variable stepsizes under a moderate restriction to the growth of the stepsizes.
The connection to inexact Newton iterations is discussed. We close the second part with
numerical experiments. Two parameter identification problems reflect convergence and or
deroptimality of the method and a comparison with standard regularization schemes shows
the competitiveness of the exponential Euler method.
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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit verknüpft zwei interessante Gebiete der Mathematik, die in den
letzten Jahren aktiv erforscht wurden. Auf der einen Seite handelt es sich dabei um schlecht
gestellte Probleme und auf der anderen Seite um exponentielle Integratoren.

In der Geophysik, der medizinischen Bildgebung, der Astronomie und vielen anderen Berei
chen sind wir häufig mit dem Problem konfrontiert aus bestimmten Daten die Parameter
des zugrundeliegenden Modells zu bestimmen. In einem solchen Fall sprechen wir dann von
einem inversen Problem. Eine ganze Reihe von Zeitschriften ( "Inverse Problems" ",Inverse
and Ill-Posed Problems" ",Inverse Problems in Science and Engineering" ",Inverse Problems
and Imaging") und Büchern [2, 20, 25, 29, 43, 51, 58, 73, 85] zeigen das große Interesse an
dieser Problemstellung. Die große Schwierigkeit inverser Probleme liegt darin begründet,
dass sie vielmals nicht die von Hadamard [26] formulierten Eigenschaften eines gut ge
stellten Problems besitzen:

1. Es existiert für beliebige Daten eine Lösung.

2. Die Lösung ist eindeutig.

3. Die Lösung hängt stetig von den Daten ab.

Ist eine dieser Eigenschaften nicht erfüllt, so nennen wir das Problem schlecht gestellt.
Zwar ist der Raum, aus dem die Daten stammen, in der Regel der Lösungsraum des direk
ten Problems, sind die Daten aber verrauscht, so kann man oft die Existenz einer Lösung
nicht sicherstellen. Um die Problematik der Eindeutigkeit zu umgehen, werden wir in dieser
Arbeit den Raum der zulässigen Lösungen so restringieren, dass wir eine eindeutige Lösung
definieren können. Den größten Aufwand müssen wir allerdings betreiben, wenn ein Problem
die dritte Forderung von Hadamard nicht erfüllt. In diesem Fall ist die numerisch berech
nete Lösung des Problems aufgrund der Verstärkung von Rundungsfehlern und des in der
Regel in den Daten vorhandenen Rauschens völlig unbrauchbar. Es sind daher Methoden
notwendig um diesem Verhalten entgegenzuwirken. Wir nennen diese Regularisierungsver
fahren. Ein wesentlicher Bestandteil von Regularisierungsverfahren ist es, die Lösung nur

1



2

bis zu einer bestimmten, mit Bedacht gewählten Genauigkeit zu bestimmen. Wir werden
so genau rechnen bis die Norm des Residuums in etwa dem Rauschpegel entspricht.

Die Basis des in dieser Arbeit verwendeten Regularisierungsverfahrens bildet das soge
nannte Showalter-Anfangswertproblem, welches durch Einführung einer künstlichen Zeit
entsteht. Zur numerischen Lösung von Anfangswertproblemen kommen Integrationsver
fahren zum Einsatz. Diverse wohlbekannte Regularisierungsverfahren können über diesen
Ansatz motiviert werden. So entsprechen im Falle eines linearen schlecht gestellten Pro
blems das Landweber-Verfahren und die Tikhonov-Philipps-Regularisierung dem expliziten
bzw. impliziten Euler-Verfahren zur Lösung des Showalter-Anfangswertproblems. Im nicht
linearen Fall erhält man aus Varianten des Euler-Verfahrens das Landweber-Verfahren oder
das Levenberg-Marquardt-Verfahren. Die Theorie linearer schlecht gestellter Probleme ist
schon ziemlich komplett und beispielsweise in den Büchern [20,43,58, 73] zu finden. Ferner
wurden in diesem Fall die regularisierende Eigenschaft von Runge-Kutta-Verfahren in [75]
nachgewiesen. Im nichtlinearen Fall (siehe [51]), gibt es dagegen noch einige offene Fra
gen. So ist das Landweber-Verfahren nur für konstante Schrittweiten untersucht [32] und
für das Levenberg-Marquardt-Verfahren konnte bisher nur die Konvergenz nachgewiesen
werden (siehe [30]). Auch in den aktuellen Arbeiten [8, 57] konnte die Konvergenz der un
tersuchten Verfahren nur unter starken Schrittweitenbeschränkungen gezeigt werden. Ein
Resultat eines Verfahrens mit variabler Schrittweite und optimalen Konvergenzraten fehlt
bisher noch ganz. Für ein spezielles Verfahren, das exponentielle Euler-Verfahren, wird in
der vorliegenden Arbeit erstmals ein solches Resultat gezeigt.

Das exponentielle Euler-Verfahren gehört zur Klasse der exponentiellen Integratoren. Diese
Verfahren zur numerischen Lösung von Anfangswertproblemen sind schon recht lange be
kannt (siehe zum Beispiel [56,66,70]). Sie eignen sich besonders für steife und oszillatorische
Probleme und lösen lineare Anfangswertprobleme exakt. Allerdings galten exponentielle In
tegratoren lange Zeit als nicht praktikabel, da bei diesen Verfahren Funktionen von Ope
ratoren oder, im diskretisierten Fall, Matrizen berechnet werden müssen und dies zunächst
nur für kleine Matrizen möglich war. Mit den Arbeiten [16, 17, 22, 38, 62] zur Approxima
tion von Matrixfunktionen änderte sich dies und exponentielle Integratoren konnten nun
auch zur Lösung von großen Problemen erfolgreich verwendet werden. Seitdem sind diese
Methoden intensiv untersucht (vgl. [11, 14,40,41,42,67]) und in Anwendungen eingesetzt
(vgl. [6, 5, 78]) worden.

Die Arbeit teilt sich in zwei Kapitel, in denen zum einen lineare und zum anderen nichtli
neare schlecht gestellte Probleme behandelt werden.

Nachdem wir das lineare schlecht gestellte Problem definiert haben, wiederholen wir kurz
die wichtigsten bekannten Resultate zur Theorie linearer schlecht gestellter Probleme. Dabei
gehen wir insbesondere genauer auf die asymptotische Regularisierung und die Regulari
sierung durch Integratoren ein. Ferner präsentieren wir einen neuen kurzen Beweis der in
[47] gezeigten Regularisierungseigenschaft des exponentiellen Euler-Verfahrens. In einem
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kurzen Abschnitt fassen wir dann die Eckpunkte der Implementierung zusammen. Mit nu
merischen Beispielen, welche die Regularisierungseigenschaft dieser Methode widerspiegeln
und die Konkurrenzfähigkeit dieser Regularisierung darlegen, schließen wir den Teil über
lineare Probleme ab.

Auch den zweiten Teil der Arbeit beginnen wir mit der Problemstellung und einem kurz
en Überblick über die zugehörige Theorie und bekannte Regularisierungsverfahren. Dabei
wiederholen wir insbesondere die Resultate Tautenhahns [80] zur asymptotischen Regulari
sierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme und motivieren daraus den Einsatz eines
vereinfachten exponentiellen Euler-Verfahrens. Im darauf folgenden Abschnitt zeigen wir
die Konvergenz dieser Methode bei exakten und gestörten Daten unter in diesem Zusam
menhang üblichen Voraussetzungen. Danach zeigen wir, dass das Verfahren mit optimaler
Ordnung konvergiert unter denselben schwachen Voraussetzungen unter denen die entspre
chende Aussage für die asymptotische Regularisierung gezeigt wurde und einer leichten
Einschränkung an das Wachstum der Zeitschrittweite. Wir ordnen das Resultat in die vor
handene Literatur ein. Nach kurzen Bemerkungen zur Implementierung des vereinfachten
exponentiellen Euler-Verfahrens zur Regularisierung schlecht gestellter Probleme stellen wir
die Ergebnisse zweier numerischer Experimente vor. Auch hier wird die zuvor präsentierte
Theorie wieder reflektiert. Ein Vergleich mit inexakten Newton-Verfahren zeigt die Qualität
des Verfahrens auf.

Abschließend blicken wir in einem Fazit auf die Ergebnisse dieser Arbeit zurück und stellen
einige aus dieser Arbeit hervorgehende, noch ungeklärte Fragestellungen vor.



KAPITEL 1

LINEARE SCHLECHT GESTELLTE

PROBLEME

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit linearen schlecht gestellten Problemen. Dazu
wiederholen wir zunächst die wohlbekannte Theorie linearer schlecht gestellter Probleme
und der Regularisierungsverfahren, wie sie beispielsweise in [20, 58, 73] zu finden ist. Ins
besondere untersuchen wir dabei die auf dem Showalter-Anfangswertproblem basierende
asymptotische Regularisierung. Danach geben wir einen kurzen Überblick über Verfahren
die auf der Integration dieses Anfangswertproblems basieren und stellen das exponentielle
Euler-Verfahren vor. In Abschnitt 1.4 präsentieren wir einen neuen kurzen Beweis der Ord
nungsoptimalität des exponentiellen Euler-Verfahrens zur Regularisierung linearer schlecht
gestellter Probleme. Den Abschluss dieses Kapitels bilden dann numerische Beispiele, die
die Konkurrenzfähigkeit dieses Verfahrens belegen.
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1.1. THEORIE LINEARER SCHLECHT GESTELLTER PROBLEME

1.1 Theorie linearer schlecht gestellter Probleme

Im Folgenden untersuchen wir die lineare schlecht gestellte Operatorgleichung

5

(1.1 ) Ax=y, YER(A),

wobei A ein linearer, beschränkter Operator zwischen den Hilberträumen X und Y ist, und
das Bild R(A) von A nicht abgeschlossen ist. Die Eigenschaft des nicht abgeschlossenen
Bildes macht die Lösung der Gleichung (1.1) zu einem schlecht gestellten Problem. In
diesem Fall ist nämlich die verallgemeinerte Inverse (Moore-Penrose-Inverse) At von A
unbeschränkt [20, Proposition 2.4]. Die verallgemeinerte Inverse ist der Operator, der y aus
(1.1) auf die eindeutige Lösung in N(A)..l der zugehörigen Normalengleichung

(1.2) A*Ax = A*y

abbildet. Dies ist die eindeutige Lösung x t E X der Gleichung (1.1) mit minimaler Norm.
Ferner nehmen wir an, dass uns nur verrauschte Daten yiS E Y mit

(1.3) 11 y - yiSll y ::; 6

zur Verfügung stehen. Der nicht-negative Parameter 6 entspricht dann dem Rauschpegel
und wir gehen davon aus ihn zu kennen. Da das Rauschen in der Regel zufällig ist, können
wir uns im Allgemeinen nicht sicher sein, dass yiS E R(A) ist, dass also die gestörte Gleichung

(1.4)

überhaupt eine Lösung hat.

Wir bezeichnen im Folgenden die zur gestörten Gleichung (1.4) gehörenden Lösungen und
deren Approximationen mit u.

Sofern yiS im Definitionsbereich V(At) = R(A) EB R(A)..l der verallgemeinerten Inversen
At von A liegt, können wir x t = AtyiS schreiben. Da wir R(A) als nicht abgeschlossen
vorausgesetzt haben, ist die verallgemeinerte Inverse At von A allerdings unstetig (siehe
[73, Satz 2.1.8]). Falls wir es also mit einem gestörten Problem zu tun haben, das heißt
6 > 0 ist, liefert uns AtyiS , sofern es existiert, im Allgemeinen keine gute Approximation
der Lösung von (1.1). Um trotzdem eine stabile Näherung der Lösung x t zu bekommen,
müssen wir daher At durch einen stetigen Operator R : Y -----* X approximieren.

Wir interessieren uns im weiteren Verlauf für (numerische) Methoden R, die die folgenden
regularisierenden Eigenschaften haben:

Definition 1.1. Sei {Rth>o eine Familie stetiger Operatoren zwischen den Hilberträumen
Y und X mit RtO = O. Existiert eine Funktion a : (0,00) x Y -----* (0,00) so) dass für jedes
y E R(A) gilt

(1.5) sup { IIAty - R a (iS,y8)yiSllx : yiS E Y, Ily - yiSll y ::; 6} ------+ 0 für 6 -----* 0,
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dann heißt ({ Rth>o, a) Regularisierungsverfahren für At. Ist Rt für jedes t > 0 linear,
so sprechen wir von einem linearen Regularisierungsverfahren. Die Parameterwahl
a sei so orientiert, dass für jedes Y E R(F)

lim sup {a(6, y(5
) : yi5 E y, IIY - y i5 ll y ::; 6} = o.

15--->0

gilt. Die Funktion a heißt apriori Parameterwahl, falls sie nur von 6 abhängt, anson
sten heißt a aposteriori Parameterwahl.

Bemerkung. Es genügt auch, die Operatoren Rt anstatt auf der positiven reellen Achse
nur für eine diskrete Menge T positiver Zahlen mit Häufungspunkt in 0 zu definieren. Dies
wird in besondere bei iterativen Verfahren der Fall sein. 0

Beispiel 1.2.

1. Der Regularisierungsoperator R t der Tikhonov-Phillips-Regularisierung ordnet yi5 die
Lösung des Minimierungsproblems

zu.

2. Beim Landweberverfahren überführt man die zur gestörten Gleichung (1.4) gehörende
Normalengleichung in die Fixpunktform U = U + A*(yi5 - Au) und erhält ausgehend
von einem Startwert Uo eine Folge von Iterierten via

U n +I = U n + A*(yi5 - Aun ), für n = 0,1,2, ....

Die Regularisierungsoperatoren sind dann auf der Menge {~ : n E N} definiert und
R 15_

I/nY -Uno

Ist ({Rt h>o, a) ein Regularisierungsverfahren für At, dann folgt aus (1.5) mit yi5 = y, dass

!~ Ra (i5,y)y = Aty

für alle y E V(At) gilt. Für eine im ersten Argument stetige Parameterwahl a und r :=

{a(6,y) : 6 > O,y E R(A)} gilt dann auch

lim RcTY = Aty .
['30---->0

Ein Regularisierungsverfahren ist daher eine punktweise Approximation der verallgemeiner
ten Inversen At. Dies erzwingt allerdings im Fall der Unstetigkeit von At die Unbeschränkt
heit jedes linearen Regularisierungsverfahrens für At, siehe [73, Lemma 3.1.3].

Wir sind natürlich an der Genauigkeit der obigen Approximation interessiert. Wie verhält
sich die Näherungslösung Ra (i5,y8)yi5 zu (1.1) bei gegebenen Daten yi5 für 6 gegen Null? Leider
ist die Konvergenz im Allgemeinen beliebig langsam.
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Lemma 1.3. Es sei ({ Rth>o, a) ein Regularisierungsverfahren für At. Dann gibt es keine
Funktion h: [0, (0) -----* [0, (0) mit lim8--->o h(rS) = 0 so) dass

Einen Beweis findet man [20]. Es macht also nur Sinn, Konvergenzraten auf Teilmengen
von V(A) oder auch X zu untersuchen. Dazu verallgemeinern wir zunächst die Klasse der
Regularisierungsverfahren und definieren den zugeörigen schlimmsten Fehler.

Definition 1.4. Eine stetige Abbildung R : Y -----* X mit RO = 0 heißt ein stabiles Re
konstruktionsverfahren zur Lösung der Operatorgleichung (1.1).

Den schlimmsten Fehler dieses Verfahrens auf M c X und bei einem Rauchpegel rS
bezeichnen wir mit

Ein optimales Rekonstruktionsverfahren Ropt aus der Menge Y aller Rekonstruktionsver
fahren erfüllt dann

E(rS, M, Ropt ) = inf {E(rS, M, R) : RE Y}.

Wir definieren daher:

Definition 1.5. Sei M c X. Wir bezeichnen den besten schlimmsten Fehler bei ge
gebenem Rauschpegel rS mit

E(rS, M) := inf {E(rS, M, R) : RE Y}.

Man zeigt leicht [20, Proposition 3.10], dass der beste schlimmste Fehler nach unten ab
geschätzt werden kann:

(1.6) E(rS, M) ~ sup { Ilxllx : x E M, IIAxlly ::; rS} =: e(rS, M).

Wir beschränken uns bei unseren weiteren Untersuchungen auf Teilmengen von X, die a
priori Informationen an die exakte Lösung beinhalten. Dazu betrachten wir Teilräume X"e
und X, von X, definiert durch

(1.7)

X"e .- {(A*A)'z: Ilzllx ::; lJ}, ,,(] > 0,

X, .- UX"e = R((A* A)'), ,> O.
e>O
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Bei schlecht gestellten Problemen wirkt der Operator A häufig glättend, das heißt Ax hat
weniger hochfrequente Anteile als x. Die Forderung x E X"e kann also als eine Glattheits
bedingung an x aufgefasst werden. Tautenhahn untersucht in [82] eine allgemeinere Klasse
von Teilräumen von X, siehe dazu auch den kürzlich erschienenen Artikel [44].

Kommen wir nun aber wieder zurück zu den Räumen X"e. In diesen gilt sogar Gleichheit
in (1.6), also

E(5, X"e) = e(5, X"e)·

(siehe [73, Satz 3.2.4]). Nun sind wir in der Lage, die Größe des besten schlimmsten Fehlers
anzugeben (siehe Lemma 1.6), wohlgemerkt ohne überhaupt ein Rekonstruktionsverfahren
zu kennen. Da wir die Beweisidee später bei nichtlinearen schlecht gestellten Problemen wie
derverwenden werden, präsentieren wir den Beweis hier in der Version von [20, Proposition
3.14]. Die zum Beweis nötige Interpolationsungleichung

(1.8)
:':. 1_:':.

II(A*AYxllx::; II(A*A)QxI111Ixllx Q, q > r ~ 0, x EX

findet man ebenfalls in [20, Gleichung (2.49)].

Lemma 1.6. Für" Q > °sei X"e durch (1.7) definiert. Dann gilt für alle 5 > °
(1.9)

2, 1

e(5 X ) < 52,+l n 2,+1., "e - eo

Beweis. Sei x aus X"e. Dann existiert ein z E X mit Ilzllx ::; Qund x = (A*A)'z. Mit Hilfe
der Interpolationsungleichung folgt dann

~ _1_

Ilxllx = II(A*A),zllx::; II(A*A)'+1/2ZII~,+1 Ilzll~,+l

~ _1_ ~ _1_

= II (A* A)1/2XII~,+1 Ilzll~,+l = IIAxll~,+l Ilzll~,+l .
Die letzte Gleichung folgt dabei aus

11 (A* A)1/2Xll x = ((A* A)1/2X , (A* A)1/2X)x = (x, A*Ax) x = (Ax, Ax)y = IIAxlly·
2, 1

Ist nun zusätzlich IIAxlly ::; 5, so gilt Ilxllx ::; 52,+1 Q2,+1. Die Behauptung folgt nun indem
wir das Supremum über alle x E X"e mit IIAxlly ::; 5bilden. D

Der beste schlimmste Fehler geht also mindestens so schnell gegen Null wie 0(52,/(2,+1)).
Man kann auch zeigen, dass die obige Abschätzung (1.9) in gewisser Weise scharf ist, das
heißt man findet zu" Q > °eine positive Nullfolge {5dkEN so, dass e(5k , X"e) nicht schneller
gegen Null konvergiert als 5~'/(2'+1). Beweise für kompakte Operatoren findet man in [20,
73]; ein Beweis für lineare Operatoren folgt mit [19, Proposition 2.3].

Da wir nun wissen, was die beste zu erwartende asymptotische Konvergenzrate ist, können
wir definieren was wir unter optimalen Rekonstruktionsverfahren verstehen.
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Definition 1.7. Eine Familie von Rekonstruktionsverfahren {RJ}J>o heißt ordnungsop
timal bezüglich X"e (und A), wenn ein C, ~ 1 existiert so, dass für alle 6 > 0 hinreichend
klein und alle () ~ 0 gilt

2, 1

E (6 X RI:) < C 62,+1 n 2,+1.v , "e' u _, co

Ist diese Abschätzung mit C, = 1 erfüllt, so heißt {RJ}J>o ein optimales Rekonstrukti
onsverfahren.

Da Regularisierungsverfahren auch Rekonstruktionsverfahren sind, gilt diese Definition
auch für Regularisierungsverfahren. Es besteht aber auch ein umgekehrter Zusammenhang
zwischen den beiden Verfahrensklassen, wie Plato [69] zeigt.

Definition 1.8. Das Supremum 10 über alle 1 > 0, für das ein Regularisierungsverfahren
R ordnungsoptimal ist, bezeichnen wir als die Qualifikation des Verfahrens.

Ist die Qualifikation endlich, so kann man mit diesem Verfahren keine bessere Konvergenz
rate als 0(62'0/(2'0+ 1)) erzielen. Bei unendlicher Qualifikation ist die bestmögliche Konver
genzrate 0(6) erreichbar. Diese gilt natürlich nur, sofern die exakten Lösungen genügend
glatt sind.

Wie sehen nun aber Regularisierungsverfahren aus? Eine elegante Darstellung von Regula
risierungsverfahren erhält man mit Hilfe von regularisierenden Filtern .

Definition 1.9. Eine Familie {Gth>o von stückweise stetigen Funktionen Gt : [0, IIAI1 2
] -----*

IR für die eine Konstante C > 0 existiert so, dass

1
lim Gt (),) = ,
t-+O /\

für alle), E (0, IIAI1 2
] gilt, heißt regularisierender Filter (für A).

Dass diese Familie von Funktionen ihren Namen "regularisierend"auch verdient, zeigt das
folgende Lemma [73, Korollar 3.3.4].

Lemma 1.10. Seien {Gt } ein regularisierender Filter (für A) und

Gilt ferner für die (a priori) Parameterwahl a : (0,00) -----* (0,00)

a(6) -----* 0 und 6JM(a(6)) für 6 -----* 0,

dann ist ({Rth>o, a) mit Rt := Gt(A* A)A* ein Regularisierungsverfahren für At.
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Wir können nun die Frage nach der Existenz von Regularisierungsverfahren recht leicht
beantworten. In der Tat lassen sich viele bekannte Regularisierungsverfahren mit Hilfe von
regularisierenden Filtern schreiben.

Beispiel 1.11.

1. Zum wohl bekanntesten Regularisierungsverfahren, der Tikhonov-Phillips-Regulari
sierung, gehört der regularisierende Filter

1
Gt(A) = -,-./\ + t

Es hat die Qualifikation 10 = 2.

2. Das relaxierte Landweber- Verfahren (siehe (55}) können wir mit dem Filter

G (A) = 1 - (1 - WA)m
l/m A

beschreiben. Dabei istw < 2/ IIAI1 2 der Relaxationsparameter. Da dies kein kontinuier
liches, sondern ein iteratives Verfahren ist, können wir den Filter natürlich auch nur
für ~ mit m ENdefinieren. Das Landweber- Verfahren hat unendliche Qualifikation
10 = 00.

3. Der Filter zur abgeschnittenen Singulärwertzerlegung lautet

A '2 t,
A < t.

Auch die abgeschnittene Singulärwertzerlegung hat unendliche Qualifikation 10 = 00.

Regularisierungsverfahren bestehen nicht nur aus einer Familie von Operatoren, sondern
auch aus einer Parameterwahl. Im folgenden Abschnitt beschäftigen wir uns mit dieser.
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1.2 Diskrepanzprinzip
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Wir können den Rekonstruktionsfehler IIAt9 - Rt y6 11x in Approximationsfehler und Daten
fehler aufspalten, also

Die einzelnen Fehler zeigen dann typischerweise das in Abbildung 1.1 dargestellte Verhalten.
Da der Rekonstruktionsfehler sowohl für t -----* 0 als auch für t -----* CXJ explodiert, stellt sich die
Frage nach der Wahl des optimalen Regularisierungsparameters topt , der den Rekonstrukti
onsfehler minimieren soll. Diesen Parameter zu finden ist die Aufgabe der Parameterwahl.

Approximationsfehler

IIAty - RtYlix

Abbildung 1.1: Zusammensetzung des Rekonstruktionsfehlers aus Approximationsfehler
und Datenfehler.

Es gibt eine ganze Reihe von etablierten Parameterwahlen. Im Allgemeinen ist I mit
Atx E X, nicht bekannt. Man kann daher keine a primi Parameterwahl so konstruieren,
dass das Regularisierungsverfahren optimale Ordnung hat. Es gibt in der Literatur eine
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ganze Reihe von Vorschägen zur Wahl des (a posteriori) Regularisierungsparameters (sie
he [4, 23, 24, 28, 33, 59, 63, 86]). Die Ansätze von [24, 33, 86] kommen dabei sogar ohne
die Kenntnis von 6 aus, wodurch jedoch der Nachweis der regularisierenden Eigenschaften
deutlich erschwert wird. Wir konzentrieren uns auf die aposteriori Parameterwahl wie sie
Morozov [63] vorgeschlagen hat.

Da uns zur Lösung von (1.1) anstatt der exakten rechten Seite y nur verrauschte Daten y8

mit (1.3) zur Verfügung stehen, macht es keinen Sinn, von einer approximativen Lösung eine
höhere Genauigkeit zu verlangen als dieses 6. Ziel ist es also, den Regularisierungsparameter
so zu wählen, dass

IIARa (8,y8)y8 - y8
11 y ~ 6

gilt. Da der Defekt limt'-,.o IIAfl- y8
11 y ::; 6 (vgl. [73, Abschnitt 3.4]) erfüllt, existiert zu

jedem T > 1 ein to > 0 mit 11 ARty8- y8
11 y ::; T6 für 0 < t < to. Das folgende Diskrepanz

prinzip von Morozov ist also wohldefiniert.

Definition 1.12. Seien {tkhEN eine monoton fallende Nullfolge und T > 1 fest gewählt.
Bestimme k* so) dass

für i = 1, ... , k* - 1.

Die Parameterwahl
a(6, y8) = a(6, y8, T) := tk*

heißt Diskrepanzprinzip (von Morozov).

Das Diskrepanzprinzip liefert zusammen mit geeigneten Regularisierungsoperatoren ord
nungsoptimale Regularisierungsverfahren (vgl. [73, Satz 3.4.1] oder [20, Theorem 4.17]).

Satz 1.13. Der Filter {Gth>o sei regularisierend mit Qualifikation Mo > 1 und es sei
tM(t) ::; GM für t -----* O. Die Parameterwahl erfolge nach dem Diskrepanzprinzip (Definition
1.12). Außerdem sei

Dann ist ({Rt},a) mit R t = Gt(A*A)A* ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren
für At bzgl. Xp"e für alle ME]O, Mo - 1/2].

Bemerkung. Der Satz 1.13 gilt auch für diskrete Filter {G tn }nEN, sofern die Folge {tn}nEN
die Eigenschaft

(1.10)

besitzt.
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1.3 Asymptotische Regularisierung
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(1.13)

Showalter hat in [79] ein Verfahren zur Approximation der verallgemeinerten Inversen einer
linearen Abbildung vorgestellt. Er zeigt in [79, Theorem I], dass

(1.11) lim t exp(-(t - s)A* A)A* ds = lim t<p( -tA*A)A* = At
~ook ~oo

sofern At beschränkt ist. Hierbei ist die analytische <p-Funktion gegeben durch

eA - 1
(1.12) <p(A) = A .

Für A -----* 0 erfüllt diese
A A2

<p(A) = 1 + , + -, + ...
2. 3.

Bei schlecht gestellten Problemen, wie wir sie betrachten, haben wir es allerdings mit einer
unbeschränkten verallgemeinerten Inversen zu tun, weshalb uns das Resultat von Showalter
nicht weiterhilft. Wir können den Showalter Ansatz aber auch mit Hilfe eines Anfangswert
problems definieren, denn das Integral in (1.11) ist im Wesentlichen der Lösungsoperator
des Anfangswertproblems

1tu(t) = A*(y8 - Au(t)), für t > 0,

u(O) = o.
Aufgrund der Linearität und Beschränktheit von A*A ist (1.13) eindeutig lösbar (siehe [68,
Chapter 4, Corollary 1.5]). Ferner konvergiert die Lösung u(t) von (1.13) für t -----* CXJ gegen
einen stationären Zustand U oo ,welcher offensichtlich die Normalengleichung A*Auoo = A*y8
erfüllt. Als differenzierbare Funktion ist die Lösung u(t) stetig und wegen u(O) = 0 erhalten
wir eine Familie von Rekonstruktionsverfahren {Rt } aus

Rty8 := u(i)·

Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel [35] können wir u berechnen als

u(t) = t<p( -tA*A)A*y8

mit der <p-Funktion aus (1.12). Daran können wir auch direkt den zugehörigen Filter ablesen

Gt(A) = i<p(-f),

welchen wir nach genauem Betrachten als regularisierend erkennen. Die unendliche Qua
lifikation und dass tM(t) :::; 1 gilt, haben wir in [47] nachgewiesen. Zusammen mit dem
Diskrepanzprinzip erhalten wir daher mit Hilfe von Satz 1.13 ein ordnungsoptimales Re
gularisierungsverfahren (für At) mit unendlicher Qualifikation. Dieser als asymptotische
Regularisierung bezeichnete Ansatz taucht unseres Wissens nach zum ersten mal bei Vai
nikko [83] in der englischsprachigen Literatur auf (zuvor ist er schon im russischsprachigen
Raum bekannt gewesen; siehe dazu die in [83] zitierte Literatur).
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1.4 Regularisierung durch numerische Integratoren

Zur numerischen Umsetzung der asymptotischen Regularisierung, also zur Lösung des An
fangswertproblems (1.13), setzt man Integrationsverfahren ein. Zu den Bekanntesten unter
diesen Verfahren zählen die Runge-Kutta-Verfahren. Rieder untersucht in [75] die regulari
sierende Wirkung dieser Methode.

Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren zur Lösung von (1.13) ist gegeben durch

(1.14)

s

Ul = hoL biU{,
i=1

U{ = A*(y6 - AUi),
s

Ui = hoL aijU;.
j=1

Ein Runge-Kutta-Verfahren ist explizit, sofern die Matrix A = (aij)f,j=1 E ]Rs,s nur Einträge
unterhalb der Diagonalen hat. Sei b = (bi )f=1 der aus den Koeffizienten bi des Integrators
bestehende Vektor. Bezeichnen wir dann mit

S(z) = 1 + zb*(Is - zA)ll, II = (1, ... , 1)* E ]Rs

(1.15)

die zum obigen Verfahren gehörende Stabilitätsfunktion (siehe [27, Definition 2.1]), so ist

G (),) = 1 - rr~=1 S( -hk),)
l/tn ),

der Filter des resultierenden Regularisierungsverfahrens [75]. Dabei ist hk die Zeitschritt
weite im k-ten Schritt des Integrators und tn = 1.:~=1 hk die Integrationszeit. Rieder konn
te nun in [75, Theorem 3.2] zeigen, dass zu jedem Integrator eine maximale Schrittweite
hmax existiert so, dass die nach dem Diskrepanzprinzip gestoppte Integrationsmethode ein
ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren mit unendlicher Qualifikation ist, sofern die
Schrittweiten von Null weg beschränkt bleiben. Die Beschränkung der maximalen Schritt
weite rührt dabei aus der Stabilität des Verfahrens. Bei A-stabilen Verfahren kann die Be
dingung der maximalen Schrittweite wegfallen; man darf daher in diesem Fall unabhängig
vom Integrator große Zeitschrittweiten wählen.

Satz 1.14. !75, Theorem 3.3} Sei S die Stabilitätsfunktion eines A-stabilen Runge-Kutta
Verfahrens, welches

IS(-z)1 < 1 für alle z > 0

erfüllt. Sind ferner die Zeitschrittweiten hk nach unten von der Null weg und nach oben
beschränkt, so ist das Regularisierungsverfahren mit dem Filter (1.15) ordnungsoptimal und
von unendlicher Qualifikation, wenn es nach dem Diskrepanzprinzip gestoppt wird.
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Bemerkung. Die Aussage von Rieder lässt uns einige Regularisierungsverfahren für li
neare Probleme in neuem Licht erscheinen. Verwendet man beispielsweise das explizite
oder implizite Euler-Verfahren zur Lösung des Showalter-Anfangswertproblems (1.13), so
erhält man das schon bekannte relaxierte Landweber-Verfahren bzw. die Tikhonov-Philips
Regularisierung. Unter diesem Aspekt erkennen wir, dass die Beschränkung des Relaxati
onsparameters w < 2/ IIAI1 2 im Landweber-Verfahren dem beschränkten Stabilitätsbereich
BI (-1) des expliziten Euler-Verfahrens geschuldet ist. 0

In [47] konnten wir diese Aussage auf exponentielle Integratoren, siehe Anhang A, erweitern.
Wir betrachten hier nur den Spezialfall des exponentiellen Euler-Verfahrens angewandt auf
(1.13):

(1.16)

In [9] und [10] wird dieser Ansatz für große diskrete schlecht gestellte Probleme untersucht
und die Konvergenz gezeigt. Eine Aussage über die Konvergenzrate ist dort aber nicht zu
finden.

Satz 1.15. Sind die Schrittweiten hn durch eine positive Konstante c nach unten be
schränkt, gilt also hn ~ c > 0 für alle n E No, so liefert das exponentielle Euler- Verfahren
angewandt auf das Anfangswertproblem (1.3) zusammen mit dem Diskrepanzprinzip ein
ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren mit unendlicher Qualifikation.

Beweis. Da das exponentielle Euler-Verfahren lineare Anfangswertprobleme exakt löst, ent
spricht das zugehörige Regularisierungsverfahren der asymptotischen Regularisierung, deren
Eigenschaften oben schon besprochen wurden. Durch die Beschränkung der Zeitschrittweite
nach unten erfüllt das Verfahren auch (1.10) und der Satz ist bewiesen. D
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1.5 Implementierung

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Umsetzung des exponentiellen Euler
Verfahrens auf dem Rechner. Wir gehen davon aus eine diskrete Version von (1.4) zu haben.
Auf die Art der Diskretisierung gehen wir bei den einzelnen numerischen Beispielen ein. Die
diskreten Variablen schreiben wir im Folgenden fettgedruckt. Sei nun

(1.17) Jt u(t)
u(O)

A*(y8 + Au(t)), für t > 0,
o.

die diskrete Version von (1.13).

Der Algorithmus zur Lösung dieses diskreten Anfangswertproblems ist in Algorithmus 1
schematisch dargestellt. Als Eingabeparameter benötigt dieser Algorithmus y8, eine Start
schrittweite he , den Rauschpegel 6 und T aus dem Diskrepanzprinzip (Definition 1.12).
Ferner muss eine Funktion bereitgestellt werden, die die Matrix-Vektor-Produkte Av bzw.
A *v berechnet. Es ist dabei nicht nötig, die Matrizen A und A * explizit zu kennen. Es ist
daher eine matrixfreie Implementierung möglich.

Um die Matrix-Vektor-Multiplikation im Diskrepanzprinzip einzusparen nutzen wir

und approximieren daher zunächst Ilexp(-tAA*)y8
11. Dies erledigen wir mittels Krylov

Verfahren. Eine kurze Erläuterung dieser Methoden ist in Anhang B zu finden. Die Genau
igkeit der Krylov-Approximation

(1.18)

mit ß = IIy8 11 schätzen wir dabei mit Hilfe des Kriteriums von Hochbruck und van den
Eshof [84]. Wir approximieren den Fehler Em durch

wobei W m := exp( -hHm)ßel und

eine Näherung des relativen Fehlers im m-ten Krylov-Schritt ist. In numerischen Experi
menten hat sich herausgestellt, dass es genügt, mit einer Genauigkeit in der Größenordnung
von 6 zu rechnen. Ferner hat es sich in unseren numerischen Experimenten als sinnvoll er
wiesen die Approximation für jedes m zu berechnen und nicht nur für bestimmte, wie es
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Algorithmus 1 Exponentielles Euler-Verfahren für lineare Probleme

v = y8; ß = Ilvll ; t1 = hc

berechne H 1 und V 1

W = exp( -t1Hdße1
m=2

1

17

'-lw = exp(-t1Hm-dße11--1 t_1_=_t_1_+_h_c__

W=Wm

m=m+1
I- --erweitere Krylov-Raum nein

update H m und V m

1

!nein

in [39] vorgeschlagen wurde. Hat die Approximation (1.18) die gewünschte Genauigkeit, so
überprüfen wir das Diskrepanzprinzip.

Ist das Diskrepanzprinzip schließlich erfüllt, so berechnen wir

Falls das Diskrepanzprinzip nicht erfüllt ist, erhöhen wir die Schrittweite. Wir beschränken
die Dimension des Krylov-Raums auf mmax = 100. Ist das Diskrepanzprinzip in diesem
Krylov-Raum nicht erfüllbar, so starten wir den Prozess mit y8 - AU1 statt y8 neu.

Wurde die Zeitschrittweite im letzten Schritt zu groß gewählt, so kann es passieren,
dass wir den Stoppzeitpunkt nicht optimal treffen. In diesem Fall liegt die Diskrepanz
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IIAul - y 8
11 > Tb deutlich unter Tb. Um diesen Fehler zu korrigieren, führen wir am Ende

des Algorithmus eine Monitoringstrategie durch (vgl. [75, Abschnitt 4.2]). Dabei reduzieren
wir die Schrittweite im letzten Zeitschritt so lange, bis die Diskrepanz größer als O.9Tb ist.
Eine Pseudocodeformulierung ist in Algorithmus 2 zu finden.

Zum Vergleich des Verfahrens haben wir das von Hanke in [29] untersuchte cgnr-Verfahren,
welches dem cg-Verfahren angewandt auf die Normalengleichung (1.2) entspricht, implemen
tiert (in [29] heißt das Verfahren cgne). Wir stellen es in Algorithmus 3 dar.

Algorithmus 2 Monitoringstrategie für das exponentielle Euler-Verfahren

while IIAul - y 8
11 ::; O.9Tb do

t l = O.9t l

d = V m'P( -tlHm)ßel
Ul = Uo +tld

end while

Algorithmus 3 cgnr

[u]=cgnr(y8,Tb)
m = O· u = O· r = y8. d = ro = A*r, , ,
w~ile IIAu - y 8

11 > Tb do
d=Ad
a = IIrml1

2
/lldl12

u = u+ad
r m = r m + ad
~ A*rm+l = r
ß = Ilrm+ll1

2
/ IIrml1

2

d = rm+l + ßd
m=m+1

end while
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1.6 Numerische Beispiele
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Nachdem wir nun die Details der Implementierung besprochen haben, möchten wir das
exponentielle Euler-Verfahren anhand zweier Verfahren testen.

Alle numerischen Experimente dieser Arbeit wurden mit MATLAB Release 2006a auf einem
Intel@ Core™ 2 Duo 6400 PC mit 2.13 GHz und 2 Gigabyte Hauptspeicher gerechnet.

1.6.1 Differentiation

Das erste Beispiel ist [73, Abschnitt 6.1.3.1] entnommen. Wir betrachten die Fredholm
Integralgleichung erster Art

(1.19) Ax =y,

wobei A: X -----* X, X = L 2 ([0, 1]), der Integraloperator

mit Kern

k(~, Tl) = {~ - Tl, ~ '2 Tl,
0, ~ < Tl,

ist. Da k E L 2 ([0, Ij2) ist, ist A ein kompakter Operator [87, Beispiel II.3(c)]. Ferner gilt
Ax = y genau dann, wenn x = y" und y(O) = y'(O) = 0 ist. Deshalb besteht der Kern von
A nur aus der o.

Speziell sei nun die rechte Seite y durch

für ~ E [0,1]

gegeben. Die zugehörige Lösung x t lautet

I
Da x t = A*w mit w(~) = 2 - 91f2 cos(31f~)/2 ist, haben wir x t E R(A*) = R((A* A)"2) = Xl.
Damit sollten wir eine Konvergenzrate von O(V5) erwarten können.
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-O.5'-----~~-~~~~-~~~-----.J

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Abbildung 1.2: Exakte Lösung x t (gestrichelte Linie) und die Rekonstruktion U14,t mittels
des exponentiellen Euler-Verfahrens bei 6 = 0.0116 und t = 104 (durchgezogene Linie).

Bevor wir das Problem auf dem Rechner umsetzen können, müssen es wir noch geeignet
diskretisieren. Dazu zerlegen wir das Intervall [0, 1] äquidistant in l - 1 Teilintervalle der
Länge hl = 1~1. Die zugehörigen Knoten bezeichnen wir mit

~l,j = (j - l)hl , für j = 1, ... , l.

Als Ansatzraum X(l) C X wählen wir dann den von den Hutfunktionen cPI,i, (i = 1, ... , l),
gegeben durch

cPI,i (~l,j) = 6i,j,

aufgespannten l-dimensionalen Raum der stetigen, stückweise linearen Funktionen. Durch
den Index l kennzeichnen wir im Folgenden, in welchem Raum X(l) wir uns befinden. Die
Gramschen Matrizen sind

2 1 0 0

1 4
I hl

E IRlxl .GI = ((cPI,i ,cPl,j)X)i,j=l = GI = 6 0 0

4 1

0 0 1 2

Wir gehen von der realistischen Situation aus, die verrauschten Daten y8 nur an den Knoten
~l,j, j = 1, ... , l, zu kennen und interpolieren diese daher linear, um die kontinuierliche
Theorie anwenden zu können. Wir haben also

I

gf = L (g(~l,j) + €1(~I,j))cPI,j
j=l



1.6. NUMERISCHE BEISPIELE

500 1000 2000 3000

21

Abbildung 1.3: Relativer L2-Regularisierungsfehler und erwartetes Abklingverhalten V6z
(schwarz gepunktet) als Funktion der Dimension l. Exponentieller Euler mit/ohne Monito
ring (rot/grün), cgnr mit/ohne Reorthogonalisierung (blau/gelb).

mit einer in [-cl, cl], cl > 0 gleichverteilten Zufallsvariablen cl : [0,1] -----* [cl, czJ. Die Störung
in den Daten besteht daher nicht nur aus dem Messrauschen, sondern auch aus dem Inter
polationsfehler und es gilt die folgende Abschätzung

I I

IIY - YfllL2(ü,l) ::; Ily - LY(~I,j)'PI,jt2(ü,1) + 11 L CI(~I,j)'PI,jt2(ü,1)
J=l J=l

::; hZIIY"IIL2(ü,l) + Cl =: 61•

Mit Cl = hZ müssten wir also trotz der Diskretisierung

Ilxt - xf,t
k
.IIL2(Ü,l) = O(hl ) = O( yft;) für l -----* CXJ

beobachten können. Den relativen Rekonstruktionsfehler der verwendeten Verfahren be
rechnen wir nicht exakt, sondern mit Hilfe von Trapezsummen. Da diese Approximation
eine Genauigkeit von O(hf) hat, fällt dieser Fehler bei der Beobachtung des Rekonstrukti
onsfehlers nicht ins Gewicht.

In numerischen Experimenten haben wir das exponentielle Euler-Verfahren mit dem vorzei
tig gestoppten cgnr-Verfahren aus [29] verglichen. Dabei haben wir jeweils T = 1.01 und als
Startzeitschrittweite t = 10 ·l3/2 gewählt. Die Ergebnisse spiegeln das erwartete Abklingver
halten des relativen Rekonstruktionsfehlers wieder. Abbildung 1.3 zeigt, dass der Fehler des
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cgnr-Verfahrens minimal geringer ist als der Fehler des exponentiellen Euler-Verfahrens.
Dabei macht es kaum einen Unterschied ob wir beim exponentiellen Euler-Verfahren die
Monitoringstrategie (siehe Algorithmus 2) einsetzen oder nicht.

Ein Blick auf die Dimension der jeweils benötigten Krylov-Räume (siehe Abbildung 1.4)
zeigt, dass in fast alles Fällen die beiden exponentiellen Euler-Verfahren mit Krylov-Räum
en geringerer Dimension auskommen als das cgnr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung.
Dies steht eigentlich im Widerspruch dazu, dass das cgnr-Verfahren das Residuum im
Krylov-Raum minimiert und daher als erstes das Diskrepanzprinzip erfüllen müsste [29,
Seite 16]. Durch den Verlust der Orthogonalität im cgnr-Verfahren (siehe [60] und die dort
zitierte Literatur) geht diese Eigenschaft allerdings verloren. Wir haben daher auch das
cgnr-Verfahren mit Reorthogonalisierung implementiert. In Abbildung 1.4 (oben) erkennt
man, dass das so modifizierte cgnr-Verfahren mit geringfügig kleineren Krylov-Räumen
auskommt als die exponentiellen Euler-Verfahren.

Die kleineren Krylov-Räume spiegeln sich auch im Vergleich der Rechenzeiten wieder (Ab
bildung 1.4). So ist das exponentielle Euler-Verfahren bei kleinem b und den damit einherge
henden großen räumlichen Diskretisierungen um bis zu 40% schneller als cgnr ohne Reor
thogonaliserung. Der Vergleich mit dem cgnr-Verfahren mit Reorthogonalisierung zeigt,
dass die exponentiellen Euler-Verfahren hinsichtlich der Rechenzeit mithalten können.

Werfen wir zum Schluss noch einen Blick auf unsere Monitoringstrategie aus Algorith
mus 2. In Abbildung 1.4 (unten) ist deutlich zu erkennen, dass wir durch diese Strategie
den Stoppzeitpunkt der Zeitintegration so steuern können, dass er nahe am gewünschten
Stoppzeitpunkt topt mit 11 Ay(t opt ) - y8

11 = Tb liegt. Ferner liefert das exponentielle Euler
Verfahren in der Regel einen besseren Stoppzeitpunkt als die cgnr-Verfahren.
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Abbildung 1.4: Dimension der Krylov-Räume (oben), Speedup gegenüber cgnr mit Reor
thogonalisierung (mittig) und 11 ARz,tk* y8 - y8

11 / ( Tb) (unten) jeweils als Funktion der Di
mension. Exponentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/grün), cgnr mit/ohne Reortho
gonalisierung (blau/gelb).



24 KAPITEL 1. LINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

1.6.2 Geologische Prospektion

Das zweite numerische Beispiel ist eine Vereinfachung eines Problems aus der Geologie
(vergleiche [25, 34]). Dabei möchte man von Messungen auf der Erdoberfläche auf den
Ort, die Form und die Zusammensetzung unterirdischer Körper schließen. Wir beschränken
uns auf ein stark vereinfachtes eindimensionales Problem auf dem Intervall 0 = [0,1].
Wir gehen davon aus, dass auf einer Parallelen zur horizontalen (Mess- )Linie eine zu be
stimmende Masseverteilung x vorliegt. Auf der Messlinie wird die vertikale Komponente
der Gravitationskraft y gemessen. Der Zusammenhang zwischen dieser Messung und der
tatsächlichen Masseverteilung x wird, wie schon im Beispiel aus Abschnitt 1.6.1, durch eine
Fredholm-Integralgleichung erster Art (1.19) beschrieben. Der Kern k des Integraloperators
A : L 2 ([0, 1]) -----* L 2 ([0, 1]) ist dieses Mal gegeben durch die Funktion

Der Parameter d beschreibt dabei den Abstand zwischen der Messlinie und der Parallelen
mit der Masseverteilung x. In unseren Experimenten setzen wir ihn auf d = 0.25. Als exakte
Lösung wählen wir

t (t) . (t) sin(21f~)
x " = sm 1f" + 2

und berechnen die zugehörige rechte Seite numerisch. Dazu diskretisieren wir das Problem
wieder wie in Abschnitt 1.6.1.

1.5~-~--~-~--~-~

Abbildung 1.5: Exakte Lösung x t (gestrichelte Linie) und die Rekonstruktion U14,t mittels
des exponentiellen Euler-Verfahrens bei 6 = 0.2972 und t = 1.96 (durchgezogene Linie).

Wie zuvor vergleichen wir das exponentielle Euler-Verfahren mit dem vorzeitig gestoppten
cgnr-Verfahren und setzen T = 1.01 und die Startzeitschrittweite t = l2/100. In Abbildung
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Abbildung 1.6: Relativer L2-Regularisierungsfehler als Funktion der Dimension. Expo
nentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/grün), cgnr mit/ohne Reorthogonalisierung
(blau/gelb).

1.5 ist die Funktion xt und deren Rekonstruktion durch das exponentielle Euler-Verfahren
mit l = 14 und einem relativen Rekonstruktionsfehler von 7.9% dargestellt. Die weiteren
Tests der Verfahren an diesem Beispiel bestätigen die Ergebnisse des Experiments aus
Abschnitt 1.6.1. Da wir nicht wissen, ob die gewählte Funktion x t in einem der Teilräume
X/,e (vergleiche (1.7) )liegt , liefert uns die Theorie keine Aussage über das Verhalten des
Fehlers 6 -----* o. An Abbildung 1.6 sehen wir jedoch, dass der relative Fehler bei allen vier
Verfahren mit der gleichen Rate abnimmt.

Wie schon im ersten numerischen Beispiel kommen die exponentiellen Euler-Verfahren bei
fast allen Dimensionen l (und damit größerem Rauschpegel 6 ~ hf) mit deutlich kleine
ren Krylov-Räumen aus als cgnr ohne Reorthogonalisierung (siehe Abbildung 1.7 (oben)).
Dies spiegelt sich natürlich auch in der Effizienz der Verfahren wider. In Abbildung 1.7
(mittig) erkennt man, dass das exponentielle Euler-Verfahren ohne die Monitoringstrategie
um bis zu 25% schneller ist wie das cgnr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung. Setzt man
die Monitoringstrategie ein, so reduziert sich der Vorteil nur minimal und die Methode
ist somit noch deutlich schneller als das cgnr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung. Zum
Vergleich haben wir in Abbildung 1.7 auch die Ergebnisse von cgnr mit Reorthogonalisie
rung dargestellt. Man erkennt sehr gut, dass durch die erhöhte Stabilität des Verfahrens
mit Reorthogonalisierung der numerische Mehraufwand mehr als wett gemacht wird. Die
exponentiellen Euler-Verfahren sind bei den Beispielen großer Dimension nur um etwa 10%
langsamer als cgnr mit Reorthogonalisierung also durchaus konkurrenzfähig.
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Zum Test der Monitoringstrategie ist in Abbildung 1.7 (unten) das Verhältnis der Norm der
Diskrepanz zu Tb graphisch dargestellt. Offensichtlich erfüllt die Monitoringstrategie wieder
ihre Aufgabe. Das so modifizierte Verfahren trifft den Stoppzeitpunkt wesentlich genauer
als das Verfahren ohne Verwendung dieser Strategie.

Aufgrund des symmetrischen Kerns des Fredholm-Integraloperators A ist dieser selbstad
jungiert. Man kann sich daher den Weg über die Normalengleichung 1.2 sparen und direkt
das gestörte Problem 1.4 lösen. Die Theorie lässt sich auf diesen Fall übertragen. Wie Hanke
in [29, Kapitel 4] zeigt, eignet sich das cg-Verfahren kombiniert mit dem Diskrepanzprinzip
nicht für das symmetrische Problem. Wir vergleichen die exponentiellen Euler-Verfahren
daher, wie in [29] vorgeschlagen, mit dem mr-Verfahren (mr=minimal residual, siehe [29,
Abschnitt 2.2]). Die Umsetzung auf dem Rechner zeigt, dass sich am Konvergenzverhalten
nichts Wesentliches ändert (siehe Abbildung 1.8). Die relativen Fehler aller vier Verfahren
zeigen wieder ein gleiches Verhalten. Die Effizienz der Verfahren steigt allerdings, da in je
dem Krylov-Schritt nur noch eine Matrix-Vektor-Multiplikation durchgeführtwerden muss.
Dabei profitiert das mr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung am stärksten vom besser kon
ditionierten System und macht den Rückstand auf die anderen Verfahren zum Teil wett.
Die drei Verfahren, welche Reorthogonalisierung einsetzen, gewinnen durch diesen Ansatz
nicht so stark. Die vier Verfahren haben daher eine vergleichbare Effizienz.



1.6. NUMERISCHE BEISPIELE 27

18

16

14

12

, c-----~--~--~--~---

5001000 2000 3000 4000 5000

30002000
0.65"-----~__~__~__~__~

5001000

0.9

0.8 I
O~/
O. '

0.5

o·goo 1000 2000 4000 5000

Abbildung 1.7: Dimension der Krylov-Räume (oben), Speedup gegenüber cgnr mit Reor
thogonalisierung (mittig) und 11 ARz,tk* y8 - y8

11 / ( Tb) (unten) jeweils als Funktion der Di
mension. Exponentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/grün), cgnr mit/ohne Reortho
gonalisierung (blau/gelb).
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Abbildung 1.8: Relativer L2-Regularisierungsfehler (oben), Dimension der Krylov-Räume
(mittig) und Speedup gegenüber cg mit Reorthogonalisierung (unten) jeweils als Funk
tion der Dimension. Exponentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/grün), cg mit/ohne
Reorthogonalisierung (blau/gelb).



KAPITEL 2

NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE

PROBLEME

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit nichtlinearen schlecht gestellten
Problemen. Ziel ist es, festzustellen ob und wie sich das für die linearen Probleme entwickelte
Verfahren auf diese Klasse von Problemen erweitern lässt und welche Eigenschaften es hat.

Zunächst verschaffen wir uns einen Überblick über die Theorie nichtlinearer schlecht ge
stellter Probleme und fassen bekannte Regularisierungsverfahren für diese Problemklasse
zusammen. Im Anschluss daran präsentieren wir die Ergebnisse von Tautenhahn [80] zur
asymptotischen Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme, welche die Basis
sowohl für das hier entwickelte Verfahren als auch für den Beweis der regularisierenden
Eigenschaft bilden. Nach diesem Rückblick stellen wir das vereinfachte exponentielle Euler
Verfahren für nichtlineare schlecht gestellte Probleme vor und weisen in Abschnitt 2.4 nach,
dass dieses Verfahren gegen die gesuchte Lösung konvergiert. Im Anschluss daran zeigen wir,
dass diese Konvergenz auch von optimaler Ordnung ist. An zwei numerischen Beispielen
verifizieren wir schließlich, dass die theoretischen Ergebnisse auch numerisch beobachtbar
sind und dass das exponentielle Euler-Verfahren zur Regularisierung schlecht gestellter Pro
bleme konkurrenzfähig ist. Die Ergebnisse zur Konvergenz sind in dem mit Hochbruck und
Ostermann verfassten Artikel [36] zu finden. Vorgestellt wurde das Verfahren schon in [37].

Beginnen wir nun mit einem kurzen Überblick über die Theorie.

29
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2.1 Theorie nichtlinearer schlecht gestellter Probleme

Wir betrachten im Folgenden die Gleichung

(2.1 ) F(x) = y

wobei F : V(F) c X -----* Y ein nichtlinearer Operator zwischen den Hilberträumen X und Y
mit Definitionsbereich V(F) ist. Wir gehen wieder davon aus, dass uns nur gestörte Daten
yfJ mit

(2.2) 11 y - yfJ 11 y ::; 6

zur Verfügung stehen. Die gestörte Gleichung lautet dann

(2.3)

Für lineare Probleme Ax = y kennen wir "einfache" Kriterien, um die Schlechtgestelltheit
zu überprüfen. So sind lineare Probleme genau dann schlecht gestellt, wenn das Bild von
A nicht abgeschlossen ist, oder A kompakt und das Bild von A unendlichdimensional ist.
Bei nichtlinearen Problemen gestaltet sich solch eine Charakterisierung schwieriger. Wir
formulieren daher eine lokale Schlechtgestelltheit.

Definition 2.1. Die nichtlineare Operatorgleichung (2.1) auf den Hilberräumen X und Y
heißt lokal schlecht gestellt in Xo E V(F), falls es zu jedem r > 0 eine Folge {Xn}nEN C

Br(xo) n V(F) gibt, die nicht gegen Xo konvergiert, deren Bildfolge {F(Xn)}nEN C Y aber
gegen F(xo) konvergiert, d.h.

lim IIF(xn) - F(xo) Il y = 0, aber Xn -;, Xo für n -----* 00.
n-HXl

Andernfalls heißt (2.1) lokal gut gestellt in Xo.

Im linearen Fall liefern kompakte Operatoren schlecht gestellte Probleme. Dies verhält sich
bei nichtlinearen Problemen ähnlich. Ein Kriterium für die lokale Schlechtgestelltheit eines
nichtlinearen Problems erhält man aus dem folgenden Lemma (vgl. [21, Proposition A.3]).

Lemma 2.2. Sei F : V(F) C X -----* Y ein stetiger, kompakter und schwach folgenabge
schlossener nichtlinearer Operator zwischen den Hilberträumen X und y. Ist X separabel
und unendlichdimensional, so ist (2.1) lokal schlecht gestellt in jedem Xo Eint (V( F)) .

Viele Verfahren zur Lösung nichtlinearer Probleme linearisieren diese. Der Zusammenhang
der Schlechtgestelltheit des nichtlinearen Problems und einer Linearisierung ist allerdings



2.1. THEORIE NICHTLINEARER SCHLECHT GESTELLTER PROBLEME 31

nicht so einfach wie man vermuten könnte. Man kann im Allgemeinen nicht von der Schlecht
gestelltheit von Linearisierungen von (2.1) auf die Schlechtgestelltheit von (2.1) selbst schlie
ßen. Genausowenig ist der umgekehrte Schluss von der Schlechtgestelltheit von (2.1) auf die
Schlechtgestelltheit der zugehörigen Linearisierungen korrekt. Gegenbeispiele findet man bei
Engl, Kunisch und Neubauer [21] und bei Schock [77].

Unter zusätzlichen Voraussetzungen an die Funktion F, zum Beispiel einer Lipschitz
Bedingung an die Frechet-Ableitung F' (die natürlich existieren sollte), überträgt sich die
Schlechtgestelltheit jedoch von (2.1) auf die Linearisierung

F'(xt)x = y.

Näheres hierzu findet man beispielsweise in [45].

Schon bei linearen Problemen haben wir die Eindeutigkeit der Lösung erzielt, indem wir die
Lösung mit minimaler Norm ausgezeichnet haben. Da wir uns im nichtlinearen Fall lokal
in einer Kugel um Xo bewegen, suchen wir nun die xo-Minimum-Norm-Lösung.

Definition 2.3. Seien Xo E X und y E R(F). Der Vektor xt heißt xo-Minimum-Norm
Lösung von (2.1) bezüglich y, falls

Ilxt - xollx = min { Ilx - xollx : x E V(F), F(x) = y}

gilt.

Die xo-Minimum-Norm-Lösung ist unter gewissen Voraussetzungen lokal eindeutig (siehe
Lemma 2.10). Verfahren, um die xo-Minimum-Norm-Lösungen zu finden, wollen wir wieder
als Regularisierungsverfahren bezeichnen.

Definition 2.4. Seien F : V(F) c X -----* Y stetig und {Rth>o eine Familie stetiger
Operatoren Rt : X x Y -----* y. Existiert eine Funktion a : (0, (0) X Y -----* (0, (0) so, dass für
eine xo-Minimum-Norm-Lösung xt von (2.1) mit y E R(F)

sup {llxt - Ra (8,y8)(XO,y8)llx : y8 E y, Ily - y8
11 y ::; 6"} ------+ 0 für 6" -----* 0

gilt, dann heißt ({ Rth>o, a) Regularisierungsverfahren für F. Die Parameterwahl
a sei so orientiert, dass für jedes y E R(F):

Es gibt auch für nichtlineare Probleme eine ganze Reihe von Regularisierungsverfahren. Das
vermutlich einfachste Verfahren ist eine Verallgemeinerung des Landweber-Verfahrens für
lineare Probleme. Ausgehend von Xo wird dabei via

(2.4)
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iterativ eine Folge von Approximationen an die gesuchte Lösung berechnet. Eine Analyse
dieser Methode findet man in [32]. Das vermutlich bekannteste Verfahren ist die nichtlineare
Tikhonov-Phillips-Regularisierung. Hier wird analog zum linearen Fall (siehe Beispiel 1.2)
das Minimierungsproblem

IIF(u) - y811~ + t Ilu - xoll~ ~ min

gelöst. Der Vektor Xo ist dabei eine "gute" Startapproximation an die Lösung. Untersucht
wird die regularisierende Eigenschaft der nichtlinearen Tikhonov-Phillips-Regularisierung in
[21, 64]. Eine ganze Klasse von Regularisierungsmethoden sind Regularisierungsverfahren
vom Newton-Typ. Wir haben zuvor schon festgestellt, dass sich die Schlechtgestelltheit eines
Problems unter gewissen Voraussetzungen auf die Linearisierung überträgt. Bei regularisier
ten Newton-Verfahren wird daher in jedem Schritt ein lineares Regularisierungsverfahren
auf das linearisierte Problem

(2.5)

angewandt (siehe [3, 46, 48, 49, 50, 72, 71, 81]). Eine Übersicht über derartige Methoden
findet man im kürzlich erschienenen Buch von Kaltenbacher, Neubauer und Scherzer [51].
Jin und Tautenhahn zeigen in [48] die Konvergenz und Ordnungsoptimalität für eine ganze
Klasse solcher Verfahren. Sie untersuchen iterative Verfahren der Form

wobei Gt die zu einem linearen Regularisierungsverfahren gehörende Filterfunktion (siehe
Definition 1.9) ist.

Der iterative Ansatz bei Newton-Verfahren ermöglicht es, die Fülle der Regularisierungs
operatoren für lineare Probleme auch im nichtlinearen Fall einzusetzen.

Beispiel 2.5.

1. Lösen wir das (eventuell schlecht gestellte) lineare Problem (2.5) mit Hilfe der
Tikhonov-Philipps-Regularisierung, so erhalten wir das von Hanke (3D) analysierte
Levenberg-Marquardt- Verfahren.

2. Für Probleme mit großer Dimension sind natürlich iterative Verfahren zur Regulari
sierung des linearisierten Problems die Methoden der Wahl. Eine Analyse des Newton
Ansatzes mit dem cgnr- Verfahren als innerer Iteration findet man beispielsweise bei
Hanke (31) oder Rieder (74).

Es wäre vermessen, bei nichtlinearen Problemen eine bessere optimale Konvergenzrate zu
erwarten als bei linearen Problemen. Wie übertragen daher die Definition der Ordnungs
optimalität auf den nichtlinearen Fall.
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Definition 2.6. Seien F : V(F) c X -----* Y stetig, x t eine xo-Minimum-Norm-Lösung von
(2.1) mit y E R(F), F Frechet-dijJerenzierbar und

(2.7) x t - Xo = (F'(xt)*F'(xt))'w für ein w E X mit Ilwllx ::; (] und ein ,> o.

Das Regularisierungsverfahren ({ R t h>o, a) heißt ordnungsoptimal, wenn für 6 hinrei
chend klein eine Konstante C, existiert so, dass

Die Quellbedingung (2.7) ist das Analogon zu den im linearen Kapitel definierten Räumen
X"e (siehe (1.7)).

Beispiel 2.7. Das Landweber- Verfahren für nichtlineare schlecht gestellt Probleme, defi
niert durch (2.4), konvergiert unter geeigneten Voraussetzungen (vgl. (32J, unter anderem
I E (0,1/2]) mit optimaler Ordnung.
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2.2 Asymptotische Regularisierung

Da das von uns untersuchte Verfahren als diskrete Version der asymptotischen Regularisie
rung aufgefasst werden kann, geben wir in diesem Abbschnitt einen kurzen Überblick über
dieses Verfahren und präsentieren die für uns interessanten Eigenschaften aus der Arbeit
von Tautenhahn [80]. Er untersucht dabei die nichtlineare Variante der asymptotischen
Regularisierung (vgl. Abschnitt 1.3)

(2.8)
u' (t)

u(O)

F'(u(t))* (y8 - F(u(t)))

xo·

t ~ 0,

Der Regularisierungsparameter t* wird dabei wieder durch das Diskrepanzprinzip

(2.9)

bestimmt. Tautenhahn konnte nun unter der Voraussetzung der Tangentialkegelbedingung

Annahme 1. F : V(F) c X -----* Y ist Frechet differenzierbar und erfüllt

(2.10) IIF(x) - F(x) - F'(x)(x - x)11 ::; Tl IIF(x) - F(x)ll,

für ein Tl < I, x, xE Br(xo) C V(F).

zeigen, dass die durch das Diskrepanzprinzip (2.9) bestimmte Stoppzeit t* endlich ist und
dass das Verfahren sowohl bei exakten als auch bei gestörten Daten gegen eine Lösung von
(2.1) konvergiert.

Satz 2.8. {80, Theorem 3} Es sei Annahme 1 erfüllt und (2.1) in Br(xo) lösbar. Falls
u(t) eine Lösung von (2.8) mit y8 = Y ist, konvergiert u(t) für t -----* 00 gegen eine Lösung
x* E Br(xo) von (2.1). Gilt zusätzlich N(F'(xt )) c N(F'(x)) für alle x E Br(xo), so
konvergiert u(t) sogar gegen x t .

Satz 2.9. {80, Theorem 4} Falls Annahme I, (2.2) und IIF(xo) - y8
11 > Tb > 0 erfüllt sind,

u(t) eine Lösung von (2.8) ist, t* nach dem Diskrepanzprinzip (2.9) mit

I+TlT>--
I-Tl

gewählt wird und (2.1) in Br(xo) lösbar ist, konvergiert u(t*) für b -----* 0 gegen eine Lösung
x* von (2.1). Gilt zusätzlich N(F'(xt )) c N(F'(x)) für alle x E Br(xo), so konvergiert
u(t) sogar gegen xt .
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Bemerkung. Die Bedingung (2.10) bedeutet, dass der Fehler der Linearisierung von (2.1)
durch das Residuum beschränkt ist und liefert mit der Dreiecksungleichung die folgende
Abschätzung:

(2.11) -l- IIF,(x)(x - x)11 ::; IIF(x) - F(x)11 ::; -l- IIF,(x)(x - x)11
1+~ 1-~

für alle x, xE Br(xo).

Eine direkte Konsequenz hiervon ist

Lemma 2.10. Unter der Annahme (2.11) gilt: sind x*, x* zwei Lösungen von (2.1) zn
Br(xo)) dann gilt

Dieses Lemma charakterisiert die Lösungen von (2.1) in Br(xo) und ermöglicht später die
Konvergenz gegen x t zu zeigen und nicht nur die Konvergenz gegen irgendeine Lösung des
nichtlinearen Problems (2.1).

Zum Beweis der Konvergenzrate muss man zunächst die Quellbedingung aus Definition 2.6
fordern.

Annahme 2. Es existieren w E X) sowie Konstanten I E (0,1/2] und () ~ 0 so) dass

Ferner setzt Tautenhahn die folgende Annahme voraus:

Annahme 3. Für jedes x E Br(xo) existiert ein beschränkter linearer Operator Rx : Y -----* Y
und eine Konstante C+ ~ 0 so) dass

1. F'(x) = RxF'(xt ) und

2. IIRx - 111::; C+ Ilx - xtll
gelten.

Bemerkung. In der Literatur [71, 72, 74] ist als Alternative zu Annahme 3 auch die Version

(2.12)
F'(x) = R(x,x)F'(x)

IIR(x,x) - 111 ::; CR Ilx - xlix

für x, xE Br(uo), oder eine Variante hiervon [7,49, 51] zu finden.

Im Folgenden Lemma 2.11 zeigen wir, dass (2.12) schärfer als Annahme 3 ist.
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Lemma 2.11. Ist CRr < ~ so folgt aus (2.12) die Annahme 3 mit Tl = 1~~:r < 1.

Beweis. Aus

11 (F'(x) - F'(x))(x - x)ll y = 11 (R(x,x)-I)F'(x) (x - x)ll y

::; CR Ilx - xlix 1IF'(x) (x - x)ll y
folgt mit Xt = x+ t(x - x) und dem Mittelwertsatz

IIF(x) - F(X) - F'(x)(x - X) Il y ~ III (F'(xt) - F'(X)) (x - X) dt
::;11

CR IIXt - xlix IIF'(x)(x - x)ll y dt

::;CR~ Ilx - xlix 1IF'(x) (x - x)ll y·

Mit der Dreiecksungleichung und Ilx - xlix< 2r ergibt sich daraus

(1 - CRr) IIF'(x)(x - x)ll y ::; IIF(x) - F(x)ll y

und schließlich wegen CRr < 1

IIF(x) - F(x) - F'(x)(x - x)ll y ::; C~ IIF(x) - F(x)ll y .
1- Rr

Für CRr < ~ ist 1~~:r < 1 und die Behauptung ist gezeigt. D

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit (man kann (2.1) entsprechend skalieren) nimmt Tau
tenhahn ferner an:

Annahme 4. Für x E Br(xo) gilt

(2.13) IIF'(x) II ::; 1.

Unter all diesen Annahmen beweist Tautenhahn nun in [80, Theorem 6] die Ordnungsopti
malität der nichtlinearen asymptotischen Regularisierung.

Satz 2.12. Falls zusätzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.9 die Annahmen 2 bis 4 und

(2.14) T > 2 - Tl
1 - Tl'

erfüllt sind, existiert eine Konstante c* = c*(" T, Tl) so, dass für die Lösung u von (2.8)
und für genügend kleines ()

gilt.
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2.3 Das nichtlineare exponentielle Euler-Verfahren

37

Eine numerische Umsetzung der asymptotischen Regularisierung ist natürlich nicht direkt
möglich, sondern erfordert den Einsatz eines Zeitintegrators. Böckmann und Pornsawad
beweisen in [8] die regularisierende Eigenschaft vereinfachter Runge-Kutta-Verfahren ange
wandt auf (2.8)

s

Un+1 Un + hn L biF' (Un,i)*(yi5 - F(Un,i)),
i=1

s

U~,i hn LaijF'(Un)*(yi5 - F(un) - F'(Un)U~,j)
j=1

Un,i Un + U~,i·

Diese Methode hat allerdings mehrere schwerwiegende Nachteile. Zwar werden durch die
dort vorgeschlagene Vereinfachung nichtlineare Probleme auf lineare Probleme reduziert,
allerdings muss man in jedem Integrationsschritt (8 + l)-mal die Funktion F und ihre
Ableitung F ' auswerten, was beides in der Regel teuer ist (8 ist dabei die Anzahl der Stufen
des Verfahrens). Zum Beweis der Konvergenz ist ferner eine Abschätzung

(2.15)

nötig. Der Koeffizientenvektor b und die Koeffizientenmatrix A sind dabei wieder wie im
linearen Fall (1.14) definiert. Die Bedingung (2.15) zieht eine drastische Beschränkung der
Schrittweite nach sich und erhöht damit die Anzahl der Integrationsschritte. Setzen wir wie
in [8] die Annahme 4 voraus, so ergibt sich beispielsweise für das implizite Euler-Verfahren
die Schrittweitenbeschränkung hn :::; V2 - 1.

Diese Beschränkung scheint allerdings nur beweistechnisch notwendig zu sein, da die in [8]
beschriebenen numerischen Experimente auch mit größeren Schrittweiten gerechnet werden
können.

Auch Li et al. [57] verfolgen den Ansatz, das nichtlineare Showalter-Anfangswertproblem
mit einem Runge-Kutta-Verfahren zu lösen. Sie untersuchen dabei insbesondere das expli
zite zweistufige Verfahren von Runge gegeben durch das Butcher-Tableau

000
110
2 2

o 1

Für konstante Schrittweite hn = 1 wird in [57] unter den Annahmen 1 - 3 gezeigt, dass
dieses Regularisierungsverfahren für I E (O,~] mit optimaler Ordnung konvergiert. Die
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numerischen Beispiele legen die zu erwartenden Vorteile dieses Verfahrens gegenüber dem
Landweber-Verfahren dar.

In dieser Arbeit betrachten wir eine vereinfachte Version des exponentiellen Euler
Verfahrens (siehe Anhang A) angewandt auf (2.8). Dazu approximieren wir die Jacobi
Matrix

(2.16) d~F'(u)(y8 - F(u)) ~ -F'(u)*F'(u) =: -J(u),

indem wir die Ableitung zweiter Ordnung wegfallen lassen. Die zugehörige Iteration ist
dann

(2.17)

mit der <p-Funktion aus (1.12). Man kann das Verfahren (2.17) auch als ein regularisiertes
inexaktes Newton-Verfahren [71, 72] mit dem exponentiellen Euler-Verfahren als innerer
Regularisierung interpretieren. Verwendet man nämlich das exponentielle Euler-Verfahren
um die im Newton-Verfahren auftretenden linearisierten Gleichungen (2.5) zu regularisieren,
so erhält man

Zusammen mit Un+l = U n + 6.un ergibt dies genau die Iterationsvorschrift (2.17).

Wie schon in Kapitel 1 werden wir die zu den exakten Daten y gehörenden Iterierten mit
X n bezeichnen.

Bemerkungen.

1. Wendet man das Verfahren (2.17) auf eine lineares Problem an, so erhält man das
in Kapitel 1 untersuchte Verfahren (1.16). Somit ist das vereinfachte exponentielle
Euler-Verfahren zur Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme (2.17)
eine Verallgemeinerung des Verfahrens (1.16) für lineare Probleme.

2. Auch im nichtlinearen Fall liefern verschiedene, teilweise vereinfachte, Integratoren
zur Lösung des Anfangswertproblems (2.8) schon bekannte Regularisierungsverfah
ren. So entspricht das explizite Euler-Verfahren der nichtlinearen Landweber-Iteration
und das linear implizite Euler-Verfahren, vereinfacht durch die Approximation (2.16),
führt auf das Verfahren von Levenberg-Marquardt.

Wie schon bei den linearen Problemen müssen wir die Iteration wieder nach einer geeig
neten Anzahl von Schritten stoppen. Diesen Stoppindex wählen wir wieder mit Hilfe des
Diskrepanzprinzips

(2.18)
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Zur Vereinfachung der Notation führen wir noch einige abkürzende Schreibweisen ein:

39

An = F'(un),

A+ = F'(x t ),

<Pn = <p( -hnJn),

<Pn,+ = <p( -hnJ+),

Rn = Run'

en = U n - xt .

Jn = A~An,

J+ = A~A+,

flFn = y8 - F(un ),

~n = <p( -hnKn),

<Pn,+ = <p( -hnK+),

K n = AnA~,

K+ = A+A~,

flF~ = y8 - F(un ),

Um die Lesbarkeit zu erhalten, haben wir die Abhängigkeit von 6, beispielsweise bei en ,

nicht immer gekennzeichnet.
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2.4 Konvergenz des exponentiellen Euler-Verfahrens

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Konvergenz der Iterierten U n des exponentiellen Euler
Verfahrens gegen die xo-Minimum-Norm-Lösung x t zu zeigen. Dazu ist jedoch noch eine
Strategie nötig, mittels derer wir die Zeitschrittweiten hn wählen. In der Literatur gibt es
dazu verschiedene Vorschläge. Einen sehr einfachen Ansatz verfolgen Jin und Tautenhahn
[48]. Sie fordern, dass die Schrittweiten monoton, aber auch nicht zu schnell wachsend sind,
genauer verlangen sie, dass eine Konstante flhmax existiert, sodass

gilt. Rieder [72] schlägt vor, die Schrittweite so zu wählen, dass ein Diskrepanzprinzip für
das um U n linearisierte Problem zum ersten Mal erfüllt ist, also

wobei die Parameter Mn aus dem Intervall (1]+ (1 +1])5/ IlflF~lly, 1] gewählt werden sollen.

Unsere Analyse beruht auf dem von Hanke [30] gewählten Weg. Der Parameter Merfülle
dazu 0 < M< 1 und die Funktion 7/J sei durch

(2.19) 7/J(z) = <p(z)(l - z)

definiert. Wir wählen dann die Zeitschrittweite hn nach dem folgenden Diskrepanzprinzip:

(2.20)

Dies können wir auch äquivalent umformen zu

(2.21)

Um die Wohldefiniertheit der durch 2.20 definierten Schrittweite hn zu zeigen nehmen wir
an, dass nach n Zeitschritten sei die Ungleichung

(2.22)

erfüllt ist. Die Gültigkeit Annahme wird später in den Sätzen 2.15 und 2.16 verifiziert
werden.

Bemerkung. Für das in [30] untersuchte Levenberg-Marquardt-Verfahren vereinfacht sich
die Situation wegen 7/J 1. In diesem Fall ergeben das Diskrepanzprinzip (2.20) und die
Annahme (2.22) die gleichen Bedingungen wie in [30]. 0

Im folgenden Lemma stellen wir sicher hn durch (2.20) bzw. (2.21) eindeutig bestimmt ist.
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Lemma 2.13. Es gelte (2.22)) dann hat (2.20) eine eindeutige Lösung hn > O.

41

Beweis. Die Funktion p~(h) ist stetig und streng monoton fallend in h, sofern 6.F~ #- 0
gilt. Aus (2.21) und <p(0) = 1 folgt unmittelbar

limp~(h) = II6.F~lly.
h---+O

Wegen <p( - z) -----* 0 für z -----* 00 gilt auch

wobei TIn die Orthogonalprojektion auf R(An)..l ist. Nach Definition von 7/J gilt 7/J(0) = 1.
Aus der Potenzreihendarstellung von 7/J folgt daher unmittelbar

Somit gilt für alle U E V(F)

TIn6.F~ = TIn (7/J( -hKn)6.F~ + An(un - u)).

Dies liefert für alle U E V(F) und h > 0

Die Existenz der (2.20) erfüllenden Schrittweite hn folgt nun mittels (2.22) aus

D

Dieses Lemmas stellt, vorausgesetzt (2.22) ist erfüllt, sicher, dass die Iterierten U n auch
wohldefiniert sind. Der Nachweis der Eigenschaft (2.22) wird wie schon erwähnt später in
den Beweisen zur Konvergenz bei exakten (Satz 2.15) und gestörten Daten (Satz 2.16)
erbracht. Zunächst zeigen wir aber im folgenden Lemma, dass Un+l eine bessere Approxi
mation an x t als U n liefert.

Lemma 2.14. Sei (2.22) erfüllt und 0 < M < 1 < 1/) so dass wir hn nach (2.20) wählen
können. Dann gelten für 6.un #- 0 die Ungleichungen

(2.23)

(2.24)



42 KAPITEL 2. NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

Beweis. Für den Fehler en+l = Un+l - x t der (n + l)-ten Iterierten Un+l gilt

Ilen+IiI~ = IIßun+ en II~

= IIßunll~ + 2 (ßun ,enh + Ilenll~

= h~ (<pnA~ßF~, <pnA~ßF~)x

+ 2hn (<PnA~ßF~ ,en)x + lien II~

= h~ (ßF~, Kn~~ßF~) y

/~ <I <I)- 2hn \ <pnßFn ,'IjJ(-hnKn)ßFn y

/~ <I <I) 2+ 2hn \ <pnßFn ,'IjJ(-hnKn)ßFn + Anen y + lien Ilx

= -h~ (ßF~, Kn~~ßF~) y

/~ <I ~ <I <I)+ 2hn \ <pnßFn , hnKn<pnßFn - 'IjJ(-hnKn)ßFn y

/~ <I <I) 2+ 2hn \ <pnßFn ,'IjJ(-hnKn)ßFn + Anen y + lien Ilx .

Die Wahl 'IjJ(z) = <p(z)(l - z) in (2.19) führt auf die Identität

z<p( -z) - 'IjJ( -z) = -<p(-z).

Damit formen wir den obigen Ausdruck nun weiter um zu

Ilen+lll~ - Ilenll~ = -h~ (ßF~, Kn~~ßF~) y - 2hn (~nßF~, ~nßF~) y

/~ <I <I)+ 2hn \ <pnßFn ,'IjJ(-hnKn)ßFn + Anen y

= -IIßunll~ - 2hn II~nßF~II~
/~ <I <I)+ 2hn \ <pnßFn ,'IjJ(-hnKn)ßFn + Anen y

< -2hn II~nßF~II~ + 2hn (~nßF~, 'IjJ(-hnKn)ßF~ + Anen) y

::; 2hn II~nßF~lly (11'IjJ(-hnKn)ßF~ + Anenll y -11~nßF~lly)

::; 2hnM1: 1/ II~nßF~lly IIßF~lly.

Damit haben wir (2.23) nachgewiesen.

Zum Beweis der zweiten Ungleichung (2.24) verwenden wir
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woraus WIr
h > _ <p-I(p,)

n - IIAn l1 2

schließen. Einsetzen in (2.23) liefert nun das gewünschte Resultat.
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D

Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass <p-I(p,) für p, E (0,1) negativ ist und daher die
rechte Seite von (2.24) positiv.

Nach all diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage die Konvergenz des exponentiellen
Euler-Verfahrens bei exakten Daten nachzuweisen. Dieser Beweis orientiert sich an [31,
Theorem 4.2].

Satz 2.15. Sei 0.3 + Tl < P, < 1 und seien Annahme 1 und 4 erfüllt. Falls y8 = Y = F(xt )

gilt, konvergiert U n für n -----* 00 gegen eine Lösung von (2.1). Gilt zusätzlich

(2.25)

so konvergiert U n für n -----* 00 gegen xt .

Beweis. Wir definieren 1/ = 0':+17 > 1. Dann gilt

11 'If0 (-hnKn)ßFn + AnenIly
= 11 (~n - e-hnKn )ßFn + ßFn + Anen Il

y

::; 11(~n - e-hnKn)IIIIßFnlly + IIßFn + Anenll y

::; sup l<p(z) - eZ IIIßFn Il y+ Tl IIßFn Il y
ZE[-OO,O]

::;(0.3 + Tl) IIßFnlly
p,

::;-IIßFnlly·
1/

Damit ist die Ungleichung (2.22) für n = 0 erfüllt und wir erhalten mit Hilfe von Lemma
2.14

Induktion liefert nun, dass die Norm der Fehler streng monoton fällt.

Es bleibt zu zeigen, dass U n gegen eine Lösung von (2.1) konvergiert. Dazu zeigen wir
zunächst, dass die Fehler en eine Cauchy-Folge bilden. Seien dazu m, n E N und m > n.
Der Index l E {n, ... ,m} sei so gewählt, dass das Residuum minimiert wird, d.h.



44

Wir betrachten nun

(2.26)

KAPITEL 2. NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

Mit Hilfe von Lemma 2.14 erhalten wir die folgende Abschätzung für das Skalarprodukt
aus (2.26):

Z-1

I(eZ - en ,eZ)x I = L (hiA;'iPJ:::,.Fi ,ez) x
2=n

Für den letzten Faktor dieser Ungleichung erhalten wir weiter

IIAezily = IIAei - A(ei - eZ) Il y
::; IIßFi + Aeilly + IIFi - Fz - A(ei - ez)ll y+ IIßFzlly
::;(31] + 1) IIßFilly·

Daraus folgt mit Hilfe von (2.23)

und damit schließlich

2 ( (31] + 1)v ) (2 2 )Ilez - enll x ::; (v _ 1)J-L + 1 Ilenll x - Ilezll x .

Analog zeigt man nun auch

2 ( (31] + 1)v ) (2 2 )Iiern - ezll x ::; (v _ 1)J-L + 1 Ilezll x - Iiernli x .
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Zusammen ergibt dies

Ilum - unll~ Ilem - enll~ ::; 211em - ezll~ + 211 ez - emll~

(
(31] + 1) l/ ) (2 2)< 2 (l/ _ 1) J-L + 1 11 en 11 x-li em11 x .

Da, wie wir oben gezeigt haben, die Norm des Fehlers monoton fällt, konvergiert die rechte
für m, n -----* CXJ gegen O. Damit bilden die Iterierten U n eine Cauchy-Folge. Da IIAnl1 be
schränkt ist (wir haben ja IIAnl1 ::; 1 angenommen), folgt nun aus (2.24), dass die Reihe
l.:~=o IIY - F(un )11

2
konvergiert und damit F(un ) -----* y für n -----* CXJ gelten muss. Damit ist

U oo = limn--->oo U n eine Lösung von (2.1).

Aus (2.25) folgt unmittelbar N(A+) C N(Ak ) für alle k E No. Dann gilt aber auch

Uk - Xo E N(A+)..l, k E N,

und damit
X t - U oo = xt - Xo + Xo - U oo E N(A+)..l.

Zusammen mit Lemma 2.10 folgt U oo = xt . D

Wir können nun im folgenden Satz die Konvergenz bei gestörten Daten nachweisen.

Satz 2.16. Zusätzlich zu den Voraussetzungen in Satz 2.15 seien (2.2) erfüllt und

1 + 1] + T(0.3 + 1])
J-L> .

T

Dann konvergiert das exponentielle Euler- Verfahren, gestoppt nach dem Diskrepanzprin
zip (2.18), nach n* = n*(6) < CXJ Iterationen und die zugehörigen Approximationen Uno

konvergieren für 6 -----* 0 gegen eine Lösung von (2.1). Gilt zusätzlich

(2.27)

so konvergiert U n für n -----* CXJ gegen xt .

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Norm des Fehlers streng monoton fällt, solange das
Diskrepanzprinzip (2.18) noch nicht erfüllt ist, d.h. wir verifizieren

(2.28)

In diesem Fall gilt

11'IjJ(-hnKn)ßF~ + Anenll

::; 11(~n - e-hnKn)IIIIßF~lly + IIßF~ + Anenll y

::; sup l<p(z) - eZIIIßF~lly + 6 + 1] IIßFnll y
ZE[-OO,O]

::;(0.3 + 1]) IIßF~lly + 6(1 + 1]).
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Wegen 6 < IIßF~II /T folgt weiter:

11'IjJ(-hnKn)ßF~ + Anen Il y ::; 1 + TJ + T(0.3 + TJ) IIßF~ Il y .
T

Somit gilt (2.22) für n = 0 und 1/ = p,T/(l +TJ+T(0.3+TJ)), was nach Voraussetzung größer
als 1 ist. Wir können daher Lemma 2.14 anwenden und wie im Beweis von 2.15 folgt die
Monotonie (2.28) per Induktion.

Wir fahren nun fort wie im Beweis von Hanke [30, Theorem 2.3], der der Vollständigkeit
halber wiederholt wird. Analog zum Beweis von Satz 2.15 summieren wir (2.24), dieses mal
aber nur für n = 0, ... ,n* - 1, auf und erhalten mit Hilfe des Diskrepanzprinzips (2.18)
und von Annahme 4

n.-l

n*T
2
6

2
::; L IIßF~II~

n=O

1/ (2 2)
::; 2<p-l (p,)(1/ _ 1)p,2 Ilen.llx - Ileoli x

1/ 2

::; 2<p-l(p,)(1- 1/)p,2 Ileoli x
<00

und damit die Endlichkeit des Stoppindex n*.

Wir betrachten des Weiteren das Verhalten von Uno für 6 -----* O. Dazu unterscheiden wir zwei
Fälle. Sei zunächst n* = n*(6m ) für eine Nullfolge {6m}mEN und zugehörigen verrauschten
Daten y8rn beschränkt. Ferner sei n ein (endlicher) Häufungspunkt von {n*(6m ) : m E N}.
Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass n*(6m ) = n für alle m E N
(ansonsten betrachten wir eine Teilfolge von {6m}mEN). Dann gelten mit den Iterierten X n

des exponentiellen Euler-Verfahrens bei exakten Daten

U n = x~rn -----* Xn und F(x~rn) -----* F(xn) für m -----* 00,

da die Iterierten x~ stetig von den Daten y8 abhängen. Wegen

II y8
rn

- F(X~:(8rn)) Ily ::; T6m

folgt außerdem F(xn) = y und mit Satz 2.15 schließlich

wobei x* wieder eine Lösung von (2.1) in Br(xo) ist. Es gelte nun n*(6) -----* 00 für 6 -----* o.
Wegen (2.28) exisitert zu E > 0 ein m(E) so, dass Ilxt - xmll ::; E/2 für m > m(E) gilt.
Ferner sei 6(E) so klein, dass n*(6) > m(E) für 6 < 6(E) gilt. Dann folgt aus (2.28)

Ilen.(8)llx< Ilemll x ::; Ilx* - xmllx + Ilxm- umll x ::; E/2 + Ilxm- umll x
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für m = m(E) und alle 6 < 6(E). Wie eben folgt aus emem Stetigkeitsargument, dass
Ilxm- umll x < E/2 und damit

11 en • (8) 11 x < E

für genügend kleines 6 gilt. Damit konvergiert auch im zweiten Fall U n .(8) gegen x* für
6 -----* O.

Die Konvergenz gegen x t folgt nun, da unter der Voraussetzung (2.27) die Folge {Xn}nEN

gegen x t konvergiert. D

Bemerkung. Die Schrittweitenbedingung (2.20) bei der Umsetzung auf dem Rechner exakt
zu erfüllen ist in der Regel nicht möglich. Dies ist jedoch nicht problematisch, da man die
Parameter Mund 1/ in (2.20) durch variable Parameter Mn und l/n ersetzen kann. Um dann
trotzdem noch die Gültigkeit von Satz 2.16 und Satz 2.15 zu gewährleisten, muss man
sicherstellen, dass 0 < Mmin :::; Mn :::; Mmax < 1 für alle n E No (bzw. :::; n*) gilt. Durch eine
flexible Steuerung der Mn lässt sich außerdem die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahren
deutlich erhöhen (siehe Abschnitt 2.7). 0
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2.5 Optimale Konvergenzraten

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Konvergenz des exponentiellen Euler-Verfahrens
zur Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme nachgewiesen. Ziel dieses Ab
schnitts ist es nun, diese Aussage zu verschärfen, indem wir auch die Konvergenzgeschwin
digkeit angeben. Es wird sich herausstellen, dass das Verfahren unter geeigneten Voraus
setzungen mit optimaler Ordnung konvergiert. Hierfür benötigen wir allerdings zusätzlich
zu Annahme 1, wie im kontinuierlichen Fall [80], auch die Annahmen 2 und 3.

Eine direkte Folgerung aus Annahme 3 erlaubt uns eine Kontrolle des bei der Linearisierung
von F entstehenden Fehlers.

Lemma 2.17. Unter Annahme 3 gilt für x E Br(xo)

11 F(x) - F(x t ) - F' (xt ) (x - xt ) Ily::; ~C+ Ilx - xt
11 x IIF'(xt ) (x - xt ) Ily.

Beweis. Die Aussage folgt wie im Beweis von Lemma 2.11 mit x = x t .

Als weitere Vorbereitung zeigen wir noch eine Konsequenz aus dem Diskrepanzprinzip.

D

Lemma 2.18. Es gelten (2.2), IIF(xo) - y8
11 y > Tb mit T > ~~~ und die Annahme 1. Wird

das exponentielle Euler- Verfahren nach dem Diskrepanzprinzip (2.18) gestoppt, so gilt für
n < n*

Beweis. Aus (2.11) und (2.2) ergibt sich

Mit Hilfe des Diskrepanzprinzips (2.18) und n < n* folgt b < ~ IIßF~lly und damit die
gewünschte Abschätzung. D

Nun können wir mit der eigentlichen Untersuchung der Konvergenzraten beginnen. Dazu
betrachten wir zunächst die Fehlerrekursion.

Lemma 2.19. Unter Annahme 3 erfüllt der Fehler en des exponentiellen Euler- Verfahrens
die Rekursion

(2.29)
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wobei rn = r~l) - r~2) in

r~l) = ~n,+(F(xt) - F(un) + A+en) - (I - R~)~n)ßF~

(2) _ (::F: ::F: ) AF8rn - '±'n,+ - '±'n L.l n

zerlegbar ist.

Beweis. Den Fehler im (n + l)-ten Schritt können wir mittels (2.17) umformen zu

en+l = en + hn<pnA~ßF~

= en + hn<Pn,+ßF~ - hn [<Pn,+A~ - <PnA~] ßF~

= en + hn<pn,+A~(F(xt) - F(un)) - hn [<pn,+A~ - <pnA~] ßF~

+ hn<Pn,+A~(y8 - y).

Mit Hilfe der Darstellung

erhalten wir somit

_ *- ten+l - exp( -hnJ+)en + hnA+<Pn,+(F(x ) - F(un) + A+en)

-hn [<Pn,+A~ - <PnA~] ßF~ + hnA~~n,+(y8 - y).

Aus Annahme 3 leiten wir nun die Gleichung

<pn,+A~ - <pnA~ = A~ <Pn,+ - A~<Pn

= A~(<pn,+ - R~<pn)

= A~ (~n,+ - ~n + (I - R~)~n)

ab und erhalten schließlich die gewünschte Darstellung

* - 8en+l = exp(-hnJ+)en + hnA+(rn + <Pn,+(y - y)).
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Für die weitere Analyse der Konvergenzraten setzen wir noch eine Beschränkung der j-ten
Zeitschrittweite hj durch die Gesamtzeitschrittweite t j nach dem j-ten Schritt wie folgt
voraus. Dazu existiere ein E > 0 so, dass gilt

(2.30)

Die maximale Schrittweite notieren wir mit

h~2x = max hj ::; ch(l + tn)'-c.
OS;J<n

Unter dieser weiteren Voraussetzung sind wir nun in der Lage, die Restterme r~i), i = 1,2,
aus Lemma 2.19 abzuschätzen.



50 KAPITEL 2. NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

Lemma 2.20. Es gelten (2.2) und die Annahmen 1 und 3 seien erfüllt. Unter Voraussetzung
der Zeitschrittweitenbeschränkung (2.30) existieren Konstanten Cl = Cl (C+ T, TJ)) C2 =
C2 (C+,T,TJ,r,ch) und C3 = C3 (C+,T,TJ,r) so) dass

Ilr~1)lly < Clilenli x IIA+enll y ,

Ilr~2) Il y < C2 (1 + tn)'-E Ilenll x IIA+enll y

und

für n < n* gelten.

Beweis. Den ersten Summanden von r~l) können wir wegen II<Dn,+ II :::; 1 mit Hil
fe von Lemma 2.17 abschätzen durch °2+ Ilenll x IIA+enll y . Als obere Schranke für die
Norm des zweiten Summanden erhalten wir mit Hilfe von Annahme 3 und Lemma 2.18
C+ (T-l~l-T/) lien Ilx IIA+en Il y· Die erste Ungleichung gilt also mit der Konstanten

(
1 T )Cl = C+ - + .
2 (T-1)(1-TJ)

Zur Beschränkung von Ilr~2) Il
y

liefert uns der Mittelwertsatz zunächst

Die darin auftretende Differenz von K n und K+ können wir wegen

umformen zu

(2.31)

K n - K+ = (Rn - I)K+R~ + K+R~ - K+

= (Rn - I)K+R~ + K+(R~ - I).

Die zweite gewünschte Schranke folgt nun wegen

max <p'(-z) = 1/2
z2':O
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und mit Lemma 2.18 sowie Annahme 3 und (2.30) aus

Ilr~2) Ily~ 11 (~n,+ - ~n)L1F~lly

~ hn 111
1

<p' (-hnK+ + shn(K+ - Kn)) (Kn - K+) dsll· IIL1F~lly

~ ch(1 + tn)'-E 111
1

<p' (-hnK+ + shn(K+ - K n)) dsll· IIKn - K+ II
T

(T - 1)(1 - Tl) IIA+enll y

~ ch(1 + tn)'-E~C+ Ilenll x (1 + IIRnll) (T _ 1~1 _ Tl) IIA+enll y

~ C+Ch ( ~( ) (2 + rC+)(1 + tn)'-E Ilenll x IIA+enll y .
2T-l I-Tl

Damit ist
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T

C2 = C+Ch 2(T _ 1)(1 _ Tl) (2 + rC+),

wobei r Radius der Kugel Br(xo) aus den Annahmen 1 und 3 ist. Zum Beweis der letzten
Ungleichung nutzen wir

K+(~n,+ - ~n) = K+~n,+ - Kn~n + (Kn - K+)~n
1 1 ~

= h
n
(I - exp( -hnK+)) - h

n
(I - exp( -hnKn)) + (Kn - K+)<pn

1 ~

= h
n

(exp( -hnKn) - exp( -hnK+)) + (Kn - K+)<pn.

Für den ersten Summanden nutzen wir wie zuvor die Darstellung mittels des Mittelwert
satzes

exp(-hnKn) - exp(-hnK+) = hn11

exp ( - hnK+ + shn(K+ - Kn))(Kn - K+) dt

und verwenden zur Abschätzung des zweiten Summanden wiederum die Gleichung (2.31).
Die gewünschte Ungleichung folgt dann mit

2T
C3 =C+( )( )(2+rC+).T-l I-Tl

D

Dieses Lemma ermöglicht es nun einen großen Schritt in Richtung Ordnungsoptimalität zu
gehen. Inspiriert von [32, Theorem 3.1] und [81, Theorem 5 & Proposition 7] werden wir
eine Monotonie des Fehlers nachweisen. Im Vergleich zum kontinuierlichen Verfahren, der
asymptotischen Regularisierung [80], fordern wir dabei zusätzlich die Einschränkung an die
Zeitschrittweiten hj (2.30).
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Satz 2.21. Es seien die Annahmen 1 bis 4 erfüllt und es gelten die Ungleichungen (2.2))
(2.14) sowie IIF(xo) - y8

11 y > T6. Ferner sei die Folge der Zeitschrittweiten (hj)r;::o mono
ton wachsend und erfülle die Ungleichung (2.30) mit E > O. Dann existiert für genügend
kleines () > 0 eine Konstante C* = C*(T,TJ,C+,ch,r",E) so) dass die Ungleichungen

(2.32)

(2.33)

für n < n* gelten.

Ilenll x ::; C* (1 +(}tn)"f'

IIA+en Il y ::; C* (1 + t~)I+l/2

Beweis. Durch Auflösen der Fehlerrekursion (2.29) erhalten wir die für beliebiges n E No
gültigen diskreten Versionen der Variation-der-Konstanten-Formel

und

Sei nun n < n*. Mit Annahme 2 und

(2.36)
1

Ilexp(-tJ+)J~ 11 ::; (1 + t)a für a E [0,1] und t ~ 0

können wir die Norm des ersten Summanden von (2.34) abschätzen. Zur Abschätzung des
zweiten Summanden aus (2.34) verwenden wir einerseits

(2.37)

n-l

11 L hj exp( -(tn - tj+l)J+)A~ ~j,+(y8 - y) 11

j=O Y

n-l

::; L hj exp( -(tn - tj+dJ+)J~2<pj,+ II y8 - Ylly
j=O

l
tn

::; ( sup e-(tn -s).>-2 Ads + h~2x)6
'>-E[O,l] 0

::; (~ sup <p( -z)JZ + h~2x)6
ZE[O,oo]

< ( rt: + h(n) ) 6- V2 max
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und andererseits (2.36) mit a = ~ sowie die ersten beiden Abschätzungen aus Lemma 2.20.
Wir erhalten dann

Auch in (2.35) schätzen wir den ersten Summanden wieder mit Hilfe von Annahme 2 und
(2.36) ab. Ferner nutzen wir die Teleskopsumme

(2.38)
n-1
Lhjexp(-(tn - tj+dK+)K+<Dj,+ = 1- exp(-tnK+)
j=O

für den zu y8 - Y gehörenden Term. Des Weiteren verfahren wir wie zuvor mit dem Unter
schied, dass wir den letzten Term j = n - 1 getrennt behandeln. Dann erhalten wir

IIA+en Il y ::; (1 + t~)1+1/2 + 6

n-1 1

+ Cl L hj 1 + t _ t. Ilejllx IIA+ejlly
j=O n J+1

n-2 (l+t
j
)'-E

+ C2 L hj 1 + t _ t Ilejllx IIA+ejlly
j=O n J+1

+ C3 hn- 1 Ilen -IiIx IIA+en-IiI y .

Der Rest des Beweises läuft nun via Induktion über n.

Nach Annahme 2 gilt der Induktionsanfang n = 0 für beliebiges C* ~ 1. Wir nehmen nun
an, dass die gewünschten Ungleichungen für alle Indizes kleiner gleich n-1 gelten. In diesem
Fall gelten dann
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wie auch
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IIA+enll y ::; (1 + t~)!+1/2 + 6

(2.39) + C; ri (Cl Sn (1,2, + ~) + C2S~ (1" + ~ + E) )
2 2 1

+ C3 C* Q Ch (1 + tn_1)!+1/2+E'

wobei

(2.40)

(2.41)

n-1

Sn(a, ß) = L (1 + t _ t h
j

)a(l + t)ß'
j=O n J+1 J

n-2
S' (a ß) = """' hj

n' ~(l+t -t· )a(l+t·)ß·
j=O n J+1 J

Die Abschätzungen für die Summen Sn und S~ aus dem an späterer Stelle vorgestellten
Lemma 2.24 führen auf

(2.42)

(2.43)

mit

Ilcnll x :<: (1 +Qtn)O ( 1 + C;QC4) + ( fi + h~L) 6,

IIA+enll y ::; (1 + t~)!+1/2 (1 + C;QC5 ) + 6

C4 = C1C9 + C2C7 ,

C5 = Cl Cg + C2C8 + C3Ch(1 + ChP+ 1/2+E.

Zur Abschätzung des letzten Summanden in (2.39) verwendeten wir, dass mit (2.30) aus
der Ungleichung

unmittelbar

(2.44)

folgt.

Das Diskrepanzprinzip (2.18) zusammen mit Lemma 2.18 liefert dann

1
6 ::; (T _ 1)(1 _ TJ) IIA+enlly

::; (T -1)\1 -TJ) ((1 + t~)!+1/2 (1 + C;QC5) + 6) .
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Damit haben wir mit (2.14) für alle n < n*

(2.45) 6 ::; C6 (1 + t~)!+1/2

mit der Konstanten

55

C6 = (T _ 1)(11_ Tl) _ 1 (1 + C;QCs).

Wir setzen nun diese Schranke für 6 in (2.42) ein und erhalten mit (2.30)

Ilenll x <:: (I+Qt
n

), (1+ C;QC4 ) + ( fi + h~L) C6 (1+ t~)'+1/2
rt: + h(n)

< Q (1 + C 2 C + C V2 max)
- (1 + tn)! *Q 4 6 vI + t n

< ( Q) (I+C;QC4 +C6 (2- 1
/

2 +Ch)).- 1 + tn !

Die Ungleichung (2.32) gilt also, falls

(2.46) 1 + C; QC4 + C6 (2- 1
/

2 + Ch) ::; C*

erfüllt ist. Zum Beweis der zweiten Schranke setzen wir (2.45) in (2.43) ein und erhalten

11
A 11 < Q (1 + C2 C) + C Q

+en y - (1 + t n )!+1/2 *Q s 6 (1 + t n )!+1/2

::; (1 + t~)!+1/2 ( 1 + C;QCs + C6).

Somit gilt (2.33), falls

(2.47) 1 + C; QCs + C6 ::; C*

erfüllt ist. Die beiden Bedingungen (2.46) und (2.47) sind für genügend kleines Q erfüllt,
womit der Satz bewiesen ist. D

Lemma 2.22. Seien Sn, S~ gegeben durch (2.40) bzw. (2.41), 0 < a ::; 1 und ß > O. Dann
gilt

wobei I t (a, ß) durch

(2.48)

definiert ist. Ist zusätzlich die Schrittweitenfolge monoton wachsend, so gilt

S~(a, ß) ::; (1 + Ch)ß Itn (a, ß).
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Beweis. Mit Hilfe von (2.44) können wir in beiden Summen wie folgt abschätzen

n-1

L h" ~
S CI: < 1 c ß J =. S CI:n( ,ß)-( + h) (l+t -t )a(l+t )ß . n( ,ß),

j=O n J+1 J+1

n-2

S~(CI:, ß) ::; (1 + Ch)ß """' ( h)a( )ß =: S~(CI:, ß)·
~ 1 + t - t "+1 1 + t "+1j=O n J J

Die so modifizierten Summen Sn und S~ entsprechen Riemann-Summen wobei das Integral
jeweils am rechten Randpunkt der Teilintervalle ausgewertet wird. Da der Integrand konvex

I
I
I
r--
I L_
I I
I I
I I
I I
I I

S

to t 1 t 2 t3 t4 t s t6

Abbildung 2.1: Skizze der Funktion f(s)
Riemann-Summe.

ist (siehe Abbildung 2.1), ist Sn auf dem ersten Teil des Integrationsintervalls eine Riemann
Untersumme und auf dem restlichen Teil eine Riemann-Obersumme. Um diese durch das
Integral abschätzen zu können verschieben wir die zur Obersumme gehörenden Kästchen
(siehe Abbildung 2.1) um hr;;:L nach rechts. Da das letzte Kästchen dann über das Intervall
[0, tn] hinausragt erhalten wir den Zusatzterm

Die restlichen Kästchen liegen nun unter dem Integranden und wir können die Summe durch
das Integral abschätzen.
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Die Abschätzung für S~ folgt mit der gleichen Idee. Der Zusatzterm entfällt dabei. Da die

Summe nur bis n-2läuft und die Schrittweiten monoton wachsend sind, also hr;;:L = hn - 1 ist
liegen alle verschobenen Kästchen nicht nur unter dem Integranden sondern auch innerhalb
des Intervalls [0, tn]. D

Das folgende Lemma liefert uns Abschätzungen für die in Lemma 2.22 auftretenden Inte
grale.

Lemma 2.23. Es existieren Konstanten ca,ß so) dass

C (1 + t)l-a-ßa,ß , o::; 0:, ß < 1,

1+log(2+t)
ca,ß (1 + t)ß ' 0: = 1, 0::; ß < 1,

o::; 0: ::; 1, ß> 1.

Beweis. Für 0 ::; 0:, ß < 1 ergibt sich das gewünschte Resultat aus

Ist 0: = 0 und ß > 1, so folgt die Behauptung mit

Für 0 < 0: < 1 und ß > 1 haben wir

l
t
/

2 ltIt(o:, ß) = (1 + t - s)-l(l + s)-ß ds + (1 + t - s)-l(l + s)-ß ds
o ~2

(
2 ) a l t

/
2

( 2 ) ßl t

::; -- (l+s)-ßds+ -- (l+t-s)-ads
2 + t 0 2 + t t/2

::; ca,ß [(1 + t)-a + (1 + t)-a-ß+1 + (1 + t)-ß]

::; ca,ß(1 + t)-a.

Ist 0: = 1 und ß > 1 so folgt wie eben

I t (1, ß) ::; C1,ß [(1 + t)-ß + (1 + t)-l + 10g(2 + t)(l + t)-ß]

::; c1,ß(1 + t)-l.



58 KAPITEL 2. NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE PROBLEME

1 1
a = 2' 1, 2 -"

Auch im Fall a = 1 und ß < 1 erhalten wir wie zuvor schon

I t (1, ß) ::; Cl,ß [(1 + t)-ß + (1 + t)-l + log(2 + t)(l + t)-ß]

::; cl,ß(l + log(2 + t))(l + t)-b.

Das Integral für a = ß = 1 können wir mit der Partialbruchzerlegung

1 1 1
-------= +-----
(l+t-s)(l+s) (2+t)(1+t-s) (2+t)(1+s)

exakt berechnen und erhalten schließlich die letzte noch fehlende Schranke aus

I t (1, 1) = 21og(1 + t)(2 + t)-l.

D

Nun zeigen wir das im Beweis von Satz 2.21 benötigte Abklingverhalten der Summen Sn
und S~.

Lemma 2.24. Sei 0 < , ::; 1/2 und Sn) S~ seien gegeben durch (2.40) bzw. (2.41). Ferner
gelte die Schrittweitenbschränkung (2.30).

1. Für 0 ::; a ::; 1/2 existiert eine Konstante C7 = C7(a", c, Ch) so) dass

Sn ( a" + ~ + c) ::; C7 (1 + tn~a+'-1/2.

2. Die Schrittweiten h j seien zusätzlich monoton wachsend. Dann existiert eine Kon
stante Cs = Cs (" c, Ch) so) dass

3. Für a = ~, 1, ~ -, existiert eine Konstante C9 = C9 (a", Ch) so) dass

Beweis. Die zweite Abschätzung folgt unmittelbar aus den Lemmas 2.22 und 2.23. Im
ersten Fall verwenden wir zusätzlich zu den eben verwendeten Lemmas, dass durch (2.30)

die maximale Schrittweite durch hr;;:L ::; ch(l + tn)' beschränkt ist. Die letzte Abschätzung
folgt wie die Erste. Allerdings benutzen wir anstatt Lemma 2.23 die Ungleichungen

( 1) _ 1I a 2 - < C
t ,,+ 2 - a"(l +t)a+,-1/2'

welche [80, Proposition 6] entnommen sind. D
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Nach all diesen Vorbereitungen können wir nun den zentralen Satz dieses Kapitels, die
Ordungsoptimalität des exponentiellen Euler-Verfahrens beweisen.

Satz 2.25. Seien die Annahmen 1 bis 4 und die Ungleichungen (2.2) und (2.14) erfüllt.
Ferner seien die Schrittweiten monoton wachsend und erfüllen (2.30) für alle j :::; n*.
Der Stoppindex n* sei dabei durch das Diskrepanzprinzip (2.18) gewählt. Dann existiert für
genügend kleines () eine Konstante C = C(T,TJ,C+,ch,r",E) > 0 so) dass

Ilen.llx :::; C (}1/(2,+1) 62,/(2,+1)

gilt.

Beweis. Den Fehler en• können wir mittels (2.34) für n = n* in der Form

n.-l

en• = J~v* + L hj exp( -(tn. - tj+dJ+)A~~j,+(y8 - y)
j=O

schreiben, wobei

n.-l

v* = exp( -tn. J+)w + L hj exp( -(tn. - tj+dJ+)Jt ' A~rj
j=O

ist. Wir bemerken dazu, dass wegen, :::; ~ der Operator

beschränkt ist.

Als nächstes beschränken wir v* mit Hilfe von (2.36) und der Lemmas 2.20 und 2.24 durch

n.-l

Ilv*llx = Ilexp(-tn.J+)wll x + L hjexp(-(tn• - tj+l)J+)Jt'A~rj
j=O x

:::; () + C; (}2 (C1Sn • (~ -,,2, + ~) + C2Sn • (~ -", + ~ + E) )
:::; ClQ(}

mit

Wegen

n.-l

""' - 8A+en• - ~ hj exp( -(tn. - tj+dK+)K~<Pj,+(Y - y)
j=O

A+en• + (exp( -tn.K+) - I)(y8 - y)
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folgt außerdem

mit
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11 J;:+1/2V*Ilx = IIA+J~v*"y

::; IIA+en.lly+ 6

::; (1 + TJ) 11 F (U n .) - F (xt) 11 y + 6

::; (1 + TJ) (1IßF~.lly + 6) +6
::; ((1 + TJ)(l + T) + 1)6
= C11 6

C11 = (1 +TJ)(l +T) + 1

aus (2.11) und dem Diskrepanzprinzip (2.18).

Mit Hilfe der Interpolationsungleichung (1.8) erhalten wir wie bei der Abschätzung des
besten schlimmsten Fehlers für lineare Regularisierungsverfahren (siehe Beweis von Lemma
1.6)

11 J~v* Il x ::; 11 JJ+ 1/2V* 11://(2/+1) Ilv* 11l!(2/+1) ::; (C11 6)2//(2/+1) (ClQQ)1/(2/+1).

Zusammen mit der für alle n E N gültigen Ungleichung (2.37) erhalten wir unter Verwen
dung von (2.30)

n.-1

(2.49)

Die Abschätzung (2.45) für n = n* - 1 kombiniert mit (2.44) liefert ferner

Setzen wir dies nun in (2.49) ein, so erhalten wir das gewünschte Resultat mit der Kon
stanten

D

Bemerkung. Die Bedingung der Monotonie der Schrittweiten in Satz 2.25 ist nicht zwin
gend notwendig. Man muss lediglich sicherstellen, dass die Ungleichungen aus Lemma 2.23
erfüllt sind. 0
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Zum Abschluss dieses Abschnitts über die Konvergenzraten wollen wir die hier vorgestell
ten Ergebnisse noch in die vorhandene Literatur einordnen. Da wir das von uns unter
suchte nichtlineare exponentielle Euler-Verfahren auch als Newton-Verfahren mit dem li
nearen exponentiellen-Euler Verfahren als innerer Regularisierung interpretieren können
(siehe Abschnitt 2.3), ist natürlich auch die Theorie von Rieder [71, 72] anwendbar. Dort
wird allerdings unter der Verschärfung (2.12) von Annahme 3 nur eine Konvergenzrate
0(6(2,-0<)/(1+2,)) für I E (a,~] mit einem a > 0 bewiesen, also nicht die hier gezeigte
Ordnungsoptimalität.

Jin und Tautenhahn zeigen in [48, Example 3], dass der Ansatz 2.6, versehen mit dem Filter
des linearen exponentiellen Euler-Verfahrens, unter geeigneten Voraussetzungen auch ein
ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren für beliebiges I > 0 liefert. Allerdings sind
die dort verwendeten Voraussetzungen etwas restriktiver als die in dieser Arbeit benutzten.
So ist wie bei Rieder [71, 72] die Voraussetzung (2.12) nötig und ferner muss die Abschätzung

11 (p'(x) - P'(x))zlly ::; Cl Ilx - xlix IIP'(x)zlly + c21IP'(x)(x - x)ll y Ilzllx

für alle x, x E Er (x t) und z E X erfüllt sein. Ferner wird eine Monotonie und maximallinea
re Wachstumsrate der Schrittweiten vorausgesetzt. Jin und Tautenhahn wiesen zusätzlich
noch Konvergenzraten unter logarithmischen Quellbedingungen

mit I > 0 und w E X oder unter einer Lipschitz-Bedingung an P' nach. Wie die Autoren
in [48, Remark 2] bemerken sind die in [48] verwendeten Beweistechniken nicht auf den in
dieser Arbeit betrachteten Ansatz übertragbar.
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2.6 Implementierung

Bevor wir das in den vorangegangenen Abschnitten untersuchte Verfahren am Rechner
testen können, müssen wir uns noch ein paar Gedanken über die Implementierung machen.
Natürlich muss jeder Umsetzung auf dem Rechner eine Diskretisierung des Problems (2.3)
vorausgehen. Auf diese gehen wir, da sie nicht immer gleich sein wird, in den einzelnen
Beispielen gesondert ein. Wir schreiben die diskreten Variablen wieder fettgedruckt.

Wie zuvor schon bemerkt können wir unsere Methode auch als ein Newton-artiges Ver
fahren interpretieren, bei dem als innere Regularisierung das exponentielle Euler-Verfahren
für lineare Probleme angewandt wird. Dies machen wir uns bei der Implementierung zu
nutze, indem wir das lineare Verfahren (siehe Abschnitt 1.5) übernehmen und dort nur das
Diskrepanzprinzip auf das in (2.20) definierte innere Diskrepanzprinzip anpassen. Insbeson
dere verwenden wir auch wieder Krylov-Verfahren zur Berechnung der Matrixfunktionen.
Im Unterschied zur Implementierung im linearen Fall hat es sich bei nichtlinearen Proble
men als sinnvoll erwiesen, wie in [39] vorgeschlagen, die Näherungslösung nicht in jedem
Krylov-Raum, sondern nur, wenn

mE {I, 2, 3, 4, 6, 8,11,15,20,27,36,46,57,70,85, 100} =: I

ist zu berechnen.

Im Gegensatz zum Verfahren (2.17) müssen wir im inneren Diskrepanzprinzip (2.20) bzw.
der Vereinfachung (2.21) eine Funktion der Matrix K n mit ,6.F~ multiplizieren und nicht
eine Funktion mit der Matrix J n . Um trotzdem nur einen Krylov-Raum aufbauen zu müssen,
schreiben wie das Verfahren (2.17) um zu

Dadurch müssen wir nur <p(-hnKn),6.F~ approximieren. Da wir es ferner im diskretisierten
Fall mit einer skalierten euklidischen Norm zu tun haben, können wir uns die Multiplikation
mit der Matrix V m (siehe Anhang B) zur Überprüfung des inneren Abbruchkriteriums
sparen. Das Verfahren haben wir in den Algorithmen 5 und 4 schematisch dargestellt.

Von uns durchgeführte numerische Experimente zeigten, dass es günstiger ist, den Parame
ter Maus dem inneren Diskrepanzprinzip (2.20) nicht konstant zu wählen, sondern flexibel
zu steuern. Dazu verwenden wir eine Variante der von Rieder [73, Kapitel 7.5.3.4] vorge
schlagenen dynamischen Steuerung der Mn. Ausgehend von einem Startwert Mstart E (0,1)
wählen wir Mmax E (Mstart, 1) und berechnen dann in jedem Schritt

~ { Tb ~}
Mn = Mmax

max II,6.F~11 ,Mn,
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wobei

~ { 1 - (~:=~ r/2

(1 - Mn- d,
Mn = Mn-I,

Mstart,

rn-I ~ rn-2 und n> 1,

rn-I< rn-2 und n> 1,

n:::; 1,
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Dabei sind die r n die Dimensionen des tatsächlich benötigten Krylov-Raums im n-ten
Schritt. Diese adaptive Steuerung erfüllt 0 < Mstart :::; Tin :::; Mmax < 1 und damit die
Voraussetzungen zur Konvergenz des Verfahrens.

In jedem Fall ist es nützlich wie bei inexakten Newton-Verfahren für gut gestellte Probleme
eine sogenannte sajeguarding-Strategie einzusetzen (siehe [18]). Dies verhindert, dass man,
falls der nichtlineare Defekt 11 ,6.F~_111 schon nahe bei T6 liegt, in der inneren Iteration zu
genau approximiert, also Mn zu klein wählt. Wir schlagen daher in Analogie zu [18] vor,

(2.50)

zu wählen.

Algorithmus 4 Exponentielles Euler-Verfahren für nichtlineare Probleme

[Uno ,t]=nichtlin-expoeuler(xo, T, 6)
t = 0; n = 0; Mo = Mstart

Uo = Xo

while t :::; tmax & II,6.F~ 11 > T6 do {Zeitschleife}
[,6.u n,hn]=nlexpoeuler(,6.F~ ,he ,Mn)
Un+1 = U n + hnA~,6.un

t=t+hn

n=n+1
berechne neues ,6.F~

bestimme neues Mn nach (2.50)
end while
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Algorithmus 5 Innere Iteration des nichtlinearen exponentiellen Euler-Verfahrens

v = ßF~; ß = Ilvll
m = 1; hn = hc

!
W m = <p(-hn H m )ße l

ßUn = VmWm

W=Wm

bestimme nächstes m E I
eweitere Krylov-Raum
update H m und V m

l nein

------., Ißun = Vmwm

Ja j

8
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2.7 Numerische Beispiele
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Wir haben bisher die Konvergenz und Ordnungoptimalität des exponentiellen Euler
Verfahrens zur Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme nachgewiesen,
und eine effiziente Implementierung angegeben. Nun wollen wir noch einige numerische
Experimente präsentieren, die Regularisierungseigenschaften widerspiegeln und die Wett
bewerbsfähigkeit dieses Verfahrens gegenüber Standardverfahren darlegen.

2.7.1 Parameteridentifikation In eIner elliptischen partiellen Differential
gleichung

Das erste numerische Beispiel für nichtlineare Probleme ist Rieder [72] entnommen. Ziel ist
es, den nichtnegativen Parameter x des zweidimensionalen elliptischen Randwertproblems

(2.51)
-!:::,.y + xy

Y

f in 0

9 auf 80

auf 0 = [0,1J2 aus der gegebenen Lösung y und den bekannten rechten Seiten f E L 2 (0)
und 9 E H 2

( 80) zu rekonstruieren. Hat y keine Nullstellen, so können wir die Lösung dieses
Problems explizit darstellen durch

Wir erkennen daran, dass die Lösung zwar eindeutig ist, aber nicht stetig von den Daten
y abhängt. Da wir aber von gestörten Daten y8 ausgehen müssen, ist eine Regularisierung
notwendig. Dazu definieren wir den nichtlinearen Operator F : V(F) C L 2 (0) -----* L 2 (0) als
die Abbildung, die den Parameter x auf die Lösung des Randwertproblems (2.51) abbildet.
Die Wohldefiniertheit dieser Abbildung ist für genügend kleines K, > 0 in

V(F) := {x EL 2 (0) : Ilx - xllp ::; K, für ein xE L 2 (0) mit x~ 0 f. ü.}

sichergestellt. Das entsprechende Resultat ist beispielsweise in [13] zu finden. Die Frechet
Ableitung des Operators F und seine Adjungierte sind dann gegeben durch

F'(c)w = -A(X)-l(wF(c)),

F' (c)*w = -F(c)A(c)-lW,

wobei der Operator A(c) : H 2 (0) n HJ(O) -----* L2 (0) durch

(2.52) A(c)y = -!:::,.y + cy
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4

3

2

Abbildung 2.2: Exakte Lösung X t .

definiert ist (vgl. [13]). Ist F(x) ~ e> 0 für alle x E Br(xo) mit r :::; 11" so kann man zeigen
(siehe [32] oder [73, Beispiel 7.3.10]), dass F die verallgemeinerte Version von Annahme
3 (siehe Bemerkung nach Annahme 3) erfüllt. Der Operator Rx,x ist dabei gegeben durch
seine Adjungierte

R~,xw = A(x) (;~~~ A(X)-lW) .

Insbesondere sind somit in einer genügend kleinen Kugel um Xo die Tangentialkegelbedin
gung Annahme 1 und natürlich auch Annahme 3 erfüllt. Ferner erfüllt F auch die Skalie
rungsannahme (2.13).

Die rechten Seiten

f (~ ,Tl) = 32 (~(~ - 1) + Tl (Tl - 1)) + x t (~ ,Tl) (16~ (~ - 1)Tl (Tl - 1) + 1)

und 9 von (2.51) wählen wir so, dass die zum Parameter

(siehe Abbildung 2.2) gehörende Lösung y von (2.51) durch

gegeben ist. Der Startwert
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Abbildung 2.3: Rekonstruktion U n •.

erfüllt dann wegen R(F'(xt )*) = R ((F'(x t )*F'(xt ))1/2) und

(2.53)

die Glattheitsbedingung Annahme 2 mit I = 1/2. Unsere numerischen Experimente sollten
daher die in Satz 2.25 bewiesene Abklingrate 0(61

/
2

) reflektieren.

Zur numerischen Umsetzung auf dem Rechner müssen wir zunächst noch eine Diskretisie
rung des Randwertproblems (2.51) durchführen. Dazu verwenden wir finite Differenzen mit
Gitterweite ,6.~ = ,6.TJ = m~l mit m E N in beiden Raumdimensionen. Wir verwenden die
skalierte euklidische Norm

11·II~e = (~~)2 11·112

und bezeichnen die Gitterpunkte mit (~i,TJj) = (i,6.~,j,6.TJ), 0::; i,j::; m+ 1. Den Laplace
operator -,6. in (2.52) approximieren wir durch zentrale Differenzen 2. Ordnung

Eine lexikographische Anordnung der Gitterpunkte ergibt nun das (m2 x m 2 )-Gleichungs
system

(B + diag(x))y = f.

wobei B die zu ,6.~e gehörende Blocktridiagonalmatrix ist und x, y und f die entsprechenden
lexikographisch angeordneten diskretisierten Funktionen bezeichnen. Die gestörten Daten
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y8 erzeugten wir durch
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y8 = Y + 6z/ Ilzll~e '
wobei die Einträge von z gleichverteilte Zufallsvariablen in [-1, 1] sind. In Abbildung 2.3
ist eine Rekonstruktion durch das exponentielle Euler-Verfahren dargestellt. Die Norm des
Rauschens war 6 = 0.001, die Diskretisierungsschrittweite betrug ,6.~ = 0.02 und als Para
meter des Verfahrens wurden M= 0.9 und T = 1.5 gewählt. Der Fehler der Regularisierung
war dann, gemessen in der ,6.~-Norm, bei 3%. Für die weiteren Beispiele dieses Abschnitts
verwenden wir eine Diskretisierung mit ,6.~ = 0.01, T = 1.5 und benutzen die dynamische
Steuerung der Mn (2.6) mit Mstart = 0.1 und Mmax = 0.999. Zunächst haben wir die regula
risierende Eigenschaft des exponentiellen Euler-Verfahren untersucht. Abbildung 2.4 zeigt
den relativen Rekonstruktionsfehler Ilen.ll~dllxtII~e des exponentiellen Euler-Verfahrens
für verschiedene Rauschpegel 6. Das wegen I = ~ von Satz 2.25 vorhergesagte Verhalten

O(05) wird deutlich widergespiegelt.

10

Abbildung 2.4: Relativer Rekonstruktionsfehler Ilen.ll~e / Ilxt II~e des exponentiellen Euler
Verfahrens (rot), Newton-cgnr (blau), (2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz) und des
iterativ regularisierten Gauss-Newton-Verfahrens (grün) jeweils als Funktion von 6.

Zum Vergleich haben wir die Fehlerkurven eines regularisierten Newton-Verfahrens mit
einem cgnr-Verfahren als innerer Iteration (siehe [31, 74]), des Verfahrens von Jin und
Tautenhahn (siehe (2.6) und [48]) mit dem linearen exponentiellen Euler-Verfahren als
innerer Regularisierung und des iterativ regularisierten Gauss-Newton-Verfahrens (siehe
zum Beispiel [3, 7, 48]) graphisch dargestellt. Auch die drei Vergleichsverfahren spiegeln die
ordnungsoptimale Konvergenzrate wider. Am Vergleich der Rechenzeit (siehe Abbildung
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Abbildung 2.5: Rechenzeit des exponentiellen Euler-Verfahrens (rot), Newton-cgnr (blau),
(2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz) und des iterativ regularisierten Gauss-Newton
Verfahrens (grün) jeweils als Funktion von 6.

2.5) erkennt man, dass das Newton-cgnr-Verfahren die anderen drei Verfahren schlägt.
Das zweitschnellste ist das von uns untersuchte exponentielle Euler-Verfahren, welches für
kleines 6 nur etwa 20% langsamer ist.

6 10-1 10-1.5 10-2 10-2.5 10-3 10-3.5 10-4

Newton-cgnr 3 4 4 4 5 6 8
expo. Euler 3 4 4 4 4 5 5

expo. Euler (Jin) 3 4 4 4 5 5 5
Tikhonov (Jin) 3 3 4 4 5 5 6

Tabelle 2.1: Anzahl der äußeren Iterationen

Betrachtet man die Effizienz der Verfahren genauer, so erkennt man an Tabelle 2.1, dass die
drei langsamen Verfahren im Wesentlichen die gleiche Anzahl an äußeren Iterationen benöti
gen. Beim Newton-cgnr-Verfahren ist dagegen der Anstieg der Anzahl der äußeren Iteratio
nen für kleines 6 auffallend. Betrachtet man die Gesamtzahl der Matrix-Vektor-Produkte
(siehe Abbildung 2.6), so erkennt man, dass sich die Kurven für das Newton-cgnr-Verfahren
und das exponentielle Euler-Verfahren für 6 gegen Null leicht aufeinander zulaufen. Zusam
men mit dem Verhalten der äußeren Iterationen ergibt sich, wie schon anhand des Vergleichs
der Rechenzeit erkannt, dass für kleines 6 das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren mit
dem Newton-cgnr-Verfahren mithalten kann.
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Abbildung 2.6: Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte des exponentiellen Euler-Verfahrens
(rot), Newton-cgnr (blau), (2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz) und des iterativ regu
larisierten Gauss-Newton-Verfahrens (grün) jeweils als Funktion von 6.

Im Folgenden wollen wir noch das Verhalten der Regularisierungsverfahren bei verschieden
glatten Anfangswerten untersuchen. Dazu seien

mit der Hutfunktion auf dem Intervall [0,1]

{
t 0 ::; t ::; 1/2,

z(~,TJ) = l' - t, 1/2< t::; 1

und

mit

{
t 0 ::; t ::; 1/2,

z(~, TJ) = 2'0- t), 1/2 < t ::; 1.

Die drei Startwerte sind in Abbildung 2.8 dargestellt.

Wegen xa E HS(O) und xa E HS- 1 (O) für jedes s < 3/2 sind beide Anfangswerte nicht so
glatt wie Xa. Es erfüllt auch keiner der beiden die Quellbedingung (2.53). Es gilt jedoch
weiterhin (Xa - x t ) 180 = 0 bzw. (Xa - x t ) 180 = 0, so dass die Randterme der zugehörigen
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Abbildung 2.7: Relativer Rekonstruktionsfehler 11 en.11 ~e / 11 x t
11 ~e von exponentiellem Euler

(blau), Newton-cgnr (rot), (2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz), und iterativ regulari
siertem Gauss-Newton-Verfahren (grün) bei verschieden glatten Anfangsdaten xa (0) und
:Ta (0) jeweils als Funktion von 5.

Lösungen passen. Aufgrund der geringeren Glattheit ist zu erwarten, dass der Rekonstrukti
onsfehler mit einer geringeren Rate, also O(5/i) mit K, < ~, fällt. Wie man an Abbildung 2.7
erkennt, spiegeln die numerischen Ergebnisse dieses Verhalten wider und zwar unabhängig
vom gewählten Regularisierungsverfahren. Die zum Startwert xa gehörenden Kurven fallen
deutlich schneller als die zu :Ta gehörenden. Ein Vergleich mit Abbildung 2.4 zeigt auch,
dass der die Quellbedingung (2.53) erfüllende Startwert Xa die schnellste Konvergenz liefert.

Zuletzt wollen wir noch den Einfluss der dynamischen Schrittweitensteuerung untersuchen.
Dazu starten wir das Verfahren mit konstanter Wahl von M = 0.7 und der flexiblen Wahl
Mn nach (2.6) mit den Parametern Mstart = 0.1 und Mmax = 0.999. Ferner setzen wir den
Parameter des Diskrepanzprinzips T = 2. Die in Abbildung 2.9 dargestellten Ergebnisse
zeigen, dass die adaptive Wahl der Mn die Effektivität des Verfahrens deutlich erhöhen.
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Abbildung 2.8: Startwerte Xa (oben), :Ta (mitte) und :Ta (unten).
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Abbildung 2.9: Anzahl der äußeren Iterationen (oben), Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte
und Rechenzeit des exponentiellen Euler-Verfahrens mit (rot) und ohne (cyan) adaptive
Wahl der Mn jeweils als Funktion von 6.
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2.7.2 Ein inverses Problem aus der Grundwasserhydrologie

Das zweite numerische Beispiel beschreibt eine vereinfachte Form eines inversen Problems
aus der Grundwasserhydrologie (siehe [12, 30]). Durch das Randwertproblem

(2.54)
-div(x grad y) = f in 0

Y = 9 auf 80

wird eine quadratische (0 = [0, 6j2) grundwasserführende Schicht simuliert. Die gemischten
Dirichlet-Neumann-Randwerte

y(~, 0) = 100, Ye(6, TJ) = 0, (xYe)(O, TJ) = -500, Y1](~' 6) = °
beschreiben beispielsweise eine Verwerfung (kein Wasserfluss, Nullrandbedingungen) oder
einen Fluss (Wasserzufluss und Wasserabfluss). Die rechte Seite

{

O'
f(~, TJ) = 137,

274,

°< TJ < 4,

4< TJ < 5,

5<TJ<6

reflektiert die unterschiedliche Grundwasseranreicherung beispielsweise durch Vegetation
oder Niederschlag.

6

140

5
120

4 100

3 80

60
2

40

20

2 3 4 5 6

Abbildung 2.10: Exakter Koeffizient x t bei einer Diskretisierung mit 169 Ecken und 288
Dreiecken.
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Die Lösung y des direkten Problems (2.54) gibt den Grundwasserspiegel an, der gesuchte
Parameter des Randwertproblems xt beschreibt die Durchlässigkeit der grundwasserführen
den Schicht. Wir wählen den Parameter xt als eine stückweise konstante Funktion, wie in
Abbildung 2.10 dargestellt. Die Variation der Durchlässigkeit in x t könnte dann die Ver
dichtung des Sediments simulieren. Weitere Details zur Plausibilität dieses synthetischen
Modells findet man in [12, Teil 1].

6
140

5 120

4 100

80
3

60
2

40

20

2 3 4 5 6

Abbildung 2.11: Rekonstruktion Uno durch das exponentielle Euler-Verfahren.

Zur Diskretisierung des Problems setzen wir stückweise konstante finite Elemente ein. Eine
Triangulierung mit 288 Dreiecken und 169 Gitterpunkten ist in Abbildung 2.10 und 2.11
dargestellt.

Obwohl dieses Problem die zur theoretischen Untersuchung in Kapitel 2 gemachten Vor
aussetzungen nicht erfüllt (Details dazu findet man bei Hanke [30]), zeigen die numerischen
Experimente, dass das exponentielle Euler-Verfahren auch hier regularisierend wirkt. In
Abbildung 2.11 ist die Rekonstruktion Uno von xt mit um 6 = 10-3

/
2 gestörten Daten zu

sehen. Der relative Regularisierungsfehler der Rekonstruktion beträgt 39%.

Für die weiteren numerischen Experimente in diesem Abschnitt haben wir allerdings eine
Verfeinerung dieser Triangulierung mit 1152 Dreiecken und 625 Gitterpunkten verwendet.
Als Vergleichsverfahren wählen wir wieder das regularisierte Newton-Verfahren mit cgnr als
innerer Iteration.

In Abbildung 2.12 haben wir den relativen Fehler der beiden Verfahren bei unterschiedlich
starken Störungen 6 dargestellt. Beide Verfahren zeigen dabei wieder ein ähnliches Verhal
ten. Einen Überblick über den Aufwand der untersuchten Verfahren geben die in Abbildung
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10-3 10-2 10-1

Abbildung 2.12: Relativer Regularisierungsfehler des exponentiellen Euler-Verfahrens (rot)
und des Newton-cgnr-Verfahrens (blau) als Funktionen von 6.

2.13 geplotteten Kurven. Wir erkennen, dass beide Verfahren mit etwa der gleichen Anzahl
an Matrix-Vektor-Multiplikationen auskommen. Da sich die Anzahl der äußeren Iterationen
aber um bis zu einem Faktor drei unterscheidet, arbeitet das exponentielle Euler-Verfahren
letztendlich um bis zu einem Faktor zwei bis drei schneller als das Vergleichsverfahren.
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Abbildung 2.13: Anzahl der äußeren Iterationen (oben), Anzahl der Matrix-Vektor
Produkte und Rechenzeit des exponentiellen Euler-Verfahrens (rot) und des Newton-cgnr
Verfahrens (blau) jeweils als Funktion von 6.
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FAZIT

Schlecht gestellte Probleme werden aktuell intensiv erforscht, unter anderem da sie in vie
len Anwendungen auftreten. In dieser Arbeit wurde das exponentielle Euler-Verfahren zur
Lösung linearer und erstmals auch nichtlinearer schlecht gestellter Probleme untersucht.
Wir konnten zeigen, dass das Verfahren unter den in diesem Kontext üblichen Annahmen
gegen die gewünschte Lösung des Problems konvergiert. Ferner haben wir bewiesen, dass
die Konvergenz ordnungsoptimal ist. Die numerischen Beispiele reflektieren dieses Verhalten
deutlich und legen dar, dass diese Methode konkurrenzfähig ist. Mit Blick auf das letzte nu
merische Beispiel scheint dies insbesondere bei Problemen, bei denen jede äußere Iteration
teuer ist, der Fall zu sein.

Wie so oft wirft auch diese wissenschaftliche Arbeit mehr Fragen auf, als sie beantwor
tet. Im linearen Fall konnte Rieder [75] die regularisierende Eigenschaft von Runge-Kutta
Verfahren nachweisen. Die Situation im nichtlinearen Fall ist hingegen wesentlich unklarer.
So konnte in [8] nur unter starken Schrittweitenbeschränkungen die Konvergenz für verein
fachte Runge-Kutta-Verfahren nachgewiesen werden. Eine Aussage über Konvergenzraten
fehlt bisher noch ganz. Es scheint möglich, die in dieser Arbeit benutzten Techniken zum
Nachweis der Konvergenz auf andere Integratoren zu übertragen. Allerdings ist auch hier
zu befürchten, dass dies je nach Integrator eine Schrittweitenbeschränkung nach sich ziehen
würde. Die Techniken, welche wir zum Beweis der Konvergenzraten benutzt haben, auf
andere Integratoren anzuwenden scheint sich dagegen als schwierig zu gestalten, da sie sich
wesentlich auf die Teleskopsumme (2.38) stützt. Da der Einsatz anderer Integratoren zu
einer anderen <p-Funktion führt würde sich diese Summe nicht so einfach auflösen lassen
und es ist unklar, wie man dann fortfahren könnte.

Die numerischen Beispiele lassen uns ferner vermuten, dass die Schrittweitenbeschränkung
(2.30) zu scharf ist. Mit adaptiver Wahl der Mn sind die Schrittweitenzuwächse der letzten
Schritte oft zu groß, um dieses Kriterium erfüllen zu können. Es wäre daher interessant zu
untersuchen, ob man die Ordnungsoptimalität auch unter einer schwächeren Schrittweiten
beschränkung zeigen kann.

Das letzte numerische Beispiel zeigte uns ferner, dass das exponentielle Euler-Verfahren
auch zur Regularisierung schlecht gestellter Probleme, die die Annahmen 1 bis 3 nicht
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erfüllen eingesetzt werden kann. Kann man auch in diesen Fall noch eine regularisierende
Eigenschaft nachweisen? Ein erster Schritt wäre hier, Annahme 2 auf allgemeinere Quell
bedingungen zu erweitern. Insbesondere sind dabei logarithmische Quellbedingungen, wie
sie bei exponentiell schlecht gestellten Problemen auftreten, zu untersuchen.

Letztendlich ist die interessanteste offen geblieben Frage, ob man diese Arbeit als Beitrag
zur angewandten Mathematik bezeichnen darf. Ist es möglich, das hier vorgestellte und
untersuchte Verfahren in den vielfältigen schlecht gestellten Problemen der Natur- und
Ingenieurwissenschaften einzusetzen? Die theoretischen Erkenntnisse und numerischen Er
gebnisse lassen darauf hoffen.

Der Ball rollt!



ANHANG A

EXPONENTIELLE INTEGRATOREN

Der in dieser Arbeit verwendete Integrator gehört zur Klasse der exponentiellen Integrato
ren. Obwohl exponentielle Integratoren schon länger bekannt sind, werden sie erst in den
letzten Jahren intensiv untersucht (siehe z.B. [11, 14,40,41,42,67]) und zur Lösung großer
Systeme steifer und oszillatorischer Differentialgleichungen (siehe z.B. [6, 5, 78])

(A.l) u'(t) = f(u(t)), u(to) = 0

eingesetzt. Das in dieser Arbeit eingesetzte numerische Verfahren basiert auf einer Linea
risierung der autonomen Gleichung (A.l). Ausgehend von einer Näherung Un ~ u(tn) ist
diese Linearisierung gegeben durch

(A.2) u'(t) = Jnu(t) + 9n(U(t))

mit

9n(U(t) = f(u(t)) - Jnu(t).

Bemerkung. In Kapitel 1 liegt eine lineare Differentialgleichung vor. In diesem Fall sind
Jn = A*A und 9n = A*y6 unabhängig von n. In Kapitel 2 haben wir eine vereinfachte
Version des exponentiellen Integrators eingesetzt. Dort verwendeten wir statt der exakten
Jacobi-Matrix nur die Approximation durch F'(un )* F'(un ). 0

Die Anwendung eines s-stufigen expliziten exponentiellen Runge-Kutta-Verfahrens auf
(A.2) führt auf die Klasse der exponentiellen Rosenbrock-Verfahren

i-I

Uni = eCihnJnun + hnL aij(hnJn)9n(Unj ),
j=1

s

Un+l = ehnJnun + hnL bi(hnJn)9n(Uni) ,
j=i

81
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wobei hn die Zeitschrittweite und Un+l die numerische Appoximation an die kontinuierliche
Lösung u(tn+d zur Zeit t n+l = tn + hn ist (siehe [42]). Die Gewichte bi(z) sind dabei
Linearkombinationen der ganzen Funktionen

1
1 k-l

_ (l-s)z S
'Pk(Z) - 0 e (k _ I)! ds,

Sie erfüllen die Rekursion

()
'Pk-l(Z) - 'Pk-l(O)

'Pk Z = ,
Z

k~1.

Das exponentielle Euler-Verfahren ist ein einstufiges (s = 1) Verfahren und hat die Koeffi
zienten

bl (z) = 'PI (z) und Cl = O.

Da somit nur die Funktion 'PI auftritt, lassen wir im Rest dieser Arbeit den Index weg und
schreiben nur 'P.



ANHANG B

ApPROXIMATION VON

MATRIXFUNKTIONEN

Zur numerischen Umsetzung exponentieller Integratoren, müssen wir Produkte von Funk
tionen von Matrizen und Vektoren berechnen. In dieser Arbeit approximieren wir für eine
(symmetrische, negativ semidefinite) Matrix A E ]Rn,n eine Zeitschrittweite h > 0 und einen
Vektor b E ]Rn das Produkt

(B.1)
eZ

- 1
<p(A) b mit <p(z) = --

z

mittels Krylov-Methoden. Dabei projizieren wir das jeweils auf den m-ten Krylov-Raum

ICm(A, b) = span {b, Ab, ... , A m-Ib}.

Verfahren dieser Art wurden in [15, 16, 17, 38, 52, 53, 65, 76] für die mit <p verwandte
Exponentialfunktion untersucht.

In den numerischen Beispielen dieser Arbeit haben wir sowohl das Arnoldi-Verfahren [1]
als auch das Lanczos-Verfahren (mit Reorthogonalisierung, [54])verwendet. Diese liefern im
m-ten Schritt eine orthogonale Matrix V m = [VI, ... ,v m ] und eine obere Hessenberg- bzw.
Tridiagonalmatrix H m so, dass

gilt. Die Approximation von (B.1) erhalten wir dann mittels

Da typischerweise m « n gilt, siehe Hochbruck und Lubich [38] sowie Gallopoulos und Saad
[22]' kann man <p(Hm ) schnell durch ein direktes Verfahren, zum Beispiel Diagonalisierung,
berechnen [61, 62].

83



84 ANHANG B. ApPROXIMATION VON MATRIXFUNKTIONEN

Algorithmus 6 Arnoldi-Algorithmus

Zu gegebenen A E jRn,n, b E jRn, berechne ß = Ilbll > 0
VI = b/ß;
for m = 1, 2, . .. do

for j = 1, ... , m do
hJo m = v T AVm, J

end for

Vm +1 = AVm - L.";=1 hj,mvj

hm +1,m = Il v m+111
V m +1 = Vm+1/ hm+1,m

end for

Algorithmus 7 Lanczos-Algorithmus

Zu gegebenen A E jRn,n, b E jRn, berechne ß = rO = Ilbll > 0
ro = b
VI = ra/ra;
for m = 1, 2, . .. do

r m = AVm -rm-1Vm-1
a m = vmrm
r m = r m - amqm

rm = Ilrmll
V m +1 = rm-drm-1;

end for
H = diag([r1, ... , rm-1], [al, ... ,am], [r1, ... , rm-1]

Wie in [16, 17, 38] gezeigt wird konvergiert der Fehler dieser Approximation für symmetri
sche, negativ definite Matrizen superlinear, sobald m >~ ist. Im zweiten Teil unserer
Arbeit ist die Matrix A eine Diskretisierung von -hnJn . Da 11 J n 11 :::; 1 ist, beginnt die
superlineare Konvergenz also bei ~.
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