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DAS EXPONENTIELLE EULER-VERFAHREN
7ZUR REGULARISIERUNG SCHLECHT
GESTELLTER PROBLEME

Z'USAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird das exponentielle Euler-Verfahren zur Regularisierung linearer und
nichtlinearer schlecht gestellter Probleme vorgestellt und untersucht.

Nach einer kurzen Einfithrung wird im ersten Teil, ausgehend vom Showalter-Anfangs-
wertproblem, das exponentielle Euler-Verfahren zur Regularisierung linearer schlecht ge-
stellter Probleme hergeleitet. Die Ordnungsoptimalitidt dieses Verfahrens wird durch einen
neuen kurzen Beweis gezeigt. Ferner wird erldutert, wie das Verfahren mittels Krylov-
Unterraum-Verfahren effizient implementiert werden kann. Den Abschluss des ersten Teils
bilden dann numerische Beispiele, welche die theoretischen Ergebnisse validieren und die
Konkurrenzfihigkeit dieses Regularisierungsverfahrens gegeniiber einem Standardverfahren
darlegen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird das Verfahren aus Teil Eins verallgemeinert zu einem verein-
fachten exponentiellen Euler-Verfahren fiir nichtlineare schlecht gestellte Probleme. Dabei
bildet die nichtlineare Version des Showalter- Anfangswertproblems den Ausgangspunkt. Un-
ter Voraussetzung der Tangentialkegelbedingung und der Verwendung eines geeigneten Dis-
krepanzprinzips zur Bestimmung der Schrittweiten, wird die Konvergenz dieses Verfahrens
bei exakten und gestorten Daten nachgewiesen. Im Anschluss daran wird die Ordnungsop-
timalitdt des Verfahrens unter den gleichen schwachen Voraussetzungen, unter denen die
entsprechende Aussage fiir die asymptotische Regularisierung gezeigt wurde, bewiesen. Da-
bei wird nur eine Beschrankung des Schrittweitenwachstums gefordert. Dagegen sind varia-
ble Schrittweiten erlaubt. Das Verfahren wird in die bestehende Literatur eingeordnet und
insbesondere wird die Verbindung zu inexakten Newton-Verfahren erlautert. Danach wird
eine effiziente Implementierung durch Krylov-Unterraum-Verfahren vorgestellt. Auch der
zweite Teil wird mit numerischen Beispielen abgeschlossen. Die untersuchten Parameteri-
dentifikationsprobleme reflektieren die Konvergenz und Ordnungoptimalitit des Verfahrens
und ein Vergleich mit Standardverfahren zeigt die Wettbewerbsféhigkeit des exponentiellen
Euler-Verfahrens.



11



DAS EXPONENTIELLE EULER-VERFAHREN
7ZUR REGULARISIERUNG SCHLECHT
GESTELLTER PROBLEME

ABSTRACT

This thesis considers the exponential Euler scheme as a regularization method for linear
and nonlinear ill-posed problems.

After a short introduction, the exponential Euler scheme as regularization method for linear
ill-posed problems is derived from the Showalter initial value problem. A new short proof
of the orderoptimality of this method is presented. It is shown that this method can be
efficiently implemented using Krylov subspace methods. The first part of this thesis is closed
by numerical experiments which reflect the theoretical results and show the competitiveness
of this regularization method.

The second part of this thesis considers nonlinear ill-posed problems. The exponential Euler
method from part one is generalized for nonlinear ill-posed problems, based on the nonline-
ar version of the Showalter initial value problem. Under the tangential cone condition and
a suitable discrepancy principle, the method is shown to be convergent for exact and noisy
data. Furthermore it is proved that the method converges with optimal order under the
same assumptions that are needed for the continuous case. The presented convergence ana-
lysis admits variable stepsizes under a moderate restriction to the growth of the stepsizes.
The connection to inexact Newton iterations is discussed. We close the second part with
numerical experiments. Two parameter identification problems reflect convergence and or-
deroptimality of the method and a comparison with standard regularization schemes shows
the competitiveness of the exponential Euler method.
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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit verkniipft zwei interessante Gebiete der Mathematik, die in den
letzten Jahren aktiv erforscht wurden. Auf der einen Seite handelt es sich dabei um schlecht
gestellte Probleme und auf der anderen Seite um exponentielle Integratoren.

In der Geophysik, der medizinischen Bildgebung, der Astronomie und vielen anderen Berei-
chen sind wir haufig mit dem Problem konfrontiert aus bestimmten Daten die Parameter
des zugrundeliegenden Modells zu bestimmen. In einem solchen Fall sprechen wir dann von
einem inversen Problem. Eine ganze Reihe von Zeitschriften ( ,,Inverse Problems* . Inverse
and I11-Posed Problems*,, Inverse Problems in Science and Engineering“,, Inverse Problems
and Imaging®) und Biichern [2, 20, 25, 29, 43, 51, 58, 73, 85] zeigen das grofe Interesse an
dieser Problemstellung. Die grofle Schwierigkeit inverser Probleme liegt darin begriindet,
dass sie vielmals nicht die von Hadamard [26] formulierten Eigenschaften eines gut ge-
stellten Problems besitzen:

1. Es existiert fiir beliebige Daten eine Losung.
2. Die Losung ist eindeutig.

3. Die Losung héngt stetig von den Daten ab.

Ist eine dieser Eigenschaften nicht erfiillt, so nennen wir das Problem schlecht gestellt.
Zwar ist der Raum, aus dem die Daten stammen, in der Regel der Losungsraum des direk-
ten Problems, sind die Daten aber verrauscht, so kann man oft die Existenz einer Losung
nicht sicherstellen. Um die Problematik der Eindeutigkeit zu umgehen, werden wir in dieser
Arbeit den Raum der zulissigen Losungen so restringieren, dass wir eine eindeutige Losung
definieren konnen. Den grofiten Aufwand miissen wir allerdings betreiben, wenn ein Problem
die dritte Forderung von Hadamard nicht erfiillt. In diesem Fall ist die numerisch berech-
nete Losung des Problems aufgrund der Verstdrkung von Rundungsfehlern und des in der
Regel in den Daten vorhandenen Rauschens vollig unbrauchbar. Es sind daher Methoden
notwendig um diesem Verhalten entgegenzuwirken. Wir nennen diese Regularisierungsver-
fahren. Ein wesentlicher Bestandteil von Regularisierungsverfahren ist es, die Losung nur
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bis zu einer bestimmten, mit Bedacht gewdhlten Genauigkeit zu bestimmen. Wir werden
so genau rechnen bis die Norm des Residuums in etwa dem Rauschpegel entspricht.

Die Basis des in dieser Arbeit verwendeten Regularisierungsverfahrens bildet das soge-
nannte Showalter-Anfangswertproblem, welches durch Einfithrung einer kiinstlichen Zeit
entsteht. Zur numerischen Losung von Anfangswertproblemen kommen Integrationsver-
fahren zum Einsatz. Diverse wohlbekannte Regularisierungsverfahren kénnen iiber diesen
Ansatz motiviert werden. So entsprechen im Falle eines linearen schlecht gestellten Pro-
blems das Landweber-Verfahren und die Tikhonov-Philipps-Regularisierung dem expliziten
bzw. impliziten Euler-Verfahren zur Losung des Showalter-Anfangswertproblems. Im nicht-
linearen Fall erhélt man aus Varianten des Euler-Verfahrens das Landweber-Verfahren oder
das Levenberg-Marquardt-Verfahren. Die Theorie linearer schlecht gestellter Probleme ist
schon ziemlich komplett und beispielsweise in den Biichern [20, 43, 58, 73] zu finden. Ferner
wurden in diesem Fall die regularisierende Eigenschaft von Runge-Kutta-Verfahren in [75]
nachgewiesen. Im nichtlinearen Fall (siehe [51]), gibt es dagegen noch einige offene Fra-
gen. So ist das Landweber-Verfahren nur fiir konstante Schrittweiten untersucht [32] und
fiir das Levenberg-Marquardt-Verfahren konnte bisher nur die Konvergenz nachgewiesen
werden (siehe [30]). Auch in den aktuellen Arbeiten [8, 57] konnte die Konvergenz der un-
tersuchten Verfahren nur unter starken Schrittweitenbeschrankungen gezeigt werden. Ein
Resultat eines Verfahrens mit variabler Schrittweite und optimalen Konvergenzraten fehlt
bisher noch ganz. Fiir ein spezielles Verfahren, das exponentielle Euler-Verfahren, wird in
der vorliegenden Arbeit erstmals ein solches Resultat gezeigt.

Das exponentielle Euler-Verfahren gehort zur Klasse der exponentiellen Integratoren. Diese
Verfahren zur numerischen Losung von Anfangswertproblemen sind schon recht lange be-
kannt (siehe zum Beispiel [56, 66, 70]). Sie eignen sich besonders fiir steife und oszillatorische
Probleme und 16sen lineare Anfangswertprobleme exakt. Allerdings galten exponentielle In-
tegratoren lange Zeit als nicht praktikabel, da bei diesen Verfahren Funktionen von Ope-
ratoren oder, im diskretisierten Fall, Matrizen berechnet werden miissen und dies zunéchst
nur fiir kleine Matrizen moglich war. Mit den Arbeiten [16, 17, 22, 38, 62] zur Approxima-
tion von Matrixfunktionen &dnderte sich dies und exponentielle Integratoren konnten nun
auch zur Losung von grofien Problemen erfolgreich verwendet werden. Seitdem sind diese
Methoden intensiv untersucht (vgl. [11, 14, 40, 41, 42, 67]) und in Anwendungen eingesetzt
(vel. [6, 5, 78]) worden.

Die Arbeit teilt sich in zwei Kapitel, in denen zum einen lineare und zum anderen nichtli-
neare schlecht gestellte Probleme behandelt werden.

Nachdem wir das lineare schlecht gestellte Problem definiert haben, wiederholen wir kurz
die wichtigsten bekannten Resultate zur Theorie linearer schlecht gestellter Probleme. Dabei
gehen wir inshbesondere genauer auf die asymptotische Regularisierung und die Regulari-
sierung durch Integratoren ein. Ferner présentieren wir einen neuen kurzen Beweis der in
[47] gezeigten Regularisierungseigenschaft des exponentiellen Euler-Verfahrens. In einem



kurzen Abschnitt fassen wir dann die Eckpunkte der Implementierung zusammen. Mit nu-
merischen Beispielen, welche die Regularisierungseigenschaft dieser Methode widerspiegeln
und die Konkurrenzfiahigkeit dieser Regularisierung darlegen, schliefflen wir den Teil iiber
lineare Probleme ab.

Auch den zweiten Teil der Arbeit beginnen wir mit der Problemstellung und einem kurz-
en Uberblick iiber die zugehorige Theorie und bekannte Regularisierungsverfahren. Dabei
wiederholen wir insbesondere die Resultate Tautenhahns [80] zur asymptotischen Regulari-
sierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme und motivieren daraus den Einsatz eines
vereinfachten exponentiellen Euler-Verfahrens. Im darauf folgenden Abschnitt zeigen wir
die Konvergenz dieser Methode bei exakten und gestorten Daten unter in diesem Zusam-
menhang iiblichen Voraussetzungen. Danach zeigen wir, dass das Verfahren mit optimaler
Ordnung konvergiert unter denselben schwachen Voraussetzungen unter denen die entspre-
chende Aussage fiir die asymptotische Regularisierung gezeigt wurde und einer leichten
Einschrankung an das Wachstum der Zeitschrittweite. Wir ordnen das Resultat in die vor-
handene Literatur ein. Nach kurzen Bemerkungen zur Implementierung des vereinfachten
exponentiellen Euler-Verfahrens zur Regularisierung schlecht gestellter Probleme stellen wir
die Ergebnisse zweier numerischer Experimente vor. Auch hier wird die zuvor présentierte
Theorie wieder reflektiert. Ein Vergleich mit inexakten Newton-Verfahren zeigt die Qualitét
des Verfahrens auf.

Abschliefend blicken wir in einem Fazit auf die Ergebnisse dieser Arbeit zuriick und stellen
einige aus dieser Arbeit hervorgehende, noch ungeklirte Fragestellungen vor.



KAPITEL 1

LINEARE SCHLECHT GESTELLTE
PROBLEME

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit linearen schlecht gestellten Problemen. Dazu
wiederholen wir zunéchst die wohlbekannte Theorie linearer schlecht gestellter Probleme
und der Regularisierungsverfahren, wie sie beispielsweise in [20, 58, 73] zu finden ist. Ins-
besondere untersuchen wir dabei die auf dem Showalter-Anfangswertproblem basierende
asymptotische Regularisierung. Danach geben wir einen kurzen Uberblick iiber Verfahren
die auf der Integration dieses Anfangswertproblems basieren und stellen das exponentielle
Euler-Verfahren vor. In Abschnitt 1.4 priasentieren wir einen neuen kurzen Beweis der Ord-
nungsoptimalitdt des exponentiellen Euler-Verfahrens zur Regularisierung linearer schlecht
gestellter Probleme. Den Abschluss dieses Kapitels bilden dann numerische Beispiele, die
die Konkurrenzfihigkeit dieses Verfahrens belegen.



1.1. THEORIE LINEARER SCHLECHT GESTELLTER PROBLEME 5

1.1 Theorie linearer schlecht gestellter Probleme

Im Folgenden untersuchen wir die lineare schlecht gestellte Operatorgleichung
(L1) Ar=y, yeR(A),

wobei A ein linearer, beschrankter Operator zwischen den Hilbertraumen X und ) ist, und
das Bild R(A) von A nicht abgeschlossen ist. Die Eigenschaft des nicht abgeschlossenen
Bildes macht die Losung der Gleichung (1.1) zu einem schlecht gestellten Problem. In
diesem Fall ist nimlich die verallgemeinerte Inverse (Moore-Penrose-Inverse) AT von A
unbeschrénkt [20, Proposition 2.4]. Die verallgemeinerte Inverse ist der Operator, der y aus
(1.1) auf die eindeutige Losung in N (A)+ der zugehoérigen Normalengleichung

(1.2) A" Ax = Ay

abbildet. Dies ist die eindeutige Losung 27 € X der Gleichung (1.1) mit minimaler Norm.
Ferner nehmen wir an, dass uns nur verrauschte Daten y° € ) mit

(1.3) ly=vlly <0

zur Verfiigung stehen. Der nicht-negative Parameter 0 entspricht dann dem Rauschpegel
und wir gehen davon aus ihn zu kennen. Da das Rauschen in der Regel zufallig ist, kénnen
wir uns im Allgemeinen nicht sicher sein, dass y° € R(A) ist, dass also die gestorte Gleichung

(1.4) Au=1°
iiberhaupt eine Losung hat.

Wir bezeichnen im Folgenden die zur gestorten Gleichung (1.4) gehoérenden Losungen und
deren Approximationen mit u.

Sofern ¢° im Definitionsbereich D(A") = R(A) & R(A)* der verallgemeinerten Inversen
At von A liegt, kénnen wir 7 = Afy° schreiben. Da wir R(A) als nicht abgeschlossen
vorausgesetzt haben, ist die verallgemeinerte Inverse A" von A allerdings unstetig (sieche
[73, Satz 2.1.8]). Falls wir es also mit einem gestorten Problem zu tun haben, das heifit
§ > 0 ist, liefert uns Afy?, sofern es existiert, im Allgemeinen keine gute Approximation
der Losung von (1.1). Um trotzdem eine stabile Niherung der Losung z' zu bekommen,
miissen wir daher A" durch einen stetigen Operator R :) — X approximieren.

Wir interessieren uns im weiteren Verlauf fiir (numerische) Methoden R, die die folgenden
regularisierenden Eigenschaften haben:

Definition 1.1. Sei {R;}~¢ eine Familie stetiger Operatoren zwischen den Hilbertrdumen
Y und X mit R,0 = 0. Ezistiert eine Funktion o : (0,00) x Y — (0,00) so, dass fiir jedes
y € R(A) gilt

(1.5) sup { HATy — Ra((g,ya)y‘st e, Hy — y‘;Hy < (5} — 0 fir 6—0,
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dann heift ({R;}is0, ) Regularisierungsverfahren fir A'. Ist R, fiir jedest > 0 linear,
so sprechen wir von einem linearen Regularisierungsverfahren. Die Parameterwahl
a sei so orientiert, dass fiir jedes y € R(F)

lim sup {a(d,9°) : y° € Y, [ly—y’[|, <o} =0.

gilt. Die Funktion o heifit a priort Parameterwahl, falls sie nur von § abhdngt, anson-
sten heifit o a posteriort Parameterwahl.

Bemerkung. Es geniigt auch, die Operatoren R, anstatt auf der positiven reellen Achse
nur fiir eine diskrete Menge 7 positiver Zahlen mit Haufungspunkt in 0 zu definieren. Dies
wird in besondere bei iterativen Verfahren der Fall sein. o

Beispiel 1.2.
1. Der Regularisierungsoperator Ry der Tikhonov-Phillips-Regularisierung ordnet 1° die
Losung des Minimierungsproblems

|4z — y°|[;, + t|2]% = min
ZU.

2. Beim Landweberverfahren iberfithrt man die zur gestorten Gleichung (1.4) gehdrende
Normalengleichung in die Fizpunktform u = u + A*(y° — Au) und erhdlt ausgehend
von einem Startwert ug eine Folge von Iterierten via

Uit = Up + A*(y° — Auy),  fir n=0,1,2,....
Die Regularisierungsoperatoren sind dann auf der Menge {% :n € N} definiert und

Rl/ny5 = Ypys

Ist ({R;}:>0, @) ein Regularisierungsverfahren fiir AT, dann folgt aus (1.5) mit 3° = y, dass
: — At
lim Roy = Ay

fiir alle y € D(AT) gilt. Fiir eine im ersten Argument stetige Parameterwahl o und I' :=
{a(d,y) : 6 >0,y € R(A)} gilt dann auch
. _ gt
i, Ry = 4y
Ein Regularisierungsverfahren ist daher eine punktweise Approximation der verallgemeiner-
ten Inversen A'. Dies erzwingt allerdings im Fall der Unstetigkeit von A" die Unbeschrinkt-
heit jedes linearen Regularisierungsverfahrens fiir A", siehe [73, Lemma 3.1.3].

Wir sind natiirlich an der Genauigkeit der obigen Approximation interessiert. Wie verhélt
sich die Naherungslosung R, s,5)y° zu (1.1) bei gegebenen Daten y° fiir § gegen Null? Leider
ist die Konvergenz im Allgemeinen beliebig langsam.
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Lemma 1.3. Es sei ({R;}is0,) ein Regularisierungsverfahren fiir A", Dann gibt es keine
Funktion h : [0,00) — [0, 00) mit lims_o h(5) = 0 so, dass

sup { [| A’y = Ragyn)9’|l + v € R(A), lylly < 1,9° € Y, ly— o[l < 8} < h(s).

Einen Beweis findet man [20]. Es macht also nur Sinn, Konvergenzraten auf Teilmengen
von D(A) oder auch X' zu untersuchen. Dazu verallgemeinern wir zunéchst die Klasse der
Regularisierungsverfahren und definieren den zugetrigen schlimmsten Fehler.

Definition 1.4. Eine stetige Abbildung R : Y — X mit RO = 0 heifit ein stabiles Re-
konstruktionsverfahren zur Losung der Operatorgleichung (1.1).

Den schlimmsten Fehler dieses Verfahrens auf M C X und bei einem Rauchpegel ¢
bezeichnen wir mit

E(6, M, R) = sup { ||[Ry’ — Alyl|,, -y € R(A),5° € V. [ly — 3’|, < 6, ATy € M}.

Ein optimales Rekonstruktionsverfahren R,y aus der Menge T aller Rekonstruktionsver-
fahren erfiillt dann
E(6, M, Ropt) = inf{E((S,/\/l,R) R e T}.

Wir definieren daher:

Definition 1.5. Sei M C X. Wir bezeichnen den besten schlimmsten Fehler bei ge-
gebenem Rauschpegel 6 mit

E(6, M) :=inf {E(5, M,R): R€ T}.

Man zeigt leicht [20, Proposition 3.10], dass der beste schlimmste Fehler nach unten ab-
geschétzt werden kann:

(1.6) E(6,M) > sup { ||lz]|y : x € M, ||Az|y, < 0} =: e(5, M).

Wir beschrénken uns bei unseren weiteren Untersuchungen auf Teilmengen von X, die a
priori Informationen an die exakte Losung beinhalten. Dazu betrachten wir Teilrdume X, ,
und &, von X, definiert durch

X%Q = {(A*A>'YZ : ||Z||X S Q}v 77 0 > 07
1.7 .
(.7 X, = X, = R(A"AY), 7>0.

0>0
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Bei schlecht gestellten Problemen wirkt der Operator A haufig gldttend, das heifit Az hat
weniger hochfrequente Anteile als x. Die Forderung x € &, , kann also als eine Glattheits-
bedingung an x aufgefasst werden. Tautenhahn untersucht in [82] eine allgemeinere Klasse
von Teilrdumen von X, siehe dazu auch den kiirzlich erschienenen Artikel [44].

Kommen wir nun aber wieder zuriick zu den Rdumen X, ,. In diesen gilt sogar Gleichheit
n (1.6), also

E(9, X%Q) = (9, X"h@)'
(siehe [73, Satz 3.2.4]). Nun sind wir in der Lage, die Grofle des besten schlimmsten Fehlers
anzugeben (siche Lemma 1.6), wohlgemerkt ohne iiberhaupt ein Rekonstruktionsverfahren
zu kennen. Da wir die Beweisidee spéter bei nichtlinearen schlecht gestellten Problemen wie-
derverwenden werden, prasentieren wir den Beweis hier in der Version von [20, Proposition
3.14]. Die zum Beweis notige Interpolationsungleichung

r

i
(1.8) 1A A) 2]l < (A" A) 2|} [l2llx *) ¢>r=0, z€X
findet man ebenfalls in [20, Gleichung (2.49)].

Lemma 1.6. Firy,o > 0 sei X, , durch (1.7) definiert. Dann gilt fir alle § > 0
B B
(1.9) e(d, Xy ) < 2l g2v+l,

Beweis. Sei x aus X, ,. Dann existiert ein z € X mit ||z]|, < o und x = (A*A)7z. Mit Hilfe
der Interpolationsungleichung folgt dann

2y
2v+1 27+1
|zl x = [[(A"A) 2], < [[(A*A )*”2 [ || [ i
2y
2v+1 2y+1 29+1 27+1
= (A A 77 )2l o = [ Azl i+ 121l a :

Die letzte Gleichung folgt dabei aus
H(A* UQ.%’HX <(A*A)1/21’ , (AT A) 1/217>X (x,A"Az) , = (Az, Ax)y, = || Az, .

L
Ist nun zusétzlich ||Az[y, <4, so gilt [[z]|, < 32+ p%+1. Die Behauptung folgt nun indem
wir das Supremum {iber alle z € X, , mit |[|Az|[,, < § bilden. O

Der beste schlimmste Fehler geht also mindestens so schnell gegen Null wie O(§2/(7+1),
Man kann auch zeigen, dass die obige Abschétzung (1.9) in gewisser Weise scharf ist, das
heiBft man findet zu y, ¢ > 0 eine positive Nullfolge {d }ren so, dass e(dx, X, ,) nicht schneller
gegen Null konvergiert als (527/ 2 Beweise fiir kompakte Operatoren findet man in [20,

73]; ein Beweis fiir lineare Operatoren folgt mit [19, Proposition 2.3].

Da wir nun wissen, was die beste zu erwartende asymptotische Konvergenzrate ist, konnen
wir definieren was wir unter optimalen Rekonstruktionsverfahren verstehen.
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Definition 1.7. Eine Familie von Rekonstruktionsverfahren {Rs}s-o heifit ordnungsop-
timal beziiglich X, , (und A), wenn ein C, > 1 existiert so, dass fir alle 6 > 0 hinreichend

klein und alle o > 0 gilt
1

2y 1
EV(67 X'y,gv R5> < 0762’”_1 QQW'H .
Ist diese Abschitzung mit C, = 1 erfillt, so heifit {Rs}s-0 ein optimales Rekonstrukti-

onsverfahren.

Da Regularisierungsverfahren auch Rekonstruktionsverfahren sind, gilt diese Definition
auch fiir Regularisierungsverfahren. Es besteht aber auch ein umgekehrter Zusammenhang
zwischen den beiden Verfahrensklassen, wie Plato [69] zeigt.

Definition 1.8. Das Supremum -y tber alle v > 0, fiir das ein Regularisierungsverfahren
R ordnungsoptimal ist, bezeichnen wir als die Qualifikation des Verfahrens.

Ist die Qualifikation endlich, so kann man mit diesem Verfahren keine bessere Konvergenz-
rate als O(620/(20+1) erzielen. Bei unendlicher Qualifikation ist die bestmogliche Konver-
genzrate O(0) erreichbar. Diese gilt natiirlich nur, sofern die exakten Losungen geniigend
glatt sind.

Wie sehen nun aber Regularisierungsverfahren aus? Eine elegante Darstellung von Regula-
risierungsverfahren erhélt man mit Hilfe von regularisierenden Filtern .

Definition 1.9. Eine Familie {G,}1>0 von stiickweise stetigen Funktionen Gy : [0, | A|*] —
R fiir die eine Konstante C' > 0 existiert so, dass

1
AG(N)| < C und  limGy(N) =
t—0 )\
fiir alle A € (0,]|A|]%] gilt, heift regularisierender Filter (fir A).

Dass diese Familie von Funktionen ihren Namen ,regularisierend“auch verdient, zeigt das
folgende Lemma [73, Korollar 3.3.4].

Lemma 1.10. Seien {G:} ein regularisierender Filter (fir A) und
M (t) := sup{|G:(M)] : A € [0, | A]I"]}.
Gilt ferner fir die (a priori) Parameterwahl o : (0,00) — (0, 00)

a(d) =0 wund 6/ M(a(d)) fir §—0,

dann ist ({R}is0, ) mit Ry := Gi(A*A)A* ein Regularisierungsverfahren fiir AT.
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Wir kénnen nun die Frage nach der Existenz von Regularisierungsverfahren recht leicht
beantworten. In der Tat lassen sich viele bekannte Regularisierungsverfahren mit Hilfe von
regularisierenden Filtern schreiben.

Beispiel 1.11.

1. Zum wohl bekanntesten Regularisierungsverfahren, der Tikhonov-Phillips- Requlari-
sierung, gehort der reqularisierende Filter

Es hat die Qualifikation vy = 2.
2. Das relazierte Landweber-Verfahren (siehe [55]) kénnen wir mit dem Filter

I—(1—w\)™
A

G1m(A) =

beschreiben. Dabei istw < 2/ ||A||* der Relazationsparameter. Da, dies kein kontinuier-
liches, sondern ein iteratives Verfahren ist, kénnen wir den Filter natiirlich auch nur
fiir % mit m € N definieren. Das Landweber- Verfahren hat unendliche Qualifikation
Yo = Q.

3. Der Filter zur abgeschnittenen Singuldrwertzerleqgung lautet

/A, A>t,
Gt()\):{o/ A<t

Auch die abgeschnittene Singuldrwertzerlequng hat unendliche Qualifikation vy = 0o.

Regularisierungsverfahren bestehen nicht nur aus einer Familie von Operatoren, sondern
auch aus einer Parameterwahl. Im folgenden Abschnitt beschéftigen wir uns mit dieser.
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1.2 Diskrepanzprinzip

Wir kénnen den Rekonstruktionsfehler ||ATg — R;y°|| x in Approximationsfehler und Daten-
fehler aufspalten, also

Aty — Ry, < || ATy — Rey]  + || Ry — %) .-

Die einzelnen Fehler zeigen dann typischerweise das in Abbildung 1.1 dargestellte Verhalten.
Da der Rekonstruktionsfehler sowohl fiir ¢ — 0 als auch fiir t — oo explodiert, stellt sich die
Frage nach der Wahl des optimalen Regularisierungsparameters t,,;, der den Rekonstrukti-
onsfehler minimieren soll. Diesen Parameter zu finden ist die Aufgabe der Parameterwahl.

Gesamtfehler HATy — Rty(SHX

Approximationsfehler
14"y — Rey|

\ Datenfehler ||R:(y —y°)]|,
t

topt

Abbildung 1.1: Zusammensetzung des Rekonstruktionsfehlers aus Approximationsfehler
und Datenfehler.

Es gibt eine ganze Reihe von etablierten Parameterwahlen. Im Allgemeinen ist v mit
Atz € X, nicht bekannt. Man kann daher keine a priori Parameterwahl so konstruieren,
dass das Regularisierungsverfahren optimale Ordnung hat. Es gibt in der Literatur eine
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ganze Reihe von Vorschéigen zur Wahl des (a posteriori) Regularisierungsparameters (sie-
he [4, 23, 24, 28, 33, 59, 63, 86]). Die Ansitze von [24, 33, 86] kommen dabei sogar ohne
die Kenntnis von 4 aus, wodurch jedoch der Nachweis der regularisierenden Eigenschaften
deutlich erschwert wird. Wir konzentrieren uns auf die a posteriori Parameterwahl wie sie
Morozov [63] vorgeschlagen hat.

Da uns zur Losung von (1.1) anstatt der exakten rechten Seite y nur verrauschte Daten ¢/°
mit (1.3) zur Verfiigung stehen, macht es keinen Sinn, von einer approximativen Losung eine
hohere Genauigkeit zu verlangen als dieses §. Ziel ist es also, den Regularisierungsparameter
so zu wéhlen, dass

|ARayyy” = 'l = 0

< 6§ (vgl. [73, Abschnitt 3.4]) erfiillt, existiert zu
< 76 fiir 0 < t < tg. Das folgende Diskrepanz-

gilt. Da der Defekt limp o ||AfS — y‘SHy
jedem 7 > 1 ein tp > 0 mit HARty‘S — y‘SHy
prinzip von Morozov ist also wohldefiniert.

Definition 1.12. Seien {ti}ren €ine monoton fallende Nullfolge und 7 > 1 fest gewdhlt.
Bestimme k* so, dass

HAR%*y‘S — y‘SHy <7< HARtiy‘S — y‘SHy firi=1,..., k" — 1.

Die Parameterwahl
a<57 yzS) = a<67 y67 7—) =t

heifit Diskrepanzprinzip (von Morozov).

Das Diskrepanzprinzip liefert zusammen mit geeigneten Regularisierungsoperatoren ord-
nungsoptimale Regularisierungsverfahren (vgl. [73, Satz 3.4.1] oder [20, Theorem 4.17]).

Satz 1.13. Der Filter {Gi}i~o sei reqularisierend mit Qualifikation po > 1 und es sei
tM(t) < Cy fiirt — 0. Die Parameterwahl erfolge nach dem Diskrepanzprinzip (Definition
1.12). Auferdem sei

7> S, =sup {1 —AG/(\) : t>0,0 <A< |4} > 1.

Dann ist ({Ri},a) mit Ry = G,(A*A)A* ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren
fiir AV bzgl. X, , fiir alle p €]0, uo — 1/2].

Bemerkung. Der Satz 1.13 gilt auch fiir diskrete Filter { Gy, },.en, sofern die Folge {t, }nen
die Eigenschaft

(1.10) th =Qntp1 firn>1mit0<<Q, <1

besitzt. o
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1.3 Asymptotische Regularisierung

Showalter hat in [79] ein Verfahren zur Approximation der verallgemeinerten Inversen einer
linearen Abbildung vorgestellt. Er zeigt in [79, Theorem IJ, dass

t

(1.11) lim [ exp(—(t—s)A"A)A* ds = tlim to(—tA*A)A* = Al

t—o0 0

sofern AT beschrinkt ist. Hierbei ist die analytische ¢-Funktion gegeben durch

er —1
(1.12) o) ="
Fiir A — 0 erfullt diese

2

A
¢<A>:1+5+§+”.'

Bei schlecht gestellten Problemen, wie wir sie betrachten, haben wir es allerdings mit einer
unbeschrénkten verallgemeinerten Inversen zu tun, weshalb uns das Resultat von Showalter
nicht weiterhilft. Wir kénnen den Showalter Ansatz aber auch mit Hilfe eines Anfangswert-
problems definieren, denn das Integral in (1.11) ist im Wesentlichen der Losungsoperator
des Anfangswertproblems
(1.13) du(t) = A*(y° — Au(t)), fir t>0,

u(0) = 0.
Aufgrund der Linearitdt und Beschranktheit von A*A ist (1.13) eindeutig losbar (siehe [68,
Chapter 4, Corollary 1.5]). Ferner konvergiert die Losung u(t) von (1.13) fiir t — oo gegen
einen stationdren Zustand w.., welcher offensichtlich die Normalengleichung A* Au,, = A*y°
erfiillt. Als differenzierbare Funktion ist die Losung u(t) stetig und wegen u(0) = 0 erhalten
wir eine Familie von Rekonstruktionsverfahren {R,} aus

Ry’ = u($).
Mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel [35] konnen wir u berechnen als
u(t) = to(—tA*A)A*y°
mit der g-Funktion aus (1.12). Daran kénnen wir auch direkt den zugehorigen Filter ablesen

Ge(N) = 1o(=3),

welchen wir nach genauem Betrachten als regularisierend erkennen. Die unendliche Qua-
lifikation und dass tM(t) < 1 gilt, haben wir in [47] nachgewiesen. Zusammen mit dem
Diskrepanzprinzip erhalten wir daher mit Hilfe von Satz 1.13 ein ordnungsoptimales Re-
gularisierungsverfahren (fiir A") mit unendlicher Qualifikation. Dieser als asymptotische
Regularisierung bezeichnete Ansatz taucht unseres Wissens nach zum ersten mal bei Vai-
nikko [83] in der englischsprachigen Literatur auf (zuvor ist er schon im russischsprachigen
Raum bekannt gewesen; siehe dazu die in [83] zitierte Literatur).
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1.4 Regularisierung durch numerische Integratoren

Zur numerischen Umsetzung der asymptotischen Regularisierung, also zur Losung des An-
fangswertproblems (1.13), setzt man Integrationsverfahren ein. Zu den Bekanntesten unter
diesen Verfahren zéhlen die Runge-Kutta-Verfahren. Rieder untersucht in [75] die regulari-
sierende Wirkung dieser Methode.

Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren zur Losung von (1.13) ist gegeben durch

Uy = ho zs: biUi/;
i=1

(1.14) Ul = A*(y° — AUY),
Ui — ho ZCLZ‘]’U}.
j=1

Ein Runge-Kutta-Verfahren ist explizit, sofern die Matrix A = (a;;); ;—; € R*® nur Eintrége
unterhalb der Diagonalen hat. Sei b = (b;);_, der aus den Koeflizienten b; des Integrators
bestehende Vektor. Bezeichnen wir dann mit

S(z) =14 2b"(I; — zA)1, 1=(1,...,1)"eR’®
die zum obigen Verfahren gehorende Stabilitéatsfunktion (siehe [27, Definition 2.1]), so ist

1— HZ:1 S<_hk)‘)
A

der Filter des resultierenden Regularisierungsverfahrens [75]. Dabei ist hy die Zeitschritt-
weite im k-ten Schritt des Integrators und ¢, = >, _, hy, die Integrationszeit. Rieder konn-
te nun in [75, Theorem 3.2] zeigen, dass zu jedem Integrator eine maximale Schrittweite
hmax existiert so, dass die nach dem Diskrepanzprinzip gestoppte Integrationsmethode ein
ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren mit unendlicher Qualifikation ist, sofern die
Schrittweiten von Null weg beschréankt bleiben. Die Beschriankung der maximalen Schritt-
weite riithrt dabei aus der Stabilitéit des Verfahrens. Bei A-stabilen Verfahren kann die Be-
dingung der maximalen Schrittweite wegfallen; man darf daher in diesem Fall unabhéngig
vom Integrator grofle Zeitschrittweiten wéhlen.

(1.15) Gy (A) =

Satz 1.14. [75, Theorem 3.3] Sei S die Stabilitatsfunktion eines A-stabilen Runge-Kutta-
Verfahrens, welches
|S(=2)| <1 firalle z>0

erfillt. Sind ferner die Zeitschrittweiten hy nach unten von der Null weg und nach oben
beschrinkt, so ist das Regularisierungsverfahren mit dem Filter (1.15) ordnungsoptimal und
von unendlicher Qualifikation, wenn es nach dem Diskrepanzprinzip gestoppt wird.
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Bemerkung. Die Aussage von Rieder ldsst uns einige Regularisierungsverfahren fiir li-
neare Probleme in neuem Licht erscheinen. Verwendet man beispielsweise das explizite
oder implizite Euler-Verfahren zur Losung des Showalter-Anfangswertproblems (1.13), so
erhélt man das schon bekannte relaxierte Landweber-Verfahren bzw. die Tikhonov-Philips-
Regularisierung. Unter diesem Aspekt erkennen wir, dass die Beschrinkung des Relaxati-
onsparameters w < 2/ ||A||* im Landweber-Verfahren dem beschriinkten Stabilitéitsbereich
By (—1) des expliziten Euler-Verfahrens geschuldet ist. o

In [47] konnten wir diese Aussage auf exponentielle Integratoren, siche Anhang A, erweitern.
Wir betrachten hier nur den Spezialfall des exponentiellen Euler-Verfahrens angewandt auf
(1.13):

(1.16) Uns1 = Up + hpp(—hn AT A)A* (10 — Auy,).

In [9] und [10] wird dieser Ansatz fiir groBe diskrete schlecht gestellte Probleme untersucht
und die Konvergenz gezeigt. Fine Aussage iiber die Konvergenzrate ist dort aber nicht zu
finden.

Satz 1.15. Sind die Schrittweiten h, durch eine positive Konstante ¢ nach unten be-
schrankt, gilt also hy, > ¢ > 0 fiir alle n € Ny, so liefert das exponentielle Euler-Verfahren
angewandt auf das Anfangswertproblem (1.3) zusammen mit dem Diskrepanzprinzip ein
ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren mit unendlicher Qualifikation.

Beweis. Da das exponentielle Euler-Verfahren lineare Anfangswertprobleme exakt 16st, ent-
spricht das zugehorige Regularisierungsverfahren der asymptotischen Regularisierung, deren
Eigenschaften oben schon besprochen wurden. Durch die Beschrankung der Zeitschrittweite
nach unten erfiillt das Verfahren auch (1.10) und der Satz ist bewiesen. O
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1.5 Implementierung

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit der Umsetzung des exponentiellen Euler-
Verfahrens auf dem Rechner. Wir gehen davon aus eine diskrete Version von (1.4) zu haben.
Auf die Art der Diskretisierung gehen wir bei den einzelnen numerischen Beispielen ein. Die
diskreten Variablen schreiben wir im Folgenden fettgedruckt. Sei nun

(1.17) %u(t; - 3*(y5+Au(t)), fir ¢ >0,

die diskrete Version von (1.13).

Der Algorithmus zur Losung dieses diskreten Anfangswertproblems ist in Algorithmus 1
schematisch dargestellt. Als Eingabeparameter benotigt dieser Algorithmus y°, eine Start-
schrittweite h., den Rauschpegel § und 7 aus dem Diskrepanzprinzip (Definition 1.12).
Ferner muss eine Funktion bereitgestellt werden, die die Matrix-Vektor-Produkte Av bzw.
A*v berechnet. Es ist dabei nicht notig, die Matrizen A und A* explizit zu kennen. Es ist
daher eine matrixfreie Implementierung maoglich.

Um die Matrix-Vektor-Multiplikation im Diskrepanzprinzip einzusparen nutzen wir
HAu(t) — y‘SH = HiEAA*gp(—L‘AA*)y‘S — y‘SH = Hexp(—tAA*)y‘sH

und approximieren daher zunéchst Hexp(—tAA*)y‘SH. Dies erledigen wir mittels Krylov-
Verfahren. Eine kurze Erlduterung dieser Methoden ist in Anhang B zu finden. Die Genau-
igkeit der Krylov-Approximation

(1.18) V., exp(—t,H,,)Be; & exp(—t; AAY)y’

mit 3 = |ly°|| schitzen wir dabei mit Hilfe des Kriteriums von Hochbruck und van den
Eshof [84]. Wir approximieren den Fehler ¢, durch

A
< m
wobei w,,, := exp(—hH,,)Fe; und
A, = Wm =Wkl g s

eine Ndherung des relativen Fehlers im m-ten Krylov-Schritt ist. In numerischen Experi-
menten hat sich herausgestellt, dass es geniigt, mit einer Genauigkeit in der Gré8enordnung
von ¢ zu rechnen. Ferner hat es sich in unseren numerischen Experimenten als sinnvoll er-
wiesen die Approximation fiir jedes m zu berechnen und nicht nur fiir bestimmte, wie es
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Algorithmus 1 Exponentielles Euler-Verfahren fiir lineare Probleme

[u;,t;]=expoeuler(y° h.,7,0)

v=y% B=|vl; tr=he
berechne H; und V;

w = exp(—t:H;)Be
m=2

Won = exp(—tH,,)Be;

_ wm=w]

Awn = 5

Em = 153% Wi ||

W =W, l
m=m+1
[ | erweitere Krylov-Raum IEl
update H,, und V,, I
ja

ja
<l <M AV

| nein l

L |w = exp(—tle_l)/Bel -— tl = tl + hc

in [39] vorgeschlagen wurde. Hat die Approximation (1.18) die gewiinschte Genauigkeit, so
iiberpriifen wir das Diskrepanzprinzip.

Ist das Diskrepanzprinzip schliefllich erfiillt, so berechnen wir
u; = tlA*Vmcp(—hHm)ﬁel.

Falls das Diskrepanzprinzip nicht erfiillt ist, erhohen wir die Schrittweite. Wir beschrénken
die Dimension des Krylov-Raums auf mpya.x = 100. Ist das Diskrepanzprinzip in diesem
Krylov-Raum nicht erfiillbar, so starten wir den Prozess mit y° — Au, statt y° neu.

Wurde die Zeitschrittweite im letzten Schritt zu grofl gewéhlt, so kann es passieren,
dass wir den Stoppzeitpunkt nicht optimal treffen. In diesem Fall liegt die Diskrepanz
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HAu1 — y‘SH > 70 deutlich unter 76. Um diesen Fehler zu korrigieren, fithren wir am Ende
des Algorithmus eine Monitoringstrategie durch (vgl. [75, Abschnitt 4.2]). Dabei reduzieren
wir die Schrittweite im letzten Zeitschritt so lange, bis die Diskrepanz grofier als 0.976 ist.
Eine Pseudocodeformulierung ist in Algorithmus 2 zu finden.

Zum Vergleich des Verfahrens haben wir das von Hanke in [29] untersuchte cgnr-Verfahren,
welches dem cg-Verfahren angewandt auf die Normalengleichung (1.2) entspricht, implemen-
tiert (in [29] heifit das Verfahren cgne). Wir stellen es in Algorithmus 3 dar.

Algorithmus 2 Monitoringstrategie fiir das exponentielle Euler-Verfahren
while HAu1 — y‘SH < 0.976 do

t1 = 0.9%;
d= Vmgp(_tIHm)ﬂel
u; = ug + tld

end while

Algorithmus 3 cgnr

[u]=cgnr(y’,70)
m=0;u=0;r=yd=71)=A*r
while ||[Au—y’| > 76 do

d=Ad B
a=F.)*/1d]?
u=u-+ad B

ry, =, +ad
’Iv'm+1 = A*r
B = [Frss |/ [l
d= ’i:m—H + ﬂd
m=m-+1

end while




1.6. NUMERISCHE BEISPIELE 19

1.6 Numerische Beispiele

Nachdem wir nun die Details der Implementierung besprochen haben, méchten wir das
exponentielle Euler-Verfahren anhand zweier Verfahren testen.

Alle numerischen Experimente dieser Arbeit wurden mit MATLAB Release 2006a auf einem
Intel® Core™ 2 Duo 6400 PC mit 2.13 GHz und 2 Gigabyte Hauptspeicher gerechnet.

1.6.1 Differentiation

Das erste Beispiel ist [73, Abschnitt 6.1.3.1] entnommen. Wir betrachten die Fredholm-
Integralgleichung erster Art

(1.19) Az =y,

wobei A: X — X, X = L*([0,1]), der Integraloperator

Ax(E) = / k(€ m)a(n) dn

mit Kern

§—=n, &2,

0, £ <,

ist. Da k € L?([0,1]?) ist, ist A ein kompakter Operator [87, Beispiel I1.3(c)]. Ferner gilt

Az = y genau dann, wenn x = y” und y(0) = ¢'(0) = 0 ist. Deshalb besteht der Kern von
A nur aus der 0.

k(fa 77) = {

Speziell sei nun die rechte Seite y durch

_ £2(£2 — 4£49) N 1 — cos(3n€)

fii 0,1
y(&) G 132 tir € €0,1]
gegeben. Die zugehorige Losung x' lautet
3
21 (€) = (1 — €)% + cos? (%g) fir &€ 10,1].

1
Da z' = A*w mit w(£) = 2—97?% cos(3w€) /2 ist, haben wir 27 € R(A*) = R((A*A)2) = A).
Damit sollten wir eine Konvergenzrate von O(v/4) erwarten kénnen.
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Abbildung 1.2: Exakte Losung x' (gestrichelte Linie) und die Rekonstruktion w4, mittels
des exponentiellen Euler-Verfahrens bei § = 0.0116 und ¢ = 10* (durchgezogene Linie).

Bevor wir das Problem auf dem Rechner umsetzen konnen, miissen es wir noch geeignet
diskretisieren. Dazu zerlegen wir das Intervall [0, 1] dquidistant in [ — 1 Teilintervalle der
Lange h; = ﬁ Die zugehorigen Knoten bezeichnen wir mit

&i=0G—1h, fir j=1,...,1L

Als Ansatzraum XY C X wihlen wir dann den von den Hutfunktionen ¢4, (i =1,...,1),
gegeben durch

G1i(&5) = ig,
aufgespannten [-dimensionalen Raum der stetigen, stiickweise linearen Funktionen. Durch
den Index [ kennzeichnen wir im Folgenden, in welchem Raum X wir uns befinden. Die
Gramschen Matrizen sind

2 1 0 0
1 4
G = (B )iyt = Gi= 2| g o o o | eR™
: . .4 01
O --- 0 1 2

Wir gehen von der realistischen Situation aus, die verrauschten Daten ¢° nur an den Knoten
&y, J = 1,...,1, zu kennen und interpolieren diese daher linear, um die kontinuierliche
Theorie anwenden zu koénnen. Wir haben also

g = (9(&y) + &) b

Jj=1
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500 1000 2000 3000 5000

Abbildung 1.3: Relativer L?-Regularisierungsfehler und erwartetes Abklingverhalten +/9;
(schwarz gepunktet) als Funktion der Dimension [. Exponentieller Euler mit/ohne Monito-
ring (rot/griin), cgnr mit/ohne Reorthogonalisierung (blau/gelb).

mit einer in [—¢;, &], & > 0 gleichverteilten Zufallsvariablen g; : [0, 1] — [, &]. Die Storung
in den Daten besteht daher nicht nur aus dem Messrauschen, sondern auch aus dem Inter-
polationsfehler und es gilt die folgende Abschatzung

[ l
ly = vl < |y =Y y(&,)en + ei(&5)%1
P £2(0,1) =

%5 h12||?/"||L2(o,1) +e& =4

L2(0,1)

Mit ¢, = th miissten wir also trotz der Diskretisierung

|2t — 20y, 220, = O(lu) = O(V/&)  fiir | — oo

beobachten konnen. Den relativen Rekonstruktionsfehler der verwendeten Verfahren be-
rechnen wir nicht exakt, sondern mit Hilfe von Trapezsummen. Da diese Approximation
eine Genauigkeit von O(h?) hat, fillt dieser Fehler bei der Beobachtung des Rekonstrukti-
onsfehlers nicht ins Gewicht.

In numerischen Experimenten haben wir das exponentielle Euler-Verfahren mit dem vorzei-
tig gestoppten cgnr-Verfahren aus [29] verglichen. Dabei haben wir jeweils 7 = 1.01 und als
Startzeitschrittweite ¢t = 10-1%/? gewihlt. Die Ergebnisse spiegeln das erwartete Abklingver-
halten des relativen Rekonstruktionsfehlers wieder. Abbildung 1.3 zeigt, dass der Fehler des
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cgnr-Verfahrens minimal geringer ist als der Fehler des exponentiellen Euler-Verfahrens.
Dabei macht es kaum einen Unterschied ob wir beim exponentiellen Euler-Verfahren die
Monitoringstrategie (siehe Algorithmus 2) einsetzen oder nicht.

Ein Blick auf die Dimension der jeweils benotigten Krylov-Raume (siche Abbildung 1.4)
zeigt, dass in fast alles Fiéllen die beiden exponentiellen Euler-Verfahren mit Krylov-Raum-
en geringerer Dimension auskommen als das cgnr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung.
Dies steht eigentlich im Widerspruch dazu, dass das cgnr-Verfahren das Residuum im
Krylov-Raum minimiert und daher als erstes das Diskrepanzprinzip erfiillen miisste [29,
Seite 16]. Durch den Verlust der Orthogonalitéit im cgnr-Verfahren (siehe [60] und die dort
zitierte Literatur) geht diese Eigenschaft allerdings verloren. Wir haben daher auch das
cgnr-Verfahren mit Reorthogonalisierung implementiert. In Abbildung 1.4 (oben) erkennt
man, dass das so modifizierte cgnr-Verfahren mit geringfiigig kleineren Krylov-Raumen
auskommt als die exponentiellen Euler-Verfahren.

Die kleineren Krylov-Raume spiegeln sich auch im Vergleich der Rechenzeiten wieder (Ab-
bildung 1.4). So ist das exponentielle Euler-Verfahren bei kleinem § und den damit einherge-
henden grofien rdumlichen Diskretisierungen um bis zu 40% schneller als cgnr ohne Reor-
thogonaliserung. Der Vergleich mit dem cgnr-Verfahren mit Reorthogonalisierung zeigt,
dass die exponentiellen Euler-Verfahren hinsichtlich der Rechenzeit mithalten kénnen.

Werfen wir zum Schluss noch einen Blick auf unsere Monitoringstrategie aus Algorith-
mus 2. In Abbildung 1.4 (unten) ist deutlich zu erkennen, dass wir durch diese Strategie
den Stoppzeitpunkt der Zeitintegration so steuern konnen, dass er nahe am gewiinschten
Stoppzeitpunkt ¢opy mit HAy(topt) — y‘SH = 70 liegt. Ferner liefert das exponentielle Euler-
Verfahren in der Regel einen besseren Stoppzeitpunkt als die cgnr-Verfahren.
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Abbildung 1.4: Dimension der Krylov-Raume (oben), Speedup gegeniiber cgnr mit Reor-

thogonalisierung (mittig) und ||ARy,.y° — 4°|| /(76) (unten) jeweils als Funktion der Di-
mension. Exponentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/griin), cgnr mit/ohne Reortho-

gonalisierung (blau/gelb).
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1.6.2 Geologische Prospektion

Das zweite numerische Beispiel ist eine Vereinfachung eines Problems aus der Geologie
(vergleiche [25, 34]). Dabei mochte man von Messungen auf der Erdoberfliache auf den
Ort, die Form und die Zusammensetzung unterirdischer Korper schliefen. Wir beschrénken
uns auf ein stark vereinfachtes eindimensionales Problem auf dem Intervall Q = [0, 1].
Wir gehen davon aus, dass auf einer Parallelen zur horizontalen (Mess-)Linie eine zu be-
stimmende Masseverteilung = vorliegt. Auf der Messlinie wird die vertikale Komponente
der Gravitationskraft y gemessen. Der Zusammenhang zwischen dieser Messung und der
tatséchlichen Masseverteilung « wird, wie schon im Beispiel aus Abschnitt 1.6.1, durch eine
Fredholm-Integralgleichung erster Art (1.19) beschrieben. Der Kern k des Integraloperators
A L*(]0,1]) — L3([0,1]) ist dieses Mal gegeben durch die Funktion

k) =d(d+ (=)~ fir (¢,n) € [0,1]%

Der Parameter d beschreibt dabei den Abstand zwischen der Messlinie und der Parallelen
mit der Masseverteilung x. In unseren Experimenten setzen wir ihn auf d = 0.25. Als exakte

Losung wahlen wir
in(2
2t (€) = sin(n€) + w

und berechnen die zugehorige rechte Seite numerisch. Dazu diskretisieren wir das Problem
wieder wie in Abschnitt 1.6.1.

1.5

0.5¢

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 1.5: Exakte Losung zf(gestrichelte Linie) und die Rekonstruktion w4 mittels
des exponentiellen Euler-Verfahrens bei 6 = 0.2972 und ¢ = 1.96 (durchgezogene Linie).

Wie zuvor vergleichen wir das exponentielle Euler-Verfahren mit dem vorzeitig gestoppten
cgnr-Verfahren und setzen 7 = 1.01 und die Startzeitschrittweite ¢ = [?/100. In Abbildung



1.6. NUMERISCHE BEISPIELE 25

N

(H—
i z 0
) - 3

500 1000 2000 3000 4006000

Abbildung 1.6: Relativer L2-Regularisierungsfehler als Funktion der Dimension. Expo-
nentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/griin), cgnr mit/ohne Reorthogonalisierung
(blau/gelb).

1.5 ist die Funktion 2" und deren Rekonstruktion durch das exponentielle Euler-Verfahren
mit [ = 14 und einem relativen Rekonstruktionsfehler von 7.9% dargestellt. Die weiteren
Tests der Verfahren an diesem Beispiel bestitigen die Ergebnisse des Experiments aus
Abschnitt 1.6.1. Da wir nicht wissen, ob die gewiihlte Funktion 2" in einem der Teilriume
X, , (vergleiche (1.7) )liegt, liefert uns die Theorie keine Aussage iiber das Verhalten des
Fehlers 6 — 0. An Abbildung 1.6 sehen wir jedoch, dass der relative Fehler bei allen vier
Verfahren mit der gleichen Rate abnimmt.

Wie schon im ersten numerischen Beispiel kommen die exponentiellen Euler-Verfahren bei
fast allen Dimensionen | (und damit groBerem Rauschpegel 6 ~ h?) mit deutlich kleine-
ren Krylov-Réumen aus als cgnr ohne Reorthogonalisierung (siehe Abbildung 1.7 (oben)).
Dies spiegelt sich natiirlich auch in der Effizienz der Verfahren wider. In Abbildung 1.7
(mittig) erkennt man, dass das exponentielle Euler-Verfahren ohne die Monitoringstrategie
um bis zu 25% schneller ist wie das cgnr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung. Setzt man
die Monitoringstrategie ein, so reduziert sich der Vorteil nur minimal und die Methode
ist somit noch deutlich schneller als das cgnr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung. Zum
Vergleich haben wir in Abbildung 1.7 auch die Ergebnisse von cgnr mit Reorthogonalisie-
rung dargestellt. Man erkennt sehr gut, dass durch die erhohte Stabilitdt des Verfahrens
mit Reorthogonalisierung der numerische Mehraufwand mehr als wett gemacht wird. Die
exponentiellen Euler-Verfahren sind bei den Beispielen grofler Dimension nur um etwa 10%
langsamer als cgnr mit Reorthogonalisierung also durchaus konkurrenzfihig.
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Zum Test der Monitoringstrategie ist in Abbildung 1.7 (unten) das Verhéltnis der Norm der
Diskrepanz zu 79 graphisch dargestellt. Offensichtlich erfiillt die Monitoringstrategie wieder
ihre Aufgabe. Das so modifizierte Verfahren trifft den Stoppzeitpunkt wesentlich genauer
als das Verfahren ohne Verwendung dieser Strategie.

Aufgrund des symmetrischen Kerns des Fredholm-Integraloperators A ist dieser selbstad-
jungiert. Man kann sich daher den Weg iiber die Normalengleichung 1.2 sparen und direkt
das gestorte Problem 1.4 16sen. Die Theorie lésst sich auf diesen Fall tibertragen. Wie Hanke
in [29, Kapitel 4] zeigt, eignet sich das cg-Verfahren kombiniert mit dem Diskrepanzprinzip
nicht fiir das symmetrische Problem. Wir vergleichen die exponentiellen Euler-Verfahren
daher, wie in [29] vorgeschlagen, mit dem mr-Verfahren (mr=minimal residual, siche [29,
Abschnitt 2.2]). Die Umsetzung auf dem Rechner zeigt, dass sich am Konvergenzverhalten
nichts Wesentliches dndert (sieche Abbildung 1.8). Die relativen Fehler aller vier Verfahren
zeigen wieder ein gleiches Verhalten. Die Effizienz der Verfahren steigt allerdings, da in je-
dem Krylov-Schritt nur noch eine Matrix-Vektor-Multiplikation durchgefiihrtwerden muss.
Dabei profitiert das mr-Verfahren ohne Reorthogonalisierung am stérksten vom besser kon-
ditionierten System und macht den Riickstand auf die anderen Verfahren zum Teil wett.
Die drei Verfahren, welche Reorthogonalisierung einsetzen, gewinnen durch diesen Ansatz
nicht so stark. Die vier Verfahren haben daher eine vergleichbare Effizienz.
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Abbildung 1.7: Dimension der Krylov-Raume (oben), Speedup gegeniiber cgnr mit Reor-
thogonalisierung (mittig) und |ARy,.y° — 4°|| /(76) (unten) jeweils als Funktion der Di-
mension. Exponentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/griin), cgnr mit/ohne Reortho-

gonalisierung (blau/gelb).
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Abbildung 1.8: Relativer L2-Regularisierungsfehler (oben), Dimension der Krylov-Riume
(mittig) und Speedup gegeniiber cg mit Reorthogonalisierung (unten) jeweils als Funk-
tion der Dimension. Exponentieller Euler mit/ohne Monitoring (rot/griin), cg mit/ohne
Reorthogonalisierung (blau/gelb).



KAPITEL 2

NICHTLINEARE SCHLECHT GESTELLTE
PROBLEME

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit nichtlinearen schlecht gestellten
Problemen. Ziel ist es, festzustellen ob und wie sich das fiir die linearen Probleme entwickelte
Verfahren auf diese Klasse von Problemen erweitern lasst und welche Eigenschaften es hat.

Zunichst verschaffen wir uns einen Uberblick iiber die Theorie nichtlinearer schlecht ge-
stellter Probleme und fassen bekannte Regularisierungsverfahren fiir diese Problemklasse
zusammen. Im Anschluss daran prisentieren wir die Ergebnisse von Tautenhahn [80] zur
asymptotischen Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme, welche die Basis
sowohl fiir das hier entwickelte Verfahren als auch fiir den Beweis der regularisierenden
Eigenschaft bilden. Nach diesem Riickblick stellen wir das vereinfachte exponentielle Euler-
Verfahren fiir nichtlineare schlecht gestellte Probleme vor und weisen in Abschnitt 2.4 nach,
dass dieses Verfahren gegen die gesuchte Losung konvergiert. Im Anschluss daran zeigen wir,
dass diese Konvergenz auch von optimaler Ordnung ist. An zwei numerischen Beispielen
verifizieren wir schliellich, dass die theoretischen Ergebnisse auch numerisch beobachtbar
sind und dass das exponentielle Euler-Verfahren zur Regularisierung schlecht gestellter Pro-
bleme konkurrenzfiahig ist. Die Ergebnisse zur Konvergenz sind in dem mit Hochbruck und
Ostermann verfassten Artikel [36] zu finden. Vorgestellt wurde das Verfahren schon in [37].

Beginnen wir nun mit einem kurzen Uberblick iiber die Theorie.

29
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2.1 Theorie nichtlinearer schlecht gestellter Probleme

Wir betrachten im Folgenden die Gleichung
(2.1) Fz) =y

wobei F': D(F) C X — )Y ein nichtlinearer Operator zwischen den Hilbertraumen X und )

mit Definitionsbereich D(F) ist. Wir gehen wieder davon aus, dass uns nur gestorte Daten
6 .

1° mit

(2:2) ly =yl <o
zur Verfiigung stehen. Die gestorte Gleichung lautet dann
(2.3) F(u) =1y’

Fiir lineare Probleme Ax = y kennen wir ,einfache” Kriterien, um die Schlechtgestelltheit
zu iiberpriifen. So sind lineare Probleme genau dann schlecht gestellt, wenn das Bild von
A nicht abgeschlossen ist, oder A kompakt und das Bild von A unendlichdimensional ist.
Bei nichtlinearen Problemen gestaltet sich solch eine Charakterisierung schwieriger. Wir
formulieren daher eine lokale Schlechtgestelltheit.

Definition 2.1. Die nichtlineare Operatorgleichung (2.1) auf den Hilberrdumen X und Y
heifst lokal schlecht gestellt in xo € D(F), falls es zu jedem r > 0 eine Folge {x, }nen C
B,.(xo) N D(F) gibt, die nicht gegen xy konvergiert, deren Bildfolge {F (xy)}nen C Y aber
gegen F(xo) konvergiert, d.h.

lim |[F(z,) — F(xo)|ly, =0, aber z, # x fir n— oo.

n—o0

Andernfalls heifit (2.1) lokal gut gestellt in x.

Im linearen Fall liefern kompakte Operatoren schlecht gestellte Probleme. Dies verhélt sich
bei nichtlinearen Problemen &hnlich. Ein Kriterium fiir die lokale Schlechtgestelltheit eines
nichtlinearen Problems erhilt man aus dem folgenden Lemma (vgl. [21, Proposition A.3]).

Lemma 2.2. Sei F' : D(F) C X — Y ein stetiger, kompakter und schwach folgenabge-
schlossener nichtlinearer Operator zwischen den Hilbertraumen X und Y. Ist X separabel
und unendlichdimensional, so ist (2.1) lokal schlecht gestellt in jedem xqo € int (D(F))

Viele Verfahren zur Losung nichtlinearer Probleme linearisieren diese. Der Zusammenhang
der Schlechtgestelltheit des nichtlinearen Problems und einer Linearisierung ist allerdings
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nicht so einfach wie man vermuten kénnte. Man kann im Allgemeinen nicht von der Schlecht-
gestelltheit von Linearisierungen von (2.1) auf die Schlechtgestelltheit von (2.1) selbst schlie-
Ben. Genausowenig ist der umgekehrte Schluss von der Schlechtgestelltheit von (2.1) auf die
Schlechtgestelltheit der zugehorigen Linearisierungen korrekt. Gegenbeispiele findet man bei
Engl, Kunisch und Neubauer [21] und bei Schock [77].

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Funktion F, zum Beispiel einer Lipschitz-
Bedingung an die Fréchet-Ableitung F’ (die natiirlich existieren sollte), iibertragt sich die
Schlechtgestelltheit jedoch von (2.1) auf die Linearisierung

F'(2Nx =y.
Néheres hierzu findet man beispielsweise in [45].

Schon bei linearen Problemen haben wir die Eindeutigkeit der Losung erzielt, indem wir die
Losung mit minimaler Norm ausgezeichnet haben. Da wir uns im nichtlinearen Fall lokal
in einer Kugel um xy bewegen, suchen wir nun die xo-Minimum-Norm-Losung.

Definition 2.3. Seien 2o € X und y € R(F). Der Vektor 2 heifit xo-Minimum-Norm-
Losung von (2.1) beziiglich vy, falls

|2" - .TOHX =min { |z — x|y : © € D(F), F(z) =y}
qgilt.
Die xo-Minimum-Norm-Losung ist unter gewissen Voraussetzungen lokal eindeutig (siche

Lemma 2.10). Verfahren, um die zp-Minimum-Norm-Losungen zu finden, wollen wir wieder
als Regularisierungsverfahren bezeichnen.

Definition 2.4. Seien F' : D(F) C X — Y stetig und {R;}~0 eine Familie stetiger
Operatoren R, : X x Y — Y. Existiert eine Funktion o : (0,00) X Y — (0,00) so, dass fiir
eine xo-Minimum-Norm-Lisung ' von (2.1) mit y € R(F)

sup { || — Ragsye) (20,9)| 4+ ¥° € Vi lly =9Il <} — 0 fir 60

gilt, dann heifit ({R¢}i=0, ) Regularisierungsverfahren fir F. Die Parameterwahl
a sei so orientiert, dass fir jedes y € R(F):

lim sup {a(d,y") : y* €V, [ly —y’[|, <d} =0.
Es gibt auch fiir nichtlineare Probleme eine ganze Reihe von Regularisierungsverfahren. Das

vermutlich einfachste Verfahren ist eine Verallgemeinerung des Landweber-Verfahrens fiir
lineare Probleme. Ausgehend von xy wird dabei via

(2.4) Upyr = up + F'(up)* () — F(ug)) fir k=0,1,2,...
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iterativ eine Folge von Approximationen an die gesuchte Losung berechnet. Fine Analyse
dieser Methode findet man in [32]. Das vermutlich bekannteste Verfahren ist die nichtlineare
Tikhonov-Phillips-Regularisierung. Hier wird analog zum linearen Fall (siche Beispiel 1.2)
das Minimierungsproblem

1P () = 4[5, +tllu — w3 = min

gelost. Der Vektor xg ist dabei eine ,,gute” Startapproximation an die Losung. Untersucht
wird die regularisierende Eigenschaft der nichtlinearen Tikhonov-Phillips-Regularisierung in
[21, 64]. Eine ganze Klasse von Regularisierungsmethoden sind Regularisierungsverfahren
vom Newton-Typ. Wir haben zuvor schon festgestellt, dass sich die Schlechtgestelltheit eines
Problems unter gewissen Voraussetzungen auf die Linearisierung iibertrégt. Bei regularisier-
ten Newton-Verfahren wird daher in jedem Schritt ein lineares Regularisierungsverfahren
auf das linearisierte Problem

(2.5) F'(un) Aty = 3° — F(un)

angewandt (siehe [3, 46, 48, 49, 50, 72, 71, 81]). Eine Ubersicht iiber derartige Methoden
findet man im kiirzlich erschienenen Buch von Kaltenbacher, Neubauer und Scherzer [51].
Jin und Tautenhahn zeigen in [48] die Konvergenz und Ordnungsoptimalitét fiir eine ganze
Klasse solcher Verfahren. Sie untersuchen iterative Verfahren der Form

(2.6) Ups1 = o + Go(F' (u)* F' (ue) ) F' (ue)* (v — F(ur) — F'(ug) (uo — ),

wobei G die zu einem linearen Regularisierungsverfahren gehorende Filterfunktion (siehe
Definition 1.9) ist.

Der iterative Ansatz bei Newton-Verfahren ermoglicht es, die Fiille der Regularisierungs-
operatoren fiir lineare Probleme auch im nichtlinearen Fall einzusetzen.

Beispiel 2.5.

1. Léosen wir das (eventuell schlecht gestellte) lineare Problem (2.5) mit Hilfe der
Tikhonov- Philipps- Regularisierung, so erhalten wir das von Hanke [30] analysierte
Levenberg- Marquardt- Verfahren.

2. Fiir Probleme mit groffer Dimension sind natirlich iterative Verfahren zur Regulari-
sierung des linearisierten Problems die Methoden der Wahl. Eine Analyse des Newton-
Ansatzes mit dem cgnr-Verfahren als innerer Iteration findet man beispielsweise bei
Hanke [31] oder Rieder [74].

Es wiére vermessen, bei nichtlinearen Problemen eine bessere optimale Konvergenzrate zu
erwarten als bei linearen Problemen. Wie {ibertragen daher die Definition der Ordnungs-
optimalitat auf den nichtlinearen Fall.
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Definition 2.6. Scien F': D(F) C X — Y stetig, 27 eine xo-Minimum-Norm-Ldsung von
(2.1) mity € R(F), F Fréchet-differenzierbar und

2.7 zt —xo = (F'(2)*F'(2"))w  fir einw € X mit |w||, < 0 und einy > 0.
X

Das Regularisierungsverfahren ({R:}i=o0, ) heifit ordnungsoptimal, wenn fir & hinrei-
chend klein eine Konstante C, existiert so, dass

1 2y
sup { ||&" — Ragyo)(m0,0°)|| 4 1 0° € Y, |ly— ']y < 0} < Cro o2,

Die Quellbedingung (2.7) ist das Analogon zu den im linearen Kapitel definierten Raumen
X, , (siehe (1.7)).

Beispiel 2.7. Das Landweber-Verfahren fiir nichtlineare schlecht gestellt Probleme, defi-
niert durch (2.4), konvergiert unter geeigneten Voraussetzungen (vgl. [32], unter anderem
v € (0,1/2]) mit optimaler Ordnung.
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2.2 Asymptotische Regularisierung

Da das von uns untersuchte Verfahren als diskrete Version der asymptotischen Regularisie-
rung aufgefasst werden kann, geben wir in diesem Abbschnitt einen kurzen Uberblick iiber
dieses Verfahren und présentieren die fiir uns interessanten Eigenschaften aus der Arbeit
von Tautenhahn [80]. Er untersucht dabei die nichtlineare Variante der asymptotischen
Regularisierung (vgl. Abschnitt 1.3)

. wt) = Flu(t) <y5 - F(u(t))) >0,
u(0) = .
Der Regularisierungsparameter ¢, wird dabei wieder durch das Diskrepanzprinzip
(2.9) HF(u(t*))—y‘sH <76 < HF(u(t))—y‘sH, 0<t<t,
bestimmt. Tautenhahn konnte nun unter der Voraussetzung der Tangentialkegelbedingung
Annahme 1. F': D(F) C X — Y ist Fréchet differenzierbar und erfillt
(2.10) 17 () = F(@) — F'(@)(z - D < n||F(2) - F@),

fir einn <1, z,x € B,(x9) C D(F).

zeigen, dass die durch das Diskrepanzprinzip (2.9) bestimmte Stoppzeit ¢, endlich ist und
dass das Verfahren sowohl bei exakten als auch bei gestérten Daten gegen eine Lésung von
(2.1) konvergiert.

Satz 2.8. /80, Theorem 3] Es sei Annahme 1 erfillt und (2.1) in B.(xo) losbar. Falls
u(t) eine Losung von (2.8) mit y° = y ist, konvergiert u(t) fiir t — oo gegen eine Lisung
xs € By(wo) von (2.1). Gilt zusitzlich N'(F'(z")) C N(F'(z)) fir alle v € B.(x0), so
konvergiert u(t) sogar gegen x'.

Satz 2.9. [80, Theorem 4] Falls Annahme 1, (2.2) und HF(JL‘O) — y‘SH > 70 > 0 erfillt sind,
u(t) eine Losung von (2.8) ist, t. nach dem Diskrepanzprinzip (2.9) mit

1+n

>
T 1_77

gewdhlt wird und (2.1) in B,.(xo) ldsbar ist, konvergiert u(ts) fir 6 — 0 gegen eine Lisung
xy von (2.1). Gilt zusitzlich N'(F'(z1)) € N (F'(z)) fiir alle x € B.(x0), so konvergiert
u(t) sogar gegen x'.
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Bemerkung. Die Bedingung (2.10) bedeutet, dass der Fehler der Linearisierung von (2.1)
durch das Residuum beschrénkt ist und liefert mit der Dreiecksungleichung die folgende
Abschétzung:

e1) e IP@eE-I < IFE - F@I < 1= IF @@=
fiir alle z, 7 € B,(xo). o

Eine direkte Konsequenz hiervon ist

Lemma 2.10. Unter der Annahme (2.11) gilt: sind x.,%, zwei Lisungen von (2.1) in
B,.(xz0), dann gilt

Dieses Lemma charakterisiert die Losungen von (2.1) in B,(xo) und erméglicht spéter die
Konvergenz gegen x' zu zeigen und nicht nur die Konvergenz gegen irgendeine Losung des
nichtlinearen Problems (2.1).

Zum Beweis der Konvergenzrate muss man zunéchst die Quellbedingung aus Definition 2.6
fordern.

Annahme 2. Es existieren w € X, sowie Konstanten v € (0,1/2] und 0 > 0 so, dass

eo =2 — ' = (F'(a")*F'(a")w und |w| <o

Ferner setzt Tautenhahn die folgende Annahme voraus:

Annahme 3. Fiir jedes x € B,.(xo) existiert ein beschrinkter linearer Operator R, : Y — Y
und eine Konstante C, > 0 so, dass

1. F'(x) = R F'(2") und
2 R~ 1] < Oy o — 4|

gelten.

Bemerkung. In der Literatur [71, 72, 74] ist als Alternative zu Annahme 3 auch die Version

F/ z) =R T3 F/ f
o1 (@) = Run F'(3)
|Rea —I|| < Crllz — |5

fiir x,x € B,.(up), oder eine Variante hiervon [7, 49, 51| zu finden. o

Im Folgenden Lemma 2.11 zeigen wir, dass (2.12) schérfer als Annahme 3 ist.
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Lemma 2.11. Ist Cgr < 5 so folgt aus (2.12) die Annahme 3 mit n = 1_0—3; < 1.

Beweis. Aus

|(F'@) - F@) @ - D, = | (Ren-F @@ -3,
< Crlle - &l IF'@) @ - Dlly

folgt mit x; = 7 + t(x — 7) und dem Mittelwertsatz

£~ F@ — F@ -y = | [ (Pl - FE) - o

Yy
1
< [ Crlle =3l IF @ e - Dy o
1 ~ ~ ~
<Cng lle ¥ IF'@) (@~ )y
Mit der Dreiecksungleichung und ||z — Z|| , < 2r ergibt sich daraus
(1= Crr) [|IF'(@)(x — D)lly < |F(z) — F@)]y

und schliefllich wegen Cprr < 1

o - > C "
1F(2) = F(@) — F'@) (@ = D)l < 1—712037“ 1F(x) = F@)]y, -
Fir Crr < % ist fg;r < 1 und die Behauptung ist gezeigt. O

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit (man kann (2.1) entsprechend skalieren) nimmt Tau-
tenhahn ferner an:

Annahme 4. Fir x € B,(x) gilt
(2.13) IF@) <1

Unter all diesen Annahmen beweist Tautenhahn nun in [80, Theorem 6] die Ordnungsopti-
malitdt der nichtlinearen asymptotischen Regularisierung.

Satz 2.12. Fulls zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 2.9 die Annahmen 2 bis 4 und

9 _
(2.14) r>=—1

L—n
erfillt sind, existiert eine Konstante ¢, = c.(v,7,m) so, dass fir die Lisung u von (2.8)
und fiir geniigend kleines o

Hu(t> — gl H < C*gl/(2'y+1)62'y/(2,y+1)

qgilt.
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2.3 Das nichtlineare exponentielle Euler-Verfahren

Eine numerische Umsetzung der asymptotischen Regularisierung ist natiirlich nicht direkt
moglich, sondern erfordert den Einsatz eines Zeitintegrators. Bockmann und Pornsawad
beweisen in [8] die regularisierende Eigenschaft vereinfachter Runge-Kutta-Verfahren ange-
wandt auf (2.8)

Up+1 = Up + hn Z bZFI(Un,Z>*(y6 - F<Uﬂ,i>)7

=1
hy, ZaijF/(un>*(y6 — Pt} — Fl(“ﬂ)lez,j)
=il

Un,i = Up + U;H

!
Un,i

Diese Methode hat allerdings mehrere schwerwiegende Nachteile. Zwar werden durch die
dort vorgeschlagene Vereinfachung nichtlineare Probleme auf lineare Probleme reduziert,
allerdings muss man in jedem Integrationsschritt (s + 1)-mal die Funktion F' und ihre
Ableitung F" auswerten, was beides in der Regel teuer ist (s ist dabei die Anzahl der Stufen
des Verfahrens). Zum Beweis der Konvergenz ist ferner eine Abschitzung

(2.15) % <P+ o M) < e fir Ae [0, ]F (un)|?]

notig. Der Koeffizientenvektor b und die Koeffizientenmatrix A sind dabei wieder wie im
linearen Fall (1.14) definiert. Die Bedingung (2.15) zieht eine drastische Beschrankung der
Schrittweite nach sich und erhoht damit die Anzahl der Integrationsschritte. Setzen wir wie
in [8] die Annahme 4 voraus, so ergibt sich beispielsweise fiir das implizite Euler-Verfahren
die Schrittweitenbeschrankung h, < 2 —1,

Diese Beschrinkung scheint allerdings nur beweistechnisch notwendig zu sein, da die in [§]
beschriebenen numerischen Experimente auch mit grofleren Schrittweiten gerechnet werden
kénnen.

Auch Li et al. [57] verfolgen den Ansatz, das nichtlineare Showalter-Anfangswertproblem
mit einem Runge-Kutta-Verfahren zu 16sen. Sie untersuchen dabei insbesondere das expli-
zite zweistufige Verfahren von Runge gegeben durch das Butcher-Tableau

0

o1 — O
O O

1
Fiir konstante Schrittweite h, = 1 wird in [57] unter den Annahmen 1 — 3 gezeigt, dass
dieses Regularisierungsverfahren fiir v € (0, %] mit optimaler Ordnung konvergiert. Die
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numerischen Beispiele legen die zu erwartenden Vorteile dieses Verfahrens gegeniiber dem
Landweber-Verfahren dar.

In dieser Arbeit betrachten wir eine vereinfachte Version des exponentiellen Euler-
Verfahrens (siche Anhang A) angewandt auf (2.8). Dazu approximieren wir die Jacobi-
Matrix

d
(2.16) d—F'(U)(?f — F(u)) » —F'(u)"F'(u) =: =J (u),

u
indem wir die Ableitung zweiter Ordnung wegfallen lassen. Die zugehorige Iteration ist
dann

(2.17) Ung1 = Un & Pn@(—hnJ (un))F'(un)*(y° — F(u,)) fir n €N

mit der p-Funktion aus (1.12). Man kann das Verfahren (2.17) auch als ein regularisiertes
inexaktes Newton-Verfahren [71, 72] mit dem exponentiellen Euler-Verfahren als innerer
Regularisierung interpretieren. Verwendet man nédmlich das exponentielle Euler-Verfahren
um die im Newton-Verfahren auftretenden linearisierten Gleichungen (2.5) zu regularisieren,
so erhdlt man

Au, = hn‘P(_th<un>>F/<un)*(?/6 — F(un)).
Zusammen mit u,1 = u, + Au, ergibt dies genau die Iterationsvorschrift (2.17).

Wie schon in Kapitel 1 werden wir die zu den exakten Daten y gehtrenden Iterierten mit
T, bezeichnen.

Bemerkungen.

1. Wendet man das Verfahren (2.17) auf eine lineares Problem an, so erhdlt man das
in Kapitel 1 untersuchte Verfahren (1.16). Somit ist das vereinfachte exponentielle
Euler-Verfahren zur Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme (2.17)
eine Verallgemeinerung des Verfahrens (1.16) fiir lineare Probleme.

2. Auch im nichtlinearen Fall liefern verschiedene, teilweise vereinfachte, Integratoren
zur Losung des Anfangswertproblems (2.8) schon bekannte Regularisierungsverfah-
ren. So entspricht das explizite Euler-Verfahren der nichtlinearen Landweber-Iteration
und das linear implizite Euler-Verfahren, vereinfacht durch die Approximation (2.16),
fithrt auf das Verfahren von Levenberg-Marquardst.

<

Wie schon bei den linearen Problemen miissen wir die Iteration wieder nach einer geeig-
neten Anzahl von Schritten stoppen. Diesen Stoppindex wahlen wir wieder mit Hilfe des
Diskrepanzprinzips

(2.18) Hgf — Flup)|| £ 76 < Hy5 — F(u,)||, fir n<n"
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Zur Vereinfachung der Notation fithren wir noch einige abkiirzende Schreibweisen ein:

Ap = F'(uy), Jn = AL Ay, K, =A,A;,

Ay = F'(ah), Jp= AL A, K, = A AL,

Aty = Upt1 — Un, AFn:y‘S—F(un), AFz:y‘S—F(un),

D, = p(—hndn), CNI)n = o(—huKy),

Py = p(=hnds), Py =p(—hnKy),

By, = Ry, ;

en = Uy — .
Um die Lesbarkeit zu erhalten, haben wir die Abhéingigkeit von ¢, beispielsweise bei e,
nicht immer gekennzeichnet.
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2.4 Konvergenz des exponentiellen Euler-Verfahrens

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Konvergenz der Iterierten u, des exponentiellen Euler-
Verfahrens gegen die xo-Minimum-Norm-Losung z' zu zeigen. Dazu ist jedoch noch eine
Strategie notig, mittels derer wir die Zeitschrittweiten h, wéhlen. In der Literatur gibt es
dazu verschiedene Vorschlége. Einen sehr einfachen Ansatz verfolgen Jin und Tautenhahn
[48]. Sie fordern, dass die Schrittweiten monoton, aber auch nicht zu schnell wachsend sind,
genauer verlangen sie, dass eine Konstante Ah,,., existiert, sodass

ho <hgiyr <hg+Abpax fir n>0

gilt. Rieder [72] schlégt vor, die Schrittweite so zu wahlen, dass ein Diskrepanzprinzip fiir
das um wu, linearisierte Problem zum ersten Mal erfiillt ist, also

| A% Aun — AFy ||, < pn |AF, ||, fiir 7 >0,

ly

wobei die Parameter p,, aus dem Intervall (n+ (141)d/ HAF 4 gewihlt werden sollen.

Iy 1l
Unsere Analyse beruht auf dem von Hanke [30] gewdhlten Weg. Der Parameter u erfiille
dazu 0 < p < 1 und die Funktion v sei durch

(2.19) P(2) = p(2)(1 - 2)

definiert. Wir wéhlen dann die Zeitschrittweite h,, nach dem folgenden Diskrepanzprinzip:

(2.20) — ([ (—hn K AP — AuAu||, = | AFS]|,
Dies kénnen wir auch dquivalent umformen zu
(2.21) ph(hn) = || o(=hn ) AF, ||,

Um die Wohldefiniertheit der durch 2.20 definierten Schrittweite h,, zu zeigen nehmen wir
an, dass nach n Zeitschritten sei die Ungleichung

(2.22) [9(—huKn) AR} + Anea|,, < £ ||AF]

Iy ly

erfiilllt ist. Die Giiltigkeit Annahme wird spéter in den Satzen 2.15 und 2.16 verifiziert
werden.

Bemerkung. Fiir das in [30] untersuchte Levenberg-Marquardt- Verfahren vereinfacht sich
die Situation wegen ¢ = 1. In diesem Fall ergeben das Diskrepanzprinzip (2.20) und die
Annahme (2.22) die gleichen Bedingungen wie in [30]. o

Im folgenden Lemma stellen wir sicher h,, durch (2.20) bzw. (2.21) eindeutig bestimmt ist.
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Lemma 2.13. Es gelte (2.22), dann hat (2.20) eine eindeutige Lisung h, > 0.

Beweis. Die Funktion p?(h) ist stetig und streng monoton fallend in h, sofern AF? # 0
gilt. Aus (2.21) und ¢(0) = 1 folgt unmittelbar

lim pr, () = || AFy],-
Wegen ¢o(—z) — 0 fiir z — oo gilt auch
lim py,(h) = |[ILAF,|,.

wobei II,, die Orthogonalprojektion auf R(A,)* ist. Nach Definition von ¢ gilt ¢(0) =
Aus der Potenzreihendarstellung von v folgt daher unmittelbar

IL,AF? = TL,4p(—hK,)AF?.
Somit gilt fiir alle u € D(F)
I,AFS =11, (¢(—hKn)AF;§ + An(un — u)).
Dies liefert fiir alle u € D(F) und A > 0

1L, AF) [ (—hE,)AF), + Ay (un,

Die Existenz der (2.20) erfiillenden Schrittweite h,, folgt nun mittels (2.22) aus

Iy <

T, AF? <Ejar

[0 (—hn EKn)AF, + Anenl|), < V

< ul|AFY||, < ||AFY

Iy < Iy Iy < 1AF]l,

O

Dieses Lemmas stellt, vorausgesetzt (2.22) ist erfiillt, sicher, dass die Iterierten u, auch
wohldefiniert sind. Der Nachweis der Eigenschaft (2.22) wird wie schon erwéhnt spéter in
den Beweisen zur Konvergenz bei exakten (Satz 2.15) und gestorten Daten (Satz 2.16)
erbracht. Zunéchst zeigen wir aber im folgenden Lemma, dass wu,; eine bessere Approxi-
mation an z' als u, liefert.

Lemma 2.14. Sei (2.22) erfillt und 0 < p < 1 < v, so dass wir hy, nach (2.20) wdhlen
konnen. Dann gelten fir Au, # 0 die Ungleichungen

2h, (v — Dp ~
(2.23) wwi—wmmi>——7——4meyH@AFz,

20~ () (v — Dp? 2
(2:24) Jenlle = llensalla > == P |AFl;
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Beweis. Fiir den Fehler e, = t,,; — 2" der (n + 1)-ten Iterierten u, . gilt
lentillz = 1Aun + en %
= || Aun|y + 2 (Aun, en)x + llenlly
= h2 (D ALAF O, AXAFY)
+ 20, (PR ALAFD Jen) , + llenlly

— B2 <AF;§ ,Kﬁ)iAFi%

— 20y { R AFS p(—h, K,)AF?
(BAFS Y huE)AFL)
+2h, <$HAF2 (—hnK)AF + Anen>y +lleal

= —h? <AF2 ,KnégAFg>
y

+ 2h, <cf>nAF;i K n B, AR — ¢(—hnKn)AF;§>y
+ 2 (BUAFY Y hu K )AF, + Aer )+ leally

Die Wahl ¥(2) = ¢(2)(1 — 2) in (2.19) fithrt auf die Identitat
2p(—2) = P(=2) = —p(=2),

Damit formen wir den obigen Ausdruck nun weiter um zu

||€n+1||?\f - Hean( = _hi <AF2 7KH$ZAF2> — 2hy, <cT)nAF?1 ) &)nAF£L>

Y
+ 2h, <<T>HAF;5L A (—hnK ) AFS + Anen>y

y

= — [|Aug |3 — 2k

+ 2h, <<T>HAF5 b(—hn Ko)AF? + Anen>y

< —2h, + 2hy, <<f>nAFi D (—hnFa)AFS + Anen>y
6 P
< %, (Hw —haK)AFS + Aven 4 y)
1—v

< 2h, 2, Nars,
Damit haben wir (2.23) nachgewiesen.
Zum Beweis der zweiten Ungleichung (2.24) verwenden wir

pl|AFL, = L2 e=ha KD [AF,
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woraus wir .
o (w)
= 2
| A, |

schlieflen. Einsetzen in (2.23) liefert nun das gewiinschte Resultat. O

n

Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass o ~!(p) fiir p € (0, 1) negativ ist und daher die
rechte Seite von (2.24) positiv.

Nach all diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage die Konvergenz des exponentiellen
Euler-Verfahrens bei exakten Daten nachzuweisen. Dieser Beweis orientiert sich an [31,
Theorem 4.2].

Satz 2.15. Sei 0.3+ 1 < < 1 und seien Annahme 1 und 4 erfiillt. Falls y° = y = F(x")
gilt, konvergiert u, fiir n — oo gegen eine Liosung von (2.1). Gilt zusdtzlich

(2.25) N(AL) CN(F'(z))  fiir alle € By(x0),

so konvergiert u, fir n — oo gegen x!.

Beweis. Wir definieren v = o.éﬂrn > 1. Dann gilt

|9 (—hnKn)AF, + Anenl|y
_ H (o — eI AF + AFy + Aven|

<[

APy + [AF, + Aueall,
< sw p(2) = | |AFll, + A,

z€[—00,0]
<(0.3+n) [|AF]y,
1
<=|AF,| -
<E)ar,,

Damit ist die Ungleichung (2.22) fiir n = 0 erfiillt und wir erhalten mit Hilfe von Lemma
2.14
T T
w1 =@l < oo = ="

Induktion liefert nun, dass die Norm der Fehler streng monoton fllt.

Es bleibt zu zeigen, dass wu, gegen eine Losung von (2.1) konvergiert. Dazu zeigen wir
zunachst, dass die Fehler e, eine Cauchy-Folge bilden. Seien dazu m,n € N und m > n.
Der Index | € {n,...,m} sei so gewihlt, dass das Residuum minimiert wird, d.h.

IAFy, < |AFy|, fir i=n,...,m.
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Wir betrachten nun
2 2 2
(2.26) ler —enlly = llenlly +2 (1 —en, 1)y — llelly -

Mit Hilfe von Lemma 2.14 erhalten wir die folgende Abschéatzung fiir das Skalarprodukt
aus (2.26):

e —en el = |30 (AT BAF )

=n
-1 ‘

-1 ‘

=13 (ndar, ,Aiez>y

=n

|, Il

Fiir den letzten Faktor dieser Ungleichung erhalten wir weiter

[Aierlly = | Ase; — Ai(es — en)ly,
SAFi + Aseilly + 1B — Fr = Ai(ei — ey + [|AF]]y
<@n+ 1) |AF]y -

Daraus folgt mit Hilfe von (2.23)

-1
fer=enseiyl < G+ DY @R 187,
377+1)Vl . 2 2
1)#; eilly — leinlly)
(377+ v 2 5
leally = el
( 1)M( X X)

und damit schliefllich

(3n+ 1)v
ller — €n||?v < <m +1 (H@nH?v - ||6l||?v) :

Analog zeigt man nun auch

(Bn+ v
e = ey < (225D 1 1) Gl — em3).
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Zusammen ergibt dies

2 2 2 2
fttm = unly = Nem = eall?e <2 llem — eilly + 2 et — el
(3n+ Vv ) 2 >
< 2 —=—+ 1) (lleally — llemlly) -
(@—1m (leall x)

Da, wie wir oben gezeigt haben, die Norm des Fehlers monoton fallt, konvergiert die rechte
fir m,n — oo gegen 0. Damit bilden die Iterierten u, eine Cauchy—Folge. Da || A, be-
schrankt ist (wir haben ja ||A,|| < 1 angenommen), folgt nun aus (2.24), dass die Reihe
S o ly = F(u,)|)? konvergiert und damit F(u,) — y fiir n — oo gelten muss. Damit ist
Uoo = limy,_, oo Uy eine Losung von (2.1).

Aus (2.25) folgt unmittelbar N(A;) C N(Ag) fiir alle k& € Ny. Dann gilt aber auch
up — o € N(A4)T, keN,

und damit
T — U = 2T — 2 + Do — Usw € N(A) .

Zusammen mit Lemma 2.10 folgt us = . U

Wir kénnen nun im folgenden Satz die Konvergenz bei gestérten Daten nachweisen.
Satz 2.16. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen in Satz 2.15 seien (2.2) erfillt und

1 0.3
. +n+7( +77)‘
T

Dann konvergiert das exponentielle Euler-Verfahren, gestoppt nach dem Diskrepanzprin-
zip (2.18), nach n, = n,(0) < oo Iterationen und die zugehorigen Approzimationen u,,
konvergieren fiir 6 — 0 gegen eine Ldsung von (2.1). Gilt zusdtzlich

(2.27) N (F'(z") Cc N (F'(z)) fir x€ Bi(x),
s0 konvergiert u,, fiir n — oo gegen .
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Norm des Fehlers streng monoton fallt, solange das
Diskrepanzprinzip (2.18) noch nicht erfiillt ist, d.h. wir verifizieren
(2.28) |l < lBrilly BT B=lyc ;B
In diesem Fall gilt
||¢(_hnKn)AFi + Anen|
F —hnKn 5
<||@i = e | ars,
< s lp(z) - | |AF

z€[—00,0]

<(03+n) [|AF ||, + (1 +mn).

+AFS+ A,

|y +6+nIAF.,
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Wegen § < HAFZH /7 folgt weiter:

b DAFS 4 Aue]|, < ZEITTO3E0 gy
T

Somit gilt (2.22) fiir n = 0 und v = p7/(1+n+7(0.341n)), was nach Voraussetzung gréfier
als 1 ist. Wir konnen daher Lemma 2.14 anwenden und wie im Beweis von 2.15 folgt die
Monotonie (2.28) per Induktion.

Wir fahren nun fort wie im Beweis von Hanke [30, Theorem 2.3], der der Vollsténdigkeit
halber wiederholt wird. Analog zum Beweis von Satz 2.15 summieren wir (2.24), dieses mal
aber nur fir n = 0,...,n, — 1, auf und erhalten mit Hilfe des Diskrepanzprinzips (2.18)
und von Annahme 4

nx—1

ot < 3 |aFs]
n=0

S D2 7 (llen. % — lleollx)

< 00

und damit die Endlichkeit des Stoppindex n..

Wir betrachten des Weiteren das Verhalten von wu,, fiir 6 — 0. Dazu unterscheiden wir zwei
Falle. Sei zunédchst n, = n.(0,,) fiir eine Nullfolge {d,,}men und zugehorigen verrauschten
Daten y°" beschrinkt. Ferner sei n ein (endlicher) Haufungspunkt von {n.(6,) : m € N}.
Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass n.(d,,) = n fiir alle m € N
(ansonsten betrachten wir eine Teilfolge von {0, }men). Dann gelten mit den Iterierten
des exponentiellen Euler-Verfahrens bei exakten Daten

Uy =2 =, und F(2°") — F(x,) fir m — oo,
da die Iterierten 29 stetig von den Daten 1° abhingen. Wegen

o = # @z < 7on

folgt auBerdem F'(x,) = y und mit Satz 2.15 schliellich

5 he
r,m — x, fir m — oo,

wobei x, wieder eine Losung von (2.1) in B,(xg) ist. Es gelte nun n,(J) — oo fiir § — 0.
Wegen (2.28) exisitert zu € > 0 ein m(e) so, dass H.TT — 1mH < ¢/2 fir m > m(e) gilt.
Ferner sei d(¢) so klein, dass n,(d) > m(e) fir § < §(e) gilt. Dann folgt aus (2.28)

len. 5 < lemlla < llos = @mlly + lom — vmllx < /2 + lzm — umll 2
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fir m = m(e) und alle § < §(¢). Wie eben folgt aus einem Stetigkeitsargument, dass
| Zm — Um||» < €/2 und damit
el <¢

fiir geniigend kleines ¢ gilt. Damit konvergiert auch im zweiten Fall u,, ;) gegen x, fiir
0 — 0.

Die Konvergenz gegen a' folgt nun, da unter der Voraussetzung (2.27) die Folge {2, }nen
gegen 7 konvergiert. O

Bemerkung. Die Schrittweitenbedingung (2.20) bei der Umsetzung auf dem Rechner exakt
zu erfiillen ist in der Regel nicht moglich. Dies ist jedoch nicht problematisch, da man die
Parameter p und v in (2.20) durch variable Parameter u,, und v, ersetzen kann. Um dann
trotzdem noch die Giiltigkeit von Satz 2.16 und Satz 2.15 zu gewihrleisten, muss man
sicherstellen, dass 0 < fimin < fin < fimax < 1 fiir alle n € Ny (bzw. < n,) gilt. Durch eine
flexible Steuerung der p,, ldsst sich auflerdem die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahren
deutlich erhohen (siehe Abschnitt 2.7). o
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2.5 Optimale Konvergenzraten

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Konvergenz des exponentiellen Euler-Verfahrens
zur Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme nachgewiesen. Ziel dieses Ab-
schnitts ist es nun, diese Aussage zu verschérfen, indem wir auch die Konvergenzgeschwin-
digkeit angeben. Es wird sich herausstellen, dass das Verfahren unter geeigneten Voraus-
setzungen mit optimaler Ordnung konvergiert. Hierfiir benétigen wir allerdings zusétzlich
zu Annahme 1, wie im kontinuierlichen Fall [80], auch die Annahmen 2 und 3.

Eine direkte Folgerung aus Annahme 3 erlaubt uns eine Kontrolle des bei der Linearisierung
von F' entstehenden Fehlers.

Lemma 2.17. Unter Annahme & gilt fiir v € B,.(xo)

HF(a:) — F(2") — F'(a")(z — .I‘T)Hy < %C; Hw — a;THX HF/(.rT)(.I‘ — .I‘T)Hy.

Beweis. Die Aussage folgt wie im Beweis von Lemma 2.11 mit 7 = 7. ]

Als weitere Vorbereitung zeigen wir noch eine Konsequenz aus dem Diskrepanzprinzip.

Lemma 2.18. Es gelten (2.2), ||F (o) — y‘SHy > 76 mit T > 1%2 und die Annahme 1. Wird

das exponentielle FEuler-Verfahren nach dem Diskrepanzprinzip (2.18) gestoppt, so gilt fiir
n<n*

IAFLy <

n

r—Da—g el

Beweis. Aus (2.11) und (2.2) ergibt sich
1
ARSI < I ol + PG Pl <5+ 1 My

Mit Hilfe des Diskrepanzprinzips (2.18) und n < n* folgt § < I HAF fLH 9 und damit die
gewiinschte Abschétzung.
Nun konnen wir mit der eigentlichen Untersuchung der Konvergenzraten beginnen. Dazu

betrachten wir zunachst die Fehlerrekursion.

Lemma 2.19. Unter Annahme 3 erfillt der Fehler e, des exponentiellen Euler—Verfahrens
die Rekursion

(2.29) ent1 = exp(—hnJy)en + hn A% (10 + EDn,Jr(y‘S —y)).
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wobei r, = ri — p?

zerlegbar ist.

Beweis. Den Fehler im (n + 1)-ten Schritt konnen wir mittels (2.17) umformen zu
ent1 = €n + hn®  ALAF
= ey + hp®p s AFS — by [Bn A% — O, AL AF,
= en + hn®n AL (F(21) — F(un)) — hy [0 A% — @, AL AFY
+ 1@y AL (Y — ).
Mit Hilfe der Darstellung
en = exp(—hnJi)en + hn®, AT Ae,
erhalten wir somit
ent1 = exp(—hnJy)en + hnAiE)n,Jr(F(acT) — F(un) + Asen)
i [ AL B A AFL AL ().
Aus Annahme 3 leiten wir nun die Gleichung
B, (AL — DAL= A D, — ALD,
= A% (@1 — R;Dy)
= A" (D, — B, + (I - R:)D,)
ab und erhalten schliefllich die gewiinschte Darstellung
ent1 = exp(—hyJy)en + hp AL (rn + $H,+(y5 — y))
]

Fiir die weitere Analyse der Konvergenzraten setzen wir noch eine Beschriankung der j-ten
Zeitschrittweite h; durch die Gesamtzeitschrittweite ¢; nach dem j-ten Schritt wie folgt
voraus. Dazu existiere ein ¢ > 0 so, dass gilt

(230) hj S Ch<1 + tj)fy_g fiir ] € No.
Die maximale Schrittweite notieren wir mit

B )

max

= max h; <cp(l+1t,) "
0<j<n

Unter dieser weiteren Voraussetzung sind wir nun in der Lage, die Restterme ri ), i =1,2,
aus Lemma 2.19 abzuschétzen.
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Lemma 2.20. FEs gelten (2.2) und die Annahmen 1 und 3 seien erfillt. Unter Voraussetzung
der Zeitschrittweitenbeschrinkung (2.30) existieren Konstanten Cy, = Ci(Cy7,n), Cy =
Co(Cyyym,rcn) und Cs = C3(Cy,m,m,7r) S0, dass

IrOl, < Cillenlly | Asenlly
IFPll, < Gt +t) flenlly | Avenlly
und
|Kr@]l, < Csllenlly I Avenlly

fiir n < n, gelten.

Beweis. Den ersten Summanden von r\’ kinnen wir wegen ||<T>n+|| < 1 mit Hil-

fe von Lemma 2.17 abschétzen durch 07* lenllx [ Asenlly. Als obere Schranke fiir die
Norm des zweiten Summanden erhalten wir mit Hilfe von Annahme 3 und Lemma 2.18
CrmaTy [enlx | Asenlly. Die erste Ungleichung gilt also mit der Konstanten

C, =0, <%+(7_1)T(1—77))'

‘ liefert uns der Mittelwertsatz zunachst
y

e

Zur Beschrankung von

1
0

Die darin auftretende Differenz von K, und K, konnen wir wegen
K,=AA, = RLALAR, = R, K R},
umformen zu

(2.31) = (R, — DK.R: + K, (R — ).

Die zweite gewiinschte Schranke folgt nun wegen

/— —
max ' (—z) = 1/2



2.5. OPTIMALE KONVERGENZRATEN

o1

und mit Lemma 2.18 sowie Annahme 3 und (2.30) aus

[r21ly < || @ns - B0)AFS

y

1
<hn / & (~hak s+ sha( — K) (Ko — K4 ) ds|| - |AFS])
0
1
< cp(l+t,)"* / O (—hnKy + sha(Ky — K)) ds|| - | K, — K. |
0
T
. A.e,
r—Da—n el
1 T
< Ve
< (L4 1) 504 fleally (4 IRl 5 s el

:
< 2 1 ‘n r=e n A n .
< Crtng— (4 1C) A+ ) el sl

Damit ist "

G =Gl D 2T

wobei r Radius der Kugel B, (x9) aus den Annahmen 1 und 3 ist. Zum Beweis der letzten

Ungleichung nutzen wir

K+ (%n’_}_ - %n) = K-&%n,-& - Kn(rin —I— (Kn - K—k)%n

= (= exp(hn ) — (T = exp(—ha ) + (K — )3,
= i(exp(—hnKn) — exp(—hnK+)) + (K, — K+)<T>n,

Fiir den ersten Summanden nutzen wir wie zuvor die Darstellung mittels des Mittelwert-

satzes

1
exp(—hnK,,) — exp(—h,K,) = hn/ exp (— ha K4 + shy(Ky — Ky)) (K, — K1) dt
0

und verwenden zur Abschitzung des zweiten Summanden wiederum die Gleichung (2.31).

Die gewiinschte Ungleichung folgt dann mit
2T

G=CrTna—

(2+rCy).

O

Dieses Lemma erméglicht es nun einen grofien Schritt in Richtung Ordnungsoptimalitét zu

gehen. Inspiriert von [32, Theorem 3.1] und [81, Theorem 5 & Proposition 7] werden wir

eine Monotonie des Fehlers nachweisen. Im Vergleich zum kontinuierlichen Verfahren, der
asymptotischen Regularisierung [80], fordern wir dabei zusétzlich die Einschrankung an die

Zeitschrittweiten h; (2.30).
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Satz 2.21. Es seien die Annahmen 1 bis 4 erfillt und es gelten die Ungleichungen (2.2),
(2.14) sowie HF(.T()) — y‘sHy > 76. Ferner sei die Folge der Zeitschrittweiten (h;);j>o mono-
ton wachsend und erfille die Ungleichung (2.30) mit € > 0. Dann ezistiert fiir geniigend
kleines o > 0 eine Konstante C, = Ci(1,m,Cy, cpn,1,7,€) so, dass die Ungleichungen

0
2.32 il L Cpr———
0
(2.33) ||A+€n||y < C*W

flir n < n, gelten.

Beweis. Durch Auflésen der Fehlerrekursion (2.29) erhalten wir die fiir beliebiges n € Ny
giiltigen diskreten Versionen der Variation-der-Konstanten-Formel

n—1
(2.34) en = exp(—tnJy)eo + Z hjexp(—(tn — tj41)J1) AL (TJ + CDJ +<y - y))
j=0
und
n—1 .
(2.35)  Ayen = exp(—taK ) Areo + > hjexp(—(tn — tj) KKy (1 + 54 (4 — v)).
=0

Sei nun n < n,. Mit Annahme 2 und
1
(2.36) Hexp(—tJJr)ijH < ato° fir a€[0,1] und t>0

konnen wir die Norm des ersten Summanden von (2.34) abschitzen. Zur Abschitzung des
zweiten Summanden aus (2.34) verwenden wir einerseits

n—1
|3 hsexp=ta = 00704587 — )
7=0
tn — tis1) Jo) Jy 2

(,\Sel[lopl]/ ~(tn=s) )\ds—l—h )6

< (VB s (-2)vE+ A, )0

z€[0,00]

(2.37) (\/7 + hm)

ly* =9y,
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und andererseits (2.36) mit o = % sowie die ersten beiden Abschatzungen aus Lemma 2.20.

Wir erhalten dann
4 [tn | 1)
lenlly < m + ( D) + hmax) 0

+ C h €; A.e;
12 = Il Ay
n—1

€ Aieills, .
e e

Auch in (2.35) schéitzen wir den ersten Summanden wieder mit Hilfe von Annahme 2 und
(2.36) ab. Ferner nutzen wir die Teleskopsumme

(2.38) Z hyexp(—(tn — tj+1) K4 ) Ky @) = T — exp(—t, K,

fiir den zu ° — 5 gehorenden Term. Des Weiteren verfahren wir wie zuvor mit dem Unter-
schied, dass wir den letzten Term j = n — 1 getrennt behandeln. Dann erhalten wir

Q

||A+€n||y < W +0

n—1

1
+ Oy Z hj1+t—t lesllx 1A+e;lly

n—2
1 +t
+ Cs Zhg Tt ||€g||x Ay e;lly,
+ Cshp [len1]| y ||A+€n—1||y-

Der Rest des Beweises lauft nun via Induktion tiber n.

Nach Annahme 2 gilt der Induktionsanfang n = 0 fiir beliebiges C, > 1. Wir nehmen nun
an, dass die gewiinschten Ungleichungen fiir alle Indizes kleiner gleich n—1 gelten. In diesem
Fall gelten dann

0 [In o pm)
lenllx < REER + ( 5 T hmax> 0

+ C20? (Olsn (%,27—1— %) + 058, (%7 + 3 +5)) :
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wie auch
0
||A+en||y < W +0
2 2 1 / 1
(2.39) 1020 (0uSa (L2 + 1) + 48, (17 + L +6))
1
5 5
+ O3C*Q Ch (1 + tn_1>7+1/2+87
wobei
n—1 h
2.40 Spla, B) = J 7
o D)= Tt A T 7
n—2 h
(2.41) (e B) = J

(1+t, —tj1)*(1+¢;)8

o

<

Die Abschétzungen fiir die Summen S, und S; aus dem an spéterer Stelle vorgestellten
Lemma 2.24 fithren auf

0 2 [In | 1)
< - —
(2.42) lenlly < (EERE (1 + 0*904) + ( 5 T hmax> J,

0
(2.43) IAsenlly < gy

(14 CZ0C5) + 6
mit
04 = 0109+CQC77
C5 = 0109 + CQCg + Cgch(l + Ch)ﬂ/+1/2+€.
Zur Abschitzung des letzten Summanden in (2.39) verwendeten wir, dass mit (2.30) aus

der Ungleichung
1+tj+1 =1 +tj —I-hj S <1+Ch)(1 +tj)

unmittelbar
1
(2.44) A < (1+ ch)ﬁm,
folgt.
Das Diskrepanzprinzip (2.18) zusammen mit Lemma 2.18 liefert dann
§< e e
(T =11 =) Y

1 0 2
SEoDa - <<1 T,y (L Cees) ”) |
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Damit haben wir mit (2.14) fir alle n < n,

0

mit der Konstanten )

(T =11 —n) -

Wir setzen nun diese Schranke fiir § in (2.42) ein und erhalten mit (2.30)

0 2 [tn  pm) e

ta 4 p,
V1+t, )
(1 + C2%pCy + CG<2_1/2 + Ch))-

0

< =

(14t
0

C e R

— (1+ty)

Die Ungleichung (2.32) gilt also, falls
(2.46) 1+ G20, +Cs(27 V2 +¢) < C,

(1 + 0200, + C

erfillt ist. Zum Beweis der zweiten Schranke setzen wir (2.45) in (2.43) ein und erhalten

0 2 Y
[Atenlly < A+, 7172 (14 CLoCs) + CGW

0 2

Somit gilt (2.33), falls

erfiillt ist. Die beiden Bedingungen (2.46) und (2.47) sind fiir gentigend kleines o erfiillt,
womit der Satz bewiesen ist. O
Lemma 2.22. Seien S,, S! gegeben durch (2.40) bzw. (2.41), 0 < a < 1 und 3 > 0. Dann
gilt

(n)
Sn(avﬁ) et (1 +ch)ﬁ <Itn<aaﬁ) + ﬁ) )

wobei Ii(a, B) durch
(2.48) Ii(a, B) = /t(l +t—5)"(1+s5)"ds

definiert ist. Ist zusdtzlich die Schrittweitenfolge monoton wachsend, so gilt

S’:L<O[7 ﬁ) < (1 W ch>ﬁItn (Oé, ﬂ)
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Beweis. Mit Hilfe von (2.44) kénnen wir in beiden Summen wie folgt abschétzen

n—1
h.: A
1 6 . = Sn ) )
n—2
Sh(0,B) < (14 cr)’ & —: 8/ (0. 8).

— (L4t — i) (1 +£11)°

<.

Die so modifizierten Summen S, und §;L entsprechen Riemann-Summen wobei das Integral
jeweils am rechten Randpunkt der Teilintervalle ausgewertet wird. Da der Integrand konvex

Abbildung 2.1: Skizze der Funktion f(s) = AT —3(11 RS und einer zugehorigen

Riemann-Summe.

ist (siche Abbildung 2.1), ist S, auf dem ersten Teil des Integrationsintervalls eine Riemann-
Untersumme und auf dem restlichen Teil eine Riemann-Obersumme. Um diese durch das
Integral abschétzen zu konnen verschieben wir die zur Obersumme gehorenden Késtchen
(siche Abbildung 2.1) um h{m, nach rechts. Da das letzte Kistchen dann iiber das Intervall
0,t,] hinausragt erhalten wir den Zusatzterm

o
1+ cn)’ 5225

Die restlichen Késtchen liegen nun unter dem Integranden und wir kénnen die Summe durch
das Integral abschétzen.
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Die Abschétzung fir S/ folgt mit der gleichen Idee. Der Zusatzterm entfillt dabei. Da die

Summe nur bis n—2 lauft und die Schrittweiten monoton wachsend sind, also hgﬁx = h,_; ist

liegen alle verschobenen Késtchen nicht nur unter dem Integranden sondern auch innerhalb
des Intervalls [0, ¢,]. 0

Das folgende Lemma liefert uns Abschétzungen fiir die in Lemma 2.22 auftretenden Inte-
grale.

Lemma 2.23. Es existieren Konstanten c, g so, dass

Cap(l+0)F 0<a,8<1,

1+log(2+1)
1+t)p 7
Cap (1 +1)7°, 0<a<l, >1.

It(avﬁ)g Ca,ﬁ 0[21, 0§ﬁ<17

Beweis. Fiir 0 < a, 8 < 1 ergibt sich das gewiinschte Resultat aus

D= a)l(1=F) 1y
fe-a-p)

t t
/ (1+t—5)"*1+s)"ds < / (t—s) s Pds =
0 0

Ist « =0 und B > 1, so folgt die Behauptung mit

R0.0) = [ (1497 ds <o

Fiir 0 < o < 1 und 2 > 1 haben wir

t

L(a,B) = /Ot/2(1 +t—8)"1145)Fds+ /t (1+t—s)""(1+s)"ds

/2
74
/ (1+t—s)"*ds
t

2 o t/2 5 2 B8
< (== 1 -84 =
_<2+t) /0 (1+3) S+<2+t) .

SCap [T+ + X+ 4 (1487
< cCap(l+1t)7%

Ist « =1 und > 1 so folgt wie eben

L(L,B) <Ca[(l+6) +(1+t)" +log2+t)(1+1)"]
S Cl’g(l + t)_l.
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Auch im Fall @ = 1 und § < 1 erhalten wir wie zuvor schon
L(1L,B) <G [(1+t) P+ 1 +t)" +log(2+t)(1+¢)7]
<cip(l+log(2+1)(1+1)7"

Das Integral fiir « = = 1 konnen wir mit der Partialbruchzerlegung
1 1 1

(+i—s)(1+s) C1H(0+i—9 C+H0+9)

exakt berechnen und erhalten schliefilich die letzte noch fehlende Schranke aus

L(1,1) = 2log(1+t)(2 + ).

O

Nun zeigen wir das im Beweis von Satz 2.21 benotigte Abklingverhalten der Summen S,
und S),.

Lemma 2.24. Sei 0 < v < 1/2 und S,, S, seien gegeben durch (2.40) bzw. (2.41). Ferner
gelte die Schrittweitenbschrainkung (2.30).

1. Fir 0 < a < 1/2 ezistiert eine Konstante C7 = C7(a,7y,€,¢p) so, dass

1 1
Sh, (a,7+§ +€) < C7(1+tn)a+7—1/2'
2. Die Schrittweiten h; seien zusdtzlich monoton wachsend. Dann ezistiert eine Kon-

stante Cy = Cg(v,€,¢p) so, dass
S/<1 —|——1—|—5)<C—1
T 77 2 - 8(1‘|—tn)’y 1/2‘

3. Fira= =z, 1, = —~ existiert eine Konstante Cy = Co(at,7y, cp) so, dass

DO | =

1
2
1
(1 +t,)etr-1/2°

Sh (a,ZV—I— %) < (Cy

Beweis. Die zweite Abschiatzung folgt unmittelbar aus den Lemmas 2.22 und 2.23. Im
ersten Fall verwenden wir zusétzlich zu den eben verwendeten Lemmas, dass durch (2.30)
die maximale Schrittweite durch A < cp(1 4 t,)"” beschrinkt ist. Die letzte Abschitzung
folgt wie die Erste. Allerdings benutzen wir anstatt Lemma 2.23 die Ungleichungen

1\ _ ~ 1 T
ACEASIEL T ew e MR R A

welche [80, Proposition 6] entnommen sind. O
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Nach all diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den zentralen Satz dieses Kapitels, die
Ordungsoptimalitéit des exponentiellen Euler-Verfahrens beweisen.

Satz 2.25. Seien die Annahmen 1 bis 4 und die Ungleichungen (2.2) und (2.14) erfillt.
Ferner seien die Schrittweiten monoton wachsend und erfillen (2.30) fir alle j < n..
Der Stoppindex n. sei dabei durch das Diskrepanzprinzip (2.18) gewdhlt. Dann existiert fiir
gentigend kleines o eine Konstante C = C(1,n,Cy,cp,1,7,€) > 0 so, dass

len, ||, < C/GrHh §20/(2r+1)
qgilt.

Beweis. Den Fehler e,,, konnen wir mittels (2.34) fiir n = n, in der Form

nx—1
en. = J1ve+ Y hyexp(=(tn, — ;1) T AL 851 (4 — y)
=0
schreiben, wobei
ns—1
Vs = exp(—ty, J4)w + Z hj exp(—=(tn, — tjt1)J) I Alr;
§=0

ist. Wir bemerken dazu, dass wegen v < % der Operator
JUALNAD = X
beschrénkt ist.

Als néchstes beschranken wir v, mit Hilfe von (2.36) und der Lemmas 2.20 und 2.24 durch

Ns—1

ol = lexp(—ta. T )wllx + || Y hyexp(—(t, —t1) 1) I ALr;
j=0

X
<o+ G’ (Clsn* (% =727+ %) + G55, (% —7Y+ % +6))
< Chpo

mit

Cio = 1+ C?0(C1Cy + CyCr).

Wegen

Nyx—1

AjJlve = Aen, — > hjexp(—(tn, — ti) KK (" — )
7=0

= Apen + (exp(—tn, K1) — (Y’ —y)
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folgt auflerdem

v+1/2
e

L= lATu,
<[ Atenlly+9
< (140)||F(un,) = F(a")||,, +0

<+ (AR |, +96) +a

<(A+n)1+7)+1)8
20116

mit

Ch=04+n1+7)+1

aus (2.11) und dem Diskrepanzprinzip (2.18).

Mit Hilfe der Interpolationsungleichung (1.8) erhalten wir wie bei der Abschétzung des
besten schlimmsten Fehlers fiir lineare Regularisierungsverfahren (siehe Beweis von Lemma
1.6)

2v/(2y+1) 1/(2v+1

1770 < [[ 7772, [ou[FE+D < (Cud)? ) (Crog) T+,

Zusammen mit der fiir alle n € N giiltigen Ungleichung (2.37) erhalten wir unter Verwen-
dung von (2.30)

nyx—1

len e < N30l + || D By exp(—(tn, — tj42)J1) 43954 (" — y)
j=0

X

(2.49) < (Cn6) B (Cr) V) + (2712 4 ¢4)\/Ea, + 16,

Die Abschéitzung (2.45) fiir n = n, — 1 kombiniert mit (2.44) liefert ferner
m(;l/@wl) < Cé/(2w+1)<1 4 Ch>1/2 Ql/(2~r+1)‘

Setzen wir dies nun in (2.49) ein, so erhalten wir das gewiinschte Resultat mit der Kon-
stanten

(] = Cff/(hﬂ) 0116(274(1) + C’é/(%ﬂ) (14 cn)Y2 (272 + ¢p).
O
Bemerkung. Die Bedingung der Monotonie der Schrittweiten in Satz 2.25 ist nicht zwin-

gend notwendig. Man muss lediglich sicherstellen, dass die Ungleichungen aus Lemma 2.23
erfiillt sind. >
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Zum Abschluss dieses Abschnitts iiber die Konvergenzraten wollen wir die hier vorgestell-
ten Ergebnisse noch in die vorhandene Literatur einordnen. Da wir das von uns unter-
suchte nichtlineare exponentielle Euler-Verfahren auch als Newton-Verfahren mit dem li-
nearen exponentiellen-Euler Verfahren als innerer Regularisierung interpretieren kénnen
(sieche Abschnitt 2.3), ist natiirlich auch die Theorie von Rieder [71, 72] anwendbar. Dort
wird allerdings unter der Verschérfung (2.12) von Annahme 3 nur eine Konvergenzrate
O(6@=2)/0+2)) fiir v € (o, %] mit einem o > 0 bewiesen, also nicht die hier gezeigte
Ordnungsoptimalitéat.

Jin und Tautenhahn zeigen in [48, Example 3|, dass der Ansatz 2.6, versehen mit dem Filter
des linearen exponentiellen Euler-Verfahrens, unter geeigneten Voraussetzungen auch ein
ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren fiir beliebiges v > 0 liefert. Allerdings sind
die dort verwendeten Voraussetzungen etwas restriktiver als die in dieser Arbeit benutzten.
So ist wie bei Rieder [71, 72] die Voraussetzung (2.12) nétig und ferner muss die Abschétzung

[(F'(z) — F'@)z[|,, < c1 & = Fll 1IF'@)zlly + 2 | F' @)@ — D)y 21l

fiir alle 2,7 € B,.(2") und 2 € X erfiillt sein. Ferner wird eine Monotonie und maximal linea-
re Wachstumsrate der Schrittweiten vorausgesetzt. Jin und Tautenhahn wiesen zusétzlich
noch Konvergenzraten unter logarithmischen Quellbedingungen

zo — 2t = (—log(J})) w
mit 7 > 0 und w € X oder unter einer Lipschitz-Bedingung an F’ nach. Wie die Autoren

in [48, Remark 2] bemerken sind die in [48] verwendeten Beweistechniken nicht auf den in
dieser Arbeit betrachteten Ansatz iibertragbar.
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2.6 Implementierung

Bevor wir das in den vorangegangenen Abschnitten untersuchte Verfahren am Rechner
testen konnen, miissen wir uns noch ein paar Gedanken iiber die Implementierung machen.
Natiirlich muss jeder Umsetzung auf dem Rechner eine Diskretisierung des Problems (2.3)
vorausgehen. Auf diese gehen wir, da sie nicht immer gleich sein wird, in den einzelnen
Beispielen gesondert ein. Wir schreiben die diskreten Variablen wieder fettgedruckt.

Wie zuvor schon bemerkt kénnen wir unsere Methode auch als ein Newton-artiges Ver-
fahren interpretieren, bei dem als innere Regularisierung das exponentielle Euler-Verfahren
fiir lineare Probleme angewandt wird. Dies machen wir uns bei der Implementierung zu
nutze, indem wir das lineare Verfahren (siehe Abschnitt 1.5) iibernehmen und dort nur das
Diskrepanzprinzip auf das in (2.20) definierte innere Diskrepanzprinzip anpassen. Insbeson-
dere verwenden wir auch wieder Krylov-Verfahren zur Berechnung der Matrixfunktionen.
Im Unterschied zur Implementierung im linearen Fall hat es sich bei nichtlinearen Proble-
men als sinnvoll erwiesen, wie in [39] vorgeschlagen, die Néherungslosung nicht in jedem
Krylov-Raum, sondern nur, wenn

m € {1,2,3,4,6,8,11,15,20,27,36,46,57,70,85,100} =: T

ist zu berechnen.

Im Gegensatz zum Verfahren (2.17) miissen wir im inneren Diskrepanzprinzip (2.20) bzw.
der Vereinfachung (2.21) eine Funktion der Matrix K,, mit AF? multiplizieren und nicht
eine Funktion mit der Matrix J,,. Um trotzdem nur einen Krylov-Raum aufbauen zu miissen,
schreiben wie das Verfahren (2.17) um zu

W, = U, + W ALAT, = u, + hy ALp(—h,K,) AF?.

Dadurch miissen wir nur ¢(—h, K, )AF? approximieren. Da wir es ferner im diskretisierten
Fall mit einer skalierten euklidischen Norm zu tun haben, konnen wir uns die Multiplikation
mit der Matrix V,, (siche Anhang B) zur Uberpriifung des inneren Abbruchkriteriums
sparen. Das Verfahren haben wir in den Algorithmen 5 und 4 schematisch dargestellt.

Von uns durchgefiihrte numerische Experimente zeigten, dass es giinstiger ist, den Parame-
ter p aus dem inneren Diskrepanzprinzip (2.20) nicht konstant zu wéhlen, sondern flexibel
zu steuern. Dazu verwenden wir eine Variante der von Rieder [73, Kapitel 7.5.3.4] vorge-
schlagenen dynamischen Steuerung der p,. Ausgehend von einem Startwert pisare € (0, 1)
wahlen Wir fimax € (fstart, 1) und berechnen dann in jedem Schritt

- o -
Mn = HUmaxIlaX 7—7 ,u’n}v

IAFS [
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wobei
- 3/2
1- (7':71) <1 - Mn—l)a Trn—1 = Tn—2 und n > 17
Hn = bnts Tno1 <Tp—2 und n>1,
,Ustarty n S 17

Dabei sind die r, die Dimensionen des tatsédchlich benotigten Krylov-Raums im n-ten
Schritt. Diese adaptive Steuerung erfillt 0 < gt < fin < fmax < 1 und damit die
Voraussetzungen zur Konvergenz des Verfahrens.

In jedem Fall ist es niitzlich wie bei inexakten Newton-Verfahren fiir gut gestellte Probleme
eine sogenannte safequarding-Strategie einzusetzen (siehe [18]). Dies verhindert, dass man,
falls der nichtlineare Defekt HAFi_lH schon nahe bei 74 liegt, in der inneren Iteration zu
genau approximiert, also p, zu klein wéhlt. Wir schlagen daher in Analogie zu [18] vor,

T
(2.50) Hpn = max{ﬁm ,umaxi}
|AFS ||

zu wahlen.

Algorithmus 4 Exponentielles Euler-Verfahren fiir nichtlineare Probleme

[u,,, ,t|]=nichtlin-expoeuler(xo, 7, §)
t=0; n=0; po = Kstart
U = Xo
while t <t & HAFZH > 76 do {Zeitschleife}
[AT,, b, |=nlexpoeuler(AF? h. i)
u,. 1 =u, + h,AXAu,
t=t+h,
n=mn-++1
berechne neues AF?
bestimme neues i, nach (2.50)
end while
u, =u,
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Algorithmus 5 Innere Iteration des nichtlinearen exponentiellen Euler-Verfahrens

[AQ,, ,h,|=nlexpoeuler(AF? h, i)

v =AF); 0= |v]
m=1; h, = h.

1

Wm = 90(_hnHm>ﬁel

Au, = V,,w.,
T

Em = hn 1§X$m ”WmH

W =W, ‘

B bestimme néchstes m € 7 _
eweitere Krylov-Raum el

update H,, und V,,

le(=hnHm)Ges ||

ja

~ || AR ||

1 nein |

— |wW = <P<—hnHm—1)ﬁe1 = hy, = hy + he
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2.7 Numerische Beispiele

Wir haben bisher die Konvergenz und Ordnungoptimalitdt des exponentiellen Euler-
Verfahrens zur Regularisierung nichtlinearer schlecht gestellter Probleme nachgewiesen,
und eine effiziente Implementierung angegeben. Nun wollen wir noch einige numerische
Experimente prasentieren, die Regularisierungseigenschaften widerspiegeln und die Wett-
bewerbsfahigkeit dieses Verfahrens gegeniiber Standardverfahren darlegen.

2.7.1 Parameteridentifikation in einer elliptischen partiellen Differential-
gleichung

Das erste numerische Beispiel fiir nichtlineare Probleme ist Rieder [72] entnommen. Ziel ist
es, den nichtnegativen Parameter x des zweidimensionalen elliptischen Randwertproblems
—Ay+xy = f inQ

(2.51)
y = g aufodQ

auf Q@ = [0,1]* aus der gegebenen Losung y und den bekannten rechten Seiten f € L?(Q)
und g € H?(9 Q) zu rekonstruieren. Hat y keine Nullstellen, so kénnen wir die Losung dieses
Problems explizit darstellen durch
¢ T+ Ay
gl = .
4

Wir erkennen daran, dass die Losung zwar eindeutig ist, aber nicht stetig von den Daten
y abhingt. Da wir aber von gestérten Daten 1° ausgehen miissen, ist eine Regularisierung
notwendig. Dazu definieren wir den nichtlinearen Operator F : D(F) C L*(2) — L*(9) als
die Abbildung, die den Parameter x auf die Losung des Randwertproblems (2.51) abbildet.
Die Wohldefiniertheit dieser Abbildung ist fiir geniigend kleines x > 0 in

D(F):={x e L*(Q): |z — Z| ;2 < & fiir ein ¥ € L*(Q) mit 7 > 0 f. ii.}

sichergestellt. Das entsprechende Resultat ist beispielsweise in [13] zu finden. Die Fréchet
Ableitung des Operators F' und seine Adjungierte sind dann gegeben durch

F(Q)w = —A()" (wF(©))
F'(c)*w = —F(c)A(c) ',
wobei der Operator A(c) : H*(Q) N Ha () — L*(Q2) durch

(2.52) Alc)y = —Ay +cy
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Abbildung 2.2: Exakte Losung .

definiert ist (vgl. [13]). Ist F'(x) > 0 > 0 fiir alle x € B,(xp) mit r < &, so kann man zeigen
(siche [32] oder [73, Beispiel 7.3.10]), dass F' die verallgemeinerte Version von Annahme
3 (siche Bemerkung nach Annahme 3) erfiillt. Der Operator R,z ist dabei gegeben durch

seine Adjungierte
* _ F(i) ~\—1
R} zw = A(x) <F($)A(w) w) :

Insbesondere sind somit in einer geniigend kleinen Kugel um zy die Tangentialkegelbedin-
gung Annahme 1 und natiirlich auch Annahme 3 erfiillt. Ferner erfiillt F' auch die Skalie-
rungsannahme (2.13).

Die rechten Seiten

f&m) = 32(EE-1) +nn—1)) +a'(&n) A6E(E —)nn—1) + 1)

und g von (2.51) wihlen wir so, dass die zum Parameter
z'(¢,n) = 1.5 sin(27¢) sin(37n) + 3((€ — 0.5)* + (n — 0.5)%) + 2,
(siche Abbildung 2.2) gehtrende Losung y von (2.51) durch

y(&,m) =16&( —1)n(l —n) +1

gegeben ist. Der Startwert

wo(&,m) = 3((€—0.5)"+ (n— 0.5)") +2+128¢(§ — L)n(L — )
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Abbildung 2.3: Rekonstruktion u,,,.

erfiillt dann wegen R(F'(z1)*) = R ((F'(z")*F'(z"))"/?) und
(2.53) (z' —z0)/F(2") € H*(Q) N H(Q)

die Glattheitsbedingung Annahme 2 mit v = 1/2. Unsere numerischen Experimente sollten
daher die in Satz 2.25 bewiesene Abklingrate O(6'/?) reflektieren.

Zur numerischen Umsetzung auf dem Rechner miissen wir zunéchst noch eine Diskretisie-
rung des Randwertproblems (2.51) durchfithren. Dazu verwenden wir finite Differenzen mit
Gitterweite A = Anp = m%q mit m € N in beiden Raumdimensionen. Wir verwenden die

skalierte euklidische Norm
I5e = 5 -1

und bezeichnen die Gitterpunkte mit (&;,7n;) = (1A, jAn), 0 <4,j < m+ 1. Den Laplace-
operator —A in (2.52) approximieren wir durch zentrale Differenzen 2. Ordnung

1
A heemgeg | A

Eine lexikographische Anordnung der Gitterpunkte ergibt nun das (m? x m?)-Gleichungs-
system
(B + diag(x))y =f.

wobei B die zu Aa¢ gehorende Blocktridiagonalmatrix ist und x, y und f die entsprechenden
lexikographisch angeordneten diskretisierten Funktionen bezeichnen. Die gestérten Daten
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y? erzeugten wir durch
Y =y +0z/||z] a¢ »

wobei die Eintridge von z gleichverteilte Zufallsvariablen in [—1,1] sind. In Abbildung 2.3
ist eine Rekonstruktion durch das exponentielle Euler-Verfahren dargestellt. Die Norm des
Rauschens war § = 0.001, die Diskretisierungsschrittweite betrug A& = 0.02 und als Para-
meter des Verfahrens wurden = 0.9 und 7 = 1.5 gewéhlt. Der Fehler der Regularisierung
war dann, gemessen in der A¢-Norm, bei 3%. Fiir die weiteren Beispiele dieses Abschnitts
verwenden wir eine Diskretisierung mit A¢ = 0.01, 7 = 1.5 und benutzen die dynamische
Steuerung der ji,, (2.6) mit pigtart = 0.1 und fimax = 0.999. Zunéchst haben wir die regula-
risierende Eigenschaft des exponentiellen Euler-Verfahren untersucht. Abbildung 2.4 zeigt
den relativen Rekonstruktionsfehler |e,, [|a¢/[x"||as des exponenticllen Euler-Verfahrens
fiir verschiedene Rauschpegel 6. Das wegen v = 1 von Satz 2.25 vorhergesagte Verhalten

2
O(+/0) wird deutlich widergespiegelt.

10°

-2

= 10

107 10 .

10

Abbildung 2.4: Relativer Rekonstruktionsfehler ||ey, |, / HXTH a¢ des exponentiellen Euler-

Verfahrens (rot), Newton-cgnr (blau), (2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz) und des
iterativ regularisierten Gauss-Newton-Verfahrens (griin) jeweils als Funktion von 4.

Zum Vergleich haben wir die Fehlerkurven eines regularisierten Newton-Verfahrens mit
einem cgnr-Verfahren als innerer Iteration (siehe [31, 74]), des Verfahrens von Jin und
Tautenhahn (siehe (2.6) und [48]) mit dem linearen exponentiellen Euler-Verfahren als
innerer Regularisierung und des iterativ regularisierten Gauss-Newton-Verfahrens (siche
zum Beispiel [3, 7, 48]) graphisch dargestellt. Auch die drei Vergleichsverfahren spiegeln die
ordnungsoptimale Konvergenzrate wider. Am Vergleich der Rechenzeit (siche Abbildung
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40

30M\

Abbildung 2.5: Rechenzeit des exponentiellen Euler-Verfahrens (rot), Newton-cgnr (blau),
(2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz) und des iterativ regularisierten Gauss-Newton-
Verfahrens (griin) jeweils als Funktion von 4.

2.5) erkennt man, dass das Newton-cgnr-Verfahren die anderen drei Verfahren schligt.
Das zweitschnellste ist das von uns untersuchte exponentielle Euler-Verfahren, welches fiir
kleines ¢ nur etwa 20% langsamer ist.

) 0~ 107 107% 107** 107* 107%° 1074
Newton-cgnr 3 4 4 4 ) 6 8
expo. Euler 3 4 4 4 4 5 5
expo. Euler (Jin) | 3 4 4 4 5 5 5
Tikhonov (Jin) 3 3 4 4 5 5 6

Tabelle 2.1: Anzahl der dufleren Iterationen

Betrachtet man die Effizienz der Verfahren genauer, so erkennt man an Tabelle 2.1, dass die
drei langsamen Verfahren im Wesentlichen die gleiche Anzahl an &ufleren Iterationen benoti-
gen. Beim Newton-cgnr-Verfahren ist dagegen der Anstieg der Anzahl der dufleren Iteratio-
nen fiir kleines ¢ auffallend. Betrachtet man die Gesamtzahl der Matrix-Vektor-Produkte
(sieche Abbildung 2.6), so erkennt man, dass sich die Kurven fiir das Newton-cgnr-Verfahren
und das exponentielle Euler-Verfahren fiir  gegen Null leicht aufeinander zulaufen. Zusam-
men mit dem Verhalten der &ufleren Iterationen ergibt sich, wie schon anhand des Vergleichs
der Rechenzeit erkannt, dass fiir kleines 0 das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren mit
dem Newton-cgnr-Verfahren mithalten kann.
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Abbildung 2.6: Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte des exponentiellen Euler-Verfahrens
(rot), Newton-cgnr (blau), (2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz) und des iterativ regu-
larisierten Gauss-Newton-Verfahrens (griin) jeweils als Funktion von 0.

Im Folgenden wollen wir noch das Verhalten der Regularisierungsverfahren bei verschieden
glatten Anfangswerten untersuchen. Dazu seien

Zo(€,m) =3((€ = 0.5)" + (1= 05)°) + 2+ 152(£)(n)
mit der Hutfunktion auf dem Intervall [0, 1]

N t, 0<t<1/2,
2 <, =
(&) {1—a 1/2<t<1

und
Zo(&,m) = 3((€ = 0.5)* + (n — 0.5)%) + 2+ V902(£)Z(n)

_ t 0<t<1/2,
ZQW)_{QG—t% 1/2<t<1.

Die drei Startwerte sind in Abbildung 2.8 dargestellt.

Wegen Ty € H*(2) und 7o € H*1(Q) fiir jedes s < 3/2 sind beide Anfangswerte nicht so
glatt wie xo. Es erfiillt auch keiner der beiden die Quellbedingung (2.53). Es gilt jedoch
weiterhin (Zo — 27)|sq = 0 bzw. (To — 27)|sq = 0, so dass die Randterme der zugehorigen
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Abbildung 2.7: Relativer Rekonstruktionsfehler [le,, |5, / HXTH e von exponentiellem Euler
(blau), Newton-cgnr (rot), (2.6) mit exponentiellem Euler (schwarz), und iterativ regulari-
siertem Gauss-Newton-Verfahren (griin) bei verschieden glatten Anfangsdaten z (O) und
Zo (o) jeweils als Funktion von 4.

Losungen passen. Aufgrund der geringeren Glattheit ist zu erwarten, dass der Rekonstrukti-
onsfehler mit einer geringeren Rate, also O(0%) mit k < %, féllt. Wie man an Abbildung 2.7
erkennt, spiegeln die numerischen Ergebnisse dieses Verhalten wider und zwar unabhéangig
vom gewahlten Regularisierungsverfahren. Die zum Startwert z, gehérenden Kurven fallen
deutlich schneller als die zu ¥y gehorenden. Ein Vergleich mit Abbildung 2.4 zeigt auch,
dass der die Quellbedingung (2.53) erfiillende Startwert xo die schnellste Konvergenz liefert.

Zuletzt wollen wir noch den Einfluss der dynamischen Schrittweitensteuerung untersuchen.
Dazu starten wir das Verfahren mit konstanter Wahl von p = 0.7 und der flexiblen Wahl
fn nach (2.6) mit den Parametern pigary = 0.1 und pimax = 0.999. Ferner setzen wir den
Parameter des Diskrepanzprinzips 7 = 2. Die in Abbildung 2.9 dargestellten Ergebnisse
zeigen, dass die adaptive Wahl der p,, die Effektivitat des Verfahrens deutlich erhéhen.
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Abbildung 2.8: Startwerte xy (oben), Zy (mitte) und Z, (unten).
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Abbildung 2.9: Anzahl der dufieren Iterationen (oben), Anzahl der Matrix-Vektor-Produkte
und Rechenzeit des exponentiellen Euler-Verfahrens mit (rot) und ohne (cyan) adaptive
Wahl der p,, jeweils als Funktion von 9.
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2.7.2  FEin inverses Problem aus der Grundwasserhydrologie

Das zweite numerische Beispiel beschreibt eine vereinfachte Form eines inversen Problems
aus der Grundwasserhydrologie (siehe [12, 30]). Durch das Randwertproblem

—div(z grad y) = f in 2

(254} y=g auf 0Q

wird eine quadratische (Q = [0, 6]%) grundwasserfithrende Schicht simuliert. Die gemischten
Dirichlet-Neumann-Randwerte

y(gv 0) = 1007 yﬁ(67 77) = 07 (wyg)((), 77) = _5007 yﬂ(€7 6) =0

beschreiben beispielsweise eine Verwerfung (kein Wasserfluss, Nullrandbedingungen) oder
einen Fluss (Wasserzufluss und Wasserabfluss). Die rechte Seite

B 0<n<d4,
f&n) =137, 4<n<5,
274, 5<n<6

reflektiert die unterschiedliche Grundwasseranreicherung beispielsweise durch Vegetation
oder Niederschlag.

Abbildung 2.10: Exakter Koeffizient 27 bei einer Diskretisierung mit 169 Ecken und 288
Dreiecken.
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Die Losung y des direkten Problems (2.54) gibt den Grundwasserspiegel an, der gesuchte
Parameter des Randwertproblems z' beschreibt die Durchlissigkeit der grundwasserfithren-
den Schicht. Wir wihlen den Parameter 27 als eine stiickweise konstante Funktion, wie in
Abbildung 2.10 dargestellt. Die Variation der Durchlissigkeit in 2" kénnte dann die Ver-
dichtung des Sediments simulieren. Weitere Details zur Plausibilitdt dieses synthetischen
Modells findet man in [12, Teil 1].

140

120

Abbildung 2.11: Rekonstruktion u,, durch das exponentielle Euler-Verfahren.

Zur Diskretisierung des Problems setzen wir stiickweise konstante finite Elemente ein. Eine
Triangulierung mit 288 Dreiecken und 169 Gitterpunkten ist in Abbildung 2.10 und 2.11
dargestellt.

Obwohl dieses Problem die zur theoretischen Untersuchung in Kapitel 2 gemachten Vor-
aussetzungen nicht erfiillt (Details dazu findet man bei Hanke [30]), zeigen die numerischen
Experimente, dass das exponentielle Euler-Verfahren auch hier regularisierend wirkt. In
Abbildung 2.11 ist die Rekonstruktion w,. von ! mit um § = 10732 gestérten Daten zu
sehen. Der relative Regularisierungsfehler der Rekonstruktion betragt 39%.

Fiir die weiteren numerischen Experimente in diesem Abschnitt haben wir allerdings eine
Verfeinerung dieser Triangulierung mit 1152 Dreiecken und 625 Gitterpunkten verwendet.
Als Vergleichsverfahren wahlen wir wieder das regularisierte Newton-Verfahren mit cgnr als
innerer Iteration.

In Abbildung 2.12 haben wir den relativen Fehler der beiden Verfahren bei unterschiedlich
starken Storungen 0 dargestellt. Beide Verfahren zeigen dabei wieder ein dhnliches Verhal-
ten. Einen Uberblick iiber den Aufwand der untersuchten Verfahren geben die in Abbildung
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107 1072 10”'
Abbildung 2.12: Relativer Regularisierungsfehler des exponentiellen Euler-Verfahrens (rot)
und des Newton-cgnr-Verfahrens (blau) als Funktionen von 4.

2.13 geplotteten Kurven. Wir erkennen, dass beide Verfahren mit etwa der gleichen Anzahl
an Matrix-Vektor-Multiplikationen auskommen. Da sich die Anzahl der &ueren Iterationen
aber um bis zu einem Faktor drei unterscheidet, arbeitet das exponentielle Euler-Verfahren
letztendlich um bis zu einem Faktor zwei bis drei schneller als das Vergleichsverfahren.
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Abbildung 2.13: Anzahl der &uBleren Iterationen (oben), Anzahl der Matrix-Vektor-
Produkte und Rechenzeit des exponentiellen Euler-Verfahrens (rot) und des Newton-cgnr-
Verfahrens (blau) jeweils als Funktion von §.
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FAaziT

Schlecht gestellte Probleme werden aktuell intensiv erforscht, unter anderem da sie in vie-
len Anwendungen auftreten. In dieser Arbeit wurde das exponentielle Euler-Verfahren zur
Losung linearer und erstmals auch nichtlinearer schlecht gestellter Probleme untersucht.
Wir konnten zeigen, dass das Verfahren unter den in diesem Kontext iiblichen Annahmen
gegen die gewiinschte Losung des Problems konvergiert. Ferner haben wir bewiesen, dass
die Konvergenz ordnungsoptimal ist. Die numerischen Beispiele reflektieren dieses Verhalten
deutlich und legen dar, dass diese Methode konkurrenzfiahig ist. Mit Blick auf das letzte nu-
merische Beispiel scheint dies insbesondere bei Problemen, bei denen jede duflere Iteration
teuer ist, der Fall zu sein.

Wie so oft wirft auch diese wissenschaftliche Arbeit mehr Fragen auf, als sie beantwor-
tet. Im linearen Fall konnte Rieder [75] die regularisierende Eigenschaft von Runge-Kutta-
Verfahren nachweisen. Die Situation im nichtlinearen Fall ist hingegen wesentlich unklarer.
So konnte in [8] nur unter starken Schrittweitenbeschrankungen die Konvergenz fiir verein-
fachte Runge-Kutta-Verfahren nachgewiesen werden. Eine Aussage iiber Konvergenzraten
fehlt bisher noch ganz. Es scheint moglich, die in dieser Arbeit benutzten Techniken zum
Nachweis der Konvergenz auf andere Integratoren zu iibertragen. Allerdings ist auch hier
zu befiirchten, dass dies je nach Integrator eine Schrittweitenbeschriankung nach sich ziehen
wiirde. Die Techniken, welche wir zum Beweis der Konvergenzraten benutzt haben, auf
andere Integratoren anzuwenden scheint sich dagegen als schwierig zu gestalten, da sie sich
wesentlich auf die Teleskopsumme (2.38) stiitzt. Da der Einsatz anderer Integratoren zu
einer anderen ¢-Funktion fiithrt wiirde sich diese Summe nicht so einfach auflésen lassen
und es ist unklar, wie man dann fortfahren konnte.

Die numerischen Beispiele lassen uns ferner vermuten, dass die Schrittweitenbeschréinkung
(2.30) zu scharf ist. Mit adaptiver Wahl der pu, sind die Schrittweitenzuwéchse der letzten
Schritte oft zu groff, um dieses Kriterium erfiillen zu kénnen. Es wére daher interessant zu
untersuchen, ob man die Ordnungsoptimalitédt auch unter einer schwécheren Schrittweiten-
beschrankung zeigen kann.

Das letzte numerische Beispiel zeigte uns ferner, dass das exponentielle Euler-Verfahren
auch zur Regularisierung schlecht gestellter Probleme, die die Annahmen 1 bis 3 nicht

e
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erfiillen eingesetzt werden kann. Kann man auch in diesen Fall noch eine regularisierende
Eigenschaft nachweisen? Ein erster Schritt wére hier, Annahme 2 auf allgemeinere Quell-
bedingungen zu erweitern. Insbesondere sind dabei logarithmische Quellbedingungen, wie
sie bei exponentiell schlecht gestellten Problemen auftreten, zu untersuchen.

Letztendlich ist die interessanteste offen geblieben Frage, ob man diese Arbeit als Beitrag
zur angewandten Mathematik bezeichnen darf. Ist es moglich, das hier vorgestellte und
untersuchte Verfahren in den vielfdltigen schlecht gestellten Problemen der Natur- und
Ingenieurwissenschaften einzusetzen? Die theoretischen Erkenntnisse und numerischen Fr-
gebnisse lassen darauf hoffen.

Der Ball rollt!



ANHANG A

EXPONENTIELLE INTEGRATOREN

Der in dieser Arbeit verwendete Integrator gehort zur Klasse der exponentiellen Integrato-
ren. Obwohl exponentielle Integratoren schon linger bekannt sind, werden sie erst in den
letzten Jahren intensiv untersucht (siehe z.B. [11, 14, 40, 41, 42, 67]) und zur Losung grofler
Systeme steifer und oszillatorischer Differentialgleichungen (siehe z.B. [6, 5, 78])

(A1) u'(t) = fu(®),  ulte) =0

eingesetzt. Das in dieser Arbeit eingesetzte numerische Verfahren basiert auf einer Linea-
risierung der autonomen Gleichung (A.1). Ausgehend von einer Naherung w, =~ u(t,) ist
diese Linearisierung gegeben durch

(A2) u'(t) = Juu(t) + gn(u(t))
mit

Jn= 22 (un), gnlu(t) = fult)) = Jnu(t).

Bemerkung. In Kapitel 1 liegt eine lineare Differentialgleichung vor. In diesem Fall sind
J, = A*A und g, = A*y® unabhingig von n. In Kapitel 2 haben wir eine vereinfachte
Version des exponentiellen Integrators eingesetzt. Dort verwendeten wir statt der exakten
Jacobi-Matrix nur die Approximation durch F’(u,)*F"(uy,). ©

Die Anwendung eines s-stufigen expliziten exponentiellen Runge-Kutta-Verfahrens auf
(A.2) fithrt auf die Klasse der exponentiellen Rosenbrock-Verfahren

i—1
Uni = € + 1y >~ ai5(hndn)gn(Ung),  1<i<s,

Jj=1

Un+1 = ethnun + hn Z bz(thn>gn<Um>7

j=i

81
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wobei h,, die Zeitschrittweite und u,.; die numerische Appoximation an die kontinuierliche
Losung u(tn41) zur Zeit t,11 = t, + hy ist (siehe [42]). Die Gewichte b;(z) sind dabei
Linearkombinationen der ganzen Funktionen

1 s gk—1
= S k> 1.
or(2) /0 e =) ds, >

Sie erfiillen die Rekursion

)= er-1(2) — pr-1(0)

5 ) ()00(2> =c.

Pr(z
Das exponentielle Euler-Verfahren ist ein einstufiges (s = 1) Verfahren und hat die Koeffi-
zienten
b1(z) = ¢1(2) und ¢ =0.

Da somit nur die Funktion ¢, auftritt, lassen wir im Rest dieser Arbeit den Index weg und
schreiben nur ¢.



ANHANG B

APPROXIMATION VON
MATRIXFUNKTIONEN

Zur numerischen Umsetzung exponentieller Integratoren, miissen wir Produkte von Funk-
tionen von Matrizen und Vektoren berechnen. In dieser Arbeit approximieren wir fiir eine
(symmetrische, negativ semidefinite) Matrix A € R™" eine Zeitschrittweite h > 0 und einen
Vektor b € R" das Produkt

e —1

A

(B.1) e(A)b mit ¢(z) =
mittels Krylov-Methoden. Dabei projizieren wir das jeweils auf den m-ten Krylov-Raum
K.n(A,b) =span{b,Ab,..., A" 'b}.

Verfahren dieser Art wurden in [15, 16, 17, 38, 52, 53, 65, 76| fiir die mit ¢ verwandte
Exponentialfunktion untersucht.

In den numerischen Beispielen dieser Arbeit haben wir sowohl das Arnoldi-Verfahren [1]
als auch das Lanczos-Verfahren (mit Reorthogonalisierung, [54])verwendet. Diese liefern im
m-ten Schritt eine orthogonale Matrix V,,, = [vy,...,v,,] und eine obere Hessenberg- bzw.
Tridiagonalmatrix H,, so, dass

AVm = VmHm + hm—H,mvm—f-lei<
gilt. Die Approximation von (B.1) erhalten wir dann mittels
©(A)b ~ V,,,0o(H,,)fe;.

Da typischerweise m < n gilt, sieche Hochbruck und Lubich [38] sowie Gallopoulos und Saad
[22], kann man ¢(H,,) schnell durch ein direktes Verfahren, zum Beispiel Diagonalisierung,
berechnen [61, 62].
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Algorithmus 6 Arnoldi-Algorithmus
Zu gegebenen A € R™" b € R", berechne = ||b|| > 0
vi=b/B;
for m=1,2,... do
for j=1,...,mdo
Bgen, = V?Avm

end for
Vgl = Avy, — Z;nzl hjmV;
hmg1,m = [Vl

Vim4+1 = Vm+1/hm+1,m
end for

Algorithmus 7 Lanczos-Algorithmus
Zu gegebenen A € R™" b € R", berechne =y = ||b|| > 0
ro=>b
Vi =Ty / 7Yo;
for m=1,2,... do
rm = AV, — Ymo1Vim_1
Om = VmIm

'm =Tpn — OnQm

Ym = [T
Vim+1 = rm—l//ym—l;
end for

H = diag([y1, .-y Ym—1], [@1, -« -y am], 71, - -y Ym—1]

Wie in [16, 17, 38| gezeigt wird konvergiert der Fehler dieser Approximation fiir symmetri-
sche, negativ definite Matrizen superlinear, sobald m > /||A ||, ist. Im zweiten Teil unserer
Arbeit ist die Matrix A eine Diskretisierung von —h,J,. Da ||J,|| < 1 ist, beginnt die
superlineare Konvergenz also bei /h,,.
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