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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Qualitét von bedingten Resampling-Tests ¢},
wie Bootstrap- oder Randomisationstests, die fiir nichtparametrische Nullhypo-
thesen konstruiert werden. Solche Tests benotigen keine Verteilungsannahme,
kénnen aber im Vergleich zum parametrischen Test an Giite verlieren.

Verglichen werden diese Tests mit unbedingten Tests ¢y, die fiir eine einge-
schrinkte, z.B. parametrische, Nullhypothese Py asymptotisch das Fehlerniveau
einhalten und gute asymptotische Giiteeigenschaften aufweisen. Die unbeding-
ten Tests ), besitzen jedoch oft den Nachteil, dass sie fiir einen festen Stichpro-
benumfang n den Fehler 1. Art nicht allgemein (nichtparametrisch) kontrollieren
konnen. Deshalb wird vom bedingten Resampling-Test ¢} nun gefordert, dass
dieser wenigstens asymptotisch effektiv im Bezug auf die Meflatte ¢, ist, d.h.

fiir n — oo liegt Konvergenz
Ep(l¢on — ¢5]) — 0 fiir alle P € Py (1)

vor. Zum Nachweis dieser Eigenschaft bendtigt man dabei sogenannte bedingte
Zentrale Grenzwertsitze fiir die Resampling-Version der Teststatistik gegeben
den Daten. Diese werden aufbauend auf den Arbeiten von JANSSEN ET.AL., vgl.
[33] und [35], mit Hilfe eines gewichteten Bootstrap-Ansatzes, der die simultane
Behandlung von verschiedenen Resampling-Verfahren erlaubt, in den Kapiteln
3 und 4 hergeleitet. Diese Sétze werden zuerst fiir (insbesondere multivariate)
lineare und dann asymptotisch lineare Statistiken sowie fiir Quadratische For-
men in jeweils allgemeinen Dreiecksschemata von Zufallsvariablen untersucht.
Als Anwendung hiervon werden anschlieffend studentisierte Resampling-Tests
> fiir konkrete nichtparametrische Ein- und Zweistichprobenprobleme konstru-
iert, wobei neben dem Nachweis der Eigenschaft (1) auch die Giitefunktion dieser
Tests untersucht wird. So erhélt man beispielsweise, dass sich der (parametri-
sche) F-Test zum Vergleich zweier Varianzen im nichtparametrischen Fall ohne
asymptotischen Qualititsverlust als studentisierter Permutationstest ausfiihren
ldsst. Der letzte Teil dieser Arbeit stellt verschiedene Resampling-Verfahren dar,
die sich in den gewichteten Bootstrap-Ansatz integrieren lassen. Zu den bekann-
teren Methoden zdhlen dabei das Permutations-, das m(n)- und m(n)-double-
sowie das Wild-Bootstrap-Verfahren.

Im abschlieffenden Anhang werden die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten

wesentlichen Hilfsmittel bereitgestellt.






Abstract

This thesis deals with the quality of conditional resampling tests ¢, such as
bootstrap and randomization tests that are established for nonparametrical null-
hypothesis. Such tests are distribution-free but can lose power in comparison
with parametrical tests.

These tests are compared with unconditional tests ¢,, which are asymptotical
a-level tests for a restricted, possibly parametrical, null-hypothesis Py and pos-
ses good asymptotical power qualities. However, the unconditional tests often
have the disadvantage that the true alpha error probability can in general not
be controlled (nonparametrically) for fixed sample sizes n .

Therefore the conditional resampling test ¢ requires at least to be asymptoti-

cally effective with respect to the benchmark ,,, viz. the convergence
Ep(l¢on — ¢y]) — 0 for all P € Py (1)

holds for n — co. To proof this property so-called conditional central limit theo-
rems for the resampling version of the test statistic given the data are required.
Based on the articles of JANSSEN ET.AL., see [33] and [35], these are derived in
chapters 3 and 4 by means of a weighted bootstrap approach that allows the
simultaneous treatment of different resampling procedures. Under fairly general
assumptions about the underlying triangular arrays of random variables these
theorems are first established for (especially multivariate) linear statistics. In a
second step asymptotically linear statistics as well as quadratic forms are stu-
died.

As application studentized resampling tests for specific nonparametric one- and
two-sample problems are presented. In addition to the verification of property
(1) the power functions of these tests are discussed. In this way it is for instance
shown that the (parametric) F-Test for comparing two variances can be carried
out in a nonparametrical setting without asymptotical loss of power as a stu-
dentized permutation test.

The last part of this thesis demonstrates different resampling methods which
are covered by the weighted bootstrap approach. The permutation procedure,
the m(n) and m(n)-double as well as the wild bootstrap are thereby ranked
among the more popular methods.

In an concluding appendix the essential tools that are used within this work are

provided.
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Kapitel 1
Einleitung

Die klassischen statistischen Schétz- und Testverfahren beruhen auf einer pa-
rametrischen Verteilungsannahme, wie z.B. einer Normalverteilungsannahme.
Diese Annahme ist jedoch in vielen praktischen Situationen nicht gerechtfertigt.
In allgemeineren sogenannten nichtparametrischen Modellen stellt sich dann
aber unmittelbar die Frage, in welcher Weise valide statistische Tests und Kon-
fidenzintervalle konstruiert werden kénnen. Insbesondere geht es darum, Tests
fiir eine (nichtparametrische) zusammengesetzte Nullhypothese zu konstruieren,
die auch tatséchlich das vorgegebene Fehler-Niveau einhalten und dann als va-
lide bezeichnet werden.

Eine Losung dieses Problems besteht nun in der Anwendung von sogenannten
Resampling- Verfahren. Zu den bekanntesten Verfahren zihlen hierbei Bootstrap-
und Permutationsmethoden. Diese Methoden zdhlen seit der richtungsweisenden
Arbeit von EFRON [14] zum Standardwerkzeug der Statistik. Dabei geht die Ent-
wicklung in der mathematischen Statistik Hand in Hand mit dem Fortschritt
der Computertechnologie, da diese Techniken in der Regel mit rechenintensiven
Monte Carlo Prozeduren umgesetzt werden.

Diese Methoden haben inzwischen in allen Wissenschaftsbereichen, in denen
Statistik verwendet wird, Verwendung gefunden. Als Referenz kann dabei bei-
spielsweise auf die Lehrbiicher von DAvISON UND HINKLEY [10], EFRON UND
TIBSHIRANI [15], MANLY [47] und die darin zitierten Arbeiten sowie auf den Ar-
tikel von HOrROWITZ [28] verwiesen werden. Diese enthalten eine Vielzahl von
Anwendungen der Bootstrap- und Permutationsmethoden in der Bioinformatik,

Biologie, Medizin und Okonometrie. Neben den oben genannten Biichern findet
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man in der Literatur mehrere tausend wissenschaftliche Arbeiten, die die Qua-
litét solcher Verfahren untersuchen.

Um nun derartige praktische Situationen mathematisch zu beschreiben, fasst
man einen gegebenen Datensatz (x1,...,2,) als Realisierungen einer Zufalls-
variablen X = (X7i,...,X,,) auf, wobei X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) operiert. Ziel ist es nun, die unbekannte Verteilung P’» einer daten-
abhingigen Statistik T,, = T,,(X) durch geeignete Methoden zu approximieren.
Dies erfolgt bei Resampling-Verfahren dadurch, dass man aus den bekannten
Daten X mittels eines speziellen Algorithmus eine neue Stichprobe X* erzeugt,
aus der man nun Informationen iiber die unbekannte Verteilung gewinnen kann.
Beim klassischen Bootstrap- Verfahren von EFRON [14] erhélt man den neuen
Datensatz z* = (z7,...,x}) durch n-maliges Ziehen mit Zuriicklegen aus den
gegebenen Daten x. Dabei wird jede Beobachtung z; mit gleicher Wahrschein-
lichkeit % aus der Ausgangsstichprobe gezogen. Der Vorteil besteht nun darin,
dass man die bedingte Verteilung der Bootstrap-Stichprobe X* gegeben den
Daten X kennt, so dass dort Aussagen iiber die gesuchte Verteilung getroffen
werden, die dann im zweiten Schritt wieder auf das gegebene Experiment iiber-
tragen werden konnen.

Im Gegensatz zum obigen Verfahren, werden beim Permutationsverfahren, die
neuen Daten durch Ziehen ohne Zuriicklegen gewonnen, indem man fiir eine auf
der symmetrischen Gruppe S, gleichverteilten Permutation 7 die neuen Daten
(Tx(1)s- -+ Tr(n)) bestimmt. Die zu diesem Verfahren gehdrenden Permutations-
tests haben sich insbesondere fiir Zweistichprobenprobleme als sehr niitzlich

erwiesen.

Die Anwendung dieser Resampling-Techniken kann nun durch den Vergleich der
asymptotischen Grenzverteilung von 7, und der Resampling-Statistik T, :=
T, (X*) erfolgen. Stimmen diese iiberein, so halten beispielsweise die hiermit
konstruierten Resampling-Tests ein vorgegebenes Fehler-Niveau asymptotisch
ein und sind valide. Fiir die analytische Behandlung dieser Problemstellung be-
notigt man sogenannte bedingte Zentrale Grenzwertsitze (ZGS) fiir zuféllige
Mafse.

In der Situation von unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen X7, .. .,

X, findet man hierzu in der Literatur ausfiihrliche Untersuchungen. Beispiels-
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weise konnte Mammen [46] zeigen, dass die Bootstrap-Version T, der Mittel-
wertsstatistik aus dem klassischen ZGS genau dann einen bedingten ZGS erfiillt,
wenn dies auch schon fiir die unbedingte Statistik 7}, gilt. Ahnliche Aussagen
wurden mittlerweile auch im Rahmen der empirischen Prozesstheorie gezeigt,
vgl. z.B. Kapitel 2 (insbesondere Theorem 2.2.) bei GINE [19] oder auch Kapitel
3.6. bei VAN DER VAART UND WELLNER [62], so dass das Verhalten im i.i.d.
Fall fiir den klassischen Bootstrap genauestens erforscht ist. Der Ansatz dieser

Arbeit ist jedoch ein anderer. Hierbei wird

e das Verhalten von Resampling-Statistiken in allgemeinen Dreiecksschema-

ta (Xn,i)i<n untersucht,
e die unter Umstédnden auch voneinander abhdngig sein konnen.

e Dabei wird ein gewichteter Ansatz verwendet, durch den mehrere Resamp-

ling-Verfahren simultan behandelt werden kénnen.

Es wird sich zeigen, dass diese allgemeine Betrachtungsweise ein viel flexibleres
Hilfsmittel zur Behandlung der verschiedensten testtheoretischen Fragestellun-

gen darstellt.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in sechs Kapitel.

Nach einer kurzen Einleitung wird im zweiten Kapitel zundchst die Verwendung
von Resampling-Verfahren im Rahmen der Testtheorie motiviert. Dabei liegt
das Hauptaugenmerk erst einmal auf den oben angesprochenen Bootstrap- und
Permutationsverfahren. Ausgehend hiervon wird die Notwendigkeit der Betrach-
tung weiterer Resampling-Verfahren mit Hilfe von einigen Beispielen aufgezeigt
und so das gewichtete Resampling eingefiihrt. Zum Abschluss des Kapitels wer-
den die hierzugehdrenden Resampling-Tests genauer untersucht und dabei das
oben angesprochene Bediirfnis zur Behandlung von bedingten ZGS auch mathe-
matisch begriindet.

Der sich anschliefsende mathematische Hauptteil leitet zuerst allgemeine be-
dingte ZGS fiir lineare und nicht-lineare Resampling-Statistiken her, um diese
im Anschluss zur Konstruktion von validen Resampling-Tests fiir spezielle Test-
probleme zu verwenden.

Dabei liegt in Kapitel 3 das Hauptaugenmerk auf dem asymptotischen Verhalten
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der linearen, gewichteten Resampling-Statistik
T o= Vk(n) Y Wai(Xni — Xn). (1.1)

Dort ist (Xn,i)igk(n) ein beliebiges Dreiecksschema von Zufallsvariablen auf ei-
nem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) und (Wi, ;)i<k(n) €in weiteres, das Re-
sampling-Verfahren beschreibendes Dreiecksschema von reellen Gewichtsfunk-
tionen auf einem anderen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P).

Fiir reellwertige (Xp ;)i<k(n) hat JANSSEN [35] bereits Bedingungen entwickelt,
unter denen (1.1) einem bedingten ZGS geniigt. Aufbauend hierauf werden zum
einen Voraussetzungen geschaffen, unter denen fiir 777 auch die stérkere Konver-
genz in der Mallows-Metrik vorliegt und zum anderen gezeigt, dass die obigen
Bedingungen beispielsweise fiir spezielle Martingaldifferenzenschemata und sta-
tiondre Zufallsvariablen erfiillt sind. Im weiteren Verlauf wird dann auch das
Verhalten von T}, fiir hohere Dimensionen untersucht.

Das sich anschliefsende Kapitel 4 befasst sich mit dem Resampling nicht-linearer
Statistiken und gliedert sich in zwei Abschnitte. Hierbei wird im ersten Teil u.a.
gezeigt, dass sich das unbedingte Konvergenzverhalten von asymptotisch linea-
ren Statistiken auch auf das bedingte Verhalten unter suffizienten o-Algebren
iibertragen ldsst. Als Anwendung erhélt man Bedingungen fiir die asymptotische
Validitdt von allgemeinen bedingten Tests, zu denen auch die Permutationstests
zéhlen.

Im zweiten Abschnitt des vierten Kapitels werden bedingte ZGS fiir Resampling-
Versionen von quadratischen Statistiken entwickelt. Als Konsequenz hiervon er-
hilt man inshesondere verteilungsfreie Anpassungstests fiir diskrete Zweistich-
probenprobleme.

In Kapitel 5 werden dann die Ergebnisse aus den vorangegangenen Kapiteln zur
Entwicklung von validen und verteilungsfreien Resampling-Tests fiir konkrete
Ein- und Zweistichprobenprobleme angewendet. Da Permutationstests bei Ein-
stichprobenproblemen nicht anwendbar sind, riicken hierfiir zuerst die verschie-
denen Bootstrap-Verfahren in den Mittelpunkt. Erst im weiteren Verlauf des
Kapitels werden Zweistichprobentests untersucht, die als studentisierte Permu-
tationstests ausgefiihrt werden. Diese studentisierten Tests sind bei austausch-
baren Zufallsgroken immer noch exakt, besitzen aber den Vorteil, dass sie unter

grofseren Nullhypothesen - anders als die nichtstudentisierten Versionen - auch
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im unbalancierten Fall asymptotisch das Niveau einhalten. So erhilt man bei-
spielsweise eine neue, studentisierte Permutationsversion des F-Tests zum Ver-
gleich zweier Varianzen.

Fiir die verschiedenen Resampling-Tests wird zusétzlich noch das asymptotische
Verhalten der Giitefunktion fiir feste, sowie - in Spezialféllen - auch fiir lokale
Alternativen untersucht.

Das sechste Kapitel zeigt u.a., dass sich die in Kapitel 2 angesprochenen Verfah-
ren in den gewichteten Ansatz einordnen lassen und untersucht dariiber hinaus
viele weitere Beispiele von Resampling-Gewichten, die den oben angesprochenen
Voraussetzungen gentigen.

Der abschliekende Appendix fasst einige wichtige Aussagen iiber die schwache
Konvergenz von bedingten Verteilungen sowie iiber die Theorie der stark statio-
néren und ergodischen Zufallsvariablen zusammen, die fiir diese Arbeit bend&tigt

werden.

Abschlieffend mochte ich meinem Lehrer Herrn Prof. Dr. Arnold Janssen sowohl
fiir die vielen anregenden Gespriche als auch fir die groflartige Betreuung und
Hilfsbereitschaft bei der Erstellung dieser Arbeit danken. Ein herzlicher Dank
gebiihrt auch Herrn Apl. Prof. Dr. Helmut Finner und Herrn Prof. Dr. Erich
Hausler fir die Ubernahme und Erstellung der weiteren Gutachten.

Bedanken mdchie ich mich auch bei den Professoren und Mitarbeitern des Lehr-
stuhls fiir Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie am Mathema-
tischen Institut der HHU Diisseldorf. Durch ihre stete Diskussions- und Hilfsbe-
reitschaft fillen sie die Stochastik mit Leben.

Dariiber hinaus danke ich der Grinderstiftung zur Férderung von Forschung
und wissenschaftlichem Nachwuchs an der Heinrich-Heine-Universitdt Diissel-
dorf (Diisseldorfer Entrepreneurs Foundation) fir deren Unterstitzung in Form
eines eineinhalbjihrigen Stipendiums. Hierdurch konnte ich die vorliegende Ar-

beit sehr voranbringen.

Mein tiefer Dank gilt meiner Frau Daniela Pauly sowie meinen Eltern Gabriele
und Werner Pauly fiir ithre Liebe und Unterstitzung. Ohne sie wdre ich nicht

der Mensch, der ich heute bin.
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Resampling-Verfahren - Die
Grundlagen

2.1 Motivation

Beim Ubergang von einem parametrischen zu einem nichtparametrischen Test-
problem besteht das Hauptproblem in der Festlegung geeigneter kritischer Wer-
te. Angenommen man hat fiir das Testproblem eine geeignete Teststatistik 1),
gefunden, so kann man in der Regel die zugehdrige Verteilung nicht oder nur
in Spezialfallen bestimmen. Eine Moglichkeit zur Bestimmung des kritischen
Wertes besteht dann darin, die asymptotische Verteilung von T, unter der Null-
hypothese zu bestimmen und deren Quantile als (approximative) kritische Werte
zu verwenden. Hierbei ist man jedoch mit mehreren Problemen konfrontiert, die

im Folgenden kurz aufgelistet werden:

e Es kann vorkommen, dass man die Quantile der Grenzverteilung erst gar

nicht berechnen kann, da diese zu kompliziert ist.

e In vielen Fallen hdangt die Grenzverteilung von unbekannten Parametern

ab, die man nur unzureichend bzw. fehlerbehaftet schitzen kann.

e Ist die Konvergenz gegen die Grenzverteilung recht langsam, so lésst sich
der Fehler, der bei der Approximation entsteht insbesondere fiir kleine

Stichprobenumfinge schlecht kontrollieren.

Speziell der letzte Punkt kann dazu fithren, dass der so konstruierte Test das

gewiinschte Fehlerniveau 1.Art zu stark tiberschreitet.
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Eine mogliche Losung dieser Probleme besteht nun - wie schon in der Einleitung
bemerkt - in der Verwendung von Resampling-Verfahren. Die fiir diese Arbeit
wichtigsten, das Permutations- und das Bootstrap-Verfahren, werden in den

folgenden Abschnitten vorgestellt.

2.2 Das Permutationsverfahren

Mochte man zu gegebenen Zufallsvariablen Xi,..., X, : (2,4, P) — R die
Nullhypothese
Hy: Xq,...,X, sind ii.d.

mittels einer addquaten Teststatistik 7,, = T(X1,...,X,) : (2,4, P) — R zu
einem gegebenen Fehlerniveau o € (0,1) iiberpriifen, so bietet das Permuta-
tionsverfahren eine geeignete, verteilungsfreie Moglichkeit zur Bestimmung kri-
tischer Werte an.

Hierbei hélt man zunéchst fiir w €  die Beobachtungen X (w),..., X, (w) fest
und berechnet dann den datenabhéngigen kritischen Wert ¢, (o) = ¢, (o, w) fiir
eine von den Daten unabhéngige, auf der symmetrischen Gruppe S, gleichver-
teilte Permutation 7 : (€, 4, P) — S,, als das (1 — a)-Quantil der Permuta-

tionsverteilung von Ty, d.h. als Lésung von
a = P(Tu((Xr()(@))izn) > en(@)) + 1 P(T((Xr ) (@)izn) = ea(a))  (2.1)

fiir v, = Y (w) € [0, 1] geeignet. Der zugehorige einseitige obere Permutations-

test ist dann gegeben durch

1 >
on =13 v falls T, = cu(a). (2.2)
0 <
Da die gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen (Xi,...,X,) unter Hy in-

variant unter Koordinatenpermutationen ist, besitzt der Test den Vorteil, dass
er das Niveau unter der Nullhypothese exakt einhilt. Dies gilt sogar unter der

erweiterten Nullhypothese
Hy: X1,...,X, sind austauschbar,

vgl. z.B. Kapitel 8 bei JANSSEN [30].
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Bemerkung 2.1

1. Ist die Stichprobenanzahl zu grof, so kostet die Bestimmung der genauen
Permutationsverteilung und somit der kritischen Werte mittels (2.1) zu viel Re-
chenzeit. Aus diesem Grunde wird diese in vielen praktischen Situationen mittels
Monte-Carlo-Methoden approximiert, vgl. hierzu auch den Bootstrap-Algorith-

mus im nachsten Abschnitt.

2. Eine alternative Variante zur Einfiihrung von Permutationstests kann im

Rahmen von allgemeinen bedingten Tests erfolgen, vgl. hierzu Kapitel 4.1. O

2.3 Das Bootstrap-Verfahren

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der kritischen Werte in der obigen
Situation liefert das 1979 von EFRON vorgestellte Bootstrap-Verfahren. Hierzu
definiert man sich zu der gegebenen Stichprobe Xj(w), ..., X, (w) neue, unab-
héngig und identisch verteilte Zufallsvariablen X7, ..., X mit gleicher bedingter
Verteilung

n

PNt X)) =(X1 (@), X (@) % S e
i=1
und berechnet den zum Bootstrap-Test gehorigen datenabhingigen kritischen
Wert ¢ (a) = ¢ (a,w) als das (1 — a)-Quantil der bedingten Verteilung von
Tn(X7, ..., X}}) gegeben den Daten (X7i,...,X,) = (X1(w),..., Xp(w)).
Nur in wenigen Féllen 14sst sich diese bedingte Bootstrap-Verteilung geschlossen
angeben und damit ¢ («) bestimmen. Ist dies nicht der Fall, so werden appro-
ximative kritische Werte mit Hilfe von Monte-Carlo-Verfahren berechnet. Das

gesamte Verfahren wird im folgenden Algorithmus nochmal zusammengefasst:
1. Beobachte Realisierungen der Zufallsvariablen Xy, ..., X,.

2. Erzeuge eine Bootstrap-Stichprobe Xf (1), o X D) Qurch Ziehen mit Zu-

riicklegen aus Xi,...,X,.

3. Berechne die Bootstrap-Statistik 7 M _ Tn(Xf (1), X (1)).

4. Wiederhole die Schritte 2.-3. B-mal, B € N, und erhalte so T}, ®) fiir
1<b<B.

5. Approximiere ¢}, () durch das (1—a)-Quantil von & Z{il T —oo (T, (b)).
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Das im vorherigen Abschnitt beschriebene Permutationsverfahren erhilt man
aus obigem Algorithmus, indem man ohne Zuriicklegen zieht. Aus diesem Grund
wird hierfiir in der Literatur auch haufig der Begriff Bootstrap ohne Zuriicklegen
verwendet.

Um die Anwendung des Bootstraps zu rechtfertigen, bendtigt man natiirlich
noch Aussagen dariiber, wie genau die bedingte Bootstrap-Verteilung die wahre
Verteilung von T}, approximiert. Diese sollten wenigstens im Limes iibereinstim-
men.

Eine der ersten Begriindungen - und somit auch Anwendungen - findet sich im
Bootstrap der klassischen Mittelwertsstatistik aus dem Zentralen Grenzwert-
satz. Mit Hilfe des Satzes von Berry-Esseen ldsst sich ndmlich u.a. fiir den Fall
von i.i.d. Zufallsvariablen X1, ..., X, mit Erwartungswert © € R und endlicher

Varianz o2 > 0 leicht zeigen, dass fiir n — oo

f-s.

sup [P(vn(X, — p) < x) = P(Vn(X, — Xp) < 2[X1,..., Xp)| =50 (23)

zeR

gilt, vgl. beispielsweise PAULY [50, Satz 3.2|. Da die Konvergenzgeschwindigkeit
hierbei in vielen Féllen schneller ist als beim Zentralen Grenzwertsatz, ist die
Verwendung des Bootstrap-Verfahrens angebracht.

Eine genaue Untersuchung der Konvergenzgeschwindigkeiten in Abhangigkeit
von verschiedenen Momentenbedingungen findet man fiir den klassischen Boot-
strap insbesondere in Theorem 1 bei SINGH [59] und fiir eine Form des gewich-
teten Bootstraps, auf den weiter unten noch genauer eingegangen wird, in den

Kapiteln 4 und 5 bei HAUSLER ET. AL. |21]

2.3.1 Gegenbeispiele und Erweiterungen

Dieses so einfach zu implementierende Verfahren ist mittlerweile ein Standard-
werkzeug fiir viele Problemstellungen in der nichtparametrischen Statistik. Aus
diesem Grunde hat es auch zu Recht den Finzug in viele statistische Anwen-
dungsgebiete und Programmpakete gefunden und die dortigen Verfahren erwei-
tert und verbessert. Es ist jedoch kein Allheilmittel. Neben vielen Anwendungs-
moglichkeiten findet man ndmlich auch Situationen, wo das oben beschriebene,
klassische Verfahren keine addquate Losung fiir die gegebene Fragestellung lie-
fert. Um diese Fille trotzdem behandeln zu kénnen, kann man versuchen den

Bootstrap-Ansatz von EFRON geeignet zu modifizieren. Hierfiir finden sich in



RESAMPLING-VERFAHREN 10

der Literatur zahlreiche Beispiele, von denen im Folgenden einige exemplarisch

vorgestellt werden.

Beispiel 2.2
Einem der ersten Gegenbeispiele begegnet man in der frithen Arbeit von BICKEL
UND FREEDMAN (vgl. [5, S.1210]). Dort wird u.a. bewiesen, dass sich die Ver-
teilung der zentrierten Maximumsstatistik

M, =n(1— Izngarf{Xi)
von unabhingigen und auf (0,1) gleichverteilten Zufallsvariablen Xj,..., X,

nicht mittels der nichtparametrischen Bootstrap-Version

M) := n(max X; — max X)

" i<n i<n
approximieren lasst. Wahrend ndmlich M, in Verteilung gegen eine Standardex-
ponentialverteilung konvergiert, existiert fiir die bedingte Verteilung £(M7]X)

mit Wahrscheinlichkeit 1 keine Grenzverteilung.

Eine Losung dieses Problems kann z.B. durch eine bestimmte Variation des
Stichprobenumfangs der Bootstrap-Stichprobe erreicht werden'. Zieht man da-
bei insgesamt m(n)-mal, m(n) € IN, mit Zuriicklegen aus der Grundgesamtheit,
so spricht man vom sogenannten m(n)-Bootstrap, siehe auch Beispiel 2.5 wei-
ter unten.

Ein weiteres Gegenbeispiel findet man im Zusammenhang mit abhéngigien Da-

ten.

Beispiel 2.3

SINGH [59, Remark 2.1.] zeigt u.a., dass fiir eine Folge X, Xo,... von sta-
tioniren, m-dependent? Zufallsvariablen mit Erwartungswert g und endlicher
Varianz 0 < 02 < oo, die Konvergenz in (2.3) nicht eintritt.

Die bedingte Verteilung der Bootstrap-Version konvergiert zwar fiir P-fast alle

w schwach gegen eine normalverteilte Zufallsvariable, d.h. fiir n — oo gilt

L(Vn(X, — Xn)|X1,...,X,) = N(0,02) P-fast sicher,

!Zur genauen Wahl von m(n) in der obige Situation vgl. SWANEPOEL [61, S.3195f, Theorem
2.1.]. Das daraus resultierende Resampling-Verfahren gehort wegen m(n)/n — 0 zu den sog.

Low-Resampling-Verfahren, auf die in den néchsten Kapiteln noch nédher eingegangen wird.
2Dabei heift eine Folge (X,)n von Zufallsvariablen m-dependent, fiir n € Ny, falls

(X1,..., X) unabhingig von (Xgym+1,...) ist.
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jedoch besitzt die urspriingliche Statistik eine andere Grenzverteilung
m—1

V(X —p) 25 Z ~N(0,0* +2 Y Cov (X1, Xi41)),
i=1
so dass keine Approximation iiber das klassische Bootstrap-Verfahren mdoglich
ist. Wie man an der Grenzvarianz erkennen kann, liegt der Grund hierfiir gerade

in der Tatsache, dass die klassische Bootstrap-Methode die Abhingigkeitsstruk-

tur des Datensatzes nicht beriicksichtigt.

Dieser Umstand kann z.B. behoben werden, indem man die Daten in verschie-
dene Blocke aufteilt und dann hieraus die neue Stichprobe durch Ziehen mit
Zuriicklegen ermittelt. In diesem Fall spricht man vom sogenannten Block-
Bootstrap. Die Beschreibung der genauen Vorgehensweise bei dieser Methode

sowie viele weitere, verfeinerte Resampling-Techniken findet man in Kapitel 6.

Neben den oben genannten Gegenbeispielen beschreiben BABU [1] und DATTA
[9] in ihren Arbeiten einen weiteren Fall, in dem der klassische Ansatz nicht zu
funktionieren scheint. Dabei beschéftigen sich beide mit komplizierteren, nicht-
linearen Statistiken, deren asymptotische Grenzverteilung keine Normalvertei-
lung ist. Genauer behandeln beide die Statistik 7}, := H(Z,,) fiir eine ausrei-
chend glatte Funktion H : R¥ — R und i.i.d. Zufallsvektoren Zi,...,Z, : Q —
RF mit Erwartungswert u und existierender, nicht-singuldrer Kovarianzmatrix
Y. Dabei wird fiir den Fall k = 1, u = 0 und H(z) = 22 beispielhaft festgestellt,
dass die Statistik nT}, = n(Z,)? und die Bootstrap-Statistik n((Z,,)? — (Z,)?)
i.a. nicht dieselbe asymptotische Grenzverteilung besitzen.

Dieses Problem kann man jedoch ganz leicht umgehen, indem man die Daten
zuerst zentriert und dann die Bootstrap-Stichprobe aus den zentrierten Daten
erzeugt, d.h. man vergleicht n(Z, — u)? mit n(Z, — Z,)?. Diese Statistiken be-
sitzen beide nach dem Satz iiber stetige Abbildungen und (2.3) die x3-Verteilung
als asymptotische Grenzverteilung.

Im oberen Fall macht es also auch allgemein Sinn
H (\/ﬁ(zn - N))

mit Hilfe von

H(VA(Z, = Z) = (= (%~ Z0)')

3Dabei spielt diese Zentrierungsreihenfolge bei linearen Statistiken keine Rolle.
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zu approximieren. Dies folgt auch spéter in Spezialfillen aus Satz 3.20.

2.4 Allgemeines Resampling durch Gewichtsfunktio-

nen

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem man die oben vor-
gestellten Methoden simultan untersuchen kann. Dieses sogenannte gewichtete
Resampling-Verfahren wurde zunidchst von MASON UND NEWTON, vgl. [48],
vorgeschlagen. Dabei zeigen sie u.a., dass sich die gleichméssige Konsistenz des
Bootstrap-Verfahrens fiir die Mittelwertstatistik (2.3) unter denselben Voraus-
setzungen auch auf weitere Bootstrap-Verfahren? iibertragen lisst. Dieser An-
satz wurde von weiteren Autoren aufgegriffen und erweitert, vgl. u.a. HAUSLER
ET. AL. [21], JANSSEN ET.AL. [33],[35],[12] sowie PRAESTGAARD UND WELLNER
[53]. Dabei wurden zum einen weitere Resampling-Techniken wie die Permuta-
tionsmethode, der Wild-Bootstrap (vgl. Kapitel 6 sowie MAMMEN [46, Theorem
3 und 4|) und der iterative Double-Bootstrap (siehe Beispiel 2.5 unten sowie
[53]) mit aufgenommen und zum anderen die Bedingung der Unabhéngigkeit
abgeschwécht, vgl. insbesondere [33],[35] und [12|. Die hierzu gehérigen ma-
thematischen Voraussetzungen werden im dritten Kapitel genauer vorgestellt.
Die Idee fiir den gewichteten Ansatz ldsst sich allerdings schon an dieser Stel-
le sehr schon motivieren. Sei dazu Xy, ..., X, eine Folge von Zufallsvariablen
mit unbekannter Verteilung und davon unabhingig Uy, ..., Uy, n) unabhéngige,
auf der Menge {1,...,n} gleichverteilte Zufallsvariable. Hiermit lassen sich die

m(n)-Bootstrap-Variablen wie folgt verteilungsgleich ausdriicken
X = Xy,.
Definiert man nun zusétzlich Zufallsvariablen
1 m(n)
M, j = ) z; 1;(U;), 1<j<n, (2.4)

so kann man die Bootstrap-Version der Mittelwertsstatistik durch diese Gewich-

te und die Zufallsvariablen X; wie folgt ausdriicken

m(n) —

)V (K~ X) = Som) 2 (M~ (0, -X). (25)
=1

*Hierbei handelte es sich um den gewichteten i.i.d. Bootstrap und um Rubins Bayesian

Bootstrap, vgl. Kapitel 6
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Dabei gilt Xm(n = n) Zm(n X!. Diese Motivation gibt Anlass allgemeinere

Statistiken der Form
k(n)

= WailXi — X) (2.6)

i=1
fiir verschiedene, das Resampling-Verfahren beschreibende Gewichte W, ; zu
behandeln. Dies wird nun in den folgenden zentralen Beispielen aufgegriffen.

Hierbei seien - wie auch in der gesamten Arbeit - k£(n) und m(n) Teilfolgen der

natiirlichen Zahlen, die fiir n — 0o auch gegen oo konvergieren.

Beispiel 2.4
Wie man aus der obigen Motivation und Formel (2.5) ablesen kann, sind die
Gewichte fiir den m(n)-Bootstrap definiert als

Wis = /m(n) (Tnzn)Mn - k(ln)> C1<i<kn). (2.7)
Dabei ist M = (My1,...,
zum Stichprobenumfang m(n) = Ek(") M, ; mit jeweils gleicher Auswahlwahr-
scheinlichkeit 1/k(n).

M,, j(ny) eine multinomial verteilte Zufallsvariable

Beispiel 2.5

Eine weitere Modifikation des m(n)-Bootstraps kann darin bestehen, die gezo-
gene m(n)-Bootstrap-Stichprobe {X7,... ,X:;L(n)} als Grundgesamtheit zu be-
trachten und hieraus eine zweite Bootstrap-Stichprobe {X{*, .. , X } zu zie-
hen. Man spricht dann vom sogenannten m(n)-double Bootstrap. D1e zuge-
horigen Gewichte sind in diesem Fall

W, = <m;”)>1/2 < Loy k(1n)> C1<i<k).  (28)

m(n)

Dabei ist (M,

7’7,,17'"’

M;Lk(n)) bedingt unter M (aus Beispiel 2.4) multinomialver-

teilt zum Stichprobenumfang m(n) mit Auswahlwahrscheinlichkeiten (M( ))Z< k(n)-

Beispiel 2.6

Seien

. 1/2 Lo firl <i<ng,
Cni = <n1 n2> ™ - (2.9)

k(n 1 .. .
(n) g fiir ng < i < k(n)

die Regressionskoeffizienten des Zweistichprobenproblems und 7 wie zu Beginn

des Kapitels eine auf der symmetrischen Gruppe Sy () gleichverteilte Permuta-

tion, die unabhéngig von dem vorliegenden Datensatz Xi, ..., Xy(,) ist. Dann
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sind die Zweistichprobenpermutationsgewichte definiert durch
Whi = Cpr(iy,1 < k(n) =n =nq + na. (2.10)

Viele weitere Beispiele mit Bezug zu den noch niher zu erlduternden mathema-
tischen Voraussetzungen unter denen die allgemeine Resampling-Statistik 7
einen bedingten Zentralen Grenzwertsatz der Form (2.3) erfiillt, finden sich in
Kapitel 3 und 6.

2.5 Resampling-Tests

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt das allgemeine Resampling-Verfahren
vorgestellt wurde, werden an dieser Stelle die zugehdrigen Resampling-Tests ge-
nauer untersucht. Seien dazu Hp eine Nullhypothese von Interesse und 7, :
Ok — R eine geeignete Teststatistik. Das nachfolgende Lemma dient als
Haupthilfsmittel zum Vergleich von Resampling-Tests mit unbedingten 7T;,-Tests
und entspricht Lemma 1 von JANSSEN UND PAULS [33]. Hierzu werden die fol-

genden Annahmen getroffen:

(A) Sei P € Hy. Die Teststatistik T;, konvergiere unter P fiir n — oo in

Verteilung gegen eine weitere Zufallsvariable T’
L(T,|P) = L(T|P), (2.11)

deren Verteilungsfunktion Fr stetig und streng monoton wachsend auf

ihrem Trager ist.

(B) Fiir o € (0,1) sei ¢ o der durch den unbedingten kritischen Wert ¢, (o)
gegebene obere T,-Test

On.o = 1 fiir T), > ¢, (a) und ¢y o = 0 fir T, < cp(@), (2.12)
so dass Ep(pn,a) — a fiir n — oo gelte.

(C) Sei T eine Teststatistik (in unserem Fall eine Resampling-Statistik) mit
bedingter Verteilungsfunktion F; von L(T;[ X1, .., Xy k(n)). Bezeichne
mit ¢ (a) = (| Xn15 o, Xpg(n) = Fi 11— a) das (1-a)-Quantil der
bedingten Verteilung gegeben den Daten Xy, 1, ..., X, x(n)- Ein bedingter
oberer (Resampling-) T,,-Test ist dann durch

Op.o = 1 fiir T,, > c;(a) und ¢}, , = 0 fiir T;, < c;, () (2.13)
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gegeben.

Lemma und Definition 2.7

Unter den obigen Bedingungen (A)-(C) sind die beiden folgenden Aussagen dqui-

valent °:
(a) A1 (L(T}| Xn1s- s X)) £(T)) =0, (2.14)
(b) Fiir alle o € (0,1) gilt
EP(‘@THX - @:L,O&’) — 0. (215)

Dabei heifien Tests ¢}, , und pn.o, die der Bedingung (2.15) geniigen asymp-
totisch dquivalent (unter P). Bezeichnet man mit Py C Hy die Klasse von
Verteilungen, fir die (B) gilt, so heifit ¢}, , asymptotisch effektiv im Bezug
auf on.a, falls (2.15) fir alle P € Py gilt.

Bemerkung 2.8

Unter der Voraussetzung (A) ist (B) erfiillt, falls die kritischen Werte ¢, () ge-
gen das (1—a)-Quantil ' (1—a) der Grenzverteilung konvergieren. Bezeichnet
man mit £ ! die inverse Verteilungsfunktion von T}, so liegt dies insbesondere
fiir die Wahl ¢,(a) = F'(1 — @) vor, vgl. Lemma 11.3 bei JANSSEN [30]. O

n

Der Nachweis der asymptotischen Effektivitit des zu ¢, o gehorigen Resampling-
Tests ¢y, , erfordert daher die Kenntnis von bedingten Grenzwertsitzen der

Form (2.14). Diese werden in den kommenden Abschnitten behandelt.

Um den Zusammenhang mit der anfanglichen Problemstellung zu sehen, werden
zum Abschlus dieses Kapitels noch einmal die Vorteile von Resampling-Tests

zusammengefasst:

e Oft hingt die Verteilung der Grenzvariablen 7" aus (A) von unbekannten
Parametern ab. Dieses Problem tritt bei Resampling-Verfahren nicht auf,

da diese verteilungsfrei ausgefithrt werden.

e Selbst wenn man die Verteilung von 7' kennt, kann es schwierig sein, die

zugehorigen QQuantile genau zu bestimmen. In diesem Fall iberzeugen die

"Dabei bezeichnet di die Levy-Metrik, vgl. z.B. WITTING UND MULLER-FUNK [66, An-
merkung 5.42].
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Resampling-Verfahren wieder dadurch, dass man ihre bedingte Verteilung

leicht durch Monte-Carlo-Methoden approximieren kann.

e Auch wenn keiner der beiden obigen Fille vorliegt, kann es immer noch
sinnvoll sein, Resampling-Tests zu verwenden, da diese im Finiten ihren
unbedingten Konkurrenztests i.d.R. {iberlegen sind, vgl. hierzu beispiels-

weise die Arbeiten von HOROWITZ 28] und JANSSEN [35].

e Permutationstests halten i.a. sogar unter der Bedingung der Austauschbar-
keit das Niveau exakt ein und besitzen somit insbesondere fiir Zweistich-
probenprobleme Vorteile. Bei Einstichprobenproblemen sind diese jedoch
nicht anwendbar. Dies liegt daran, dass die gemeinsame Verteilung der
beobachteten Zufallsvariablen auch unter bestimmten Alternativen aus-
tauschbar sein kann, so dass der Einstichprobenpermutationstest diese

nicht von der Hypothese trennen kann.
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Bedingte Zentrale
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nicht-lineare
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Kapitel 3

Bedingte Zentrale
Grenzwertsatze fur lineare
Resampling-

Statistiken

In diesem Kapitel werden einige bedingte Grenzwertsitze fiir gewichtete
Resampling-Statistiken bewiesen. Dabei ist durch jede geeignete Wahl von Ge-
wichten ein spezielles Resampling-Verfahren gegeben. Wie in Kapitel 2 bereits
erwahnt, besteht der Vorteil dieser allgemeinen Betrachtungsweise darin, dass
man mehrere Resampling-Verfahren simultan behandeln kann.

Als Grundlage fiir die Beweise dienen bedingte Zentrale Grenzwertsétze fiir re-
elle Zufallsvariablen von JANSSEN [35, Theorem 2.1] und DEL BARRIO ET.AL.
[12, Theorem 2.2].

Aufbauend auf den Gleichungen (2.4) - (2.6) wird zunéchst der Begriff der
Resampling-Statistik definiert.

Definition 3.1 (Resampling-Statistik)

Sei (Xn,i)igk(n) ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P), welches Werte auf dem separablen R-Vektorraum (E, )
mil Borelscher o-Algebra € annimmt. Hiervon unabhdngig sei (Wi ;i)i<pmn) ein

Dreiecksschema von reellen Gewichtsfunktionen auf etnem Wahrscheinlichkeits-

19
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raum (Q, A, P), dann wird durch

T, = T;((Xn,i)igk(n)v (Wn,i)igk(n)) = Vk(n) Z Whi(Xni — Xy) (3.1)

eine allgemeine Resampling-Statistik definiert.

Dabei bedeutet Unabhingigkeit der beiden Dreiecksschemata, dass diese auf
dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (£ x QARAP® ]5) unabhingig
sind, wenn man beide kanonisch mittels Projektionen auf diesem gemeinsamen

Raum definiert?!.

Um nun Aussagen iiber das Konvergenzverhalten von 7, treffen zu kénnen,
muss erst noch genauer spezifiziert werden, welche Art von Gewichtsfunktionen
man betrachten mochte. Als Auswahlkriterium werden - analog zu den Arbeiten
von JANSSEN ET AL. [12] [35] [33] - die folgenden Generalvoraussetzungen zu

Grunde gelegt.

Definition 3.2
Sei W,, = ﬁZﬁq) Whi. Die Gewichte Wy, ; erfilllen die Generalvoraus-

setzungen, falls die folgenden Aussagen erfillt sind:

(Wnas - s Wy kn)) sind austauschbar, (3.2)

max |W,; — W,| — 0 P-stochastisch, (3.3)
1<i<k(n)

k(n) o ~

Z(Wm — W,)? — 1 P-stochastisch (3.4)

i=1

und es liegt Verteilungskonvergenz

() (Wi — W) 2 Wy (3.5)

)

gegen eine Zufallsvariable W1y wvor.

Unter bestimmten Voraussetzungen an m(n) und k(n) erfiillen die Gewichte aus

den Beispielen 2.4 - 2.6 die obigen Bedingungen. Fiir die Bootstrap-Gewichte

ldh.esgilt X, : QxQ 3 (w, @) — X i(w) € Esowie Wy : 2xQ 3 (w,@) — Wni(@) €R
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(2.7) liegt dabei der ,normale“ Fall Var(W;) = 1 vor, falls m(n)/k(n) — ¢ €
(0, 00] gilt und das sog. ,Low-Resampling” mit Var(W;) = 0 ergibt sich fiir den
anderen Fall m(n)/k(n) — 0. Analog erhélt man fiir die Zweistichprobenpermu-
tationsgewichte aus Beispiel 2.6 u.a. unter der Bedingung n1/n — p € (0,1) den
normalen und fiir ny/n — 0,n; — oo, den Low-Resampling Fall. Die genauen
Voraussetzungen fiir diese und weitere Resampling-Verfahren werden in Kapitel

6 untersucht.

Fiir den Fall E = R existieren fiir die reelle Resampling-Statistik 7}, in den
beiden Extremfillen Var(W;) =1 (vgl. [35]) und Var(W;) = 0 (vgl. [12]), d.h.
W1 = 0 fast sicher, bereits bedingte Zentrale Grenzwertsitze. Da der Fokus
dieser Arbeit hauptsichlich auf dem ersten Fall liegt, handelt es sich bei den
auftretenden Gewichten - sofern nicht anders erw&hnt - vorwiegend um solche

mit Varianz der Grenzvariablen W gleich 1.

3.1 Der eindimensionale Fall

Wir betrachten nun zuerst den Fall, dass ein Dreiecksschema X, ;, i < k(n),
von reellen Zufallssvariablen vorliegt. Da Resampling-Verfahren bedingt nach
den Daten ausgefiihrt werden, héngt die Verteilungskonvergenz von w ab. Um
Missverstdndnissen bei der Erkldrung von P-stochastischer Konvergenz in Ver-
teilung vorzubeugen, wird die schwache Konvergenz auf M (R, B) mittels einer

Metrik d; definiert, vgl. hierzu auch Seite 125 im Appendix.

Dabei sei nochmals bemerkt, dass alle auftretenden Zufallsvariablen kanonisch
mittels Projektionen auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (§2x Q, A®
A, P® P) definiert werden kénnen. Als unmittelbare Folgerungen aus der Arbeit
von JANSSEN, vgl. [35, S.10, Theorem 2.1.], erhélt man dann den folgenden Satz.

Satz 3.3
Sei X, 0. Erfillen die Gewichte die Generalvoraussetzungen (3.2)-(3.5) mit
Var(Wi) = 1 und gelten

max ‘Xm- — Yn‘ — 0 P-stochastisch, (3.6)
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sowie

Z(Xn,i - Yn)z 2 V27 (37)

mit einer nichtnegativen reellen Zufallsvariable V2, dann folgt

i (L(TE(Xni)i<kim) £(Z)) =0 (3.8)

fiir eine Zufallsvariable Z mit> Z(w,-) ~ N(0, VZ(w)).

Beweis. Zum Beweis der Giiltigkeit von (3.8) reicht es aus, die Voraussetzungen
von Theorem 2.1. von JANSSEN [35] nachzuweisen. Aufgrund von X, .0 hat

man dann nur noch die Konvergenz

P
(Xi(n))iews (Xkgm)41—jik(n))jen) — 0

auf RN x RN zu zeigen, da hieraus durch Anwendung von Voraussetzung (3.7)
zusammen mit dem Lemma von Slutzky die Behauptung folgt. Dabei seien hier
- wie auch im weiteren Verlauf der Arbeit - die Riume RN und RN x RN jeweils
mit der Produktopologie versehen.

Man setzt nun analog zu JANSSEN X, = 0 fiir ¢ ¢ {1,...,k(n)}. Fiir die

Metrik pw(z,y) == D70 o 1‘;”';‘,%?“' auf dem Folgenraum R™ erhilt man so fiir

alle e >0
P (p((Xz:k(n))zelNu 0) = 6) < P Z 722 Z € (39)
i=1

< P <max) | X > 6) — 0. (3.10)

i<k(n

Analog ergibt sich die Konvergenz gegen 0 der absteigenden Folge von Order-

statistiken und damit auch die gemeinsame Konvergenz gegen 0. [ |

Bemerkung 3.4
1. Die Bedingungen X, 50 und (3.6) sind nach der Dreiecksungleichung zu-

. . P
sammen dquivalent zur Konvergenz max;<(y) [Xni| —0 .

2. Ist die Grenzvariable in (3.7) konstant und positiv, d.h. V2 = ¢2 > 0, so kon-
vergiert die bedingte Verteilungsfunktion Fr:(w,z) := P(T; < z[(Xn)i<k(n) =

2Fiir V2 = 0 fast sicher erhilt man die entartete Grenzverteilung N (0,0) = &o.



BEDINGTE GRENZWERTSATZE FUR LINEARE RESAMPLING-STATISTIKEN _ 23

(Xn,i(w))i<k(n)) nach dem Satz von Polya, vgl. WITTING UND MULLER-FUNK
[66, Satz 5.75], sogar gleichmissig gegen ®(z/0). Genauer gilt
sup (Frs(-,x) — @(E)‘ il 0, (3.11)
z€R ' o

wobei mit ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet

wird.

3. Gilt P(ng) (Xpni— Xn)? > 0) — 1, so kann man die Zufallsvariablen X, ;

durch die normierten Zufallsvariablen

L Xn,i - Yn
T SR R S R0} (3:12)
1= )
ersetzen. Diese erfiillen offensichtlich die Bedingung (3.7) mit V' = 1. O

Im Zusammenhang mit Resampling-Verfahren wird in der Litaratur auch hiu-
fig die stérkere Konvergenz in der Mallows-Metrik gezeigt, vgl. z.B. BICKEL
UND FREEDMAN |[5]. Der folgende Zusatz zeigt, dass die Kovergenz (3.8) unter

stirkeren Voraussetzungen auch in der Mallows-Metrik? djso vorliegt.

Zusatz 3.5

Gilt zusétzlich zu den Voraussetzungen von Satz 3.3 noch V =0 € R>o sowie

k(n)
Ep ( (Wi —Wn)2> -1, (3.13)
=1
so folgt
dar2 (L(TE(Xn)i<hn))s N(0,52)) =0, (3.14)

Beweis. Ohne Einschrinkung gelte X,, = 0*. Nach Satz 3.3 findet man mit
Hilfe des Teilfolgenkriteriums fiir stochastische Konvergenz eine gemeinsame
Teilfolge m,, sowie eine Menge M mit P(M) = 1, so dass in (3.7) sowie (3.8)
Konvergenz entlang dieser Teilfolge fiir jedes w € M vorliegt. Zur besseren Uber-
sicht setzt man dabei im Folgenden m,, = n.

Sei 7 : (,A1,P1) — Sy eine gleichverteilte Zufallsvariable, so dass 7,
(Whi)i<kn)y und (Xni)i<p(n) gemeinsam unabhéngig sind. Definiert man nun

alle Zufallsvariablen auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€ x Q x

3Vgl. hierzu Definition A.10 im Appendix.
*Sonst betrachtet man zentrierte Dreiecksschemata X, ; — X n.
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M, A AR A, PQP ® Py), so liegt aufgrund der Austauschbarkeit der Gewichte
Verteilungsgleichheit

19

(Whi)iskin) = Waz@))ickn)

vor. Aufgrund der Unabhéngigkeit von (W), ;); und (X,,;); gilt daher auch
* * D *
T, =T, ((Xﬂﬂ)lﬁk(n)v (Wnyl)zgk’(nﬂ =1, ((Xn,l)lﬁk(n)a (Wn,T(z))zgk(n)>

Des Weiteren erhilt man flir den bedingten Erwartungswert von 70¢

k(n) k(n)
E( Z W (i) Xn,il (X )i<h(n) (Wn,i)z‘gk(n)) = Z XniW, =0. (3.15)
i=1 i=1

Somit ergibt sich mit Hilfe der Varianzformel von Hajek und Sidak, vgl. z.B.

HAJEK ET. AL. [22, Theorem 3|,

k(n)

V2 = E(( k(n)ZWn,T(i)Xn,i)z\(Xn,z')igk(n),(Wn,i)igk(n))
=1

= Var (\/ k(n) Z Wn,f(i)Xn,i\(Xn,i%gk(n)a (Wn,z‘)igk(n))
i=1

_ k(n) ZX2 %(W W )2
k(n) _ 1 ].:1 n,j — mn, n .

Wegen der Unabhéngigkeit von (W), ;); und (X, ;); folgt hieraus fiir alle w € M

B ((T;:)2|(Xn,i)i§k(n)) (w,)

= E((WE®M) D W) Xni)*[(Xnii<im)) (@, )

i=1

= E (Vr?’(Xn,z)zgk(n)) (wv )

k(n) k(n) ) k(n) o, )
- e ;Xn,j(w)E (;(Wn SW) o

Da in (3.8) fiir alle w € M punktweise Konvergenz vorliegt, folgt hieraus mit
Hilfe von Lemma A.11 aus dem Appendix die fast sichere Konvergenz in (3.14)
entlang der Teilfolge m,,. Eine erneute Anwendung des Teilfogenkriteriums fiir

stochastische Konvergenz liefert so die Behauptung. ]
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Bemerkung 3.6
Die Bedingung (3.13) ist z.B. fiir die modifizierten Gewichte

(3izt) (Whi — Wn)?)1/2

erfiillt. Hierunter fallen u.a. die Zweistichprobenpermutationsgewichte, vgl. Bei-
spiel 2.6. Weitere Gewichte, die dieser Bedingung geniigen sind die Bootstrap-,
Double-Bootstrap- und Wild-Bootstrap-Gewichte, vgl. Beispiele 2.4 und 2.5 so-
wie Kapitel 6. Dies kann man direkt nachrechnenen oder den Beweisen von

JANSSEN [35] und JANSSEN UND PAULS [33]| entnehmen. O

Die folgenden Korollare liefern einen ersten Eindruck iiber die allgemeinen An-
wendungsmoglichkeiten von Satz 3.3.

Sei dazu zunidchst (X, )n,en eine Folge von stark stationdren Zufallsvariablen
und H die zugehorige o-Algebra der invarianten Mengen, vgl. Abschnitt A.2 im
Appendix.

Korollar 3.7

Ist (X)n stark stationdr mit E(X?) < oo, so erfiillt das Dreiecksschema X, ; :=
(Xi — Xn)//k(n),i < k(n), die Voraussetzungen (8.6) sowie (8.7). Falls die
Gewichte die Voraussetzungen (3.2)-(3.5) mit Var(W1) = 1 erfiillen, erhalt man

somit einen bedingten Zentralen Grenzwertsatz

k(n)
di (L( Z Wi i(Xi = Xo)|(Xi)i<k(m) ), £(Z)) Lo, (3.16)
=1

wobei Z eine Zufallsvariable mit Z(w,-) ~ N (0, Var(X1|H)(w)) dst®.

Beweis. Es wird Satz 3.3 angewendet. Hierzu sei zuerst bemerkt, dass fiir be-

liebige Dreiecksschema (X, ;)i<k(n) die Bedingungen

max | X, ;| =0 (3.17)
i<k(n)
und
k(n) -
3 X2 x50 — 0 fiir alle ¢ > 0, (3.18)

i=1
dquivalent sind. Der Beweis ist elementar. Die Aquivalenz wird z.B. auch von

HAaLL UND HEYDE [24, S.53] verwendet. Um dies nun hier anzuwenden zeigt man

®Dabei definiert man Var(X:|H) := E(X{|H) — BE(X1|H)%
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zundchst mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung die stochastische Konvergenz

von X1/4/k(n) gegen 0
P(|X1] > e\/k(n)) < e 2 Var(Xy)/k(n) —

Somit erhilt man aus dem Lemma von Pratt

2
By 22 X ey = PO ey = 0

7

woraus sich insbesondere (3.18) ergibt. Dies impliziert schon (3.6). Die zweite
Voraussetzung (3.7) von Satz 3.3 erhdlt man nun mit Hilfe von Bemerkung
A.13 aus dem starken Gesetz der grossen Zahlen fiir stark stationdre Folgen von
Zufallsvariablen, vgl. Satz A.14. Hiernach liegen ndmlich die Konvergenzen

k(n) k(n)

ZX L5 B(X1|H) und o) ZXW-%EX%\H)
=1

vor, so dass die Behauptung aufgrund der fast sicheren Konvergenz

ZX2 2% Var(X1|H)
folgt. |

Bemerkung 3.8
1. Ist die Folge (X,), zusétzlich zu den obigen Bedingungen noch ergodisch,
vgl. Definition A.12, so erhilt man mit Hilfe von A.13 und Satz A.14

k(n)

L0 Wai(Xi = Xn)l(X)icr(ny), N (0, Var(X1))) = 0. (3.19)
=1

Dies zeigt insbesondere die Konsistenz bei unabhingig und identisch verteilten

Zufallsvariablen mit endlicher Varianz.

2. Fiir den Nachweis der Maximumsbedingung (3.6) kann man die Vorausset-
zungen des Korollars (starke Stationaritét und endliche Varianz) abschwéchen,
indem man fiir beliebige Dreiecksschemata (X, ;)i<p(n) nur

k(n) I<Ilk;E%X) E(Xm]l{‘Xn |>a) — 0 fiir alle e > 0 (3.20)

fordert. In diesem Fall kann Bemerkung 3.4 verwendet werden, um Grenzwert-

satze fiir normierte Zufallsvariablen der Form (3.12) zu erhalten.
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X

.

Dabei ist die Bedingung (3.20) beispielsweise fiir Dreiecksschemata X, ; =

=
2

in identisch verteilten Zufallsvariablen X; mit endlicher Varianz Var(X;) <

erfiillt.

o 3

Das néchste Korollar befasst sich mit dem Resampling von Martingaldifferen-
zenschemata. Dabei heifst ein integrierbares Dreiecksschema (Xn,i)igk(n) von
reellen Zufallsvariablen Martingaldifferenzenschema, vgl. HALL UND HEY-
DE [24, S.511f], falls es fiir jedes n € IN an ein Dreiecksschema von Filtrationen

(Fni)i<k(n) adaptiert ist und der Gleichung
E(X,i|Fni-1) =0firalle 1 <i<k(n)undn e N (3.21)

geniigt. Dabei wurden X, o := 0 und Fp, 0 := {0 ,Q} gesetzt.

Im Folgenden wird angenommen, dass die Gewichte die Voraussetzungen (3.2)-
(3.5) mit Var(W;) = 1 erfiillen. Unter dieser Voraussetzung werden nachfol-
gend hinreichende Bedingungen fiir das konsistente Resamplen der Statistik
Zfinl) Xp,i aufgezeigt.

Korollar 3.9
Sei (Xni, Fni)i<k(n) €in quadratintegrierbares Martingaldifferenzenschema, wel-

ches die nachfolgenden Annahmen erfillt

max | X, — 0, (3.22)
k(n) b,
Z X}, — 0% € Ry, (3.23)
i=1
E(glkzzx) Xfm) ist beschrankt in n. (3.24)
Dann gelten
d (LD Xni),N(0,0%) — 0 (3.25)
i=1
und
di (L(TH X1 - - Xokmy)s N (0,02)) 0. (3.26)

Beweis. Die Voraussetzungen implizieren nach Theorem 3.2 und den anschlie-

flenden Bemerkungen von HALL UND HEYDE |24, S.58f.] gerade die unbedingte



BEDINGTE GRENZWERTSATZE FUR LINEARE RESAMPLING-STATISTIKEN _ 28

Verteilungskonvergenz (3.25).

Das Grenzverhalten von 777 folgt durch Anwendung von Satz 3.3 auf das zen-
trierte Dreiecksschema X,,; — Xp,i < k(n). Da die Voraussetzung (3.22) nach
der Dreiecksungleichung schon die Bedingung (3.6) impliziert, muss hierzu nur
noch die Konvergenz der Summe der Quadrate (3.7) nachgewiesen werden. Dies
erhdlt man aber unmittelbar mit Hilfe des Lemmas von Slutzky aus den Kon-

vergenzen (3.25) und (3.23)8

k(n) B k(n) k)
Z(Xn,i - Xn)2 = X727,,i - Xn(z Xni)
1=1 i=1 =1

k(n) b,

i=1

Bemerkung 3.10

Ist die Grenzvariable o2 in (3.23), anders als gefordert, nicht konstant son-
dern eine fast sicher endliche Zufallsvariable V2, so stimmen die Grenzvertei-
lungen in (3.25) und (3.26) i.a. nicht mehr iiberein’, so dass die Verwendung von
Resampling-Verfahren in diesem Falle zu nicht konsistenten Ergebnissen fiithren

wirde.

Die bisherigen Grenzwertsitze fiir 7,7 haben sich auf den Fall konzentriert, dass
die Grenzvariable W; aus Generalvoraussetzung (3.5) Varianz 1 besitzt. Fiir den
anderen Extremfall Var(W;) = 0 finden sich in der Arbeit von DEL BARRIO
ET. AL. [12, S.9, Theorem 2.1| unter etwas stdrkeren Voraussetzungen &hnliche
Satze. Da in Kapitel 6 u.a. solche sogenannten Low-Resampling-Gewichte, wie
z.B. Subsampling-Gewichte, behandelt werden und der néchste Teilabschnitt
auch Aussagen fiir diesen Fall benotigt, wird der Vollstédndigkeit halber noch

eine vereinfachte Version der Hauptaussage ihrer Arbeit angegeben.

®Dabei bezeichnet man mit dem Symbol op(1) eine Zufallsvariable, die fiir n — co P-

stochastisch gegen 0 konvergiert.
"Genauer zeigen HALL UND HreyDE [24, S.58f.], dass die Grenzverteilung in (3.25) unter

geeigneten MeRbarkeitsbedingungen an V2 nicht von w abhingt. Die bedingte Resampling-
Verteilung konvergiert jedoch nach Satz 3.3 gegen eine Grenzverteilung, deren Varianz von

V?(w) bestimmt wird.
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Satz 3.11
Sei Xn,i = Xni -X,. Erfiillen die Gewichte die Generalvoraussetzungen (5.2)-
(8.5) mit Var(W1) = 0 und gelten zusdtzlich zu (3.6)

k(n)
X2 502 € R (3.27)
=1
und
k(n) 3 }
Jim lim sup D X2 Mg e) (VEM) | Xnil) =0, (3.28)
—00 n—oo i—1

s0 folgt (3.8) mit V* = o2

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Theorem 2.1. von DEL BARRIO ET.
L. [12, Remark 2.4.], da die obigen Bedingungen deren Voraussetzungen mit

%2 =1 und 50 o2 implizieren. ]

Offensichtlich sind die Bedingungen fiir die ergodischen und stationdren Drei-
ecksschemata aus dem ersten Teil von Bemerkung 3.8 erfiillt. Genauso lisst
sich zeigen, dass diese Voraussetzungen in klassischen Zweistichprobenproble-
men mit zwei voneinander unabhéngigen i.i.d. Gruppen mit jeweils endlicher

Varianz erfiillt sind, vgl. DEL BARRIO ET. AL. [12].

Das abschliessende Korollar zeigt, dass die bedingte Verteilungskonvergenz in

den obigen Sdtzen 3.3 und 3.11 schon die unbedingte impliziert.

Korollar 3.12
Liegt die Konvergenz (3.8) mit V2 = o2 € Rxq vor, so konvergiert T/ auch

unbedingt gegen dieselbe Grenzverteilung
Tr 25 X ~ N(0,02). (3.29)

Beweis. Dies folgt mit Hilfe von Korollar A.4 aus dem Appendix. |

3.1.1 Anwendung: Das schwache Gesetz der grofien Zahlen fiir
das Bootstrap-Mittel

Sei (Y;)i<k(n) eine Folge von reellen Zufallsvariablen und (Y;*);j<p(n) die zugehd-
rige m(n)-Bootstrap Stichprobe mit arithmetischem Mittel Ym(n = n) Em(n

Y. Wie auch bei den Zentralen Grenzwertsitzen existieren fiir das Gesetz der
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grofsen Zahlen Gegenstiicke in der Bootstrap-Welt. Hierbei unterscheidet man
zwischen dem bedingten schwachen Gesetz der grofen Zahlen fiir das Bootstrap-
Mittel

A1 (LY ) = YalYi,- .., Yimy)s €0) — 0 (3.30)
sowie dem unbedingten
. B L RO
Yoy — Yo = v ; Y — O] ;Yj —=50. (3.31)

Dabei impliziert (3.30) nach Korollar 3.12 immer (3.31).

In der Literatur finden sich zahlreiche Arbeiten, die sich mit geeigneten Be-
dingungen fiir diese und stirkere Konvergenzen beschiftigen, vgl. beispielsweise
den Ubersichtsartikel von CSORGG UND ROSALSKY [7] und die dort enthalte-
nen Referenzen. In den meisten Fillen wird dabei jedoch gefordert, dass die Zu-
fallsvariablen (Y;);<k(n) gewisse Unabhéngigkeitsvoraussetzungen erfiillen. Eine
Ausnahme ist hierbei der Artikel von EINMAHL UND ROSALSKY [16]| aus dem
Jahre 2005. Diese zeigen in ihrer Arbeit, dass unter der Bedingung

Yl
max

i<k(n) \/m(n)

in (3.30) fast sichere Konvergenz gegen 0 vorliegt. Der zugehorige Beweis beruht

— 0 fast sicher (3.32)

dabei auf der interessanten Tatsache, dass die Konvergenz in (3.32) dquivalent

zur Konvergenz
Yin)
m(n)

— 0 fast sicher (3.33)

ist. Eine vergleichbare Aquivalenzaussage fiir P-stochastische Konvergenz gilt
aber nicht, da die zweite Implikation verletzt ist.

Um dies einzusehen, betrachtet man eine Folge von i.i.d. standard Fréchet
verteilten Zufallsvariablen (X!);ew mit Verteilungsfunktion P(X{ < z) =
exp(—1/x) 1 o) (x). Hierfiir liegt die stochastische Konvergenz n~12.XF 50
vor. Dies ldsst sich jedoch nicht auf die Maximumsstatistik iibertragen, da fiir
alle € > 0 gilt

F

o)1 ()

Es wird nun gezeigt, dass schwache Gesetze der grofen Zahlen der obigen Form

P <max

i<n

(3.30) bzw. (3.31) in vielen Situationen schon unter schwécheren Voraussetzun-

gen folgen.
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Korollar 3.13
Sei (Yi)igk(n) eine Folge von reellen Zufallsvariablen fiir die eine der beiden

Bedingungen erfillt ist.

1. Es gelte
}/i - Yn
max g 0 (3.34)
i<k(n) k(n)
und lim,_,oo m(n)/k(n) = x € (0, c0].

2. Es gelte
max ———"l P, (3.35)

und lim,_.oc m(n)/k(n) = 0.
Dann gilt das schwache Gesetz der grofien Zahlen fiir das Bootstrap-Mittel (3.50).

Beweis. Fiir den ersten Fall setzt man zunichst

n,g ° k(n)’ [ k(”)?

und YS) = ﬁ ng) XY Dann folgt aus (3.34) schon (3.6) fiir das zentrierte

n,0

Dreiecksschema Xélz) — Yfll). Auferdem gilt
(12 — (1N 2
(xﬂ—xm) <kmymw(X@—X?) (3.36)

_ 2
1/;‘ - Yn P
max —0
i<k(n) ( k(n) )

und somit (3.7) mit V2 = 0. Fiir die speziellen m(n)-Bootstrap-Gewichte

Wi = mw<ﬁ%MW_Q%>
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aus Beispiel 2.4 ergibt sich somit

* -1
Ti(X ichm) = VR0 S WXL, — X))
=1
1 _
= Wn,i(Yi - Yn) (3.37)

k(n) Z:

k(n) k(n)

m(n) ) 1/2 1 1
- MYy = == > Y
< k(n) m(n) Z T k(n) &

min / 5k _
< k((n)) )1 E (Vi = V). (3.38)

Da die obigen Gewichte unter beiden Bedingungen die Generalvoraussetzungen

erfiillen, vgl. Beispiel 6.2, folgt mit Hilfe von Satz 3.3 die Konvergenz
5k ~ P

Wegen m(n)/k(n) — k € (0, 00] folgt hieraus die Behauptung.
Der zweite Fall folgt aus dem folgenden Korollar 3.15. [ |

Bemerkung 3.14

1. Wie man an Gleichung (3.37) erkennen kann, funktioniert der Beweis auch fiir
viele weitere Resampling-Verfahren, fiir die die Generalvoraussetzungen erfiillt
sind. Beispielsweise werden in der Literatur Gewichte der Form

Wni: Wni_

)

i < k(n)
fiir geeignete Dreiecksschemata (Wn,i)igk(n) betrachtet. Hierzu zahlt neben vie-

len weiteren Verfahren u.a. der Double-Bootstrap aus Beispiel 2.5.

2. Im Beweis wird nur benétigt, dass die Bedingungen (3.6) und (3.7) bzw. (3.27)
mit V = o = 0 erfiillt sind. Somit kénnen auch allgemeine Dreiecksschemata

(Y1) betrachtet werden. O

Die zweite Bemerkung wird im Spezialfall im folgenden Korollar nochmals auf-
gegriffen und schwicht Teile von Theorem 2 von EINMAHL UND ROSALSKY ab,

die fiir das schwache Gesetz der grofsen Zahlen nicht ben&tigt werden.
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Korollar 3.15

Sei (Yz‘)igk(n) eine Folge von reellen Zufallsvariablen, fir die die beiden Bedin-

gungen B
max M £, (3.39)
i<k(n) \/k(n)m(n) '

und

1 k(n) L, p
—_— Y,-Y, 4
) Z( 250 (3.40)

gelten. In diesem Fall folgt das bedingte schwache Gesetz der grofien Zahlen fir
das Bootstrap-Mittel (3.50).

Beweis. Wiederholt man den Beweis von Korollar 3.13 fiir den Fall m(n)/k(n) —

k > 0 mit dem Dreiecksschema

Xpj = i < K(n),

so fallt der Vorfaktor in Zeile (3.38) weg und man erhélt die bedingte stochasti-

sche Konvergenz von

—*

T:;((Xnﬂ)zgk(n)) = Ym(n) - ?n

gegen 0, d.h. (3.30). Wie im ersten Fall erhélt man auch fiir m(n)/k(n) — 0 die
Bedingungen (3.6) und (3.27) mit 0 = 0, woraus unmittelbar auch (3.28) folgt.
Durch Anwendung von Satz 3.11 ergibt sich so wieder die Behauptung. |

Da die Bedingung (3.34) bzw. (3.35) schon (3.39) und (3.40) implizieren, ist hier-
in auch das erste Korollar 3.13 enthalten. Um dies einzusehen, muss man in Zeile
(3.36) nur Xr(le) durch X, ; ersetzen und die zwei Fille m(n)/k(n) — « € (0, 0]

sowie m(n)/k(n) — 0 betrachten.

Als Spezialfall erhdlt man aus dem folgenden Korollar bedingte schwache Ge-

setze der grossen Zahlen fiir unkorellierte Zufallsvariablen.

Korollar 3.16
Erfillt die Folge (Y;)i<n(n) die Voraussetzungen

k(n)

m(n;k(n) z; E(Y2) =0 (3.41)
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und
1 1 k(n) b,
7%7”(”) w(n) ; Y; —0, (3.42)

so folgt das bedingte schwache Gesetz der grofien Zahlen fiir das Bootstrap-Mittel
(3.30).

Beweis. Sei X,,; das Dreiecksschema aus dem Beweis von Korollar 3.15. Dann
impliziert die Tschebyscheff Ungleichung die Bedingung (3.39)

k(n) k(n)
1
P(max | Xnil >€) < § (1Xnil 2 €) € 5——r— § E(Y?) —

i<k(n)

Da Bedingung (3.40) eine unmittelbare Folgerung von (3.41) und (3.42) ist,

erhilt man die Aussage aus Korollar 3.15. |

Bemerkung 3.17

Ist die Folge Y; unkorelliert sowie zentriert, d.h. E(Y;) = 0, und gilt m(n)/k(n) —
K € [0 00), so impliziert (3.41) schon das klassische Gesetz der grofen Zahlen
Y, 2. 0. Da hieraus insbesondere (3.42) folgt, erhélt man auch fiir diesen Fall
die bedingten Gesetze der grossen Zahlen (3.30) und (3.31). O

Als weitere Anwendung erhélt man Gesetze der grofen Zahlen fiir stark sta-
tiondre Zufallsvariablen mit endlicher Varianz. Anders als bei EINMAHL UND
RoOSALSKY [16, Corollary 2| bendtigt man dabei keine weiteren Voraussetzun-

gen.

Korollar 3.18
Ist die Folge (Y;); stark stationdr mit E(Y) < oo, so erfillt sie die schwachen
Gesetze der grofien Zahlen fiir das Bootstrap-Mittel (3.30) und (3.81).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 3.7. [ |

EINMAHL UND ROSALSKY |16, Corollary 3| haben als Konsequenz hiervon nun
schwache Gesetze der grofen Zahlen fiir den Bootstrap einer speziellen stark
stationdren Zeitreihen angegeben. Dies gilt nach obigem Korollar nun auch in
grokerer Allgemeinheit fiir jede stark stationére Zeitreihe mit endlicher Varianz.
Allerdings ist die praktische Bedeutung dieser Aussage fiir die Testtheorie und

die damit verbundene Berechnung kritischer Werte von Teststatistiken erstmal
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gering, da dort nicht entartete Grenzverteilungen von Bedeutung sind. Um die-
se zu erhalten, muss man jedoch die Statistik aus (3.30) und (3.31) noch mit
einem geeigneten Normierungsfaktor versehen, vgl. z.B. Beispiel 2.3. Wie dort
bereits gesehen, ist das klassische Bootstrap-Verfahren selbst fiir schwach ab-
héngige Variablen nicht konsistent. Da man die obigen Beweise allerdings nach
Bemerkung 3.14 auch fiir andere Resampling-Gewichte durchfiihren kann, erhilt
man fiir die stationéren Zufallsvariablen aus obigem Korollar unter geeigneten
Zusatzvoraussetzungen z.B. Gesetze der grofen Zahlen fiir das Nonoverlapping
Block-Bootstrap- Verfahren, auf das in Kapitel 6 noch etwas genauer eingegan-

gen wird.
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3.2 Hohere Dimensionen

Da man in der Praxis hiufig mit mehrdimensionalen Datensétzen konfrontiert
wird, bendtigt man auch in diesem Fall Zentrale Grenzwertsitze, die als Ent-
scheidungshilfe dienen kénnen. Aus diesem Grund wird der bedingte Zentrale
Grenzwertsatz aus Theorem 3.3 in den folgenden Abschnitten auf den Fall ho-

herer Dimensionen iibertragen.

3.2.1 Der multivariate Fall

Sei k € IN. Beim klassischen Beweis des multivariaten Zentralen Grenzwert-
satzes fiir i.i.d. Zufallsvariablen wird das mehrdimensionale Problem mittels des
Cramér-Wold-Devices auf ein eindimensionales Problem reduziert. Fiir bedingte
Grenzwertsitze der Form (3.8) ldsst sich dieser Ansatz nicht direkt anwenden, da
man die Verteilungskonvergenz jeder beliebigen Linearkombination unter Um-
stinden nicht auf einer gemeinsamen 1-Menge nachweisen kann®. Aus diesem
Grund wird der klassische Cramér-Wold-Device im néchsten Satz geeignet mo-
difiziert. Als Spezialfall erhédlt man hierbei insbesondere Satz 8.2. von PAULS
[49].

Dabei bezeichnet dj, eine Metrik der schwachen Konvergenz auf Mi(RF, B¥).9

Satz 3.19

Seien Py, und Q, zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R*, B¥) und
D eine dichte Teilmenge des R*, die alle Einheitsvektoren ej, 1 < j <k, enthdlt.
Fiir A € R” sei durch P* das Bildmap von P € My (R¥, B¥) unter der Abbildung
RF 5 2 — 2\ definiert. Dann gelten:

(a) P, ist genau dann straff, wenn Py’ straff ist fir alle 1 < j < k.
(b) Ist Qy, straff und gilt
di(P),Q)) — 0 fiir alle A € D, (3.43)

so folgt
dr(Py, Qn) — 0. (3.44)

8Es treten iiberabzihlbar viele Nullmengen auf.
9Zur Auswahl der Metrik vgl. z.B. WITTING UND MULLER-FUNK [66, Anmerkung 5.42 a)).
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Beweis. (a) ist leicht zu zeigen und folgt analog zu PAuLy [50, Lemma 2.7].
Wir zeigen nun (b). Nach (a) ist auch Q7 fiir jedes 1 < j < k straff, so dass es
nach dem Satz von Prohorov, vgl. BILLINGSLEY [6, S.35 f.|, zu jeder Teilfolge
eine weitere Teilfolge {m1} und ein Wahrscheinlichkeitmaf Qo € M;(R, B) gibt
mit

d1(Qriy, Qo) — 0.

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt hieraus die Straffheit von Py’ fiir alle
1 < j < k, was nach (a) wiederum &quivalent zur Straffheit von P, ist. Nun

existiert nach Definition eine Teilfoge {m} C IN mit

d (P, Qm) — a := limsup di (P, Qn).

n—oo
Ausserdem existieren aufgrund der Straftheit von P, und @, Wahrscheinlich-
keitsmake P,Q € Mi(RF, B*) und eine Teilfolge {ms} C {m}, so dass P,
schwach gegen P und @, schwach gegen Q konvergieren. Die Anwendung der

Dreiecksungleichung ergibt somit die Konvergenz
APy, @my) — di(P, Q) = a.
Hieraus folgt durch Anwendung des Cramér-Wold-Devices fiir alle A € R”
A1 (P, Qmy) = di(PY, Q7).

Da aber nach Voraussetzung dq(P*, Q") = 0 fiir alle A € D gilt, folgt aus dem

Eindeutigkeitssatz die Gleichheit der zugehorigen Fouriertransformierten
ﬁ‘z@ﬁiralle/\eD.

Aufgrund der Stetigkeit der Abbildung A — I/Dj\(y) ergibt sich
PA = Q fiir alle A € RF

und somit wiederum aus dem Eindeutigkeitssatz auch
P = Q* fiir alle A € R,

Der Cramér-Wold-Device liefert schlieflich die Behauptung. |

Da im Folgenden mehrdimensionale Normalverteilungen N(u,Y) mit Erwar-
tungswert p und Kovarianzmatrix ¥ auftreten, wird die Menge der symmetri-

schen, positiv semidefiniten bzw. positiv definiten (k x k)-Matrizen {iber den
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reellen Zahlen zur Vereinfachung mit R]peék bzw. ]R’;z'k bezeichnet (vgl. WiT-
TING [65, S.96, Fussnote 1]).

Im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen nun multivariate Resampling-Statis-
tiken T der Form (3.1) in Dreiecksschemata von RF-wertigen Zufallsvariablen
(Xn,i)i<k(n) mit Xp; = (X(l) "'7Xr(fz'))’i < k(n), auf einem Wahrscheinlich-

n,.’

keitsraum (€2, A, P). Das arithmetische Mittel der j-ten Koordinaten sei defi-

niert durch X, (]) ﬁ ng) XT(LJZ) .

Analog zu Bedingung (3.7) ist nun die Konvergenz der empirischen Kovarianz-

matrix
Do i=Ta(X0) o= [ Do (X9 =Xy x ) - X17) (3.45)
i=1

1<jr<k
von Interesse, wie die folgende Verallgemeinerung von Satz 3.3 zeigt. Dabei

seien wieder alle auftretenden Zufallsvariablen mittels Projektionen auf dem

gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (§2 x QAQAP® lf’) definiert.

Satz 3.20
Gelten die Voraussetzungen (3.2)-(3.5) mit Var(W1) =1 sowie

XT(L]Z)‘ — 0 P-stochastisch (3.46)

max
i<k(n)

fir alle 1 < 7 <k und liegt Verteilungskonvergenz

D= ) - X)) - X0 20 (347)
=1 1<4,r<k
gegen eine Zufallsmatriz T vor, dann folgt
* P
d (L(T, |(Xni)i<k(n)), £(Z)) — 0 (3.48)

fir eine Zufallsvariable Z mit Z(w,-) ~ N(0,T'(w)).

Beweis. Sei D := {)\; : [ € IN} eine abzihlbar dichte Teilmenge des R*, die
alle Einheitsvektoren e; enthéilt. Sei < -,- > das euklidische Skalarprodukt auf
R*. Im Folgenden wird Satz 3.3 auf Folgen M, ;1 :=< A1, X,,; > fiir ein festes
A1 = ()\gj))jgk € D angewendet. Hierfiir gilt

max

’ J)’ X(j?—Y(j))Lo
’L<k n,t n °

)

max ‘Mm-’l n1| <k- max
i<k(n)
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Der Satz iiber stetige Abbildungen liefert nach Voraussetzung (3.47) die Vertei-

1 k
ungskonvergenz k)

ML =Y <Ay, X >3 25 MDA
i=1
Durch Anwendung von Satz 3.3 auf eindimensionale Resampling-Statistiken der

F
orm k()

Try =< T A >= (k(n)2 Y W,
=1

i(< )q,Xn,i > — < )\1,Yn >)

)

erhilt man entlang einer Teilfolge {m;} fiir alle w € N{ mit P(N;) = 0 punkt-

weise Konvergenz
di(L(< T, (@) A > [(Xng)ighm) (@, ), N0, AT (w)A1)) — 0. (3.49)

Genauso findet man fiir Ay € D eine weitere Teilfolge {ma2} C {m1} und eine
Nullmenge Na, so dass (3.49) auch fiir A2 und alle w € N5 entlang dieser Teil-
folge richtig ist. So fortfahrend, erhélt man eine gemeinsame Teilfolge {m} und
eine gemeinsame Nullmenge N, so dass filir alle Ay € D und w € N€¢ schwache
Konvergenz (3.49) entlang {m} vorliegt.

Da nach Voraussetzung alle Einheitsvektoren e;, 1 < 7 < k, in D enthalten sind,
ist die Folge L£(< Ty, ¢ > [(Xim,i)i<k(n))(w, ) straff. Nach Teil (a) von Satz 3.19
folgt hieraus die Straffheit von L(T;,[(Xm.i)i<k(n))(w, ). Die punktweise Anwen-
dung von Satz 3.19 fiir w € N€ ergibt damit

di, (L(T5 | (Xni)i<(n)) (@, ), N (0, T'(w))) — 0.

Eine erneute Anwendung des Teilfolgenkriteriums fiir stochastische Konvergenz

zeigt demnach die Behauptung. ]

Bemerkung 3.21

1. Man rechnet leicht nach, dass I'y(w) fiir alle w € § eine Kovarianzmatrix ist.

2. Aufgrund der Verteilungskonvergenz (3.47) ist auch I'(w) fiir fast alle w €

nach dem Portmanteu-Theorem eine Kovarianzmatrix. O

3.2.2 Diskrete Prozesse

Wir betrachten in diesem Teilabschnitt ein Dreiecksschema von diskreten Pro-

zessen
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mit X, ; = (X(j))je]N, wobei R™N als metrischer Raum die Produkttopologie

n,t

tragt, und untersuchen den diskreten Resampling-Prozess der Form (3.1)

Um auch hierfiir Grenzwertsatze angeben zu konnen, wird im Folgenden eine
Aussage von BILLINGSLEY [6, S.29f] aus dem Abschnitt iiber stetige Abbildun-
gen zitiert. Dabei sei fiir ¥ € IN die kanonische Projektionen von RN auf R*

gegeben durch 73 : RN — R, (2;)iew — (21, ..., 7%).

Lemma 3.22
Fiir Wahrscheinlichkeitsmafe Pn,n € No auf M(RYN, BN) sind dquivalent:

(a) P, — Py und
(b) PT* 5 PI* fiir alle k € IN.

Hiermit lassen sich die obigen Grenzwertséitze auf diskrete Prozesse verallge-
meinern. Dabei metrisiert dn die schwache Konvergenz auf dem polnischen
Raum (RN, BN), vgl. Appendix S.125f..

Satz 3.23
Gelten die Voraussetzungen (3.2)-(3.5) mit Var(Wi) = 1 sowie

max
i<k(n)

Xffl)‘ — 0 P-stochastisch (3.51)

fiir alle 7 € IN und liegt Verteilungskonvergenz

k(n) ,
= [ S -x) ) -x0) 2.1 (3.52)

=1 J,reN

gegen eine Zufallsvariable I' vor, so folgt
* P

AN (L(T; [(Xni)i<k(n)), £(Z)) — 0 (3.53)
fir eine Zufallsvariable Z mit Z(w,-) ~ N(0,T'(w)).
Beweis. Dies folgt aus Satz 3.20 durch Anwendung von Lemma 3.22. |

Eine Anwendung hiervon findet man spéater in dem Abschnitt {iber das Resamp-

ling Quadratischer Formen, vgl. Kapitel 4.2.



Kapitel 4

Bedingte Zentrale
Grenzwertsatze fur nicht-lineare

Resampling-Statistiken

Ist T, : (Q,A,P) — (R,B) anders als in Kapitel 3 eine komplizierte, nicht-
lineare Statistik von Interesse, so sind die dort entwickelten Methoden i.a. nicht
mehr anwendbar. Aus diesem Grund werden in den beiden néchsten Abschnitten
Voraussetzungen untersucht, unter denen Resampling-Versionen von T,, noch
konsistent sind. Dabei liegt das Hauptaugenmerk zum einen auf quadratischen
Statistiken und zum anderen auf Statistiken, die eine asymptotisch lineare Ent-

wicklung besitzen.

4.1 Resampling asymptotisch linearer Statistiken

Sei Ty, : (Q, A, P) — (R,B) wie zu Beginn eine nicht-lineare Statistik von In-
teresse. Dann existiert hierfiir hdufig unter geeigneten Regularitdtsbedingungen
eine Entwicklung in einen linearen und einen asymptotisch vernachléssigbaren

Anteil, d.h. es gilt
) k(n)
T, = Z Cnﬂ‘Xn,i + R, =T, + Ry, (41)
i=1

fiir addquate Regressionskoeffizienten (cp,i)i<p(n) und Dreiecksschema von Zu-
fallsvariablen X,,; : (2,4, P) — (R,B),i < k(n), sowie R, = op(1), d.h.

41
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R, £, 0. Konvergieren nun die Verteilung des linearen Anteils T,, und die be-
dingte Verteilung der hierzu gehorigen linearen Resampling-Statistik 1,7, wie
beispielsweise in Kapitel 3, schwach gegen dieselbe Grenzverteilung, so stellt
sich die Frage, ob sich diese Konsistenz auch auf 7}, und T;{ iibertrigt. In dieser
Situation liegt nach dem bedingten Lemma von Slutzky' genau dann Konsi-
stenz des gewdhlten Resampling-Verfahrens vor, wenn die Resampling-Version
R» von R, ebenfalls bedingt gegen 0 konvergiert.

Dabei wird im Folgenden gezeigt, dass dies u.a. fiir Randomisationsverfahren
- wie beispielsweise das Permuationsverfahren - erfiillt ist, falls die zugrunde
liegende Verteilung invariant unter der Randomisationsgruppe ist.

Dass sich diese schone Schlufsweise, selbst in den leichtesten Féllen nicht auf das

Bootstrap-Verfahren {ibertragen lisst, zeigt das nichste Beispiel.

Beispiel 4.1 (Bootstrap und Restterme)
Seien X, ..., X, reelle i.i.d. Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion
F. Zu der Menge

Ap ={(z1,...,2,) € R" : es existieren ¢ # j mit x; = x;}

und einer beliebigen Folge (an), C R mit a,, — 400 definiert man die reelle
Statistik
R, =R,(X1,....Xpn) :=an - 14, (X1,..., Xp). (4.2)

Hierfiir gilt offensichtlich R,, = 0 P-f.s., also insbesondere R,, — 0 P-stochastisch.

2

Die klassische Bootstrap-Version® von R,

R = Ro(X},...,X7)

n n

erfiillt dies aber nicht. Man kann sogar zeigen, dass R} bedingt nach den Daten
stochastisch gegen +o0o konvergiert. Sei dazu £ > 0 beliebig gewdhlt, so gilt fiir

alle n > no(k)

P(R, > K|X1,...,Xn) = P(Ei+#j: X =XI|X1,..., Xn)

- 1o10-Hp-3. o

n n n

1Vgl. insbesondere Lemma A.9 im Appendix.
?Dabei macht es in dieser Situation keinen Unterschied, ob man aus der Menge {X; : 4 < n}

oder {X; — X, : i < n} mit Zuriicklegen zieht.
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Dieses Gegenbeispiel funktioniert somit fiir alle Resampling-Verfahren mit zu-

gehoriger Resampling-Stichprobe X*, fiir die
PEi#j: X[ =X7|Xq,...,X,) — 1

gilt. Auflerdem kann man aus obigem Beispiel entnehmen, dass selbst stérkere
Momentenbedingungen wie E(|R,|’) — 0 fiir p > 1 nicht die bedingte stocha-

stische Konvergenz von R}, gegen 0 nach sich ziehen.

4.1.1 Restterme unter Suffizienz

An dieser Stelle werden nun Bedingungen gesucht, unter denen man von der un-
bedingten Konvergenz auf die bedingte Konvergenz schliefen kann. Um dabei
moglichst allgemein zu bleiben, zielen die Untersuchungen auf das zugehorige
asymptotische Verhalten bedingter Tests ab. Als Spezialfall sind hierin Rando-

misationstests wie beispielsweise Permutationstests enthalten.

In diesem Abschnitt sei vorausgesetzt, dass (€, Ay, Py) fiir jedes n € IN ein sta-
tistisches Experiment sei, d.h. P, ist eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmalfsen
auf dem Messraum (€2, Ay). Mit Py, C Py, wird dann eine zusammengesetzte

Nullhypothese von Interesse bezeichnet. Das Testproblem ist dann durch
Pon gegen Pn\Pon (4.3)
gegeben. Dariiber hinaus sei
Sp ot (2, An) — (2s,,,As,,) (4.4)

stets eine Py ,-suffiziente Statistik mit Werten in dem Messraum (Qg,,, Asg,, ).

Als nédchstes wird wiederholt, was man unter einem bedingten Test versteht.

Definition 4.2
Ein Test ¢ : Q — [0,1] fiir das obige Testproblem (4.3) heifit bedingter Test
oder Test mit Neyman Struktur, falls fiir die zugehdrige bedingte Erwartung
gilt

E.(1|Sy) ist konstant unter Po p, (4.5)

vgl. z.B. JANSSEN UND VOLKER [36].
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Bedingte Tests, die durch suffiziente o-Algebren F,, C A, gegeben sind, definiert

man mittels der suffizienten Statistik
Sp=1id : (Qn, An) = (Un, Fn). (4.6)

Sei nun

T : (2, An) = R (4.7)
eine beliebige Teststatistik.
Es wird nun gezeigt, wie der obere T),-Test als (Sy)-bedingter Test ¢}, , ausge-
fiihrt werden kann. Dazu sei zunéchst bemerkt, dass die bedingte Verteilung von
T, gegeben S, = s durch einen stochastischen Kern K7, (-,-) : Qg, x B — [0, 1]

reprasentiert werden kann. Genauer gilt
Kr,(s,) = PTISn=3() fiir alle P, € Py, (4.8)
vgl. z.B. DUDLEY [8, Kapitel 10.2]. Sei o € (0,1). Dann basiert der bedingte
a-Niveau Test
Pra = (e (8n),00) (Th) + n(Sn)Lien (5,03 (Th) (4.9)

auf der Ag, messbaren Quantilfunktion ¢} von (4.8) an der Stelle (1 — a) und

auf der Randomisierung 0 < v(S,,) < 1. Diese erhélt man als Losungen von

/@Z,adKTn(s, ) =afirs € Qg,. (4.10)

In diesem allgemeinen Ansatz sind z.B. Randomisationstests enthalten, vgl. bei-
spielsweise JANSSEN UND VOLKER [36, Example 2.3] fiir konstanten Stichpro-

benumfang n.

Beispiel 4.3 (Randomisationstests)
Sei G, = {gn : (U, An) — (2p, A,)} eine endliche Gruppe von Transformatio-

nen und Py, die Nullhypothese der G,-invarianten Verteilungen, d.h.
Poyn =A{Py : PJ" = P, fiir alle g, € G, }. (4.11)

Weiter bezeichne F,, := {A € A,, : g,(A) = A fiir alle g,, € G, } die o-Algebra
der Gp-invarianten Mengen und S, = id : (Q, An) — (Qn, Fr) die zugehorige
Po,n-suffiziente Statistik. Die bedingte Randomisationsverteilung K7, (w,-) =
PI5"= qer Statistik T,, ist dann durch

1
Kr, (w,-) = G Z ET, (g () (4.12)
" gnegn
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gegeben. In diesem Fall heifst der durch (4.9) definierte bedingte Test ¢}, , Ran-

domisationstest. Als Spezialfall erhélt man

(a) Permutationtests: In diesem Fall ist Py, die Familie der austauschbaren
Verteilungen auf dem Produktraum (9,,.4,) und G, die Gruppe aller

Koordinatenpermutationen von 2",

(b) Symmetrietests: Hier betrachtet man den Produktraum (Q,,A4,) =
(R™, B™) und die Gruppe G,, der Spiegelungen (z1,...,x,) — (€121,...,
€nZyn), die durch die Vektoren (e1,...,e,) € {—1,1}" gegeben ist. Als

Gp-invariante Verteilungen erhélt man z.B. O-symmetrische Produktmafse

Pon ={P" : P ist 0-symmetrisch auf (R, B)}. (4.13)

Die Asymptotik dieser allgemeinen bedingten Tests wird nun im Folgenden un-
tersucht. Hierzu wird fiir eine feste Folge P, € Py, die Bedingung (A) von Lem-
ma 2.7 auf die aktuelle Situation iibertragen. Dabei sei T : (Qo,. 4o, Py) — R
eine Statistik auf einem weiteren Wahrscheinlichkeitsraum (£, Ao, Py) mit Ver-

teilung L(T') = p.

(A) Die Verteilung der Statistik 7, unter der Folge P, € Py, konvergiere

schwach
L(Ty|Py) 5 £(T) = p (4.14)

gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafs . Dabei wird angenommen, dass die
Verteilungsfunktion von p stetig und streng monoton wachsend auf ihrem

Trager ist.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass man in der vorliegenden Situation alle auf-

tretenden Zufallsvariablen mittels Projektionen® auf dem Produktraum

(Q = H Qn,A = ®A7“P = ®P7L)
n=0 n=0 n=0

definieren kann. Nach der definierenden Gleichung fiir bedingte Verteilungen
gilt dann auch P™nIS» = K (S,, ) P-fast sicher. Diese Darstellung wird im

weiteren Verlauf des Kapitels stets verwendet.

]Dh. zB. T : Q3 w = (wi)ien, — Tn(w) := Tr(wn) € R.
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Der Vollsténdigkeit halber wird nun Lemma 2.7 mit Hilfe der vorigen Bemerkung
auf die obige Situation angepasst. Sei dazu wieder ¢, der zu 7, gehdrige

unbedingte obere T,,-Test.

Lemma 4.4

Unter der Voraussetzung (A) sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

d(Kr, (Sn, ), 1) 2 0, (4.15)

Ep,(|¢na — ¢5al) — 0 fir alle o € (0,1). (4.16)

Nachdem alle Vorbereitungen getroffen sind, kénnen nun Antworten auf die
anfingliche Problemstellung gegeben werden. Sei dazu T}, eine Teststatistik, die
eine Entwicklung wie in (4.1) in einen linearen Anteil 7}, und einen asymptotisch
vernachldssigbaren Anteil Ry, : (2, A,) — (R, B), mit R, KL 0, besitzt. Das
néchste Lemma gibt Auskunft iiber das Verhalten der bedingten Verteilung
KR, (Sn,-) von R, unter einer suffizienten o-Algebra. Sei dazu wieder P, € Py,

beliebig aber fest gewahlt.

Lemma 4.5

Unter den obigen Voraussetzung und (A) ist die Aussage (4.15) dquivalent zu
P,
dy (K1, 4R, (S, ), ) — 0. (4.17)

Beweis. Durch Anwendung des Lemmas von Slutzky erhilt man aus (A) zu-
néchst

L(T, + R,) - L(T). (4.18)
Somit reicht es aus nur eine Beweisrichtung zu zeigen (betrachte sonst T, =
T, + R, und T}, + R,, mit R,, := —R,,). Sei also die Konvergenz (4.15) gegeben.
Fiir a € (0,1) bezeichnet man mit c(a) das (1 — «)-Quantil von £(7) und
definiert den Test 9, = 1(¢(a)00)(Tn + Rn). Dieser ist aufgrund von (4.18)
asymptotisch a-&hnlich, d.h. es gilt Ep(1,) — «. Nun existieren wie in (4.8)
- (4.10) Sp-messbare Funktionen ¢, vn, so dass ), := 1, (a),00)(Tn + Bn) +
'yn]l{cn(a)}(Tn + R,) ein Sp-bedingter Test mit der Eigenschaft

/wnd Th+R, (8,-) = a fiir alle s € Qg, (4.19)

ist. Fiir den Nachweis von (4.17) reicht es nach (4.18) und Lemma 4.4 aus die

asymptotische Aquivalenz dieser Tests

EP(W)n - w;i!) — 0 fiir alle a € (0,1)
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nachzuweisen. Hierflir werden noch zwei weitere Tests bendtigt. Dazu definiert
man wieder mittels (4.8) - (4.10) die Tests

O = L(p,(a),00) (Tn) + Ta L, (@)} (Tn)

fiir messbare Abbildungen by, 7., so dass [ ¢%dKr, (s,+) = « fiir alle s € Qg,

gilt, sowie

b = Lo, (a),00) (Tn + Bin) + Tal gy, () (Tn + Rn).

Bedingung (4.15) impliziert nun b, () £, c(a) fiir alle P € Py. Eine erneute

Anwendung des Lemmas von Slutzky zeigt

Ep(|éy, — onl) — 0.

Hieraus folgt unmittelbar Ep (|1 (a),00)(Tn) — (5;;\) — 0. Genauso weist man die
Giiltigkeit von Ep(\]l(c(a)’oo) (T,) — 1/)n|) — 0 nach. Dies impliziert zusammen
die Konvergenz

EP(W’H - ng) — 0.
Somit reicht es aus Ep (|1} — ém) — 0 zu beweisen.
Aufgrund von T),—|R,| < T),+R,, < T,,+|R,| wird zunéchst der Fall betrachtet,
dass R, > 0 P-fast sicher gilt. Damit erhélt man b,(a) < c¢y(a) und somit
¢% > %, Zusammen mit Gleichung (4.19) folgt hieraus

Ep(h — i) = Ep(¢}) — Ep(¥])
— Ee(@) - [ Ee(v;15,)dp

= Er(@) - [ Knan, (s (enla). )
+Yn - KTn-i-Rn(‘? {Cn(a)}) ap
= Ep(qB;;) —/adP—>0.

Den Fall R,, <0 erhilt man analog.
Definiert man jetzt Tests (;3:{ und gg,; , indem man R, in q;,’; durch |R,,| bzw.
— | R, | ersetzt, und wiederholt fiir diese Tests die obigen Beweisschritte, so kann
man wieder auf die Konvergenz Ep (¢, — qgm) + Ep(|tn — (5;\) — 0 schliefen.
Wegen ¢, < ¥ < ¢ impliziert dies

und somit die Behauptung (4.17). [ |
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Bemerkung 4.6
Der obige Beweis lasst sich fiir Randomisationsverfahren stark vereinfachen, vgl.

hierzu Lemma A.7 im Appendix. a

Die néchsten beiden Aussagen befassen sich mit notwendigen Bedingungen fiir
die Voraussetzung (4.15). Hierbei sei wieder auf die Bemerkung nach Voraus-

setzung (A) verwiesen.

Lemma 4.7

Sei L(T) = p € M1(R) ein Wahrscheinlichkeitsmaf, fir dass die Konvergenz
in (4.15) erfillt ist. Falls die ersten Momente von Ty, und T existieren und fir
n — oo gegeneinander konvergieren E(|T,|) — E(|T|) < oo, so konvergieren
auch schon die bedingten Erwartungen von T, unter Sy, stochastisch gegen den

Erwartungswert von T'
E(T,|Sn) = B(T). (4.20)

Beweis. Zunéchst sei bemerkt, dass aufgrund der Suffizienz eine von P,, € Py,
unabhiéngige Version des bedingten Erwartungswertes E(T),|Sy,) = Ep(T,|Sn) =
Ep, (T,|Sy) existiert, vgl. WITTING [65, Satz 3.13].

Es wird nun im ersten Fall angenommen, dass 7;, > 0 fiir alle n € IN gilt. Dann

folgt aus der Markoffschen Ungleichung fiir jedes § > 0
P(E(T,|Sn) > 6) <6 'sup E(T).

Da man nun zu vorgegebenem € > 0 den Wert ¢ so groff wihlen kann, dass
6~ Lsup,, E(T,) < e gilt, folgt hieraus die Straffheit der Folge (PZ(T»!5n)),  Nach
dem Satz von Prohorov existiert somit eine Teilfolge (n)r und eine Zufalls-
variable Tp, so dass Verteilungskonvergenz E (T, |Sn, ) 2.1 vorliegt. Zeigt
man nun, dass Ty = E(T) gilt, so folgt (4.20), da der Grenzwert konstant ist
und somit nicht von der speziellen Teilfolge ny abhingt. Hierzu wird nun Vo-
raussetzung (4.15) verwendet. Danach existiert ndmlich eine weitere Teilfolge
(Nm)m C (nk)k, so dass fiir jede Konstante 7 > 0 gilt

E(Tnm |Snm) - / ! dPT"m ‘Snm (t) Z / min(t’ j) KTnm (Snwm dt) = YT‘ZZ
[0,00) [0,00) '

— min(t, j) dPT (t) =: CV
[0,00)
P-fast sicher fiir m — oo. Dabei konvergiert der Grenzwert C7 nach dem Satz

von der dominierten Konvergenz fiir j — oo gegen E(T'). Somit gibt es fiir alle



RESTTERME UNTER SUFFIZIENZ 49

0 > 0 ein jo(9), so dass fiir alle j > jo(9) gilt
P(E(T,,,|Sn,) > E(T) —20) > P(YJ > E(T) — 20)
> P{C’ > E(T) -6} n{|Y;, - C/] < 6})
— 1 fiir m — o0,
woraus P(Ty > E(T) — 25) = 1 folgt. Weil dies fiir alle 6 > 0 stimmt, erhélt

man

P(Ty > E(T)) =1. (4.21)
Die andere Richtung erhilt man mit Hilfe des Lemmas von Fatou sowie dem
Satz von Skohorod

E(T)= lim E(T,,) = lm [ E(Ty,|Sn, )dP

m—00 m—0o0

> /liminfE(Tnm|Snm)dP = E(Ty).

m—00

In Kombination mit (4.21) impliziert dies nun P70 = ep(r) und somit schon
(4.20).

Fiir den allgemeinen Fall splittet man die Statistik 7}, in ihren Positivteil T, :=
max(7}y,0) und ihren Negativteil T, := max(—T},,0) auf, d.h. man schreibt
T, = T,; — T, . Nach dem Satz iiber stetige Abbildungen folgt wiederum

d(L(TT), L(TF|S,)) - .
Da auch
E(|T)) = E(T,7) + E(T;,) — E(TT) + E(T™) = E(|T))

und liminf, . E(T,) > E(T") sowie liminf,, ., E(T,,) > E(T~) gelten, ist
auch die zweite Bedingung E(T,7) — E(T) erfiillt, so das man den ersten Fall

verwenden kann, um
E(T;H|S,) -5 E(T)

zu folgern. Da man dasselbe auch in analoger Weise fiir T, zeigen kann, folgt

hieraus die Behauptung. |
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Lemma 4.8
Es gelte E(T,) = E(T) = 0 sowie Var(T,) — Var(T) < co mit Var(T,) < co
fiir alle n € IN. Dann ist die folgende Bedingung notwendig fir (4.15)

Var(T,, — E(T,|Sn)) — Var(T). (4.22)
Dariiber hinaus ist die Bedingung (4.22) dquivalent zu [ E(T,|S,)%dP, — 0.

Beweis. Sei || - |2 die La(P)-Norm. Aufgrund von
HTn”g = ||Tn — E(Tn‘Sn)”g + ”E(Tn|sn)||%

reicht es aus zu zeigen, dass ||E(T},]S,)||3 — 0 gilt.

Da die bedingte Konvergenz (4.15) nach Korollar A.4 die unbedingte Konver-
genz T), 2. T nach sich zieht, gilt (4.14). Demnach existieren nach dem Satz
von Skohorod auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, 15) Zufalls-
variablen Tn,T mit PTn — PT", pr — pT und Tn — T P—fast sicher. Hierfiir

sind wegen
00 > /ngﬁ = /T,%dp — /TQdP = /T%P < 00 (4.23)

und 0 < ]Tn| <1+ T,% die Voraussetzungen des Lemmas von Pratt erfiillt, so

dass man die Konvergenz

/|Tn|dP:/|Tn|d15—>/|T|dl5:/|T|dP

erhilt. Nach Lemma 4.7 folgt hieraus nun die Konvergenz der bedingten Erwar-

tungswerte
E(T,|Sy) - E(T) = 0.

Zum Abschluss des Beweises ist nach dem Satz von Vitali, vgl. WITTING [65,
Satz 1.181], nur noch die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (E(T},]S5,)?)x
zu beweisen.

Hierzu wird zunichst die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (732), unter-
sucht.

Da (T2), aufgrund der Konvergenz in (4.23) nach dem Satz von Vitali schon
in Ll(p) gegen 12 konvergiert, folgt hieraus die gleichgradige Integrierbarkeit
von Tﬁ Weil diese Eigenschaft nur von der Verteilung von Tﬁ abhingt, folgt die
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gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (77?),. Aukerdem erhilt man aus der
Markoffschen Ungleichung, dass

P
Lerzisn)>ay — 0

fiir jede Folge a,, gilt, die fiir n — co gegen oo konvergiert.
Die gleichgradige Integrierbarkeit von (E(T},|S,)?), ergibt sich somit mit Hilfe

der Jensenschen Ungleichung

IN

/]l{E(Tn|Sn)2>an}E(Tn|Sn)2dP /1{E(T3|Sn)>an}E(T3|Sn)dP

= /]I{E(T72L|Sn)2an}TT%dP_> O

4.2 Resampling Quadratischer Formen

Nachdem nun im vorigen Abschnitt das Verhalten von asymptotisch linearen
Statistiken untersucht wurde, riickt an dieser Stelle das asymptotische Verhalten
einer weiteren Form von nicht-linearen Statistiken - den quadratischen Formen
- in den Fokus. Diese treten hiufig bei Testproblemen in mehrdimensionalen
Datensétzen oder auch bei Anpassungstests als Teststatistiken auf, vgl. u.a.
Kapitel 5.4 und 7.5.3. - 7.5.4. bei WITTING UND MULLER-FUNK [66], Kapitel 5
bei SHORACK UND WELLNER [58] sowie den Abschnitt 3.5. bei SERFLING [57].
Als erste einfache Anwendung des Satzes iiber stetige Abbildungen wird an
dieser Stelle eine Aussage iiber das Verhalten von endlichdimensionalen quadra-

tischen Formen zitiert.

Satz 4.9

Konvergiert die Folge der k-dimensionalen Zufallsvariablen Z, : (Q, A, P) —
(RE, B*) in Verteilung gegen eine N(u,T')-verteilte Zufallsvariable mit Erwar-
tungswert . € RF und positiv definiter Kovarianzmatriz T € ]R’;E'k und existiert

eine Folge von Zufallsmatrizen Ty, mit T, LF, so liegt schwache Konvergenz
L(ZLT 1 Zn) -5 X3(6%) (4.24)

gegen eine nichtzentrale x?- Verteilung mit k Freiheitsgraden und Nichtzentrali-

titsparameter 0% = utF_lu V0T
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Beweis. Da aus den Voraussetzungen I',! i folgt, erhidlt man die Be-
hauptung mit Hilfe des Lemmas von Slutzky aus Satz 5.125. von WITTING UND
MULLER-FUNK [66]. |

Dieser Hilfssatz findet u.a. in den noch folgenen Erweiterungen sowie in dem spé-

teren Abschnitt iiber Anwendungen in speziellen Testproblemen Verwendung.

Als nédchstes werden fiir eine Familie von reellen Folgen (A, ;) die komplizier-

teren unendlichdimensionalen quadratischen Statistiken der Form
_ o
T =Y ;22 (4.25)
j=1

untersucht, die durch Dreieckschema von Zufallsvariablen (Z, ;);n gegeben sind.
Hierbei werden Bedingungen angegeben, unter denen man, dhnlich wie im end-
lichdimensionalen Fall, von dem asymptotischen Verhalten der Folge (Z, ;);n
auf das von T}, schlieRen kann.! Fiir j € N werden im Folgenden die kanonischen
Projektionen mit 7; : (RN, BN) — (R, B), j € IN, bezeichnet. Da der Raum R¥
(wieder versehen mit der Produkttopologie) polnisch ist, ist auch der Raum der
Mafke M (RN, BN) polnisch bzgl. der Metrik der schwachen Konvergenz, vgl.
BILLINGSLEY [6, Appendix III, S.236ff.|. Das néichste Lemma gibt nun einen
geeigneten Teilraum an, auf dem sich die Konvergenz von (4.25) untersuchen

lasst.

Lemma 4.10
Fiir eine feste Konstante K > 0 und r € IN ist die Menge

M" = {P e M;(RN,BY): / im;|" dP < K fiir alle j € N} (4.26)
ebenfalls polnisch bzgl. der schwachen Konvergenz.

Beweis. Da M" ein Unterraum des polnischen Raumes Mj(RY, BY) ist, reicht
es aus zu zeigen, dass M" bzgl. der Metrik der schwachen Konvergenz abge-
schlossen ist, vgl. BAUER (3, S.179].

Sei also (Pp)nenw C M” eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafken mit

P, l>PQ € ./\/ll(]R]N, B]N)

“Der Beweis kann an dieser Stelle nicht mit dem Stetigkeitssatz erfolgen, da unendlichdi-

mensionale quadratischen Formen R™ 3 (z;); — >.5°, \iz? i.d.R. nicht stetig sind.
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Aufgrund der Stetigkeit der Projektionen folgt hieraus

Py’ - Py fiir jedes j € IN. (4.27)

Nach dem Satz von Skohorod existieren somit auf einem geeigneten Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, A, P) Zufallsvariablen X,,n € INo, mit £(X,) = Py’ und
L(Xo) = P} sowie X,, — X, P fast sicher. Die Behauptung erhilt man dem-
nach aus dem Lemma von Fatou

K> liminf/|7rj|TdPn > /hminf(f(n "ap

n—oo n—oo

= /I?Tjrdpo

Auf diesem Teilraum ldsst sich nun auf die Konvergenz der quadratischen Sta-

tistik schliefen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit schreibt man dies mittels

geeigenten Bildmafken auf. Hierzu definiert man nun fiir n € INy die Abbildung
fn: RN — R mit

(L")»EIN B f (,ZL') A E j=1 An,j ij y aHS E j ‘)\ ,j‘w‘? < ,
SOons y

wobei (A, j)jen fiir jedes n eine reelle Folge ist.

Satz 4.11

Konwergiert die Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (Pp)nenw C M? schwach
gegen Py, so konvergieren auch die zugehdrigen Bildmafe P,{" schwach gegen
Pgo = L(Z}il )\oyj(Xéj))Z), falls die reelle Folge (Mo j)jen absolut summierbar

ist und zusdtzlich eine der beiden Bedingungen erfillt ist:
a) Es gilt \pj = Xoj fiir alle n € IN.

b) Firalle j € IN gilt lim, .o Apj = Ao ; und es liegt die folgende Konvergenz
vor

lim limsup Z |Anil = 0. (4.28)

k—oco n—oo 4
Jj=k

Dabei ist Xo := (Xéj))je]N eine RN-wertige Zufallsvariable mit Verteilung £(Xg) =
Py.
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Beweis. Es wird zunichst Teil b) bewiesen.

Fiir n € INg seien X,, := (X7(1j )) JEN R™N-wertige Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Verteilung £(X,) = P,. Der Beweis erfolgt
nun mit Hilfe der Abschneidetechnik von BILLINGSLEY (vgl. |6, Theorem 4.2.]).

Dazu splittet man die Statistik f,,(X,) in zwei Teile auf

Z)\ g (X))2 Z An i (X2 = TF + ZF.
j=k+1

Weil TF eine endlichdimensionale quadratische Form ist, liegt hierfiir analog zu

Satz 4.9 nach dem Stetigkeitssatz fiir n — oo Verteilungskonvergenz

Tk = (X9 Diag(Mnj 1 j < k)XY i<k — ZAOJ (X2 =T (4.29)
7=1
vor. Aufgrund der Summierbarkeit der Folge (Ao ;) e existiert fiir jedes € > 0

ein mg € IN, so dass fiir alle n,m > mg

E(‘ji/\o,j( D Z Ao E

gilt. Somit ist die Grenzvariable T} eine Cauchy-Folge in L1 mit zugehdrigem,

Gh2) < KZ Mojl <e  (4.30)

j =m

fast sicher endlichem L;-Times > 72, )\o,j(X(()j ))2. Genauso gilt nach dem Satz

von Beppo-Levi®

E(ZF) < Z Mg E(XI)) < K Y7 [Angl, (4.31)

j=k+1 j=k+1
woraus mit Hilfe der Markoffschen Ungleichung auch
hm limsup P(|ZF| > ¢) < — hm lim sup Z |Anjil =0

k—oo n—oo —0 n—oo

Jj=k+1
folgt. Die Behauptung b) ergibt sich nun nach Theorem 4.2. von BILLINGSLEY.

Teil a) folgt aufgrund von 372, 14 Ao — O fiir & — oo aus b). |

Um nun Resampling-Versionen von diesen Quadratischen Formen zu behandeln,
benétigt man nur Abschétzungen fiir die 2. Momente der einzelnen Eintréige der
hochdimensionalen Resampling-Statistik

k(n)

T = (T; D)jen = (THXI))) jen = VEN) Y Wai(Xni — Xa).
=1

SHieraus folgt insbesondere zusammen mit F(T/F) < KZ§:1 [An,;| und (4.28), dass T}, :=
Fa((X9);en) schlieRlich fast sicher existiert.
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Diese lassen sich aber auf Varianzen von Rangstatistiken zuriickfiihren. Fiir den

folgenden Satz gelte A, ; = \; und somit f, = fi fiir alle j,n € IN.

Satz 4.12

Seien X, ; = (Xr(gz?)jelN ein Dreiecksschema von RN -wertigen Zufallsvariablen,

das den Bedingungen aus Satz 3.23 mit konstantem I' = (v;,)jren € RN

geniige und Z = (Zj)jew eine N(0,T)-verteilte, RN -wertige Zufallsvariable.
Weiter existiere eine Menge M mit P(M) = 1 sowie eine Abbildung K :  — IN,
so dass fiir alle w € M

k(n) ‘
lim sup sup Z (X,(le)((,u))2 < K(w) (4.32)

n—oo jelN' 75

gelte®. Erfiillen die Gewichte (Whi)i<k(n) zudtzlich zu den Generalvoraussetzun-

gen mit Var(Wy) = 1 noch die Bedingung

a:=limsup k(n)Ep ((Wml - Wn)2> < 00, (4.33)
s0 folgt”
A (LT X)) (X )ishm)s £ X 23)) =0, (4.34)
j=1

falls die Folge (\j)jew absolut summierbar ist.

Beweis. Aufgrund von (4.33) existiert fiir jedes € > 0 ein ng € IN, so dass

Ep(k n)(Wn,i — WH)Q) <a+e
1

—~

.
Il

fiir alle n > ng gilt. Weiter liegt nach Satz 3.23 bedingte Konvergenz
* P
dn (LT3 (Xni)i<k(n))s N (0,T)) — 0 (4.35)

vor. Durch Anwendung des Teilfolgenkriteriums fiir stochastische Konvergenz

findet man fiir jede Teilfolge eine weitere Teilfolge {m} und eine Menge M;

%Zusammen mit den Voraussetzungen von Satz 3.23 impliziert dies insbesondere die Be-

schrénkheit der Diagonaleintrige sup; |7j,;| < oo.
"Alle auftretenden Zufallsvariablen werden wieder mittels Projektionen auf dem gemein-

samen Wahrscheinlichkeitsraum (Q % Q, A® A, P ® P) definiert.
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mit P(M;) = 1, so dass entlang dieser Teilfolge fiir alle w € M; punktweise
Konvergenz in (4.35) vorliegt und

k(m) .
sup Z (ng)i(w))z < K(w) fir alle m > mp(w) € N
jeN 5 ’

gelte. Fiir festes w € M erhilt man so, aufgrund von E(T, (j)’(Xn,i)igk(n)) =0,

wie im Beweis von Zusatz 3.5 die Abschétzung

E (75,9 1(Xini)i<k(m)) (@)

- ;m 2 (X’r(?i)z<w))2 E ( 2 (Wi — Wm)Q) (4.36)
< K@lato=Kw) <o (4.37)

fiir alle j € IN und m > max(mg(w), ng). Durch Anwendung von Satz 4.11 erhélt

man hieraus fiir m — oo®

LN T XN (X i)icuim)) (@) = L3 N 22).
j=1 j=1

Zusammenfassend hat man also fiir jede Teilfolge eine weitere Teilfolge gefunden,
so dass die Konvergenz in (4.34) entlang dieser Teilfolge fast sicher gilt. Dies zeigt
das Gewiinschte. [ |

Bemerkung 4.13
Die Bedingung (4.33) ist insbesondere fir die Gewichte aus Bemerkung 3.6
erfiillt. Weitere Gewichtsfunktionen findet man in Kapitel 6.

Als einfache Anwendung des obigen Satzes erhilt man das folgende Korollar.

Korollar 4.14
Gegeben seien eine absolut summierbare Folge reeller Zahlen (\;)jen sowie eine

Funktionenfolge f; : [0,1] — R, j € N, mit den folgenden Eigenschaften

sup |fi(z)] < K € R, E(f;(U1)) =0, (4.38)

®Die fast sichere Existenz der linken Seite ab m > max(mq(w),no) folgt wie im Beweis
von Satz 4.11 mit Hilfe von (4.37). Wegen sup, |7;,;| < oo erhilt man so auch die fast sichere

Existenz der rechten Seite.
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1
/0 £(@)f(2) dA (@) = 6, (4.39)
fiir alle j,r € IN. Definiert man fiir unabhingige auf [0, 1] gleichverteilte Zufalls-
variable Uy, ..., Uy das Dreiecksschema
) fiUi) :
Xni=(X)jen := , 1 < k(n), 4.40
i = (hen = (F5) o i< k() (440

von RN-wertigen Zufallsvariablen, so folgt der bedingte Grenzwertsatz (4.34),
sofern die Gewichte den Generalvoraussetzungen mit Var(Wy) = 1 sowie der

Bedingung (4.33) geniigen.

Beweis. Wegen max;<(,) ‘XT(L]Z)‘ < K/k(n)"/? = 0 und

k(n) k(n)

. s . —(r 1
E :(XT(L{Z) - Xl(cj(zm))(Xr(L,z) - Xl(c(zm)) - k(n) § :fJ(Ul)fr(Uz)
i=1 i=1

| k) | k)
- <W ; fj(Ui>) <M ; fr(Ui))

L5 B (f5(00) £(U0) —E (f;(U0) E (£-(T0))

= 5j7”)

sowie ng) (X U) Y,(j()n))Q < K? < oo fiir alle j € N folgt dies aus dem vorigen

n,i

Satz 4.12. |

Beispiel 4.15 (Resampling der Crameér von Mises Statistik)

Gegeben sei eine i.i.d. Folge von reellen Zufallsvariablen X, ..., X,, mit stetiger
Verteilungsfunktion F' und empirischer Verteilungsfunktion F,. Aufgrund der
Quantiltransformation gilt F~1(U;) 2 X, fiir alle i < n, wobei (U;); unabhangi-
ge auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable sind. Mit Hilfe von Anpassungstests
kann man nun iiberpriifen, ob die Zufallsvariablen eine spezielle Verteilungsfunk-
tion Fy besitzen, d.h. man testet die Hypothese H : {F = Fy}. Eine geliufige

Teststatistik ist die Cramér von Mises Statistik

+o00o
W2 .= n/ (Fn(z) — F(z))*dF(z). (4.41)

—0o0

Hierfiir ist der folgende Grenzwertsatz, vgl. SHORACK UND WELLNER [58, S.145,
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(11) und S.215, Theorem 1.], bekannt”

D > Z3
Wp—Ww?:= L 4.42
. 2; G2 (4.42)
J
wobei Z1,Zs,... eine Folge von unabhéngigen und standardnormalverteilten

Zufallsvariablen ist. Da die rechte Seite nicht von Fy abhingt, kann der zu-
gehorige Test verteilungsfrei ausgefiihrt werden. Weil die Verteilung von W?2
zusatzlich auch gut vertafelt ist, ist es aus praktischer Sicht eigentlich nicht né-
tig W2 in diesem Einstichprobenfall zu resamplen. Aus mathematischer Sicht
ist es aber dennoch interessant zu wissen, ob die Resampling-Verfahren auch
in diesem Fall konsistent sind, d.h. ob sich auch hier ein bedingter Zentraler
Grenzwertsatz beweisen ldsst. Fiir den m(n)- und den Bayesian-Bootstrap wur-
de dies beispielsweise in den Arbeiten von LO UND SAZONOV, vgl. [43] und [44],
untersucht. Da sich dies auch hier als erste Anwendung von Satz 4.12 anbietet,
wird die Vorgehensweise im Folgenden kurz skizziert.

Nach dem Satz von DURBIN UND KNOTT, vgl. [58, S.215f, Theorem 2.], liegt

fiir W2 eine Spektralzerlegung der Form
o

Wi =3 NZa;
j=1

mit Eigenwerten \; = (jm)~2 und, fiir festes n € IN, unkorellierten und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen Z,, ; = \/% Yoy cos(ynU;), j > 1 mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz 1 vor. Die Eigenwerte sind offensichtlich positiv und

summierbar (mit Z?’;l(]ﬁr)*2 = 1/6). Als Resampling-Version von W2 kommt

W*Q Z

nun

in Frage, wobei XV(LJZ = V20" Y2 cos(jnU;), j € N gelte. Hierfiir erhilt man

Z X(]))) | n,i z<n

J=1 J=1

o0

.0, (4.43)

falls die Gewichte den Voraussetzungen von Satz 4.12 geniigen.

Dies folgt aus Korollar 4.14, weil aus Symmetriegriinden

1

1 1 1
/ cos(jmx) dx = 0 und / cos(jmz)? de =1 — / sin(jrz)? do = 5
0 0 0

“Dabei existiert die rechte Seite nach WiTTING uND MULLER-FUNK [66, Hilfssatz 5.145].
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sowie

1
/ cos(jmx) cos(rrx) de =0
0
fiir j # r nach [58, S.217 (g)| gilt.

Als weitere Anwendung von Satz 4.11 erhélt man einen mdéglichen Anpassungs-

test fiir diskrete Verteilungen.

Beispiel 4.16 (goodness-of-fit Test fiir diskrete Verteilungen)
Gegeben seien zwei voneinander unabhingige i.i.d. Stichproben Xi, ..., X, und
Xni+1, - - -, Xn mit Werten in den natiirlichen Zahlen IN und jeweils identischen
Verteilungsfunktionen F bzw. G. Mochte man nun die Hypothese Hy : {F = G},
dass die beiden Gruppen dieselbe Verteilung besitzen, testen, so kommt als
Teststatistik -

AW o= T2 N (Fry (k) = Gy () (k) (4.44)

k=1

in Frage!'®, wobei der linke Index kennzeichnen soll, dass es sich um eine Test-
statistik fiir diskrete Verteilungen handelt.
Dabei seien Fy,, (k) = 7= > 1 (oo 1 (Xi) und Gy (k) = 7= 3700 41 1o i) (Xi)
die empirischen Verteilungsfunktionen der einzelnen Gruppen und p, (k) geeig-
nete Gewichtsfunktionen, die fiir die folgenden Untersuchungen als p, (k) :=
%Z?:l 1433 (X;) spezifiziert seien.!! Es wird nun zunichst gezeigt, dass diese
Teststatistik unter Hp in Verteilung gegen eine gewichtete, unendliche Summe
Z;’;l ij? =: 4W? von y?-verteilten Zufallsvariablen ZJ2 konvergiert. Da die
Gewichte pj, j € IN, dabei gerade die Zahldichten der unbekannten Verteilungen
F = G unter Hj sind, ist die Grenzverteilung nicht verteilungsfrei. Dieses Pro-
blem wird mit Hilfe der obigen Theorie geldst. Dabei wird sich zeigen, dass die
bedingte Permutationsverteilung von 4W,;? ebenfalls schwach gegen ¢4W? konver-
giert, so dass sich der 4W,2-Test als verteilungsfreier Permutationstest ausfiihren

lasst.

Fiir die folgenden Aussagen gelte stets Hyp.

Weil Verteilungskonvergenz auf RN #quivalent zur Konvergenz der endlichdi-

Djese lisst sich z.B. durch die Einstichproben Cramér von Mises Statistik fiir diskrete

Verteilungen, vgl. z.B. HENZE [27], motivieren.
"Dje folgenden Rechnungen funktionieren i.a. auch fiir nicht zuféllige Gewichte p,(k), die

den Bedingungen (4.28) sowie pr(j) — p; € R fiir n — oo geniigen.
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mensionalen Verteilungen ist, erhélt man mit Hilfe des Cramér-Wold-Devices

aus dem klassischen Zentralen Grenzwertsatz die Verteilungskonvergenz

(" 220 )~ Gos0) oy 22 = (D)o~ NOLT) (48)

mit I' = (F(jAr) = F(5)F (1)) ren. Auberdem liegt fiir n — oo nach dem Gesetz
der grossen Zahlen die fast sichere Konvergenz p, (k) — F(k) — F(k — 1) =: py,
fiir k € IN vor, so dass man fiir £ € IN>3 analog zu (4.29) mit Hilfe des Lemmas

von Slutzky die Konvergenz

ning

AW = (Fo () = G (1)) (G) > D> pj(Z2D)? = W (4.46)

1 j=1

k k
n f—

J

erhilt. Aufgrund von Var(Z10)) = F(j) — F(j)? < 1 konvergiert 4WW* - analog
zu (4.30) - in Ly gegen 72, p;(Z))? fiir k — oo.
Schreibt man nun die mit p,(j) erweiterte linke Seite von (4.45) mit Hilfe der

Zweistichprobenregressionskoeffizienten ¢, ; aus Beispiel 2.6 als

ninz

pn(d)

(Foy () = G () = V0 > i XY) (4.47)
=1

n

fiir Xq(fl) = n*1/2pn(j)1/2]1(,oo,j](Xi) =: pn(j)l/Qeri), so folgt aufgrund von
pn <1

IN

E((vn) eniXU)?) Var(vin Y eni¥,\))
i=1 =1

= Zci,ivaf(ﬂ(—oo,j](Xﬁ)
i1

= pj —p§ < pj.

Hieraus erhalt man mit Hilfe des Lemmas von Fatou
nn o oo
12 ) ) )
(2 ST ()~ Gul)eali) £ 3 25— 0
j=k+1 j=k+1
fiir kK — oo und so nach Theorem 4.2. von BILLINGSLEY

G2 D, ij(Z(j))2'
j=1
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Somit ist die Grenzverteilung von dW,% unter Hg nicht verteilungsfrei.
Um dies zu umgehen, kann ein Permutationsverfahren verwendet werden. Sei
dazu wieder 7 eine auf der symmetrischen Gruppe S, gleichverteilte Permuta-

tion. Gesucht ist nun die Grenzverteilung von'? (vgl. Gleichung (4.47))
S ) 2
Z(\/ﬁz Cn,zXn,T(i)) = an fzcnl n,7(i)
D
= an \cmnfz) nz

v _ gV

Die Konvergenzen max;<p

S0 =Y =) S FG A = FGFr) =3,
=1

fiir alle j,7 € IN implizieren nach Satz 3.23 die bedingte Konvergenz

Di<n), N(0,T)) -0 (4.48)

E(\/ﬁ Z Cn,7 (i) Y,
=1

fiir Yy, ; := (Yé?)jeﬂ\l- In Analogie zum unbedingten Fall (vgl. (4.46)) erhélt man

an fzcm( )2 X )i<n) Zp] 2.0, (4.49)

Nach der Varianzformel von HAJEK UND SIDAK gilt aufserdem

(VRS- enrn XUD(Xi)izn) = Var(Vny. e X (Xi)i<n)
i=1 =1

- n_lzcmz X))

=1

< 2pn(j)7

so dass das Lemma von Fatou die folgende Ungleichung impliziert

Z IZC”T (7) X(j XZ)’LSH) <2 Z pn(]) = %Z]l[k-l—l,oo)(x
J=k+1 i=1 j=k+1 i=1

"Dies reicht wegen .7 | 1(— oo 1) (Xr(i)) = Soiy L oo (Xi) = npn (k).
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Hieraus folgt nach dem Gesetz der grossen Zahlen

limsupB( Y (VY enrXYD?(Xi)i<n) < limsup - Zn e 1.00) (X5)

[ S | i=1 nmee s

= 2BE(Lj41,00)(X1)) — 0

fiir £ — oo. Insgesamt erhilt man also nach Theorem 4.2. von BILLINGSLEY

an fzcn T('L 1 z<n ij —>0 (450)

so dass ¢W2-Tests, deren kritischen Werte mittels der Permutationsverteilung

von W2 bestimmt werden, verwendet werden kénnen.

Auf die gleiche Art und Weise erhélt man auch Zweistichproben-Bootstrap- oder
Double-Bootstrap-Tests. Die zugehdrige Bootstrap-Version der obigen Teststa-
tistik ist dann

(0]
AWy = —— > (T (k) = Ty, (k))?pa k),
k=1
wobei T (k) = 31 Wil (—oo g (X3) und®® T3, (k) = Y02 Wil (oo (Vi)
fiir jeweils unabhéngige Bootstrap- oder Double-Bootstrap-Gewichte (Wp, ;)i<n,
und (Wi.i)i<n, gelte. Aufgrund der bedingten Unabhingigkeit von Ty und T,

folgt mit'4

Var (VLIS EViR) gy ) S )-SR g0)?
j=1

(2?11W2 )1/ n—1 i=1
< 2pn(k)

und unter Beriicksichtigung, dass diese Gewichte die Bedingung (3.13) aus Zu-

satz 3.5, also insbesondere (4.33) erfiillen, alles analog zu oben.

3Man setzt Y; := Xy, 44 fiir i > ny.
UPhir X = (X1,...,Xn).



Kapitel 5

Explizite Anwendungen in der

Testtheorie

In diesem Kapitel werden nun die Grenzwersétze aus den vorangegangenen Ka-
piteln verwendet, um die asymptotische Validitat von Resampling-Tests fiir spe-
zielle Testprobleme aufzuzeigen. Hierbei wird zum einen die asymptotische Kon-
sistenz unter der Nullhypothese in Form von (2.15) gezeigt und zum anderen
das Verhalten der Giitefunktion unter Alternativen untersucht.

Wie schon zu Beginn dieser Arbeit in Kapitel 2 bemerkt wurde, wird dabei in der

Vorgehensweise zwischen Ein- und Zweistichprobenproblemen unterschieden.

5.1 Resampling-Tests fiir Einstichprobenprobleme

Da Permutationsverfahren bei Einstichprobenproblemen mit austauschbaren
Daten die Nullhypothese nicht von der Alternative trennen kénnen, liegen in
diesem Abschnitt die verschiedenen Bootstrap-Verfahren im Mittelpunkt der
Betrachtung.

In der ersten Anwendung wird ein Test zur Uberpriifung der Kovarianz eines

zweidimensionalen Vektors entwickelt.

Resampling-Test fiir Kovarianzen

Sei (i(,ll), e (i(,:) eine i.i.d. Folge R2-wertiger Zufallsvariablen mit unbekann-

63
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tem Erwartungswert E((X1,Y1)!) = (u1, p2)! und unbekannter Kovarianzmatrix

0'2 Cc
Cov ((X1,Y1)") = ( ! 2)

c 05
mit 01-2 > 0 fiir ¢ = 1, 2. Es wird zunéchst das einseitige Testproblem
H :{c <0} gegen K : {c >0} (5.1)

untersucht. Zweiseitige Tests auf Korreliertheit der beiden Koordinaten (d.h.
H = {c¢ = 0} gegen K = {c # 0}) erhélt man wie {iblich als Summe zweier
einseitiger Test. Sei nun J = {c = 0} der Rand der einseitigen bzw. zweiseitigen
Nullhypothese.

Als mogliche Teststatistik kommt die empirische Kovarianz (oder im zweiseitigen

Fall deren Betrag)
1 n
T, = ﬁg Z;(Xi - X)) Y -Y,)
1=

in Frage. Da T, nicht vom Erwartungswert abhingt, wird im Weiteren ohne
Einschrankung g3 = p2 = 0 angenommen. Dann gibt der n#chste Satz Aus-
kunft {iber das asymptotische Verhalten der Teststatistik unter dem Rand der
Nullhypothese.

Satz 5.1
Egistieren vierte Momente E(X{) + E(Y{!) < oo, so konvergiert die Teststatistik

unter J in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable X
T, 25 X ~ N(0, Var(X1Y7)). (5.2)

Beweis. Nach Slutzky folgt die Behauptung direkt

1 & — _ 1 <& o
= (Xi - Xn)(Yz - Yn) = = XY — \/ﬁXnYn
i i
2, Zy ~ N(0, Var(X1Y1)).
]

An dieser Stelle tritt nun das Problem auf, dass die Grenzverteilung von der
unbekannten Grofe 62 := Var(X1Y7) abhiingt, so dass der zugehérige asympto-

tische Test w5, = 1(5u,_,,00)(Tn) nicht verteilungsfrei ausgefiihrt werden kann.
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Um dies zu umgehen, kann man die Teststatistik entweder geeignet Studen-
tisieren oder datenabhéngige kritische Werte, die durch Resampling-Verfahren
erzeugt werden, verwenden.

Es wird zunéchst der zweite Fall untersucht. Seien hierfiir wieder (W, ;)i<n die
Resampling-Gewichte aus Kapitel 3 mit W, = 0. Da die urspriingliche Stich-
probe aus den Paaren ();Z) ,© < n, besteht, wird die Resampling-Stichprobe auch
hieraus gezogen. Dies kann z.B. durch die folgende Resampling-Version von 1),

beschrieben werden
. n 1 n n
T = z;WnXY - (\/ﬁ;Wn,ij) (;WWYJ-). (5.3)

Fiir die klassischen Bootstrap-Gewichte, vgl. Beispiel 2.4 mit m(n) = n, erhélt

man beispielsweise
* 1 - k7 S <% ~ <k —
i=1 j=1

Satz 5.2
Erfillen die Gewichte die Generalvoraussetzungen mit Var(Wi) = 1 sowie
W, = 0 und gilt wie in Satz 5.1 E(XT)+E(Y]) < 00, so liegt fiir die Resampling-

Version der Teststatistik ein bedingter Zentraler Grenzwertsatz vor
d (E(T;{\XlYl, L X Ya), N (O, Var(XlYl))> .0 (5.4)
Beweis. Es wird zunéchst gezeigt, dass der zweite Term aus (5.3) asymptotisch

vernachléssigbar ist. Aufgrund der Voraussetzungen erfiillt das Dreiecksschema

i = i()}%) nach Bemerkung 3.8 die Maximumsbedingung (3.46). Weiter

vn

gilt

1( i (X = X)? z;;l(Xi—Xn)m—Yn)) r (a% )
n A\ (X = Xp)(V; = V) S (Vi = V) c a3)’

so dass aus dem bedingten multivariaten Zentralen Grenzwertsatz 3.20 die Kon-

vergenz
n 2
d2<£(\/ﬁZWn,iZn,i|Zn,la--~aZn,n)>N(Oa < 2) )) —0
i=1 ¢ 03

folgt. Hieraus erhdlt man mit Hilfe des Satzes {iber stetige Abbildungen und des

bedingten Lemmas von Slutzky, vgl. Lemma A.9,

dy (c((\/lﬁ Jzn; Wi X;) (jiwn,jyj) Znts .. an) : 50) L.0.
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Da das zeilenweise unabhéngige und identisch verteilte Dreiecksschema
1
vn

nach Bemerkung 3.8 den Bedingungen von Satz 3.3 geniigt, folgt fiir den ersten

Xni = X;Y;, i<mn,

Term aus (5.3) die Konvergenz

dy (E(Z Wi XY X, oo, Xnn), N(O, Var(XlYl))) N 0,
i=1
woraus sich nach dem bedingten Lemma von Slutzky A.9 und Satz A.3 die

Behauptung ergibt. |

Somit kann man zum Testen von (5.1) den Resampling-Test ¢}, = 1 (cx (a),00) (Th)
verwenden, wobei ¢ («) das datenabhéngige (1 — «)-Quantil der bedingten Ver-
teilung L(T;[ X1 - - Xy k(n)) ist. Dieser ldsst sich somit ohne Kenntnis von &
ausfiithren und ist nach Lemma 2.7 auch asymptotisch dquivalent zu ¢,.

Da HALL UND WILSON [25] u.a. bemerkt haben, dass es von Vorteil ist studen-
tisierte Resampling-Statistiken zur Bestimmung des kritischen Wertes zu ver-
wenden, werden diese als néchstes untersucht. Eine geeignete Studentisierung

ist im unbedingten Fall durch

1 1
V2= D (XY - - > X;Y;5)? (5.5)
i=1 j=1

gegeben, da hierfiir V2 I, Var(X;Y7) gilt. Ist Var(X1Y1) > 0, so gilt dies
schliesslich auch fiir V;2 fast sicher und man kann den asymptotischen a-Niveau-
Test 1, = ]l(ul_moo)(Tn/Vn) verwenden.!

Um nun eine Resampling-Version dieses Tests zu finden, muss auch der Nen-
ner der Teststatistik mit resampelt werden. Dazu werden aus beweistechnischen

Griinden wie bei JANSSEN [35] nur Resampling-Gewichte mit der Eigenschaft

m(n)/?

Wni = W/ i ’ Wn
) n,i k(n)

—0, (5.6)

behandelt. Hierzu ziahlen u.a. die m(n)-Bootstrap- und m(n)-double-Bootstrap-

Gewichte, sowie viele weitere Beispiele aus Kapitel 6.

!Die genauere Wahl withre hier - wie auch bei den weiteren studentisierten Tests - eigentlich
T, .00 (]1{V3>0}Tn/Vn). Da dies aber zu uniibersichtlich wire, wird dies im Folgenden

unterdriickt.
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Auf diese Weise kann man analog zu JANSSEN [35, Kapitel 3|

I =y
RIS o e
T m(n)l/2 — naXi Yy (5.7)

als Resampling-Version von V,? verwenden und erhilt so den folgenden Satz.

Satz 5.3

Erfiillen die Gewichte die Generalvoraussetzungen mit Var(Wy) = 1 sowie Glei-
chung (5.6) und existieren vierte Momente E(X{)+E(Y}!) < oo, so gilt unter der
Zusatzvoraussetzung liminf,, .o m(n)/k(n) > 0 der folgende bedingte Zentrale
Grenzwertsatz

i (L(%;lel, L XaYn), N (0, 1)) .0, (5.8)

n

wobei T und V" durch (5.8) bzw. (5.7) gegeben sind.

Beweis. Dies folgt nach Theorem 3.1. von JANSSEN [35] aufgrund der Zerle-
gung in (5.3) zunéchst fiir die bedingte Verteilung des ersten Terms ) . | Wy, ;
X;Y;/V¥ und dann mit Hilfe des Lemmas von Slutzky und des Beweises von
Satz 5.2 auch fir T, /V. [

Der zu v, gehdrige studentisierte asymptotisch effektive Resampling-Test ist
Ui = L(er | (a),00) (T3/Vn), wobei c;, ; («) diesmal das (1 — a)-Quantil der beding-
ten Verteilung £(T)'/V¥|X1Y1 ... X,,Y,) ist. Hierfiir erhilt man nun Aussagen
iiber das Verhalten der Giitefunktion.

Satz 5.4

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2 gelten

Eo([¢y, = ¥nl) — 0, (5.9)
E (1)) — 1 fur festes ¢ >0 (5.10)
E.(¢;) — 0 fiir festes ¢ < 0. (5.11)

Fiir lokale Alternativen ¢ = ¢, mit \/nc, — 7 € R erhdlt man zusdtzlich

Ee,(¥p) = 1 - ®(u1—a — g). (5.12)
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Beweis. Der erste Teil (5.9) folgt aufgrund von Satz 5.3 aus Lemma 2.7.

Fir die anderen Teile bemerkt man, dass aufgrund des Beweises von Satz 5.1
T, = IZXY—FOP ZXY ¢)+op(1)++vn-c

gilt und somit fiir feste Alternativen ¢ € R nach Slutzky stochastische Kon-
vergenz T, il sign(c) - oo und fiir lokale Alternativen ¢, Verteilungskonvergenz
T, 2 X ~ N(7,5?%) folgt. Zusammen mit Satz 5.3 impliziert dies die restlichen
Behauptungen. |

Bemerkung 5.5
1. Fiir die oben angesprochenen zweiseitigen Tests erhdlt man an dieser Stelle

analoge Resultate.?

2. Man kann genauso auch auf den Korrelationskoeffizienten p = 0 mittels der
empirischen Korrelation testen. Da unter den obigen Bedingungen die empiri-
schen Varianzen der einzelnen Koordinatengruppen nédmlich gegen die jeweili-
gen Varianzen konvergieren, erhilt man alles auf analoge Weise. Allerdings muss

man die Studentisierungen in (5.5) und (5.7) noch geeignet erweitern. O

JANSSEN untersucht in seiner Arbeit von 2005, vgl. [35], gewichtete Resampling-
Versionen der studentschen t-Statistik. Dies wird im Folgenden aufgegriffen und

auf den mehrdimensionalen Fall erweitert.

Resampling-Tests in endlichdimensionalen Quadratischen
Formen

Gegeben sei ein Dreiecksschema von A-dimensionalen Zufallsvektoren (X, ;)< k(n)

mit X, ; = (X7(1JZ))]§k fiir die man die Hypothese
H={E(X,;) =0 fir alle i < k(n)}

gegen geeignete Alternativen testen méchte. Um hierfiir Satz 3.20 anzuwenden,
wird im Folgenden angenommen, dass das Dreiecksschema der Bedingung (3.46)

geniigt, und dass die zugehdrige empirische Kovarianzmatrix stochastisch gegen

2Mit dem Unterschied, dass in (5.11) auch Konvergenz gegen 1 vorliegt, da der Betrag der
Teststatistik betrachtet wird.
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eine fast sicher positiv definite Kovarianzmatrix I' € R];jl.k konvergiert, d.h. es
gilt
~ ()5 L
ZXJBXM (mX,X)) I (13)
1<y, r<k
Da dann auch I';, schliefslich fast sicher positiv definit ist, kann man zum Testen

von H die Quadratische Form

k(n) k(n)
Qn = (Z XW - Z Xni ]l{r—l existiert}
i=1

verwenden. Diese konvergiert nach Satz 4.9 unter der Zusatzvoraussetzung
k(n)
3" Xni 25 Z ~ N(0,T) (5.14)
i=1
unter H in Verteilung gegen eine y2-verteilte Zufallsvariable, so dass 1, =
]l(xi;woo
(1—a)-Quantil der x2-Verteilung. Méchte man nun den zugehérigen Resampling-

)(Qn) ein asymptotischer a—Niveau Test ist. Dabei bezeichnet x%; o, das

Test, konstruieren, so ist es von Vorteil, auch die empirische Kovarianzmatrix I',
nach der selben Prozedur zu resamplen, vgl. HALL UND WILSON [25] fiir den
eindimensionalen Fall. Dazu werden aus beweistechnischen Griinden wieder nur
Resampling-Gewichte der Form (5.6) betrachtet. Fiir diese Gewichte schreibt

sich dann die Resampling-Version von I', als

(Z 2 Z Z § )1<j r<k

Ist Ty = T;((Xn,i)igk(n)) die zugehorige multivariate Resampling-Statistik aus

Abschnitt 3.2.1, so erhélt man als Resampling-Version von @, die Statistik

*t Tk —1 *
Qn="T,"T," T, {F* I existiert}-

Der nédchste Satz zeigt nun, dass @), bedingt nach den Daten gegen eine x%—

verteilte Zufallsvariable konvergiert.

Satz 5.6

Erfillen die Gewichte die Generalvoraussetzungen mit Var(Wp) = 1 sowie die

Bedingung (5.6) und gilt Ts((:)) — ¢ >0, so implizieren die obigen Voraussetzun-
gen (8.46) und (5.13) den folgenden bedingten Grenzwertsatz

% P
dl(ﬁ(Qn|Xn,1, ce 7Xn,k(n))7 X%) — 0. (515)
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Beweis. Nach Voraussetzung (5.13) konvergiert die Wahrscheinlichkeit der Men-
ge
k(n)
L= U (X0 -x)? > 0}

j<k s=1
gegen 1, so dass man sich fiir die folgenden Betrachtungen auf diese Menge
beschrianken kann.
Es wird zunéchst gezeigt, dass man ohne Einschrdnkung annehmen kann, dass
ZI;( 1) (Xns G) Y,(f ))2 = 1 fiir alle 1 < j < k gilt. Hierzu rechnet man mit Hilfe
der standardisierten Zufallsvariablen

X(j)

o) . n, <

die Gleichheit Q;,((Xn,i)i<k(n)) = Q;;((Xn,i)igk(n)) nach. Diese Gleichheit wird
durch die Gleichungen

k(n) '
T3(X) = Diag((Y_(XG) = X))71/2) _, Tr(X) = DT3(X)
s=1
und
(DaT, "M (X) D)™ = DT (X) Dy = T3(X)
ersichtlich.

Als néchstes wird gezeigt, dass man zusétzlich ohne Einschréinkung YS ) = 0
fiir alle 1 < 5 < k fordern kann. Analog zu JANSSEN |35, Theorem 3.1] folgt dies
fiir X( ) : X(]) YS) wegen Z ) Wy, =m(n )1/2 direkt aus der Gleichheit

L)
Z J)Xn (n)1/2 ( erl,ng,z)) ( Z W/
i=1 i=1
1 k(n)
Z J)Xn (n)1/2 ( W?Q,z Z nrl 5 16)
i=1

fir alle 1 < j,r < k. Multipliziert man den Term auf der rechten Seite von
(5.16) noch mit dem Normierungsfaktor k(n)/m(n)'/?, so konvergiert dieser

aufgrund des bedingten Zentralen Grenzwertsatzes 3.3 und dem Lemma von
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Slutzky stochastisch gegen 0

TL k(n) k(n)

/ (J ! (T
() ZW X\ ZW X\
— 1 k I/Qk(n)W X(]) k I/QY(j) k(n) 1/2k(n)W/ X(T)
= (Tn<n)1/2( (n) ; niXn;) +k(n) 72X, )(m(n)) ; i X,
£ 0.

Zur Behandlung des noch fehlenden Terms, wendet man Satz 3.3 auf das Drei-
ecksschema Y;, ; := (%)UQX&)XX’Z an. Da hierfiir nach (3.46) die Maximums-

n

bedingung erfiillt ist und

k() o k(n) k(n) 4 .
S i = V)2 < 3 v2 < =2 max (XU)? max (x[7)2 0
i=1 = T m(n)ickm) ™ isk(n) "

gilt, folgt somit aufgrund von W, = 0 die Konvergenz
PQP
n)1/2 Z Wn 1Yn ) &’ 0.

Setzt man nun die Gewichte ein, so liefert dies die Konvergenz

k(n) X9 () x (r) P&D
m(n>1/2 x!) ZX X\ 0.

Da X, = 0 gilt, impliziert dies
r, -T2

und somit auch

r: Pl p,

Wendet man jetzt Satz 3.20 wie in den vorangegangenen Kapiteln punktweise

an, so folgt die Behauptung aus Satz 4.9. |

Bemerkung 5.7

1. Die Aussage bleibt auch dann giiltig, wenn I',, in (5.13) stochastisch gegen
eine Zufallsvariable I" mit Werten in ]R;jff konvergiert. Hierzu braucht man nur
die Schritte des obigen Beweises mit Hilfe des Teilfolgenkriteriums fiir stocha-

stische Konvergenz durchzugehen.
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2. Die oben geforderten Voraussetzungen an die Gewichte werden u.a. von den
m(n)-Bootstrap- sowie von bestimmten m(n)-double-Bootstrap-Gewichten er-

fiillt, vgl. Kapitel 6. a

Als Anwendung erhilt man den im Bezug auf ¢, asymptotisch effektiven
Resampling-Test ¢, = 14« o) (Qn), wobei g, = ¢;(+) das (1 — a)-Quantil der
bedingten Verteilung £(Q5,|Xn 1, - - -, Xy k(n)) ist.

Das asymptotische Verhalten der Giitfunktion wird im Folgenden untersucht.

Satz 5.8

Sei E(Xpi) = pn, fur 1 < i < k(n). Liegt zusdtzlich zu den Voraussetzungen
von Satz 5.6 unter H die Konvergenz (5.14) vor, so verhdlt sich die Giitefunktion
von V) wie folgt:

k(n)
E@) — 1, falls || Z,un,iH — 00 gilt und (5.17)
=1
k(n)
E(W}) = X2 (0®) (Xhar0)) , falls Y pni — p € RF gilt. (5.18)
=1

Dabei ist 62 = p'T .

Beweis. Da sich der kritische Wert nach Satz 5.6 unter den obigen Voraus-
setzungen nicht verdndert und somit immer gegen das (1 — «)-Quantil der xi-
Verteilung konvergiert, muss nur noch das Verhalten der Teststatistik @, unter-
sucht werden. Da I" positiv definit ist, trifft dies auch auf I'™! zu, so dass auch

[, schlieflich fast sicher postiv definit ist. Hiermit folgt

k(n) k(n)

k(n) k(n)
Qn = (Z Xn,i - E(Xn,z) + Z Nn,j)trqgl(z Xn,i - E(Xn,z) + Z Nn,j)‘
i=1 j=1 i=1 j=1

Da im ersten Fall flir den dominierenden Term die stochastische Konvergenz

(n) (n)
(3" 1) Tot > pini = 00
i=1 =1

vorliegt, erhdlt man mit Hilfe des Lemmas von Slutzky die stochastische Kon-
vergenz von @, gegen oo und so (5.17).

Die Behauptung (5.18) erhdlt man aus Satz 4.9. |
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Bemerkung 5.9
1. Die obigen Voraussetzungen sind z.B. fiir Dreiecksschema X, ; = X;//k(n),
i < k(n), in unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvektoren (X;); mit po-

sitiv definiter Kovarianzmatrix I’ € R];.fllk erfiillt.

2. Analog zu Kapitel 4 bei WITTING [65] kann man das Testproblem fiir zeilen-
weise konstante Erwartungswerte E(X, ;) = p, erweitern, indem man testet,
ob i, in einem linearen Teilraum liegt oder nicht. Da hierfiir keine neuen Be-
weisideen bendtigt werden, wird dies nicht weiter ausgefiihrt, um den Umfang

dieser Arbeit im Rahmen zu halten. O

5.2 Resampling-Tests fiir Zweistichprobenprobleme

Anders als bei Einstichprobenproblemen besitzen Permutationstests fiir Zwei-
stichprobenprobleme im Gegensatz zu den einzelnen Bootstrap-Varianten den
Vorteil, dass sie unter den Teilmengen der Nullhypothese, fiir die die beiden
Stichproben austauschbar sind, exakt das Niveau einhalten. Aus diesem Grund
liegt in diesem Abschnitt der Fokus auf der Entwicklung solcher verteilungsfreier
Permutationstests. Da die Beweise wieder mit Hilfe des gewichteten Resamplings
gefiihrt werden, gelten viele der folgenden Aussagen auch fiir Zweistichproben-

Bootstrap-Tests3.

Fiir diesen Abschnitt sei stets vorausgesetzt, dass k(n) = n = nj + ng mit
min(ny,ne) — oo und ny/n — p € (0,1),g = 1 — p gelte. Der allgemeinere Fall
0 < liminf 71 < limsup 7+ < 1 folgt dann hieraus - wie im Beweis zu Satz 3.19

- durch Betrachtung konvergenter Teilfolgen.

Als erstes Anwendungsbeispiel wird ein Permutationstest zum Vergleich zweier
Varianzen konstruiert. Als Resultat ergibt sich dabei in den Sétzen 5.15 und
5.16, dass sich der F-Test im nichtparametrischen Fall ohne asymptotischen

Qualitatsverlust als studentisierter Permutationstest ausfiihren l&sst.

8Hierauf wird spiter in Bemerkung 5.26 noch etwas genauer eingegangen.
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Permutations-F-Test

Nun betrachten wir auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) zwei vonei-

nander unabhéngige reelle Stichproben

X1,y Xy, Lid. PXL
(5.19)
Yi,...,Y,, iid PM

mit unbekannten Erwartungswerten E(X;) = p1, E(Y1) = p2 und unbekannten,
positiven Varianzen o? = Var(X;),0% := Var(Y1) > 0 sowie unbekannten
vierten Momenten p} := F(X{) < 00, p§ := (Y;*) < 00. Das erweiterte Behrens-
Fisher-Modell, vgl. JANSSEN [29, Example 1.1],

Xi=pm +o01Z;, 1 <i<nq,
(5.20)
Yi=po+02Zp,4i, 1 <i<my

fiir eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen (Z;)iewy mit E(Z1) = 0, Var(Z;) =
1,E(Z}) < oo, ist somit als Teilmodell enthalten. Der Fokus liegt nun auf dem
Testproblem

H:{o? <03} gegen K : {o% > 03}

Sind die Zufallsvariablen normalverteilt, so ist durch den F-Test mit der Test-

statistik

_ n11—1 Z?:ll(Xl - YTL1)2 . 6'7211 (X) (5 21)
LR (YY) 62,(Y) '

ein optimaler (und exakter) a-Niveau Test gegeben, vgl. WITTING [65, S.201].

In einer nichtparametrischen Situation ist dies nicht mehr der Fall, vgl. z.B.
VAN DER VAART [63, Example 3.3]. Aus diesem Grund wird nun in mehreren
Schritten eine Permutationsversion des F-Tests fiir das obige Testproblem ent-
wickelt. Dabei wird die Teststatistik (5.21) zunéchst geeignet transformiert, um
dann deren Permutationsverteilung mit Hilfe der Sétze aus den vorangegange-
nen Kapiteln zu studieren, vgl. Satz 5.12 unten. Hierbei wird sich herausstellen,
dass der zugehorige, nicht-studentisierte Permutationstest nur fiir Teilmodelle
von (5.19) konsistent ist. Um dies zu umgehen, verwendet man eine adiquate

Studentisierung V,,, vgl. Gleichung (5.38) unten, und erhélt so zum Abschluss
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den studenisierten Permutationstest

1 1/2 log(Fy)1 >
QD;;,PF:{O ,falls (”1”2) JoglFn)Lvzoop > (@).  (5.22)

n v, < n,PF

Hierbei ist ¢, pr(a)* das bedingte (1 — a)-Quantil der Permutationsverteilung

der Teststatistik.

Zur Abarbeitung der obigen Vorgehensweise wird nun fiir das Folgende ohne
Einschrinkung angenommen, dass E(X;) = E(Y7) = 0 gilt (da die Teststatistik

nicht von p; abhéngt).

So erhilt man zuniichst unter dem Rand der Hypothesen Hy = {03 = 05 =: 0}

fiir die transformierte Statistik log(F),) aus der Taylor-Entwicklung des Loga-

rithmus um o2

Ry(x) 0

T — 0% g—o?

log(z) = log(c?) + %(:r — 0%) + Ry(x) mit

die Darstellung

anlog(F,) = an (log(67, (X)) —log(67,(Y))) (5.23)
5_2 _ 0_2
= a, <log(o’2) + ”102 + Ry (62 (X))
—(log(0?) + &%2(3;)2— - Rz(&gz(Y)))) (5.24)
= ap 02
+an (Ra(65, (X)) — Ra(67,(Y))) (5.25)

wobei a,, eine noch zu bestimmende Normierungskonstante ist. Zur Behandlung
der Restterme in (5.25) bendtigen wir noch eine Aussage iiber die Konvergenz-
geschwindigkeit der empirischen Varianz im i.i.d. Fall. Dies liefert der folgende

Hilfssatz.

Hilfssatz 5.10

Fiir eine Folge von zentrierten i.i.d. Zufallsvariablen Zy, Zo ... mit Varianz o

und ezistierendem vierten Moment p* := E(Z}) < oo gilt

Vn ( ! > (Zi—Zn) - 02> 2.7 ~ N(0,p* — o). (5.26)
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Beweis. Vgl. VAN DER VAART [63, Example 3.2]. [ |

— (M)l/2

Wihlt man nun a, , so gilt fiir das Konvergenzverhalten der Test-

statitik a, log(F,) der folgende Satz.

Satz 5.11
Unter den Voraussetzungen des Modells (5.19) konvergiert die Teststatistik unter
Hy in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable X
4 4 4
ap log(Fp) 25 X ~ N(o, W). (5.27)
o
Beweis. Fiir die Restterme in (5.25) gilt nach dem Lemma von Slutzky
/ Ry(67, (X)) p
an - Ro(6 v (62 (X) —o01) - g =0, (5.28)
" 1) (67,(X) = o)

weil der letzte Faktor nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen fast sicher
gegen 0 konvergiert. Da dies auch fiir den zweiten Restterm a,, - R2(62,(Y)) gilt,
erhalt man

52, (X) 2022(Y> +op(1). (5.29)

ap log(F,) = an .

Aus der Unabhéngigkeit der beiden Stichproben folgt hierfiir aus (5.26) zusam-

men mit dem Lemma von Slutzky die Behauptung

o? - aylog(F,) = % -/n1 (672“ (X) — 02)

VR (62,00 = o) + op()

2, N<0 apt +pps — 04)
m

Als néchstes wird die permutierte Version von ay, log(F,) untersucht. Sei hierfiir
7, wie in Beispiel 2.6, eine auf der symmetrischen Gruppe S, gleichverteilte
Permutation auf einem anderen Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P), welche bzgl.
des Produktmafes P ® P unabhingig? von den Daten ist. Setzt man X, 1; :=
Y; fiir 1 < i < ng, so definiert man fiir feste Beobachtungen (X;(w))i<, die
Permutationsstatistik durch (7(7))i<n — anlog Fi((X7()(w))i<n). Der néchste

Satz gibt Aufschluss tiber das zugehorige Konvergenzverhalten.

“Hierzu definiert man die Zufallsvariablen 7, X, Y; wie in Kapitel 3 mittels Projektionen

kanonisch auf dem gemeinsamen Raum 2 x Q.
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Satz 5.12
Unter den Voraussetzungen des Modells (5.19) gilt fir die Permuationsversion
der Teststatistik unter Hy ein bedingter Zentraler Grenzwertsatz
4 4 4
1 (£(anTog Fu(X,)in) X3, -, X2), N (0, M%)) 2.0, (5.30)

Fiir diesen Beweis bendtigt man noch den folgenden kleinen Hilfssatz.

Hilfssatz 5.13
Sei T wie in Beispiel 2.6 eine auf S, gleichverteilte Permutation. Dann erfiillen

die Gewichte

1/np 1< n
nin 1 1tSm
Wi i= Cpr(iy, 8 < my mit cpyi= i / (5.31)

"2 1o i>n

die Generalvoraussetzungen (3.2)-(3.5) mit Var(Wy) = 1, falls ni/n — p €
(0,1) fiir n — oo gilt.

Beweis. Wegen W,, = ¢, = , /nn2 ist die zweite Bedingung erfiillt
— 1 1
max’Wm Wn‘:max{én, M(———)}—>O.
i<n ng "Ny n

Bedingung drei ergibt sich aus

n

— n
Z(Wn’,‘ — I/Vn)2 = RQE% + ’n172 —p+qg=1.
1 nni

Aufgrund von

n ni
):——)p

/nins n

liegt nach dem Lemma von Slutzky Verteilungskonvergenz

P(y/nW,1 =0) = —HqundP(\anl—

V(W — T, >—>11A—\fq

VPq

vor, wobei P(A) = p gilt. Hieraus erhilt man die Behauptung. |

Hiermit 1dsst sich nun der Beweis von Satz 5.12 fithren.
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Beweis. Analog zu (5.28) wird zunéchst gezeigt, dass auch die Permutations-
versionen der Restterme in (5.25) von niederer Ordnung sind. Hierzu betrachtet

man die folgende Entwicklung

TL1—1A2

Vi ("R (K lizn) — o)

m = =1
1 o 1 2 2
= \/”71(,,712)(7(1’) (EZXT(J)) a’)
=1 =1
1 ni 1 n n
= \/E(le 3(1)_nZIXJ2)+\/E(ZlX2_O_2)
i= j= j=

= A, + B, —C,.

Nach Theorem 3.3 und Hilfssatz 5.13 gilt mit den Gewichten Wy, ; aus (5.31)

dl( \/;rZXQ \ﬁ ZX X2, )N(o,c}?)) (5.32)

n

= i (L0 Woa(XP - ZX2 DIXE, ..., X2),N(0,62)) L0
i=1
fiir 62 = pp] + qp3 — o*. Somit konvergiert die bedingte Verteilung von A,
gegeben den Daten gegen eine zentrierte Normalverteilung. Genauso konvergiert
By, nach dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller in Verteilung gegen
eine normalverteilte Zufallsvariable. Mulitpliziert man nun die Statistik aus Zeile
(5.32) mit , /72, so folgt wegen X, 250 nach dem (bedingten) Lemma von

Slutzky, vgl. Lemma A.9 im Appendix, auch
L§~x POy 5.33
nil z_: @) — U ( . )
Hiermit erhélt man die asymptotische Vernachlassigharkeit von C,

1 & 1 & - N ,—— \ PeP
an(EZXﬂj))(\/TTl(;lZXT(j)—Xn)ﬂ/;l\/ﬁXn) =5 0. (5.34)
P =1
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Zusammengefasst folgt
an R (57, ((Xr(s))i<ny)

_ 2 s RV Ro(67, (Xr(3))i<n) PoP
= | ahan) - G S PR

und somit eine Darstellung wie in (5.29)

ni

ni
0” an log(Fn(X,())i<n) = an(nlni T (nll > X2 - (731 ZXT(j))Q)
i—1 j=1

n2—1< Z X2 Z Xe) ))

i=n1+1 J =ni1+1
+OP®15(1)
niy a L
n
- ny—1 771 - Xz(i)_ng—l ng Z X
=1 i=n1+1
2 U’

_nnlli 1n (fz - )

2 n
neo® an [ 1 XT(i))2
n ) 5(1
+n2—1 n2<,/n2 g +0P®P( )

1=n1+1
ni
ni Qa
= N X2 - E X2
n1—1 ni =1 ng—l TlQ ———

+opgp(1)-

Demnach lasst sich die Permutationsversion von ay, log(F},) mit Hilfe von

1 . . 2 . .
. oo fir1<i<n, undX~—i n:”X fir 1 <i<ny,
n,g — Un ng —
—n%, firn <i<n vn nglein, fir n <1 <n.
als asymptotisch lineare Statistik schreiben
o2an log(Fp) (X,(i))i<n) = V0 Z n,iXnr(i) T 0pgp(l)- (5.35)

Definiert man nun Permutationsgewichte Wy, ; := ¢, (), so erfiillen diese nach
Beispiel 2.6 die Generalvoraussetzungen mit Var(Wp) = 1, so dass fiir die be-

dingte Konvergenz der Permutationsstatistik 7,5 := v/n > ;| Wy i X, ; aufgrund
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von Theorem 3.3 nur noch die zwei Bedingungen (3.6) und (3.7) nachgewiesen
werden miissen. Dabei ist die Maximumsbedingung (3.6) erfiillt, da pf, p3 < oo

gilt, so dass man dies aus Bemerkung 3.8 erhélt

max | X, ;| <maX\Xm|+ _max | X4 0.
i<n i<n 1<i<n

Es fehlt also nur noch die Bestimmung der Varianz der Grenzverteilung. Diese
ist durch die Konvergenz von

S (i = 13K (53K

i=1

gegeben, wobei X, = VnX,,; gilt. Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen

erhdlt man fiir die beiden Summen die Konvergenzen
lzn:)i' <1ix2>+ n2 ( ZY2>—>pa + qo? = o2
n nl—ln ny ¢ no —1 n \ng
sowie
n oni sl = n
S S e 2 o)
Z m—1n nl; i +n2_1n nzz % ppt + aps.

Der bedingte Zentrale Grenzwertsatz 3.3 liefert somit unter Hy

% P
dy (E(Tn 1 Xnts s Xon), N(o,pp‘l1 +gpd — 04)) Lo, (5.36)

so dass die Behauptung aufgrund der Darstellung (5.35) aus dem bedingten
Lemma von Slutzky folgt. [ |

Bemerkung 5.14
Im Teilmodell (5.20) kann man den obigen Beweis mit Hilfe von Lemma 4.5

stark verkiirzen, da die beiden Stichproben dann austauschbar wéren. O

Damit also die Grenzverteilung von ay, log(F,), vgl. (5.27), und der zugehdrigen
Permutationsversion, vgl. (5.30), unter Hy {ibereinstimmen, bendtigt man ent-
weder einen balancierten Stichprobenumfang, d.h. p = ¢ = 1/2, oder identische
vierte Momente pj = pj. Die zweite Bedingung ist z.B. in der Situation des

erweiterten Behrens-Fisher-Modells (5.20) erfiillt.
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Da diese Einschrankungen aber nicht unbedingt wiinschenswert sind, wird im
Folgenden gezeigt, wie dies durch eine geeignete Studentisierung behoben wer-
den kann. Dabei geht die Idee auf JANSSEN [29] zuriick, der im Behrens-Fisher-
Modell (5.20) mittels einem studentisiertem Permutationstest auf Unterschiede
in den Erwartungswerten testet.

Fiir die weiteren Betrachtungen liegt jedoch wieder das allgemeinere Modell
(5.19) zu Grunde.

Dabei definiert man fiir vierte Momentschitzer ﬁ‘ll = 77112?:1 L Xfl und ﬁ% —
n% > Y die Statistik
vZ=al (pt+ ) - (a2 (ieﬂ + L2 ) 2 (5.37)
n ° n nl 1 n2 2 n nl ni n2 no . .

Diese konvergiert (unter Hy) fast sicher gegen qp] + pp3 — ot. Als geeignete

Studentisierung kann demnach

‘72
2 .= n (5.38)

m 1 1 2
2( 152 4 152
(4 (3% + o))

verwendet werden, da diese Statisitk unter Hy gerade gegen die Varianz der

Grenzverteilung von a, log(F,,) konvergiert, vgl. (5.27). Somit liegt nach dem
Lemma von Slutzky Verteilungskonvergenz

ap log(Fy,)

- 2, Xy~ N(0,1) (5.39)

vor. Dies gilt unter denselben Voraussetzungen auch fiir die Permutationsversion
von ay, log(Fy,)/Vy,.

Satz 5.15
Unter den Voraussetzungen des Modells (5.19) gilt unter Hy ein bedingter Zen-

traler Grenzwertsatz

an log(F, P
eI (X XD N0 ) L0 (a0
Beweis. Zeigt man, dass unter Hy
4

~ 4 4
PRP PPy tqpy — 0
V2((Xr@))isn) — % (5.41)

gilt, so folgt hieraus nach dem bedingten Lemma von Slutzky und Satz 5.12
gerade die Behauptung. Hierfiir teilt man zunéchst die Statistik f/nQ wie folgt in
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zwei Teile auf
~ ny .. ny .
Vil((Xelisn) = =p1((Xei)isn) + —02((Xo())in)
ng ni . 2
= (- (Xra)isn) + 070, (Xr(i)in)) ™
Schreibt man den ersten Teil analog zu JANSSEN [29] mittels Regressionskoeffi-
zienten

na/min i < ny
dpi =

)

ny/man i >n

als YO0 dni X2 (i) Um, so erhilt man hierfiir wegen » "' | dp; = 1.

n - n 1 = TLQ 1 2
(Zd”vin(iﬂXla-“,Xn) = Zdn,i(;aZX;i ZYk
i=1 P =
225 ppt + aph. (5.42)

Falls nun die achten Momente E(X?) + E(Y;®) < oo exisiteren, so folgt aufgrund
von Y i (dn; — dn)? — 0 (vgl. HAJEK ET. AL. [22, S.61, Theorem 3])

n

Var(zn:dn,in(i)\Xl,...,Xn) = Z(dnk_d) ZXZ!_*ZXLL

=1 k=1

500

und hieraus

Z dni X205 25 ppt + g (5.43)

Falls die achten Momente nlcht existieren, definiert man abgeschnittene Zufalls-
variablen Xy := X;1_y y (X5) und Z; 1, == X; — X 1. Aus (5.43) erhélt man so

fiir n — oo
P P
Zdan4 = pE(Xil]l[fk,k](Xl)) + qE(Y{ g5 (Y1)).
Aufgrund der Konvergenz

1
fhmsupE de ) = E(ppil-i-qu—ﬁ’i)—)()

€
n—o0 i—1

fiir K — oo folgt (5.43) mit Hilfe der Markoff Ungleichung nach Theorem 4.2. von

(m S XE— Y .), kann man die
2

BILLINGSLEY [6]. Aufgrund von 6, =

n11

P ® P- Konvergenz von 1262 ((Xr(i))i<n) + 262, ((X7())i<n) gegen o analog

n N2

zeigen und erhélt somit gerade (5.41), d.h. die Behauptung. |
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Satz 5.15 liefert somit (unter dem Rand der Hypothesen) die asymptotische
Aquivalenz des unbedingten asymptotischen a-Niveau-Tests ¢, =

L uy_ o 00) (@n log(Fy) Lgy250y/Va) und des Permutationstests (5.22)

C [0
Vn T’L,PF

1 anp log(Fp,)1 >
so:;sz{ s D00 > ),
’ <

Der Permutationstest besitzt aber wieder den Vorteil, dass er bei identisch ver-
teilten Stichproben sogar exakt das Niveau hélt.
Das asymptotische Verhalten der Giitefunktion wird durch den néchsten Satz

erschlossen.

Satz 5.16

Sei r? = O'%/O’% das Varianzverhdltnis der beiden Gruppen, dann gilt
(1) E(¢n,pr) — 1, falls v > 1 und

(i1) E(en,.pr) — 0, falls r < 1.

Beweis. Es liegen die folgenden fast sicheren Konvergenzen vor

Fnﬁw2

£, api +pp; — (g0 + po3)?
(qof + po3)?

_ ¢* Var(X?) + p* Var(Y?) + gp E(X? — Y2)?) _. 2
(qof + po3)? o

V2

n

Da E((X? — Y?)?) nach der Jensenschen Ungleichung positiv ist, erhilt man
¢ > 0 und somit

log(Fy) fs. 21 >0 >
08(Fn) s Og(r){ falls ¢~ 1. (5.44)

Vo S <0 <

Analog zum Beweis von Satz 5.15 zeigt man auch

Peb  ppi+apy — (pof +qo3)?
(pof + g03)?

B P> Var(X%) +¢° Var(YIQ) + pq E((X12 - }/12)2) — &2

V2((Xr(i))i<n)

a (o + qo3)? B
sowle ) )
poy + qo;

PP
1 Fn XTi i<n 1
8P (X lisn)) 5 log (L5 %5

) =log(1) = 0.
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Weil auch hier nach der Jensenschen Ungleichung ¢ > 0 gilt, folgt die Behaup-
tung mit Hilfe von (5.44). [ |

Das néchste Zweistichprobenproblem befasst sich mit Testen auf Unterschiede
in den Kovarianzen. Analog zur obigen Konstruktion erhélt man aus dem ab-
schliessenden Satz 5.19 einen studentisierten Permutationstest, der sich wieder

ohne asysmptotischen Giiteverlust ausfithren lasst.
Permutationstest zum Vergleich zweier Kovarianzen

Analog zum oben behandelten Finstichprobenfall, werden in diesem Anwen-

dungsbeispiel zwei voneinander unabhiingige R?-wertige Stichproben

X1y, Xy, iid. PXY
(5.45)
Yi,...,Y,, iid. P

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit unbekannten Erwartungswer-

ten E(X1) = pu1, E(Y1) = p2 € R? und unbekannten Kovarianzmatrizen

2 2
o c o c
Cov(X))= (""" ") |.Cov(yy)={"" °
1 O1g €2 02
mit 0'2-2]- > 0 fiir 1 <14,5 < 2 betrachtet. Von Interesse ist nun das Testproblem

identischer Kovarianzen®

H :{c1 = ca} gegen K : {c1 > c2}.

Als mogliche Teststatistik kommt

ning , » A
To:= /= 2 (C1(X) = Ca(Y))
in Frage, wobei
YA L () 5y @) @
Cri=Ci(X) = ;(Xi( _Xh(x P -xD)

die empirische Kovarianz der ersten Stichprobe ist. Analog definiert man Cy :=

Cy (Y). Da die Teststatistik offensichtlich unabhéngig vom Erwartungswert der

®Das zweiseitge Testproblem mit der Alternative K : {c1 # c2} erhilt man wieder durch

Betrachtung des Betrages der Teststatistik.
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einzelnen Koordinaten ist, wird im Weiteren ohne Einschréinkung angenommen,

dass E(X;) = E(Y1) = 0 gilt.

Satz 5.17
Ezistieren in den einzelnen Gruppen vierte Momente E(|| X1||*)+E(||Y1||*) < oo

so konvergiert die Teststatistik unter H in Verteilung gegen eine normalverteilte
Zufallsvariable X

JgELXAJV@gvm@ﬁ”XfU+pvmaé”ﬁ”D. (5.46)

Beweis. Da der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung

Z x® X(l) (X(Q) bd 2 ZX(I)X — X, 1)X

nach Slutzky stochastisch gegen 0 konvergiert, folgt

n2 1 pe@  m 1 ()@
SRS xOx® M Sy Oy® o) (547
ng 1 n (1) @)
= P S XWX
n(qhzgz = Vi)
,/ § YY) — nges) + op(1).

Aufgrund der Unabhéngigkeit der beiden Stichproben erhilt man die Behaup-

tung aus dem Zentralen Grenzwertsatz. [ |

Wie schon beim obigen F-Test wird als Néachstes die permutierte Version von
T,, untersucht. Dabei sei 7 wieder die auf der symmetrischen Gruppe §,, gleich-

verteilte Permutation, X, 4; :=Y; fir 1 <¢ <ng und X, ; := ﬁXi(l)Xi@).

Satz 5.18

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.17 gilt fiir die Permuationsversion der

Teststatistik unter H ein bedingter Zentraler Grenzwertsatz

dq (ﬁ(Tn((XT(i))ign)\Xn,l, ooy Xnn), N(0,p57 + q5§)) Lo

Dabei gilt fiir die Grenzvarianz 63 = Var(Xfl)Xl(Q)) und G35 = Var(Yl(l)Y1(2)).
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Beweis. Aufgrund von p; = 0 fiir ¢ = 1,2 erhdlt man wie in (5.34) mit dem

Lemma von Slutzky

Somit besitzt die Permutationsversion von 7;, eine Entwicklung der Form (5.47),
d.h. es gilt

ng 1 <= 1) y v x@
T((hien) = (/23X B %)+ 0pypl1)
(@)1 n\/m; (@) ( \ﬁz () T YPep
= = \/ﬁzcnﬂ'(i)X'ﬂ,i + 0P®]5(1)'
i=1

Dabei sind (cy,)i<n die Regressionskoeffizienten des Zweistichprobenproblems,
vgl. (2.9). Da das Dreiecksschema die Maximumsbedingung (3.6) erfiillt und

unter H die Konvergenz

— 1
o 2 _ (1) (1)
;(Xm X,) - ;(X x ( ZX X! )
P

= pBGVX ) + 9BV YP))

~(PEX(XP) + qrr V)
= pVar(X X)) + g Var(v Vv ?)

vorliegt, folgt die Behauptung somit aus Satz 3.3. |

Damit also die Grenzverteilung von 75, und der zugehorigen Permutationsversion
unter H {iibereinstimmen, benétigt man auch in diesem Fall entweder einen
balancierten Stichprobenumfang, d.h. p = ¢ = 1/2, oder identische Kovarianzen.
Um dies zu umgehen, kann man die Statistik analog zu oben mit Hilfe von

L. 1) (2 L. 1

o (XX iz) + 00, (Y )icn))

Vn2 = ai(nl X i
studentisieren. Dabei ist 6,,((2;)i<n) wieder die empirische Standardabweichung
der Daten zq,..., zp.

Mit dieser Studentisierung konvergiert 7,,/V, in Verteilung gegen eine stan-
dardnormalverteilte Zufallsvariable, so dass ¢n = L(y,_, o0)(L{v2s01Tn/Va) ein
asymptotischer a-Niveau-Test ist. Dasselbe gilt auch fiir die permutierte Versi-

O1l.
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Satz 5.19
Unter den Voraussetzungen von Satz 5.17 gilt unter Hy

Tn

dy (z(vn (Xro))icn) X1, -, Xn), N (0, 1)) L. (5.48)

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 5.15 zeigt man

V2((Xp0))i<n) 228 pVar(x M x?) + g var(v{Vv,?),

n

so dass die Behauptung mit Hilfe des Lemmas von Slutzky aus Satz 5.18 folgt.
|

Somit ist der Permutationstest in der Teststatistik 7}, /V;,, asymptotisch effektiv

im Bezug auf ¢,,.

Bemerkung 5.20
1. Auf das Verhalten der Giitefunktion kann man durch Diskussion der Glei-
chung (5.47) auf die gleiche Weise schliefen wie beim Permutations-F-Test.

2. Kombiniert man die Aussagen aus den beiden obigen Anwendungen, so kann
man wiederum die asymptotische Permutationsverteilung der Differenz der em-
pirischen Korrelationen der beiden Gruppen bestimmen und so einen konsisten-
ten Permutationstest zum Korrelationsvergleich konstruieren. Da die hierzuge-
horigen Rechnungen jedoch etwas lénger sind und keine neuen Beweistechniken
verwenden, wird dieses Beispiel an dieser Stelle nicht ausgefiihrt, sondern erst

in einer zukiinftigen Arbeit vorgestellt. a

Zweistichproben-Permutationstest in asymptotisch ef-
fizienten Schitzern

In diesem Beispiel wird die Theorie aus Kapitel 4.1 angewendet.

Sei dazu zunichst kg : M1(Q2,,4) — R ein Funktional, das im Einstichpro-
benfall von Interesse ist. Weiter wird angenommen, dass hierfiir ein asympto-
tisch effizienter Schétzer &y, := Rp(X1,. .., X,) in unabhéngigen Zufallsvariablen
X1, ..., X, mit identischer Verteilung P existiere. Dabei bedeutet asymptotisch

effizient, dass fiir den Schéitzer die folgende, asymptotisch lineare Entwicklung
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vorliegt
V(i — ro(P)) = ;5;9%) +op(1). (5.49)

Dabei ist § eine messbare Funktion mit E(§(X1)) = 0 und Var(§(X1)) = 02 €
(0,00). Dieses ¢ heisst auch effektive score-Funktion oder kanonischer Gradient.
Unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen gelten solche Entwicklungen bei-
spielsweise fiir Maximum-Likelihood-Schétzer, vgl. VAN DER VAART [63, Theo-
rem 5.39).

Diese schone Eigenschaft effizienter Schatzer wird nun fiir die Entwicklung ei-
nes Permutationstest fiir Zweistichprobenprobleme verwendet. Um dabei die

Schreibweise aus Kapitel 4.1 zu verwenden, sei fiir n = n; + ng
Pn={P"®@Q"™:P,Qc Mi(R,B)} (5.50)

die Menge der Verteilungen fiir das Zweistichprobenproblem. In diesem Fall ist

das Funktional
Fn(P™ ® Q™) := ko(P) — ko(Q)
von Interesse und typische Teststatistiken fiir die Hypothese
H:{P=0Q}
sind von der Form
Ty = Fny (X1, ooy Xng) — By (X415 - -+, Xn), (5.51)

wobei (X;)i<p die kanonischen Projektionen auf (2", A", P™ ® Q™?) sind.
Hierfiir gilt unter der Voraussetzung (5.49) mit der Normierungskonstante a,, =
/52 unter H das Folgende

an Ty, = an((’%n1 - HO(P» - ('%112 - KO(Q)))

(S oD LSS orl)
- (e San - 2L S oy 2L0)

Wegen

(;:71 B ;%2) op(1) = (\/?— \/T) op(1) =op(1)

erhilt man nun, dass die obige Teststatistik bis auf einen kleinen Fehler unter

H die folgende Darstellung als lineare Statistik besitzt

anTy = V0 cniXni+op(1). (5.52)
=1
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Dabei sind (¢y, ;); die Regressionskoeffizienten des Zweistichprobenproblems, vgl.
(2.9), und X,,; := §(X;)/+/n ein zeilenweise unabhingiges Dreiecksschema.
Ausserdem liegt aufgrund von (5.49) und der Unabhingigkeit der beiden Stich-

proben Verteilungskonvergenz gegen eine Normalverteilung vor
anTp = Z ~ N(0, (p + q)0%) = N(0, 02). (5.53)

Hieraus erhilt man den asymptotischen a-Niveau Test

1 >
On.PM :{ . Jfalls  a, T, _ OUl_q, (5.54)

2 yoraussetzt.

dessen Ausfithrung jedoch die Kenntnis der Varianz o
Es wird nun wieder gezeigt, dass die Permutationsversion der obigen Teststatis-
tik dieselbe Grenzverteilung besitzt. Dabei verwendet man - wie in den beiden
vorangegangenen Anwendungen - die auf der symmetrischen Gruppe S,, gleich-

verteilte Permutation .

Satz 5.21
Fir die Permuationsversion der Teststatistik apTy, gilt unter H ein bedingter

Zentraler Grenzwertsatz

- - P
Beweis. Es werden zunichst wieder die Permutationsgewichte Wi, ; 1= ¢, ;)
definiert. Da diese die Generalvoraussetzungen erfiillen und das Dreiecksschema

unter H zeilenweise i.i.d. ist, folgt die Verteilungskonvergenz
i (L(T X1, Xon), N (0,6%)) 50 (5.56)

der Permutationsstatistik T;; := /nY ;" Wy i X 2 NI Cn,iXn,r(i) We-
gen Var(§(X1)) = 02 < oo aus Korollar 3.7 bzw. Bemerkung 3.8. Weil die Daten
unter H insbesondere austauschbar sind, ergibt sich so aufgrund von Lemma 4.5

bzw. Lemma A.7 und der Darstellung (5.52) die Behauptung. [

Dies fiihrt auf den nach Lemma 4.4 zu ¢, py asymptotisch dquivalenten Per-

mutationstest

1 >
QOZ,P]V[ = { 0 7faHS CLnTn < C:L,P]W(a)7 (557)
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wobei ¢, py/() das bedingte (1 — a)-Quantil der Permutationsverteilung der

Teststatistik ist.

In vielen Féllen erhédlt man Entwicklungen der Form (5.49) entlang von Lo-
differenzierbaren Kurven (P)pco, vgl. wieder VAN DER VAART [63, Theorem
5.39] fir Maximum-Likelihood-Schéitzer. Aus diesem Grunde wird fir die fol-
genden Betrachtungen der Giitefunktion vorausgesetzt, dass (Pp)gpco eine in
Oy € Ci) L?-differenzierbare Familie mit score-Funktion ¢ und Fisher-Information
Varg,(g) = Iy ist. Die Darstellung in (5.49) schreibt man dann haufig wie folgt

um

Vn(kn — Ko(Py,)) =

\/%Io > g(Xi) + op, (1). (5.58)
=1

Unter diesen Voraussetzungen gibt der folgende Satz Auskunft iiber das Verhal-

ten der obigen Tests unter lokalen Alternativen®

n _ dp, firl<i<ny,
Pnﬁ = ®P00+dm-9 = 'C((Xz)zgn) mit dy; = N (5.59)
i=1 dp, firng<i<n

und d,, czn € R.

Satz 5.22
Erfillen die Koeffizienten in (5.59) die Bedingungen

n
max |dyi] — 0, Z}d%i — ? € Ryg (5.60)
1=

mit ©, C {0:d,0,d,0 € ©},0, TR, so gelten die folgenden Aussagen:

a) Ep, ,(|on.pyv — @5 par|) — 0.

. N . o
b) limy o0 Bp, o (], par) = iMn—oo Ep, 4 (¥n,Par) = ‘I’(Q(Tlf ~i-a)-

% 9 (0122
0 ARt = A8 ) = (%)
d) Fir Alternativen in den Koeffizienten dp; = by; := anl(;l(nil]l{l,--.,m}(i) +
L0 i1,y (D) gilt ARE(pppar) = 1.

Dabei gilt 012 = 22 dnibni und 0% = 1.

Eine allgemeinere Wahl ist hier nicht mdglich, da die Entwicklung (5.58) in den beiden

Stichproben nur funktioniert, falls diese jeweils i.i.d. sind.
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Beweis. Aufgrund von Satz 5.21 sind die beiden Tests nach Lemma 4.4 asymp-

totisch dquivalent, d.h. es gilt

Eng(‘SOn,PM — SOZ,PMD — 0. (5.61)

Da (Py)geco in Oy L*-differenzierbar ist und (5.60) gilt, folgt nach dem Satz von
Le Cam, vgl. z.B. VAN DER VAART [63, Kapitel 7| oder JANSSEN [30, Satz 14.8],
dass das Experiment {P, 4 : § € ©,} die LAN-Bedingung erfiillt mit zentraler
Folge

1 1 —
- = o nig(Xi). .
o %= ot ;d 9(X) (5.62)

Dies impliziert gerade die wechselseitige Benachbartheit P, g <>Fg, so dass aus
(5.61)

"PnPM SOnPM‘ =240

folgt. Dies impliziert aufgrund von ’gpn,pM — SDTL,PM‘ < 2 nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz gerade a).

Aufgrund von (5.52) und (5.58) besitzt die Teststatistik die Darstellung

an n — anlg + OP(l)

Seien nun Ai, A2 € R beliebig, so gilt

/\IZn + )\2 Z bnzg(Xz) = Z(Aldnz + )\anz Z a'm,g
=1 =1
Aus
max |bpi| — 0 Zb = 1 Jri)—i (5.63)
<n m ’ _I2 n ni ng _102 ’
folgt

n %)
1 -
I%af ‘anz’ — 0, E azn' - )‘%02 + )\%Tg + 21\ g dpibni =: 02

Dabei ist der Grenzwert auf der rechten Seite endlich, da o192 = Zfil dpibni
nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung absolut konvergent ist. Der Satz von Le

Cam impliziert deshalb zusammen mit dem Lemma von Slutzky

AN Zp + AoanTy -2 N(0, Iy52),
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so dass sich die gemeinsame Konvergenz

2
(o) 2n(on( S ™))
anTn 012 IO_2

aus dem klassischen Cramér-Wold-Device ergibt. Aus dem dritten Lemma von
Le Cam folgen hieraus die Aussagen b) und c¢) zunéchst fiir ¢, ppr (vgl. z.B.
JANSSEN [30, Satz 15.2]) und aufgrund von @) auch fiir ¢}, p),. Aussage d) erhilt
man nun aus Gleichung (5.63).

]

Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, dass die Aquivalenz des Permutations-
tests und des parametrischen Gegenstiicks von der richtigen Parametrisierung
abhéngt. Ausgezeichnet ist hierbei eine Mittelpunktsparametrisierung, die etwa
von JANSSEN UND VOLKER [36] fiir bedingte Tests diskutiert wird. Fiir Abwei-
chungen von dieser Mittelpunktsparametrisierung ergeben sich unterschiedliche
Grenzverteilungen fiir die Teststatistik und die zugehdrige Permutationsstatis-
tik.

Beispiel 5.23

Gegeben sei eine Exponentialfamilie

—=C Y

aF, C(9)e’", €eOCR

mit 0 € O, so dass Ep,(T) = 0 und Varp,(T) = 02 € (0,00) gilt. Fiir die Kurve
79’_>Qn,19 = Pg/lmééPgL?

betrachtet man unter der Voraussetzung ni/n — p € (0,1) nun das (einge-

schrinkte) Zweistichprobenproblem
H = {9 =0} gegen K = {9 > 0}.

Wegen

dQn,ﬁ o ni L S .

erhélt man hierfiir den parametrischen score-Test in der Teststatistik

T = /- Y (T(X0) = By (T(X0)) = v - Y_T(X0),
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vgl. WITTING [65, Beispiel 2.42], wobei X;,1 < i < n, wieder die kanonischen
Projektionen sind. Die Verteilung von 7}, konvergiert nach dem klassischen Zen-
tralen Grenzwertsatz schwach gegen eine N(0,0?)-Verteilung. Da hierbei die
Varianzen mitkonvergieren, ist fiir die Aquivalenz des score-Tests und des zu-
gehorigen Permutationstests nach Lemma 4.8 notwendig, dass (4.22) gilt. Weil
aber fiir Y; :=T'(X;),1 < i <n, und die Regressionskoeffizienten ¢, ; aus (2.9)

_ N1 — No —
T, — EPaL (Tn|X1:na cee >Xn:n) = n1- Yn1 — nl(ﬁynl + fyng)

n
nyg /ning — — n2
= 1/ ?\/ n (Yn1 _Ynz) =1/ n E 1:Cn,iyvi
=

gilt, ist diese Bedingung wegen der Konvergenz

n

T
VCL?"PO" (Tn - EPO” (Tn|X1:n7 e 7Xn:n)) = ;2 Ci,iVC”"Pg'/(Yi)
i=1
= 26% (1-p)o?
n

nicht erfiillt, so dass keine Aquivalenz der beiden Tests vorliegen kann.

Zweistichproben-Permutationstest in endlichdimensio-
nalen Quadratischen Formen

Wie im Einstichprobenfall kann man auch im Zweistichprobenfall die Erwar-
tungswerte von zwei mehrdimensionalen Stichproben vergleichen. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit beschrinken sich die nachfolgenden Betrachtungen dabei
auf einfache Dreiecksschema von k-dimensionalen Zufallsvektoren

Y; firi<m

Xn,i = (564)
Z;, furng <1t <n.

Dabei seien Y1, ..., Y, iid. mit E(Y7) = p1 sowie Cov (Y7) =:T'1 € R];.fl_k und
davon unabhingig Z,,+1,. .., Zy, ii.d. mit E(Z,) = uo sowie Cov (Z,) =: Ty €
Rka‘

p.d. "

Das zugehorige Testproblem ist nun gegeben durch

H = {1 = po} gegen K = {1 # pa}. (5.65)
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Allgemein gilt dann unter H fiir X,,, = - S Xy und X, = n% Z:‘L:m—kl Xoi

ny

ning —

T, = 2 (X — Xna) (5.66)
n — n — nn
= VI = ) =[Ny~ p2) + ([ (i pn2)

L2, Z~N(@O,T)

mit ' =(1—-p)'1+p Iy € R];.fl.k. Sind I'; und I'y bekannt, so bietet sich als
Teststatistik in Analogie zum Einstichprobenfall die Quadratische Form
. ning

Qn = n (Ynl _ynz)tr_l (Ym _Ym) (5'67)

an, da diese nach Satz 4.9 asymptotisch X%—verteilt ist. Dies fiihrt auf den asym-

ptotischen a-Niveau-Test

1 >
On :{ . falls @, _ Xi o (5.68)

der aber den Nachteil besitzt, dass der kritische Wert nicht von n abhéngt und
man so fiir kleine Stichprobenumfinge keine Kontrolle {iiber die wirkliche Feh-
lerwahrscheinlichkeit hat. Eine Losung hierfiir stellt nun wieder die Berechnung
von datenabhéngigen kritschen Werten mittels Resampling-Verfahren dar. Da
es sich um ein Zweistichprobenproblem handelt, werden auch hier Permuta-
tionstests verwendet. Seien dazu wie in den vorigen Beispielen (cy;); die Re-
gressionskoeffizienten des Zweistichprobenproblems und W, ; = ¢, 7(;) die zuge-
horigen Permutationsgewichte aus Beispiel 2.6.

In diesem Fall erfiillt das Dreiecksschema Xn,,-/nl/Q,i < n,unter H = {p; = p2}
die Bedingungen des Multivariaten Zentralen Grenzwertsatzes 3.20. Dabei ergibt
sich die Maximumsbedingung (3.17) aus Korollar 3.7 sowie der darauf folgenden
Bemerkung 3.8 und fiir die empirische Kovarianzmatrix erhélt man

Xni ny 1 < )y (r) M2 1 . () (r) x5z
rn<\/ﬁ> ( > vy, o S 2z -X)X) ) (5.69)

n ni

i=1 i=ni+1 1<j,r<k
% Ty 4 T =: T (5.70)
Dies impliziert nach Satz 3.20 unter H die Konvergenz
n
“\\ P
dk(ﬁ(z Wi, iXn il (Xn,i)i<n), N (0,T)) — 0. (5.71)

i=1
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Damit also die Grenzverteilung von T;,, vgl. (5.66), und der zugehorigen Permu-
tationsversion Ty = /n> | Wy i Xy ; unter H iibereinstimmen, bendtigt man
wie beim F-Test entweder einen balancierten Stichprobenumfang, d.h. p = 1/2,
oder identische Kovarianzmatrizen I'y = I'y. Ist eine dieser Bedingungen erfiillt,

so bietet sich der folgende Permutationstest an

1 >
= falls Qn ¢, 1(-, ). 5.72
Pn,1 { 0 Q < ,1( ) ( )

Dabei wird c;, (-, @) als das bedingte (1 — a)-Quantil von @Q;, = (T
bei gegebenen Daten bestimmt.

Allerdings sind die obigen Einschrinkungen i.a. nicht wiinschenswert. Aus die-
sem Grund wird nun gezeigt, wie man diese in dem interessanteren Fall unbe-
kannter und verschiedener positiv definiter Kovarianzmatrizen I'y und I's umge-
hen kann. Hierzu verwendet man wiederum Permuationsversionen von studen-
tisierten Statistiken. Aus diesem Grunde bendtigt man noch einen geeigneten
Schétzer fiir die unbekannte Kovarianzmatrix I', der gegeniiber unbalancierten

Stichproben robust ist. Dies wird von

ni

ning 1 (4) () (r) (r)

1 G) _ 5Dy x ™) _ 50
+ ) (X - XXy - X)) (5.74)
1<j,r<k
erfiillt, da Ty 25T gilt.
Analog zu (5.68) erhélt man so den asymptotischen a-Niveau-Test L2 o) (Qn)

in der quadratischen Form

Qu =" (Xuy = Xu) T (K = Xo)

1 ]1{11;11 existiert}- (5.75)
Der néchste Satz gibt Aufschluss iiber das Konvergenzverhalten der zugehdrigen

Permutationsstatistik.

Satz 5.24
Fiir die Permuationsversion der Teststatistik Qp gilt unter H ein bedingter Zen-
traler Grenzwertsatz

1 (LQu((X r@)izn) Xnts - X xE ) =20, (5.76)

falls vierte Momente E(|Y1||* + || Z,||*) < oo ewistieren.
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Beweis. Aufgrund von

Qn((Xnr(i))izn) = (T3) T 1 (X (i) )izn) Ty

reicht es nach (5.71) aus, zu zeigen, dass I';, 1((X,, 7(;))i<n) stochastisch gegen r
konvergiert. Hierzu betrachtet man fiir beliebige 7,7 < k den Matrixeintrag an

der Stelle (j,7)

ni

n2 (i) 1 (i) ny 1 @) w0 v )
— X — X,i) = —= g XV —X XV —X
n Cn,l ( s ) + n Cn,Q ( s ) nny— 1 i:1( n,% ni )( n,% n1>
MmN ) g0 ) )
Y () - XD - X)),
1=ni1+1
Fiir den ersten Summanden gilt
nm—1 G (7))
C7 (Xny) § X - XX, ,
ny n,l » nl niy <*nq (5 77)

Da das Dreiecksschema zeilenweise unabhéngig mit jeweils endlicher Varianz

nach dem schwachen Gesetz der grossen Zah-

()

len unter H stochastlsch gegen py°’, so dass nur noch der erste Term von

ist, konvergiert - =D

l

CT(L] ’f)(( X r(i))i<n) untersucht werden muss. Dazu definiert man Regressions-

koeffizienten
L fir 1 <i<ng,
Cni = "
0, firn <i<n.
Hierfiir gilt
1 ¢~ () G 5
a Zl Xn,T(i) Z Cn Z‘Xn ,7(7) n ,7(1) (578)

sowie
n n
g Cn,i = 1 und g (Cni— Gy)? — 0.
i=1 i=1

Fiir den bedingten Erwartungswert der Statisitk (5.78) gilt unter H

E (Zn: eni X0 X Xt X)) = % Zn: X0 x)
i=1 =1

5 e YY) +au(2 20).
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Da E((XT(LJZ)Xf:l))Q) < oo exisitiert, gilt fiir die bedingte Varianz nach der Va-

rianzformel von HAJEK UND SIDAK, vgl. [22, S.61, Theorem 3],

Var(Zcm X(r )‘Xn,lw--vXn,n)

n n
1
=D (eni =) S xllx ZXMX(’” 2o,
=1

=1

Hieraus folgt

3 cn,ixfjj(i)xg 3(2.) 2L B IY ) 4+ qu (29 2) (5.79)
und somit
ny . (jr PQP ) (7 ),
2O Xurw) 5 aEOTY) 4 aB(2727) — i)

= q(p Cov (Yl(j)7 Yl(T)) + qCov (ij)ZY))).
Da fiir C’T(Lj ’f) analoge Aussagen folgen, schliekt dies den Beweis. |

Mit Hilfe des obigen Satzes lasst sich nun der zugehorige Permutationstest als

1 A >
©n,PQ :{ 0 falls @y _ cn,PQ(+, ) (5.80)
konstruieren, wobei ¢, pg (-, @) das bedingte (1—a)-Quantil von Qn((Xn,r(i))ign)
gegeben den Daten ist.

Uber die Giite unter Alternativen gibt der folgende Satz Auskunft. Dabei seien
= (ugl), o ,,ugk)) und po = (uél), e ,ugk)) die Erwartungswerte der ersten

bzw. zweiten Stichprobe

Satz 5.25

Unter K = {u1 # pa} gilt
Ex (pnpg) — 1. (5.81)

Beweis. Da I' und I'"! positiv definit sind und | e, T" gilt, konvergiert die
Teststatistik Q, aufgrund von (5.66) stochastisch gegen +oo, da dies fiir den

dominierenden Term

_ P
an(p1 — p2)'Ty 1 (1 — p2) — + 00
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gilt. Aus Gleichung (5.69) liest man die Konvergenz I',, (()f/nﬁz)Kn) =T+ C

mit C' = (¢j)jr<t und

cr =i 1" + qu§ 1S — (o + ap§) o + qpl)
ab, so dass die bedingte Verteilung von 7T} gegeben den Daten - analog zu (5.71)
- schwach gegen N(0,T + C) konvergiert.
Zeigt man nun, dass I',1((X,, 7(;))i<n) unter K stochastisch gegen ' +C konver-
giert, so folgt die Behauptung. Dies kann man aber gerade an den Gleichungen
(5.77) und (5.79) ablesen. |

Bemerkung 5.26

1. Die meisten der in diesem Kapitel vorgestellten Aussagen fiir Zweistichproben-
permutationstests lassen sich mit &hnlichen Methoden auch fiir Zweistichproben-
Bootstrap- oder Double-Bootstrap-Tests beweisen. Dazu zieht man aus den ein-
zelnen Stichproben jeweils unabhingig voneinander Bootstrap-Stichproben
X1, X5, bzw. Y1 ... YE und berechnet wie im Einstichprobenfall zu den

oben gegebenen Teststatistiken
To( X1,y Xn, Y1, .0, Yay)

die bedingten Quantile der bedingten Verteilung der zugehorigen Bootstrap-
Version

Tn(Xika cee 7X*

nlv}/l*7 ) Y;;)

Da die beiden Bootstrap-Gruppen wieder voneinander unabhingig sind, lasst
sich so mit Hilfe von leichten Modifikationen die Konsistenz der Bootstrap-
Version des Zweistichproben-Tests beweisen’. Allerdings besitzen diese Tests -
wie oben bereits erwdhnt - im Vergleich zum vorgestellten Permutationstest den

Nachteil, dass sie i.a. unter der kleineren Nullhypothese®
Hy: {P™ @ Q™ = P"}

nicht exakt sind.

"Dies funktioniert beispielsweise bei den obigen Tests zum Varianz- oder Kovarianzver-

gleich.
®Hierbei sei P die Verteilung der 1. und Q die Verteilung der 2.Stichprobe.
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2. Genauso lésst sich mit Hilfe von Satz 3.11 und dem sich anschliefenden
Kommentar beweisen, dass die meisten der oben gezeigten Behauptungen fiir
Permutationstests auch in dem Fall extrem unbalancierter Stichproben, d.h.

ni/n — 0,n1 — oo, giiltig bleiben. O
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Kapitel 6

Resampling-Verfahren fur das

weighted Resampling

In Teil I wurden u.a. bedingte Zentrale Grenzwertsitze fiir die gewichtete Resamp-
ling-Statistik
k(n)

Ty =T (X, W) 1= k(1) Y Woi(Xpi — Xn)
=1

und deren Erweiterungen behandelt. Um dabei Aussagen iiber das (beding-
te) Konvergenzverhalten in Verteilung treffen zu konnen, bendtigte man dort,
dass die Gewichte (W5, ;)i<p(n) den Generalvoraussetzungen geniigen. Da diese
im vorliegenden Kapitel genauer untersucht werden, werden sie im Folgenden

nochmals wiederholt.

(Wn1,- s Wy k(n)) sind austauschbar, (6.1)

max |W,; — W,| — 0 P-stochastisch, (6.2)
1<i<k(n)

k(n) o ~

Z(Wm — W,)? — 1 P-stochastisch (6.3)

i=1

und es liegt Verteilungskonvergenz

(n)(Woa — W,) 2 W4 (6.4)

gegen eine Zufallsvariable W; vor.

Dabei ist W,, := ﬁ ng) Wi

103
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Bemerkung 6.1

1. Aus den Voraussetzungen folgt, dass E(W1) = 0 und Var(W;) < 1 fiir die
Zufallsvariable Wj aus (6.4) gelten, vgl. JANSSEN UND PAULS [33, Abschnitt 3]
in Verbindung mit JANSSEN |35, Lemma 6.1].

2. Erfiillt ein Dreiecksschema von reellen Gewichtsfunktionen (Wpi)i<k(n) die
Bedingungen (6.2) und (6.3), so erhélt man hierfiir die Austauschbarkeit (6.1),
indem man mit Hilfe einer auf S, gleichverteilten Permutation 7 die Gewichte
VNVM := Wi 7(;) definiert. O

Fiir die beiden, in den Arbeiten von JANSSEN [35] und DEL BARRIO ET.AL.
[12] behandelten Félle

1. Var(Wl) = 1,
2. Var(Wl) = 0,

werden nun verschiedene Gewichte angegeben, die den Generalvoraussetzungen

geniigen. Dabei gelte stets min(k(n), m(n)) — oo fiir n — oo.

Beispiel 6.2 (Der m(n)-Bootstrap)
Die m(n)-Bootstrap-Gewichte (2.7) aus Kapitel 2.4 erfiillen die obigen Voraus-

setzungen. Dabei liegt

(a) fiir m(n)/k(n) — c € (0,00] der Fall Var(W;) = 1 vor, wobei W; im Fall
0 < ¢ < oo eine zentrierte Poisson- und im Fall ¢ = oo eine standardnor-

malverteilte Zufallsvariable ist.
(b) fiir m(n)/k(n) — 0 der Fall Var(W;) = 0 vor.

Fiir den Spezialfall k(n) = m(n) = n erhélt man insbesondere den klassischen

Bootstrap von EFRON.

Beweis. Fiir den ersten Fall Var(W;) = 1 findet man den Beweis von (6.1)-(6.3)
bei JANSSEN UND PAULS [33, Lemma 4 und Theorem 6]. Die Verteilungskon-
vergenz in (6.4) erhélt man wegen M, ; ~ B(m(n), ﬁ) fiir ¢ = oo aus dem
klassischen Zentralen Grenzwertsatz und fiir 0 < ¢ < oo aus dem Poissonschen
Grenzwertsatz.

Der Fall ¢ = 0 mit Var(W;) = 0 wird bei DEL BARRIO ET AL. [12, Example
2.1 a)] behandelt. L
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Beispiel 6.3 (Der m(n)-double Bootstrap)
Die m(n)-double Bootstrap-Gewichte aus (2.8) erfiillen die Generalvorausset-

zungen

m(n)?

a) mit Var(Wp) = 1, falls zusétzlich zu mn) _, ¢ > 0 noch + — 0 gilt.
k(n) k(n)

(b) des Low-Resampling Falls mit W; = 0 fast sicher, falls hingegen % —0
und TS((Z)Q — 0 gelten.

Beweis. Den Beweis fiir den Fall Var(W;) = 1 findet man bei JANSSEN |35,
Example 3(b)]).

Im Folgenden wird deshalb der Low-Resampling Fall (b) behandelt.

Die Austauschbarkeit (6.1) ergibt sich aus der Definition. Zum Nachweis der Vo-
raussetzungen (6.2) und (6.3) geht man die Beweise zum m(n)-double-Bootstrap
von JANSSEN [35] und PAuLs [49] mit den neuen Eigenschaften kurz durch.
Einerseits gilt nach JANSSEN [35, S.520-521]

~ 1 W ),
P (zglkz%ﬁ) Wil 2 6) = m(n)2et ; . <(Mm ) k() | >
o o, Ko m@)t  Cmn)?

m(n)? k)t k(n)?
fiir eine geeignete Konstante C' > 0, woraus sich (6.2) ergibt. Andererseits folgt
der Nachweis von (6.3) analog zu PAULS [49, S.82-84] durch die Aufteilung'

W N k) i)
<n>;(Mm 1) = e D~

1 / !
N M2 (M),
+ ”MZ ni —E(M,3)

Dort wird gezeigt, dass fiir den ersten Term die Konvergenz

k(n)

k() — 2

vorliegt und fiir den zweiten Term

o1 M ,
P(‘m(n) ;Mn’% B E(M"’Zi) = 6) K- m(n)? -0

'Nach Definition gilt W, =0.
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fiir eine geeignete Konstante K > 0 gilt. Um den Beweis abzuschliefsen, fehlt
somit noch der Nachweis von (6.4) mit Z; = 0. Hierzu beachte man, dass M,, 1 ~

B(m(n), ﬁ) binomialverteilt ist und somit

(k(n) >1/2 B(i) - ( k() )“ B Mo M)

m(n) m(n
k(n) \ V2
— “E(M,
() B0 =0
gilt. Hieraus folgt (6.4) mit W3 = 0. [

Genauso kann man auch allgemeine Permutationsgewichte betrachten. Sei hier-
zu m = (7(7))i<k(n) €ine auf der symmetrischen Gruppe S,y Laplace-verteilte
Permutation, die unabhéingig von dem vorliegenden Datensatz Xy 1, . .., Xy k(n)
ist und (Cn,i)z‘gk-(n) eine Familie reeller Zahlen. Dann erfiillen die Permutations-
gewichte

Whi = cnriy, 1 <1< k(n), (6.5)

die Generalvoraussetzungen, falls (6.4) gilt und die Regressionskoeffizienten ¢y, ;

mit arithmetischem Zeilenmittel ¢, := 1/k(n) ng) cn,i den Bedingungen

_ k _
mAX; () [eni — Cnl — 0 und H (e — )7

— 1 geniigen.
Als Beispiel erhélt man die Gewichte aus Hilfssatz 5.13 oder die Zweistichpro-

benpermutationsgewichte.

Beispiel 6.4 (Die Zweistichprobenpermutationsgewichte)

Seien

. 1/2 Lo firl <i<ng,
%¢—<mm> o B (6.6)

k(n) —n%, fir nq <i < k(n)
die Regressionskoeffizienten des Zweistichprobenproblems, vgl. (2.9). Dann er-
filllen die Gewichte Wy ; = ¢, r(),7 < k(n) = n = n1 + ng, vgl. (2.10), die
Generalvoraussetzungen, falls min(ny,ny) — oo und ni/n — p € [0, 1] gilt.
Hierbei ist
(a) Wy = \/gllA — \/gILAc im Fall p € (0,1) eine Zufallsvariable mit 2-
Punktverteilung und Var(Wy) = 1, wobei P(A) = ¢ gelte?.

(b) Wi = 0 fast sicher in den anderen Féllen.

2Fiir den Fall 0 < liminf, .o Z—; < limsup,,_, Z—; < 1 erhilt man Grenzwertsatze fiir die

Resampling-Statistik 7;; aus Teil I durch Betrachtung konvergenter Teilfolgen.
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Beweis. Da die Permutation gleichverteilt ist, sind die Gewichte austauschbar.

Wegen ¢, = 0 folgt Bedingung (6.2) aus

1/2
no 1 ni 1
max |Wh.i| = max C— - — — 0.
i<k(n) ny+mng N1y Ny+ng N2

Die dritte Voraussetzung (6.3) folgt wieder durch Nachrechnen

k(n)
S w2, § L AL S|
-t n,i N, n ny n no

1=

Fir die letzte Voraussetzung werden die beiden Fille getrennt behandelt. Sei

dazu zunéchst ny/ny — 0. Hierfiir zeigt man (6.4) wie folgt

~ . ~ n9 1/2 ni ~ ni 1/2 ng
P(‘\/EWHJ‘ZE) = P<<n1> Ze)n—i-P((nQ) Ze)n
< (7)o
2 2

Durch Vertauschung von n; und ng erhdlt man, dass Var(W;) = 0 auch im Fall

na/n1 — 0 gilt. Den anderen Fall mit Var(W;) = 1 beweist man wie im Beweis
zu Hilfssatz 5.13. [ |

Die bisherigen Resampling-Verfahren haben alle gemeinsam, dass der Umfang
der Resampling-Stichprobe deterministisch vorgegeben wird. Aus diesem Grun-
de haben sich einige Autoren (vgl. u.a. MAMMEN [45][46]) mit Bedingungen
befasst, unter denen Konsistenz des Bootstrap-Verfahrens auch bei zufélligem
Stichprobenumfang vorliegt. Die kommenden Beispiele zeigen, dass sich diese

Verfahren auch in das weighted Resampling einordnen lassen.

Beispiel 6.5 (Der Wild-Bootstrap)
Sei Z,; ein Dreiecksschema von zeilenweise i.i.d. Zufallsvariablen mit
E(Zp1) = 0 und Var(Z, 1) = 1, dann sind die Wild-Bootstrap-Gewichte

definiert durch
1

k(n)
vgl. PAULS [49, Beispiel 2.10.(c)]. Diese erfiillen die Voraussetzungen (6.1) -

Wi o= Zni, 1<i < k(n), (6.7)

(6.3). Die Generalvoraussetzungen, d.h. Voraussetzung (6.4), sind somit erfiillt,
falls Z, 1 zusétzlich noch in Verteilung gegen eine zentrierte Zufallsvariable Wy
mit Var(W;) € {0,1} konvergiert. Diese ist dann auch die Grenzvariable in
(6.4).
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Beweis. Bedingung (6.1) ist nach Definition erfiillt. Da nach der Tchebyscheff

Ungleichung 1 VE} 50 gilt, erfiillt das Dreicksschema (Wp.i)i<k(mn)

{|Zn,1|26
nach dem Lemma von Pratt die Lindeberg-Bedingung

k(n)
LS b= | s 4B 0
— 72,aP = [1 72,dP — 0.
’“(”); Znil2er/F) (Znalzey/kmy =t

Da das Dreiecksschema somit insbesondere infinitesimal ist und sich hieraus
auch \/k(n)WnLO ergibt, folgen die Voraussetzungen (6.2) und (6.3) aus

dem Satz von Raikov. [ |

Der obige Beweis zeigt insbesondere, dass man in Lemma 5.3. von PAULS auf
die Bedingung k(n)~1/2 ng) Zn.i L7~ N(0,1) verzichten kann.
Als Spezialfille des Wild-Bootstraps erhilt man einen normalisierten Bootstrap

sowie einen erweiterten Poisson-Bootstrap.

Beispiel 6.6 (Der normalisierte Bootstrap)

Fiir W; i.i.d. N (1, 1)-verteilte Zufallsvariablen definiert das Dreiecksschema

1
Whi=———=W;—1), 1<i<k(n), (6.8)
k(n)
die Gewichte des normalisierten Bootstraps. Dies erfiillen offensichtlich die

Generalvoraussetzungen mit Var(W;) = 1.

Beispiel 6.7 (Der m(n)-Poisson-Bootstrap)

Es wird zunédchst der klassische Poisson-Bootstrap von MAMMEN [45]46]
vorgestellt. Sei dazu N ~ P(k(n)) eine Poisson-verteilte Zufallsvariable, die un-
abhéngig von der Ausgangsstichprobe (Xp, 1, ..., X, k(n)) ist. Man zieht nun be-
dingt unter Xy 1, ..., Xy, k(n) und N = k mit Zuriicklegen die Poisson-Bootstrap-

Stichprobe X7 ,,..., X7 . Unter der Voraussetzung, dass die Zufallsvariablen
X1+ X k(n) (fast sicher) paarweise verschieden sind, wird durch
Nj=|{1<i<N:Xp;=Xn;}, 1<j<k(n) (6.9)

eine unabhéngige Folge von Poisson-P(1)-verteilten Zufallsvariablen mit N =
Zf(:nl) Nj definiert, vgl. MAMMEN [46, S.15f.|. Die zu diesem Verfahren gehoren-

den Gewichte sind dann durch

1
Wi = ———(N; — 1), 1< < k(n), (6.10)

®Dies impliziert gerade Bedingung (5.2) bei PaurLs [49].
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gegeben und erfiillen die Generalvoraussetzungen mit Var(W;) = 1.

Dieser Ansatz kann nun erweitert werden, indem man fiir eine reelle Teilfolge
(a(n))n C Rso mit lim, o a(n) = a € [0,00] i.i.d. Poisson-P(a(n))-verteilte
Zufallsvariablen Ny, ..., Ny () betrachtet. Dann sind die erweiterten Poisson-

Bootstrap-Gewichte definiert durch

1 (NZ- —a(n)

Wi =
’ k(n)

), 1<i<kin). (6.11)

a(n)
Diese erfiillen die Generalvoraussetzungen mit Var(W;) = 1, falls ¢ > 0 gilt.

Andernfalls liegt der Fall mit Var(W7) = 0 vor.
Die Wahl a(n) = m(n)/k(n) fihrt zu einem sog. m(n)-Poisson-Bootstrap.

N;—a(n)
va(n)

tungswert 0 und Varianz 1 ist, handelt es sich um Wild-Bootstrap-Gewichte, so

zeilenweise 1.1.d. mit Erwar-

Beweis. Da das Dreiecksschema Z,,; :=

dass nach Beispiel 6.5 nur noch die Konvergenz der charakteristischen Funktion

von Zn1

6204(1) = exp (al) (= +exp ()~ 1)

diskutiert werden muss. Fiir a = 0 ergibt sich ¢z, ,(t) — 1 = £o(t).
Die beiden anderen Féllen weist man analog zum Beweis von Lemma 6.4 bei
PauLs [49] nach. |

DEL BARRIO ET AL. [12] haben in diesem Zusammenhang noch ein weiteres
Verfahren vorgeschlagen, dass mehr Gewicht in die Flanken legt. Dieser soge-

nannte heavy-tailed Wild-Bootstrap wird im folgenden Beispiel vorgestellt.

Beispiel 6.8 (Der heavy-tailed Wild-Bootstrap)

Sei (§i)i<k(n) eine i.i.d. Fogle von 0-symmetrischen Zufallsvariablen mit Var(&;) =
oo. Fiir &,; = fill[o,k;(n)l/?](fi) definiert man dann fiir n groft genug die heavy-
tailed Wild-Bootstrap-Gewichte als

Wi = Sni 1<i<k(n). (6.12)

(k(n) - Var(gn))1/2" = 7

Diese erfiillen die Generalvoraussetzungen 3.2 mit W7 = 0, vgl. DEL BARRIO

ET AL. [12, Example 2.1 c)|.

Die Bayesianische Variante des klassischen Bootstraps von Efron wurde 1981
von RUBIN [56] eingefiihrt und ldsst sich wie folgt in das gewichtete Verfahren

integrieren.
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Beispiel 6.9 (Der Bayesian-Bootstrap)
Fiir i.i.d. standard exponential-verteilte Zufallsvariable Wi, ..., Wy, definiert

man die Bayesian-Bootstrap-Gewichte durch

W; 1 .
Whi = /k(n) (Zf(_"l) w, — k(n)) , 1 <i<kE(n). (6.13)

Diese erfiillen die Generalvoraussetzungen mit Var(W;) = 1, vgl. JANSSEN [35,
Example 4]).

Als Verallgemeinerung hiervon erhélt man den zuerst von PRAESTGAARD UND

WELLNER [53] vorgestellten i.i.d. weighted Bootstrap.

Beispiel 6.10 (Der i.i.d. weighted Bootstrap)

Sei (v;); eine Folge strikt positiver i.i.d. Zufallsvariablen mit endlicher Varianz

_ Var(vy)

0 < Var(vy) < cound p? = 5n)? » dann erfiillen die Gewichte des i.i.d. weighted

Bootstraps

Whi = (Zk(n) - k‘(n)) , 1 <i<k(n), (6.14)

p j=1 Vj

die Generalvoraussetzungen mit Var(W;) = 1, vgl. JANSSEN [35, Lemma 6.1].

Den bisherigen Verfahren ist - mit Ausnahme des Permutationsverfahrens - ge-
mein, dass die Resampling-Stichprobe durch Ziehen mit Zuriicklegen aus der
gesamten Stichprobe erzeugt wird. Mit diesen Bedingungen brechen nun die fol-
genden drei Verfahren.

Zunéchst wird das Subsampling-Verfahren vorgestellt, bei dem aus einer sehr
groken Gesamtstichprobe eine verhiltnismifig kleine Resampling-Stichprobe
durch Ziehen ohne Zuriicklegen erzeugt wird, vgl. u.a. DEL BARRIO ET AL.
[12, Example 2.1 d)].

Beispiel 6.11 (Das Subsampling)
Man definiert die Subsampling-Gewichte durch

1 1
Wi = V2 - g, — 1<i<k 1
s= o (Gt =y ) 1S i<k, 615
wobei H,, = (Hp n,k(n)) S0 mehrdimensional hypergeometrisch verteilt
ist, dass P(H, = ) (B))7 fiir o = (28)icpny € {0,115 mit
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ng) 2 = m(n) gilt. Unter der Bedingung % — 0 erfiillen diese Gewichte
die Generalvoraussetzungen mit Var(Wp) = 0.

Beweis. Austauschbarkeit (6.1) und Zentrierung (W, = 0) der Gewichte er-
hélt man unmittelbar aus der Definition. Fiir den Beweis der drei anderen Be-
dingungen sei bemerkt, dass die Zufallsvariablen H,, ; einer hypergeometrischen-
H(k(n), 1, m(n))-Verteilung unterliegen und deshalb mit Wahrscheinlichkeit p,, =
(;:L((ZL)):II)/ (:1((7;))) = m(n)/k(n) den Wert 1 und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,,

den Wert 0 annehmen. So erhélt man die Konvergenzen in (6.2)

(m(n)1/2 I m(n)1/2> o

max |, ;| = max

1<k(n) k‘(n) ’m(n)1/2 k(n)
(6.3)
k(n) k(n) n
oL P T ARSI
i=1 nﬂ m(n) i=1 " k(n) k(n)
und (6.4)

Das folgende Verfahren ist eine Erweiterung des klassischen Jackknife-Verfahrens,
welches vor den Zeiten des Bootstraps recht populédr war, diesem jedoch in der
Regel unterlegen ist, vgl. z.B. Kapitel 11, insbesondere Abschnitt 11.6., bei
EFRON UND TIBSHIRANI [15]. Dort findet man auch eine schéne Einfithrung
in die Methode des klassischen jackknifes. Die folgende Erweiterung findet man

u.a. bei PRAESTGAARD UND WELLNER [53].

Beispiel 6.12 (Der gruppierte jackknife)
Beim gruppierten jackknife wird die Resampling-Stichprobe erzeugt, indem
man aus den Daten zufillig eine feste Anzahl h,, € IN, h,, < n, von Beobachtun-

gen weglisst, vgl. PRAESTGAARD UND WELLNER |53, S.2061]. Dies kann mit
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Hilfe der Koeffizienten

) "hn, falls i <n—h,
Ini = 5

po
0 sonst

beschrieben werden. Die gruppierten jackknife-Gewichte sind dann durch

n — hy (]n T(1) — 1) .
: 1< < 1
- T <i<n (6.16)

definiert, wobei 7 wieder die auf der symmetrischen Gruppe S, gleichverteilte

Wn,i =

Permutation aus Beispiel 2.6 ist. Diese Gewichte erfiillen die Generalvorausset-

zungen mit Var(W;) = 1, falls hy,/n — ¢ € (0,1) fiir n — oo gilt.

Beweis. Die Gewichte sind aufgrund der Definition austauschbar. Die anderen

Bedingungen erhilt man aufgrund von W,, = 0 wie folgt. Zunichst erhiilt man

1 hn, n — hy,
"wfmﬂ¢nm;¢ 10
(6.2). (6.3) folgt aus der Gleichung

> o=t (0 k) () ) =
=1

nhy,

wegen der Konvergenz

max |W, ;
i<n

Weiter gilt

- R,
P(j 1=-1)=-2
(Jn,r(1) ) i

sowie . .

= n n—>nhn

P(j —-1= = 1—

(Jn,f(l) n— hn> n — C
und somit aufgrund von nﬁin — 75 auch
D L= 1—c¢ ~ c
VnWy 1 — Wi mit P(W; = — C):mmmm: ngba

so dass (6.4) mit E(W;) = 0 und Var(W;) = 1 gilt. |

Der obige Beweis zeigt insbesondere, dass sich der klassische jackknife, bei dem
nur eine Beobachtung weggelassen wird, nicht in die vorliegende gewichtete

Theorie einsortieren lisst, da u.a. Bedingung (6.2) verletzt ist.

Das néchste Verfahren scheint auf den ersten Blick mit der Subsampling-Prozedur
verwandt zu sein, da die Gewichte zu derselben Verteilungsklasse gehoren. Je-

doch ist der Ansatzpunkt dieses Verfahrens ein anderer.
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Beispiel 6.13 (Der erweiterte multivariate hypergeometrische Bootstrap)
Beim multivariaten hypergeometrischen Bootstrap erzeugt man von jeder
Stichprobe K Kopien und zieht dann aus den nK Elementen n Mal ohne Zu-
riicklegen. Der Vorteil liegt dabei darin, dass die Masse gleichmaéssiger iiber die
gesamte Stichprobe verteilt wird als beim gewdhnlichen Bootstrap, vgl. PRAEST-
GAARD UND WELLNER [53, S.2060]. Dieser Ansatz wird nun erweitert, indem
man zum Einen zulésst, dass die Anzahl der Kopien h(n) mit n anwichst und
zum anderen m(n) mal ohne Zuriicklegen zieht. Dies wird durch einen multiva-
riat hypergeometrisch verteilten Zufallsvektor Hy, = (Hy,;)i<n mit

(h(n)) e (h(n)) n

h (nh(n))k" D ki =m(n),0 < kj < h(n),
=1

m(n)

P(Hyy =ki,...,Hyp =ky) =

modelliert, vgl. JOHNSON UND Kotz |38, S.91].
Die hierzu gehorenden Gewichte
1 1
n, ‘= ——Hp;——), 1<i<n, 1
W, m(n)(m(n) 7 n) i<n (6.17)
erfilllen die Generalvoraussetzungen mit Var(W;) = 1, falls min(n, h(n)) — oo

und m(n)/n — ¢ € (0,00) gilt.
Um dies zu beweisen, wird der ndchste Hilfssatz benotigt.

Hilfssatz 6.14

Sei H(N,R,n) eine hypergeometrische-Verteilung® zu den Parametern N =
N(n),R = R(n),n € N, die fir n — oo den Bedingungen min(R, N) — oo
sowie nR/N — X € (0,00) geniigen. Dann konvergiert H(N, R,n) schwach ge-

gen eine Poissonverteilung zum Parameter A, i.7.
H(N,R,n) —=P(\). (6.18)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Betrachtung der Totalvariationsabstinde®.
Nach Beispiel 25 aus dem Buch von LINDVALL [42, S.651f.| gilt

R R+n

nN)HTV S 2N— — 0.

|H(N, R,n) —P(

*Zieht man n mal ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit N Kugeln, von denen R verschiedene
rot sind, so beschreibt diese Verteilung gerade die Wahrscheinlichkeit fiir die Anzahl gezogener

roter Kugeln.
*Der Totalvariationsabstand zweier Mafe P und Q auf einem Messraum (£, .A) ist dabei

definiert als [|[P — Q||7v :=sup,c.4 |[P(A) — Q(A)].
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Da man mit Hilfe der majorisierten Konvergenz auch die Konvergenz

[P(n5) ~ PWllry — 0

erhdlt und die Konvergenz in der Norm der Totalvariation schon Verteilungs-

konvergenz impliziert, folgt die Behauptung aus der Dreiecksungleichung. W
Hiermit kann nun die Aussage aus Beispiel 6.13 bewiesen werden.

Beweis. Die Austauschbarkeit der Gewichte folgt unmittelbar aus der Definiti-
on. Weiter gilt W,, = 0. Aus Hilfsatz 6.14 folgt aufgrund von min(n, h(n)) — oo

die vierte Voraussetzung (6.4)

Vi = iy e = Jr etz

wobei Z ~ P(c) gilt.

Fiir die beiden anderen Bedingungen benétigt man nun noch einige Aussa-

gen iiber die Momente der hypergeometrischen Verteilung. Nach JOHNSON UND
Kotz [38, S.92f] gilt fiir die faktoriellen Momente der hypergeometrischen Ver-

teilung®

L ) o n
E (HHX;)) - (Tn(n)) Hh(n)(n) firr = Z?”i, r; € IN().

=1 nh(n>)(T i=1 i=1

Dies impliziert fur feste r; € INg

n

E (HH}:ZZ)) — " < .
i=1
Insbesondere erhilt man die Konvergenzen
E(Hp,1) — ¢, E(Hp;) —cle+1), E(H,;) — ple) < oo, (6.19)
wobei p ein Polynom vom Grad 4 ist, sowie fiir i # j

E(Hn H2 ) — ¢+ c%. (6.20)

Fiir r € N und = € R definiert man =" == 2(x — 1) --- (z — 7 + 1).
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Hiermit lassen sich nun die Bedingungen (6.2) und (6.3) nachweisen. Zum einen

erhélt man aus der allgemeinen Markoff Ungleichung die Konvergenz in (6.2)
Plmax (Wil > ¢) < nP([Hy min), Vm(n)e)
1<n n
< (1 = )
n

e*m(n)
- L om—o
m(n)
Andererseits folgt
B W2) = LS ez - 23 () +
= m(n) R "

— (c+1)—2c+c=1.

Beweist man nun, dass die Varianz der Summe der Quadrate gegen 0 konvergiert,
so folgt auch Bedingung (6.3) und somit die Behauptung. Hierfiir zeigt man

zunichst, dass fiir hinreichend grofies n

Var(ZW ZVar )+ ZCOV mv ) < Z\/ar +o0(1)
i=1
gilt. Dafiir teilt man den zu behandelnden Term wie folgt auf

ZCOV m, = 2E:Cov m, +%ZCOV<Hn’Z‘,Hn,j)

=i

nz’ )

Da nach JounsoN uUND Kotrz [38, S.92f] Cov (Hp,i, Hnj) < 0 gilt und der
Beweis von PRAESTGAARD UND WELLNER [53, S.2083] auch in dieser Situation
Cov (H2,, H? ) < 0 impliziert, kann man in der Abschiitzung die beiden ersten

n,’ n,j

Summen weglassen. Die Konvergenz der letzten Summe gegen 0 ergibt sich mit
Hilfe der Aussagen (6.19) und (6.20)

Cov (Hn i H2 ) E(Hn,zHZ’]) - E(Hn,z) E(sz) —0

Dies impliziert nach (6.19) und (6.20) die Behauptung

ZVar(Wﬁ,i) = m( 2 Var( n1)+ Var( 1)— Cov (Hﬁ)l,HnJ) — 0.

4
]
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Bemerkung 6.15

Wéhlt man im obigen Beispiel 6.13 - wie PRAESTGAARD UND WELLNER [53]
- eine konstante Anzahl von Kopien h(n) = h € N> (., so erhélt man auch fiir
diese Gewichte mit obigem Beweis die Bedingungen (6.1)-(6.3). Allerdings liegt

dann fiir die charakteristische Funktion von H,, 1

nhh) h

h . (,m . koh—exh—k
- S0 Eon () (5 o

k=

Konvergenz gegen die charakteristische Funktion einer B(h, f)-verteilten Zu-

fallsvariable Y vor. Somit ist Bedingung (6.4) erfiillt

1
VW1 2 \/>Y —e=:7,
C

wobei Var(Z) = hgc < 1 gilt. Dieser Fall mit einer Grenzvariablen Z mit

0 < Var(Z) < 1 wird jedoch noch nicht von den in Kapitel 3 aufgefiihrten
Grenzwertsitzen abgedeckt, so dass an dieser Stelle noch weiterer Forschungs-
bedarf besteht. Detaillierte Untersuchungen existieren nur fiir die oben ange-
sprochenen Fille Var(Z) = 1, vgl. JANSSEN [35] sowie JANSSEN UND PAULS
[33], und Var(Z) =0, vgl. DEL BARRIO ET.AL. [12], [13]. O

Wie schon zu Beginn dieser Arbeit in Beispiel 2.3 erwdhnt wurde, versagt das
klassische Bootstrap-Verfahren bei abhéngigen Daten, da dieses keine Abhéin-
gigkeitsstruktur beriicksichtigt. In vielen Féllen kann dies aber wieder durch das

folgende Verfahren behoben werden.
Das Block-Bootstrap-Verfahren

Bei dieser Resampling-Methode besteht die Grundidee darin, die Stichprobe in
verschiedene Blocke der Lénge L(n) > 1 zu unterteilen. Die Block-Bootstrap-
Stichprobe erhélt man dann durch Ziehen mit Zuriicklegen dieser Blécke. Der
Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass die Abhéngigkeitsstruktur der Da-
ten durch Blockbildung nicht zerstért wird.

In der Literatur finden sich viele Versionen dieser Vorgehensweise, die sich durch
die Wahl der Bliécke bzw. der Blockliange (deterministische oder stochastische
Blocklange) unterscheiden. Jedoch haben alle Verfahren aus Konsistenzgriin-

den die Forderung gemein, dass mit wachsendem Stichprobenumfang auch die
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Blocklédnge wichst, vgl. HARDLE ET. AL. [20, S.440]. Diese Forderung wird bei
abhingigen Daten oft dadurch ergénzt, dass die Blécke nicht zu groft werden,
d.h. man benétigt

L(n) — oo und i((Z)) — 0, (6.21)
vgl. LAHIRI [39, S.25]|. Im Folgenden werden zunachst die einzelnen Verfahren
vorgestellt, um dann in die Terminologie der gewichteten Resampling-Verfahren

eingeordnet zu werden.

Beispiel 6.16 (Der Nonoverlapping-Block-Bootstrap)
Wie der Name schon suggeriert, teilt man beim
Nonoverlapping-Block-Bootstrap (NBB) die Stichprobe X 1,..., X, k)

in b(n) iiberschneidungsfreie Blocke
BYPP =X, -1y pmy+1s - Xnizm ), 1 <0 <b(n), (6.22)

der Lange L(n) ein. Dabei wird durch die Wahl der Blockldnge L(n), vgl. hierzu

Bemerkung 6.19, die Anzahl der Blécke b(n) durch b(n) = L%J bestimmt.

Aus der Aufteilung (6.22) zieht man nun r(n) Blécke By, 4,..., B} r(n) Wit Zu-

riicklegen und erhélt so durch Hintereinanderschreiben die NBB-Stichprobe
X , X

n,lo e n,m(n

) mit m(n) =r(n) - L(n). Da fur den Stichprobenumfang nicht
immer k(n) = b(n) - L(n) =: k(n) gilt, werden bei dieser Methode k(n) — k(n)
Beobachtungen nicht beriicksichtigt.

Um dieses Verfahren nun in die Theorie des gewichteten Resamplings einzuord-

nen, summiert man die Beobachtungen innerhalb der Blocke wie folgt auf

(n)
YnjﬁBB = Z X, L(n)-(i-1)+j> 1 < <b(n), (6.23)
j=1

und zieht nun aus dieser neuen Stichprobe r(n) Mal mit Zuriicklegen. Die zu-
gehorigen Resampling-Gewichte sind dann analog zum m(n)-Bootstrap (2.7)

definiert als

1 1 .
Wé\fiBB = /r(n) <r(n) M,%BB - b(n)> , 1 <i<b(n). (6.24)
Dabei ist MNBB .= (MPP, ... ,Mévlff)) ~ M(r(n), ﬁ) multinomialverteilt
zum Stichprobenumfang r(n) = Zf(:nl) MgZBB mit jeweils gleicher Auswahl-

wahrscheinlichkeit Wln)' Analog zu Beispiel 6.2 sind die Generalvoraussetzungen
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erfiillt, wenn min(r(n),b(n)) — oo gilt. Dabei zdhlt der Fall Zézg — 0 zu den

low-Resampling-Gewichten mit Var(W;) = 0.
Die hierzu gehorende Resampling-Statistik ist

b(n) L(n)

,T:;(Yn]zBB) = \/ Z Z W7]LVZBBXTL L(n)-(i—1)+j> (625)

i=1 j=1
fiir die nach Kapitel 3 bekanntlich bedingte zentrale Grenzwersitze existieren’,

Y NBB)

falls das Dreiecksschema (Y,,%°7);<y(n) den dortigen Bedingungen® geniigt.

Ein Nachteil des NBB besteht darin, dass, je nach Wahl der Blocklinge L(n),
nicht der gesamte Stichprobenumfang k(n) ausgeschopft werden kann. Um dies
zu umgehen, kann man von der Forderung der Uberschneidungsfreiheit Abstand

nehmen. In diesem Fall spricht man vom sog. Overlapping-Block-Bootstrap.

Beispiel 6.17 (Der Overlapping-Block-Bootstrap)

Anders als beim NBB wihlt man die Blécke beim Overlapping-Block-
Bootstrap (OBB) so, dass sich zwei aufeinander folgende Blocke nur um ge-
nau eine Beobachtung unterscheiden. Zu geeignet gewéhlter Blocklinge L(n)

definiert man hierbei die Blocke durch
BOPP = {Xni ..., Xpisry—1}, 1 <i<B(n), (6.26)

fiir B(n) = k(n)—L(n)+1. Analog zum NBB zieht man nun hieraus r(n) Blocke
By, B, () mit Zuriicklegen und erhélt so durch Hintereinanderschreiben
die OBB-Stichprobe X o X iy T m(n) = r(n)- L(n). Offensichtlich ist

das klassische m(n)-Bootstrap-Verfahren fiir die Blockldnge L(n) = 1 enthalten.

77/17"

Die Ubertragung ins gewichtete Resampling erfolgt wie oben durch 7(n)-maliges

Ziehen mit Zuriicklegen aus den aufsummierten Beobachtungen

L(n)
VOPB =" Xni4j-1, 1<i<B(n), (6.27)
7=1

innerhalb der Blécke. Die hierzu gehérenden Gewichte sind dann

WP = Vr(n) <T(1n)MnO,iBB - B(ln)>, 1<i< B(n), (6.28)

"Dabei gelten die Grenzwertsitze bedingt nach den zugehdrigen Blscken.

®Die Maximumsbedingung ist beispielsweise erfiillt, falls L(n) - Max; <y | X i L0 gilt,

was zu Bedingungen an L(n) fiihrt.
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wobei MOBE .= (MSJBB, e ,Mgga)) ~ M(r(n), %) diesmal multinomial-
verteilt zum Stichprobenumfang r(n) = Zf:(?) MQZBB

wahlwahrscheinlichkeit % ist und die Generalvoraussetzungen - wie oben - fiir

den Fall min(r(n), B(n)) — oo erfiillt sind.

mit jeweils gleicher Aus-

Durch die Methode des OBB werden die verschiedenen Beobachtungen X, 1, ...,
Xy, k(n)- abhéingig von der Wahl der Blocklénge L(n) - unterschiedlich gewichtet,
da sie nicht alle in gleich vielen Blocken enthalten sind. Um dies zu vermeiden,
haben POLITITS UND ROMANO [41, S.263 ff.] 1992 ausgehend vom OBB den

Circular-Block-Bootstrap entwickelt.

Beispiel 6.18 (Der Circular-Block-Bootstrap)

Das Verfahren des Circular-Block-Bootstraps (CBB) wurde urspriinglich fiir sta-
tiondre Zufallsvariablen konzipiert, ldsst sich aber auch auf beliebige Dreieck-
schema erweitern. Die grundlegende Idee besteht dabei darin, das OBB Ver-
fahren mit dem ,balanced bootstrap resampling” von DAVISON, HINKLEY UND
SCHECHTMANN [11] zu kombinieren, d.h. man méchte jede Beobachtung X, ; in
gleich vielen Blécken wiederfinden. Dazu vervielfaltigt man die Ausgangsstich-

probe Xy 1,..., Xy, k(n) wie folgt
Zno = Xnkmn)s Zni = Xnimodkn), €N (6.29)
Analog zum OBB defniert man nun hierzu Blécke der Lange L(n) durch
BSPP = {Znis. . Znjrriny—1}, 1< <k(n) (6.30)

mit dem Unterschied, dass die Anzahl der Blécke hier nicht von der Léin-
ge L(n) abhingt. Dies bewirkt gerade den gewiinschten Gleichmafigkeitsef-

fekt®. Die CBB-Stichprobe erhiilt man nun wieder, indem man hieraus r(n)

Blocke By q,..., B, r(n) mit Zuriicklegen zieht und die zugehorigen Beobach-
tungen Z; ..., Z, .,y Mit m(n) = r(n) - L(n) hintereinanderschreibt.

Der CBB wird genauso wie die beiden anderen Verfahren ins gewichtete Resamp-

ling implementiert, indem man r(n) Mal mit Zuriicklegen aus den innerhalb der

%An dieser Stelle ist zu bemerken, dass hierdurch weit voneinander entfernte Beobachtungen
wie X, k(n) und Xy 1, die z.B. im m-dependent Fall auch unabhéngig sein kdnnen, in mehreren

Blocken aufeinander folgen.
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Blocke aufsummierten Beobachtungen

L(n)
YVOPP =3 Znivj1, 1<i<k(n), (6.31)
j=1

zieht. Die hierzu gehorigen Gewichte schreiben sich nun als

1 1
CBB ,
WCBB _ My, — — ), 1<i<Ek(n). 32
Dabei ist MCBB .= (MSIBB, Cee Mgf(ff)) ~ M(r(n), ﬁ) multinomialverteilt
zum Stichprobenumfang r(n) = fj}) MTEZBB mit gleicher Auswahlwahrschein-

lichkeit ﬁ und die Generalvoraussetzungen sind - wie oben - fiir den Fall
min(r(n), k(n)) — oo erfiillt.

Bemerkung 6.19

1. Die optimale Wahl der Blockliange L(n) in den drei obigen Beispielen hingt
von der konkreten Situation ab. Will man beispielsweise bei einem Autoregres-
siven Prozess der Ordnung 1 die Varianz Var(e;) des zugehorigen White-Noise-
Prozesses (e;); mittels des NBB schitzen, so hat Carlstein (vgl. [20, S.443])
gezeigt, dass eine Wahl von L(n) o n!/? optimal ist. Dabei bedeutet optimal in
diesem Zusammenhang, dass durch dieses L(n) asymptotisch der kleinste Qua-
drate Fehler des NBB-Varianzschétzers minimiert wird. Weitere Fille finden
sich bei HARDLE ET AL. [20, Abschnitt 3.2]. Dort liegt die Konvergenzrate von

L(n) je nach Situation zwischen n'/3 und n'/S.

2. Aufgrund der ,universellen“ Anwendbarkeit haben einige Autoren vorgeschla-
gen, das Subsampling Verfahren (s.0.) bei abhéngigen Daten anzuwenden, um
die Block-Bootstrap-Methode zu umgehen. Allerdings zeigt sich, dass die ver-
schiedenen Block-Bootstrap-Verfahren im Vergleich zum Subsampling in den
bisherigen Fillen bessere Konvergenzraten liefern, vgl. HARDLE ET AL. [20,
Abschnitt 3.3].

3. Analog zur obigen Implementierung der bekannten Block-Bootstrap- Verfahren,
lassen sich anhand der vorangegangenen Gewichte weitere Block-Bootstrap-
Verfahren entwickeln. Beispielsweise konnte man Blockpermutations-, m(n)-

double-Block-Bootstrap- oder auch Wild-Block-Bootstrap-Verfahren untersu-
chen. a
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Im Folgenden werden einige Resampling-Verfahren vorgestellt, die zwar prak-
tische Anwendungen besitzen, sich aber (noch) nicht als Gewichte von obigem

Typ schreiben lassen.

Beispiel 6.20 (Der Antithetic Bootstrap)

Die Grundidee dieses von HALL |26, S.296f] vorgestellten Verfahrens besteht in
der allgemeinen Tatsache, dass zwei negativ korrellierte Schitzer hy und hg fiir
ein statistisches Funktional g mit gleichen Erwartungswerten E(hi) = E(h2)

und Varianzen Var(hy) = Var(hg) zu einem besseren Schéitzer
hs = %(M + h2)
kombiniert werden kénnen. Es gilt namlich
Var(hy) = i(Var(hl) + Var(hs) + Cov (hy, ha)) < %Var(hl). (6.33)
Die Ubertragung auf den Bootstrap funktioniert wie folgt:

1. Ziehe eine Bootstrap-Stichprobe X* := { X} ,..., X m(n)} aus.
X:= {Xn,h ceny Xn,k(n)}

2. Bezeichne mit j; den zu X7, gehorenden Index, d.h. X}, = X, j, und
erzeuge mit Hilfe einer Permutation 7 € Sy, eine zweite Resampling-
Stichprobe X** := {X}%, ... ,X;*m(n)} mit X% = X, 7(j,)- Diese besitzt

bedingt unter X die gleiche Verteilung wie die Bootstrap-Stichprobe.
3. Ersetze nun einen gegeben Schiitzer h(X) durch ha := 5 (h(X*) + h(X**)).

Dabei ist die Permutation 7 zu wihlen, die die Kovarianz Cov (h(X*), h(X**))
von h(X*) und A(X**) minimiert. Hall zeigt, dass diese in den meisten prakti-
schen Situationen durch die Permutation gegeben ist, die fiir 1 < i < k(n) den
it-grobten Wert X, ()it 1:k(n) der Stichprobe mit dem it-kleinsten X, ;.(n)
vertauscht. Sind die Beobachtungen fast sicher verschieden, so ldsst sich dies

mit Antirdngen d; := di((Xn,i)i<k(n)) wie folgt formulieren

Sn 27 =T((Xni)i<kn)) * di = di(ny—is1-

Die hierzu gehorenden Gewichte konnen mit obiger Permutation wie folgt defi-

niert werden

My + My, 1 1 .
Wi = 2-m(n)< : () ) 1<i<k(n).  (6.34)

2m(n)  k(n) -
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Dabei ist M := (My1, ..., M, k(n)), analog zu den m(n)-Bootstrap-Gewichten
(2.7), eine multinomial-M(m(n), ﬁ)—verteilte Zufallsvariable. Die hierzu ge-

horende Resampling-Statistik ist mit obigen Bezeichnungen gerade

kn) M) (M + My, 1) X —
Ty = k()2 WoiXa; = V2m(k(n) [ Y " 2m(’n)” ' X,
i=1 =1

(n) yx *%
— Xn,i + Xn,i ¥
9 n

— \omn)k(n) min)

—_

1=

Da Mp; und M, ;-1(; jeweils Binomial-B(m(n), ﬁ)—ver‘ceilt sind, kann man

analog zu den Gewichten (2.7) des m(n)-Bootstraps zeigen, dass die anthiteti-
schen Gewichte die Bedingungen (6.2)-(6.4) erfiillen. Jedoch ist zum einen die
Voraussetzung der Unabhangigkeit von den Daten und zum anderen die Aus-

tauschbarkeitsvoraussetzung (6.1) verletzt, da 7 eine Involution ist.
Auch das nichste Verfahren scheitert an denselben Voraussetzungen.

Beispiel 6.21 (Importance Resampling)

Dieses Verfahren stellt eine Verallgemeinerung des m(n)-Bootstraps dar und hat
bei der Schitzung von Verteilungs- und Quantilfunktionen eine gewisse Bedeu-
tung, vgl. HALL |23, S.298ff].

Dabei gewichtet man die verschiedenen Beobachtungen der Ausgangsstichprobe
unterschiedlich, indem man jeder Beobachtung X, ; anstelle von ﬁ eine be-
stimmte Auswahlwahrscheinlichkeit p,; € [0, 1],2262) Pni = 1, zuordnet. Auf
diese Weise erhilt man Gewichte der Form (2.7) mit dem Unterschied, dass
M := (M, ..., M, j(ny) nun multinomial-M(m(n), pp1, - - - Pnk)-verteilt ist.
Hierfiir lassen sich unter geeigneten Voraussetzungen an die Auswahlwahrschein-
lichkeiten zwar die Bedingungen (6.2)-(6.4) ableiten, jedoch ist die Austausch-
barkeitsbedingung (6.1) nur dann erfiillt, wenn alle p,; identisch, d.h. gleich
1/k(n) sind.

Das néchste Beispiel befasst sich mit der Variabilitdt der Resampling-Stichprobe.

Beispiel 6.22 (Der sequentielle Bootstrap)
Zieht man verschiedene Bootstrap-Stichproben BY, ..., B} nach dem klassischen
Verfahren von EFRON - oder auch nach der m(n)-Bootstrap-Methode - so ist

die Information dieser Stichproben, gemessen durch die Anzahl der verschiede-
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nen Elemente, nicht identisch. Da diese Variabilitdt nicht unbedingt wiinschens-
wert ist, vgl. JIMENEZ-GAMARO ET. AL. [37], haben einige Autoren Verfah-
ren entwickelt, die diese Informationsschwankungen verhindern sollen. Hierzu
zihlt u.a. der sequentielle Bootstrap von RAO ET. AL. [54].1% Dabei wird
die Resampling-Stichprobe {X7,..., X} } erzeugt, indem man so lange mit
Zuriicklegen aus der Ausgangsstichprobe {X7,..., X} zieht, bis m < n ver-
schiedene Beobachtungen aufgetreten sind. RAO ET AL. [54] zeigen dabei in
ihrer Arbeit, dass die Wahl m := |n(1 — e~ !)| gewisse Vorteile besitzt.

Da sich die Anzahl N, der Elemente in der Resampling-Stichprobe als Summe

von unabhingigen, geometrisch verteilten Zufallsvariablen''
Np=hL+-+1In

schreiben lésst, vgl. [54, (2.3)], ist dieses Verfahren in gewisserweise der Wild-
Bootstrap-Methodik zuzuordnen. Ob die hierzugeh6renden Resampling-Gewichte
den Generalvoraussetzungen geniigen, mufs jedoch erst noch in Nachfolgearbei-

ten geklart werden.

Neben den oben bereits aufgezdhlten Verfahren existieren in der Literatur viele
weitere Resampling-Methoden.!'? Ob sich diese allerdings auch in einen noch
allgemeineren gewichteten Resampling-Ansatz integrieren lassen, muss sich erst
noch zeigen. Die grofite Problematik stellt hierbei die Abschwéchung der Unab-
héngigkeits- und Austauschbarkeitsbedingung an die Gewichte dar, da diese fiir

die Beweise!? der obigen Verfahren essentiell sind.

1%Fin weiteres Verfahren, das dieselbe Zielsetzung verfolgt, ist das sog. Reduced-Bootstrap-
Verfahren von JIMENEZ-GAMARO ET. AL. [37].

“Hierbei ist 1 = 1 (vom letzten Zug) sowie P(I; = k) = (1 — 1) (%)k_l fir2<j <
m, k € IN.

1271 den bekannteren ziihlen beispielsweise noch das Balanced Bootstrap-Verfahren,
bei dem man jede Beobachtung gleichhiufig in der Bootstrap-Stichprobe haben méchte, sowie
der prepivoted Bootstrap, der eine Mischung aus m(n)-double- und m(n)-Bootstrap darstellt

und sich auch iterativ fortsetzen lédsst, vgl. jeweils Kapitel 9.2.1. bei PAuLs.
3Diese werden in den oben zitierten Arbeiten aus Zentralen Grenzwersitzen von Rangsta-

tistiken unter der Hypothese gleichverteilter Rénge abgeleitet.
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Appendix

A.1 Schwache Konvergenz und bedingte Verteilungen

In diesem Abschnitt werden einige Aussagen iiber die schwache Konvergenz von
bedingten und unbedingten Verteilungen angegeben. Dabei seien stets ein Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) sowie polnische Riaume - d.h. vollstindig metri-
sierbare und separable Riume - (I, &, dg) und (F, F, dr) mit Borel-o-Algebren
€ bzw. F gegeben.

Der folgende Satz iiber stetige Abbildungen ist eines der wesentlichen Hilfsmittel

zum Nachweis von Verteilungkonvergenz.

Satz A.1
Seien X, : (Q,A, P) — (IE,&) Zufallsvariablen und g : E — F eine messbare,
PXo_fast sicher stetige Funktion. Dann folgt aus X, N Xo auch g(Xy) 2, 9(Xo).

Beweis. Vgl. WITTING UND MULLER-FUNK [66, Satz 5.43. |

Da (I, &, dg) und (F, F, dg) polnisch sind, ist auch der Produktraum (ExF,£®

F, dEXF) polnisch mit der kanonischen Produktmetrik

dpxr(z,y) = dg(z1,y1) + dr(z2,y2)

fir x = (x1,22),y = (y1,¥2) € E x F | vgl. BAUER [3, Beispiel 2, S.179].

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung des Hilfssatzes 5.80 b) von

WITTING UND MULLER-FUNK [66, S.74].
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Lemma A.2
Sind Yn,,Y : Q — E und Z, : Q — F Zufallsvariablen mit YnLY und

Zn e F, so liegt auch Verteilungskonvergenz auf dem Produktraum vor
(Y, Zn) - (Y, ).
Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt zum einen
(Yn,0) = (Y,0)
und zum anderen
P(dpxr((Yn,¢), (Yo, Zn)) > €) — 0,

so dass die Behauptung durch Theorem 4.1 von BILLINGSLEY |6, S.25] impliziert
wird. |

Als néchstes wird die schwache Konvergenz von bedingten Verteilungen unter-
sucht.
Hierzu seien T, : (2, A) — (I, £) eine Statistik und F,, C A eine Teil-o-Algebra
fiir n € IN. Dann interessiert man sich haufig fiir das Konvergenzverhalten der
bedingten Verteilungen L£(T,|F,). Dabei ist die Existenz dieser bedingten Ver-
teilung gesichert, da 1), eine Statistik mit Werten in dem polnischen Raum IE
ist, vgl. z.B. BAUER [4, Satz 44.3|.
Unter der P-fast sicheren Verteilungskonvergenz von T,, gegeben F,, gegen eine
Statistik Tp mit Verteilung p, i.Z. L(T,|F») Is, (To) = p, versteht man die
schwache Konvergenz

L(Tn|Fn)(w) —p (A1)

fiir P-fast alle w € Q. Ersetzt man nun die fast sichere durch stochastische
Konvergenz, so ist es aus Griinden der Ubersichtlichkeit geschickter (vgl. z.B.
GINE [19, S.41 f]), die schwache Konvergenz mittels einer Metrik dp auf dem
Raum der Wahrscheinlichkeitsmalke M (IE, E) darzustellen. Damit ist

dip(L(Ty| F), 1) 0 (A2)

nach dem Teilfolgenkriterium dquivalent dazu, dass fiir jede Teilfolge eine weitere
Teilfolge existiert, entlang derer (A.1) fiir P-fast alle w € Q gilt. Die Existenz
einer solchen Metrik d ist allgemein auf polnischen Riumen gesichert, vgl.
WITTING UND MULLER-FUNK [66, S. 50].

Mit Hilfe dieser Konvention ldsst sich nun der folgende Satz beweisen.
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Satz A.3

Fiir alle n € N seien T,, : (2, A) — (E,E) eine Statistik, T, C F, C A
Teil-o-Algebren und p € My (E,E) ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann folgt aus
der unter F,, bedingten Verteilungskonvergenz (A.2) schon die unter T, bedingte

Verteilungskonvergenz

di (L(To|T,), 1) 25 0. (A.3)

Beweis. Durch Anwendung des Teilfolgenkriteriums fiir stochastische Konver-
genz erhélt man zu jeder Teilfolge eine weitere Teilfolge - die im folgenden mit
{n} bezeichnet wird - entlang derer die Konvergenz in (A.2) fast sicher ist. Sei

nun f: B — R stetig und beschrinkt. Dann gilt folgende Gleichheit fast sicher

/fdPTnlf" = E(f o To|Fn),

vgl. z.B. Kapitel 10.2 von DUDLEY [8|. Hieraus folgt aufgrund von (A.2) die

folgende fast sichere Konvergenz

E(f o Tyl F) 22 / fdu.

Da f beschrankt ist, liegt sogar Li-Konvergenz vor

/‘E(foTn|fn)—/fd/¢)dP—>0.

Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung

/|E(foTn—/fdﬂ\%)\dP = /|E(E(foTn—/fdu\fn)\’Z;)\dP

< [B(B(GT - [ a7 | T)ap
= /|E(foTn—/fdu]fn)‘dP—>0
und einer erneuten Anwendung des Teilfolgenkriteriums. |

Als Korollar erhélt man den Zusammenhang zwischen bedingter und unbeding-

ter Konvergenz.

Korollar A.4
Unter den Voraussetzungen von Satz A.8 folgt aus der bedingten schwachen Kon-

vergenz in (A.2) schon die unbedingte schwache Konvergenz

L(T,) % p. (A.4)
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Beweis. Setzt man 7, := {Q,( } fiir alle n € N, so folgt dies aus Satz A.3. W

Um nun den direkten Bezug zu den behandelten Resampling-Verfahren herzu-
stellen, wird im Folgenden vorausgesetzt, dass (Xy,i)i<k(n) mit Xn; : (Q, A, P) —
(E, £) ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen ist, welches unabhiingig! vom re-
ellen Dreiecksschema (Wi i)1<i<i(n) mit Wiy ; : (Q, A, P) = (R, B) sei.

Man interessiert sich nun fiir das Konvergenzverhalten der bedingten Vertei-
lungen L(T}|X,), wobei X, := (Xn,i)i<k(n) der Vektor der Daten und T, :=
T (X, (Whi)i<k(n))) : (82 x Q,A® A, P® P) — (E,&) eine Statistik seien?.
Fiir diesen Fall fasst das folgende Lemma einige wichtige Aussagen iiber die
schwache Konvergenz der obigen bedingten Verteilungen zusammen. Dabei sei-
en Fp, := o(X,) die von X, erzeugte o-Algebra, Ty eine weitere Statistik mit
Verteilung £(Tp) = p und dp sowie dgxr Metriken, die die schwache Konvergenz
auf den Rdumen M (F, F) bzw. Mi(E x F, £ ® F) metrisieren.

Lemma A.5

Unter der Voraussetzung (A.2) gelten die folgenden Aussagen:

(i) Sei f:E — F eine messbare Abbildung, so dass die Menge der Unstetig-
keitsstellen von f eine L(Ty) Nullmenge ist, so gilt

ds(L(f o Tn|Xn), L(f 0 Tp)) 0.

(i3) Sei Ry := Rn((Xni)i<k(n)s (Whi)i<k(n)) eine weitere Statistik mit Werten
I, die stochastisch gegen eine Konstante ¢ € F konvergiere, d.h. R, Pol
c. Dann gilt

dpxr(L((Th, Bn)|Xn), L(T) @ o) — 0.

Beweis. (i) Aufgrund der fast sicheren Eindeutigkeit der bedingten Verteilung,
erhélt man aus der definierenden Gleichung fiir alle A € F die Gleichung

L(f o Tl X = )(A) = L(TulXn = (7 (4)). (A.5)

fast sicher. Nach (A.2) existiert nun fiir jede Teilfolge eine weitere Teilfolge {m}

und eine P-1-Menge M, so dass fiir alle w € M die Konvergenz in (A.1) entlang

'Dies ist wie in Kapitel 3 als Unabhingigkeit auf dem Produktraum (2 x QAR A, P®}5)

zu verstehen.
2Fiir Resampling-Statistiken T,, = T)% bendtigt man zusitzlich, dass | ein R-Vektorraum

ist. Dies ist aber z.B. fiir E = R’ mit abzihlbarer Indexmenge I erfiillt.
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{m} vorliegt. Fiir festes w € M kann man somit hierauf Satz A.1 anwenden und
erhalt so ().

Fiir den Beweis von (i7) findet man nach Voraussetzung fiir jede Teilfolge eine
weitere Teilfolge {m} und eine (P ® P)-1-Menge M, so dass Ry, (w,®) fiir alle

(w,@) € M gegen c konvergiert. Aufgrund von?3
| = Po P(M) = / P(M,)dP(w)
ist My := {w: P(M,,) = 1} eine P-1-Menge, so dass
R ((Xm,i(w))i<km)» Wini)i<im)) — ¢ P- fast sicher (A.6)

fiir alle w € M; gilt. Genauso findet man fiir diese Teilfolge {m} eine weitere
Teilfolge {m1} und eine P-1-Menge Ma, so dass (A.1) und (A.6) entlang {m4}
fiir jedes feste w € My N My gelten. Somit kann man auf £((Tyn,, R, )| Xm, =
X, (w)) das unbedingte Resultat in Form von Lemma A2 fiir festes w anwenden

und erhélt so die Behauptung mit Hilfe des Teilfolgenkriteriums. |

Bemerkung A.6

Der Beweis von (i) funktioniert auch fiir allgemeine Statistiken 75,, die nicht von
der speziellen Gestalt T,, = Tn(Xn, (Whi)i<n) sind. O
Auferdem erhdlt man ein Resultat fiir das Verhalten von Resttermen bei Permu-

tationsverfahren. Diese verhalten sich ndmlich unter Austauschbarkeit genauso

wie im unbedingten Fall.

Lemma A.7
Sei T = (11,...,m) : (Q,A,P) — S, eine gleichverteilte Permutation, welche
unabhdingig von den zeilenweise austauschbaren Zufallsvariablen (X ;)i<n sei.

Dann folgt aus Ry, ((Xn,i)i<n) £, ¢ schon
Rn((Xn,r)i<n) s C.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei ¢ = 0. Aufgrund der Austauschbarkeit erhilt

man fiir jedes feste w € Q

Rn((Xn,Ti(&))i§n>

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung. |

*Die Menge M, := {& € Q: (w,®) € M} ist der w-Schnitt von M.
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Bemerkung A.8

Das Lemma bleibt auch fiir allgemeine Randomisationsverfahren giiltig, wenn
man die Austauschbarkeitsbedingung durch eine Invarianzbedingung ersetzt. Im
Fall von Symmetrietests wire dies beispielsweise durch die 0-Symmetrie gege-
ben. O

Als Nichstes wird ein bedingtes Lemma von Slutzky bewiesen. Hierfiir bendtigt
man, dass & zusétzlich ein topologischer R-Vektorraum ist, d.h. die Addition
EXE > (z,y) — z+y € E und die Skalarmultiplikation RXIE > (A, z) — Az € E
sind bzgl. der gewihlten Topologie stetige Abbildungen.

Lemma A.9
Sei I8 ein topologischer R-Vektorraum. Dann erhdlt man unter den Vorausset-

zungen von Lemma A.5 die folgenden Aussagen
(i) dp(L(T, + Rn|Xy), L(To +c)) =0, falls c € E =T.
(i) di(L(RpTo|X0), £(cTp)) =0, falls c € R =F.

Beweis. Die Behauptungen folgen, wenn man die Aussage (i) aus Lemma A.5

jeweils fiir die Addition und Skalarmultiplikation auf (i) anwendet. [ |

Ist IE ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum, so wird h&ufig auch die stér-
kere Konvergenz in Integralmetriken untersucht, vgl. z.B. BICKEL UND FREED-
MAN [5]. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns an dieser Stelle auf I = R”

und die Mallows-Metrik dpso. Diese wird zunichst definiert.

Definition A.10
Seien p,v € My (RF, B¥) mit [ ||z]|2d(u + v)(z) < co. Hierzu definiert man die
Menge

I, ={X :(Q,A,P) — (R¥ B¥) ist Zufallsvariable mit PX = u}.
Dann ist der Mallows-Abstand von u und v definiert als

d —  inf X —Y|*dP)"*. A
walp) = ([ (1% = YIPaP) (A7)

Der Nachweis der Metrik-Eigenschaft sowie den folgenden Zusammenhang zur

schwachen Konvergenz findet man im Appendix von BICKEL UND FREEDMAN

[5]-



Anhang 130

Lemma A.11
Sei p, € Mi(RF,B*) mit [ ||z|*dun(z) < oo fir alle n € Wo. Dann sind

dquivalent:

dpr2(fins o) — 0, (A.8)
o~ wnd [ Jo|Pdyn(o) [ Yol dpo (o). (A.9)
Beweis. Dies folgt aus Lemma 8.3. von BICKEL UND FREEDMAN [5]. |

Weitere Eigenschaften, wie z.B. ein Analogon zum Satz {iber stetige Abbildung
unter geeigneten Lipschitz Bedingungen findet man ebenfalls im Appendix von

BICKEL UND FREEDMAN |[5].

A.2 Stationire und ergodische Zufallsvariablen

Der vorliegende zweite Teil des Appendix fasst in Kiirze die fiir das Kapitel 3
benétigte Theorie aus dem Buch von StouT [60] iiber stationédre und ergodi-

sche Zufallsvariablen zusammen. Dabei sei stets ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) gegeben.

Definition A.12

(a) FEine Folge von Zufallsvariablen X, : (2, A, P) — (R,B),n € N, heifit
stark (oder auch strikt) stationdr, falls fiir jedes k € IN und B € BY gilt

P((X1,X9,...) € B) = P((Xg, Xgt+1,...) € B), (A.10)
d.h. X1,Xo,... und Xg, Xiy1,... besitzen die gleiche Verteilung.

(b) Sei (Xp)new eine stark stationdre Folge. Eine Menge A € A, die die Dar-
stellung A = {(X1, Xa,...) € B} fiir ein B € BY besitzt, heift invariant
bzgl. (Xpn)nen, falls A = {(Xk, Xx+1,...) € B} fiir alle k € IN gilt.

Die hierzu gehirige o-Algebra* der bzgl. (X,,)new invarianten Mengen wird

mat ‘H bezeichnet.

(¢) Die stark stationdre Folge (X, )new heifit ergodisch, falls jedes invariante
Ereignis die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 besitzt.

“Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass die Menge aller bzgl. (X, )nen invarianten Mengen

eine o-Algebra bildet.
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Bemerkung A.13
1. Ist (X, )nen eine stark stationédre (oder auch ergodische) Folge, so gilt dies

auch fiir (X2),en.

2. Insbesondere ist jede i.i.d. Folge (X, )nen stationdr und ergodisch. a

Beweis. Der erste Teil folgt aus den Theoremen 3.5.3. und Theorem 3.5.8.
bei SToUT [60] und der zweite Teil ist eine Folgerung aus dem 0-1-Gesetz von

Kolmogoroff, vgl. ebenfalls STOUT |60, Lemma 3.5.8.]. [

Nachdem nun alle notwendigen Begriffe eingefiihrt wurden, kann das Hauptre-
sultat - ein starkes Gesetz der grossen Zahlen fiir stationdre und ergodische

Zufallsvariablen - zitiert werden.

Satz A.14
Sei (Xn)new eine stark stationdre Folge mit E(|X1|) < oo, so gilt das folgende

starke Gesetz der grossen Zahlen®

%in — E(X1|H) P-fast sicher. (A.11)

=1

Ist (X)) new sogar ergodisch, so gilt

1 n
- Z X, — E(X1) P-fast sicher. (A.12)
i=1
Beweis. Vgl. Theorem 3.5.7. bei STOUT [60]. |

®Da H ecine Unter-o-Algebra von A und X; integrierbar ist, existiert der bedingte Erwar-
tungswert E(X1|H).



Symbol- und

Abkurzungsverzeichnis

Im Folgenden werden die in dieser Arbeit verwendeten Symbole und Abkiirzun-

gen erldutert.

Symbole

V,d, e, =,V
€7£7C707U787\

|
[']
N
Z
Q
R, RF
R]N
B,Bk,B]N
Id;
Ran

kxk mkxk
Rpé ? IRp>£<l
(Q,A,P)

wird definiert als

iibliche logische Symbole

iibliche Mengenoperationen

Ende einer Bemerkung

Ende eines Beweises

Hinweis auf die Literatur mit Nr. -

Menge der natiirlichen Zahlen

Menge der ganzen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen

Menge der reellen bzw. k-dimensionalen reellen Zahlen
Raum der reellen Folgen (z,,)nen

Borel’sche Mengen auf R bzw. R* bzw. RN

Identitit bzw. Einheitsmatrix auf R¥

Menge der reellen Matrizen mit m Zeilen und n Spalten
Menge der symmetrischen, positiv semidefiniten bzw.
positiv definiten (k x k)-Matrizen iiber R
Wahrscheinlichkeitsraum mit Grundmenge €2,
o-Algebra A und Wahrscheinlichkeitsmaf P
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M1(22, A) Menge aller Wahrscheinlichkeitsmake auf dem Messraum (€2,.4)
1, -] Auf- bzw. Abrundungsklammern

o(-),0(+) Landau-Symbole

op(1) steht fiir eine Folge von Zufallsvariablen, die P-stochastisch

gegen 0 konvergiert

L(X|P) = PX Verteilung von X unter P

L(X]Y) Bedingte Verteilung von X unter Y bzgl. des
Wahrscheinlichkeitsmafles P

X ~P Die Zufallsvariable X besitzt die Verteilung P

Xn 2 x X, konvergiert in Verteilung gegen X

Xn Fox X, konvergiert P-stochastisch gegen X

Xn Isox X, konvergiert P-fast sicher gegen X

P, P P, konvergiert schwach gegen P

E(X) Erwartungswert einer Zufallsvariablen X

Var(X) Varianz einer reellen Zufallsvariable X

Cov (X,Y) Kovarianz der reellen Zufallsvariablen X und Y

Cov (X) Kovarianzmatrix der R¥-wertigen Zufallsvariable X

14 Indikatorfunktion der Menge A

Xin i-te Orderstatistik der reellen Zufallsvariablen X1,..., X,

Sn symmetrische Gruppe der Dimension n

€x Einpunktmaf

B(n,p) Binomialverteilung mit Erfolgswahrscheinlichkeit p

P(N) Poissonverteilung zum Parameter A

M(n,p) k-dimensionale Multinomialverteilung zum Stichprobenumfang

n mit Auswahlwahrscheinlichkeiten p = (p1,...,pn)
N(p,T) k-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert u

und Kovarianzmatrix I'

d Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
Xz Chi-Quadrat-Verteilung mit k Freiheitsgraden
x%;a Das (1 — a)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung

mit k Freiheitsgraden
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Abkiirzungen

bzgl.
bzw.
d.h.

et al.

beziiglich
beziehungsweise

das heifst

et alii (und andere)
folgende
fortfolgende

fast sicher
gegeniiber
unabhéngig identisch verteilt
Seite(n)
sogenannt(e, -er, -es)
vergleiche

zum Beispiel
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