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Zusammenfassung

Die Modulgruppe Γ := PSL(2, Z) der 2×2−Matrizen über Z mit Determinante 1 operiert auf
der oberen Halbebene H := {z = x+iy : x, y ∈ R, y > 0}. Der Bahnenraum Γ\H ist eine nicht
kompakte Riemannsche Fläche und läßt sich durch Hinzunahme der parabolischen Fixpunkte
P1(Q) kompaktifizieren. Bezüglich der in dieser Arbeit betrachteten Untergruppen ∆ < Γ
von endlichem Index zerfällt die projektive Gerade in r < ∞ Spitzenklassen, so daß wir ∆
einen Spitzenvektor S(∆) := [s1, . . . , sr] ∈ (P1(Q))r als vollständiges Repräsentantensystem
der Spitzenklassen zuordnen können und einen kompakten Bahnenraum ∆\H∪{s1, . . . , sr}
erhalten. Zu jedem Stabilisator ∆(si) eines Repräsentanten si ∈ P1(Q) mit Spitzenbreite
wi := [Γ(si) : ∆(si)] existieren Matrizen gi ∈ Γ mit gi∞ = si und g−1

i ∆(si)gi ⊂ Γ(∞), bzw.
hi ∈ PSL(2, R) mit hi∞ = si und h−1

i ∆(si)hi = Γ(∞). Jedem Repräsentanten si ordnen wir
eine Eisensteinreihe zu:

Ei(z, s) :=
∑

δ∈∆(si)\∆

Im(h−1
i δz)s,

die für Re s > 1 absolut konvergiert und ∆−automorph ist. Jede dieser Eisensteinreihen
Ei(z, s) besitzt eine Fourierentwicklung in der Spitze sj für 1 ≤ i, j ≤ r, deren konstante
Terme:

ϕij(s) := π
1

2

Γ(s − 1
2
)

Γ(s)

∑

c∈N

1

(wiwj)sc2s

∣

∣

{

[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ g−1

i ∆(si)gi \ g−1
i ∆gj/g

−1
j ∆(sj)gj

}∣

∣

der Streumatrix Φ(∆, s) := (ϕij(s))1≤i,j≤r
zusammengefasst werden. Im Rahmen dieser Ar-

beit in GAP entwickelte Programme berechnen zu einer Untergruppe ∆ <f Γ Repräsentanten
der Spitzenklasse, die Spitzenbreiten und die Anzahlen bij der Doppelnebenklassen.

Für Gruppen ∆ < Λ < Γ führen wir den Begriff der relativen Spitzenbreite einer Spitze sj
i

von ∆ in Λ ein und konstruieren die Streumatrix von Λ aus der Streumatrix von ∆.

Diese Überlegungen ermöglichen ein weites Feld von Anwendungen: Zum Einen erhalten wir
die Streumatrix einer Kongruenzuntergruppe ∆ aus der Streumatrix ihrer Hauptkongruenz-
untergruppe Γ(n). Daher bestimmen wir zunächst für Γ(p) die Struktur der Streumatrix und
geben die Einträge in sehr expliziter Form an, bevor wir die Ergebnisse so weit wie möglich
auf beliebige Hauptkongruenzuntergruppen Γ(n) übertragen.

Zum Anderen können wir auch für solche Nichtkongruenzuntergruppen ∆, die Untergruppen
einer Kongruenzuntergruppe Λ sind und eine oder mehrere übereinstimmende Spitzenklassen
haben, die Einträge der Streumatrix zumindest teilweise bestimmen. Dann ergeben sich
die zu diesen Spitzenrepräsentanten gehörenden Einträge der Streumatrix von ∆ aus der
Streumatrix von Λ.

Kenntnisse der Struktur der Streumatrix von Γ(p) ermöglichen uns auch, die Determinante
det Φ(Γ(p), s) als Quotient von Produkten aus der Riemannschen ζ−Funktion und Dirich-
letschen L-Reihen zu bestimmen.
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Abstract

The modular group Γ := PSL(2, Z) of 2 × 2−matrices over Z with determinant 1 operates

on the upper half plain H := {z = x + iy : x, y ∈ R, y > 0}. The set of orbits Γ \ H is a

non-compact Riemannian manifold, which can be compactified by adding the parabolic fixed

points P1(Q). Concerning subgroups ∆ < Γ of finite index, the projective line decomposes

into r < ∞ classes of cusps, thus enabling us to choose a vector of cusps S(∆) := [s1, . . . , sr] ∈
(P1(Q))r as a complet set of inequivalent cusps obtaining a compact set of orbits ∆ \ H ∪
{s1, . . . , sr}. For the stabilizer ∆(si) of a representative si ∈ P1(Q) with cusp width wi :=
[Γ(si) : ∆(si)] there exist matrices gi ∈ Γ with gi∞ = si and g−1

i ∆(si)gi ⊂ Γ(∞) as well

as hi ∈ PSL(2, R) with hi∞ = si and h−1
i ∆(si)hi = Γ(∞). To each cusp si we asign the

corresponding Eisenstein series:

Ei(z, s) :=
∑

δ∈∆(si)\∆

Im(h−1
i δz)s,

which converges absolutely, if Re s > 1, and which is ∆−automorph. Each Eisenstein series

Ei(z, s) has a Fourier expansion at the cusp sj for 1 ≤ i, j ≤ r with the constant terms:

ϕij(s) := π
1

2

Γ(s − 1
2
)

Γ(s)

∑

c∈N

1

(wiwj)sc2s
|
{

[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ g−1

i ∆(si)gi \ g−1
i ∆gj/g

−1
j ∆(sj)gj

}

|,

which are collected in the scattering matrix Φ(∆, s) := (ϕij(s))1≤i,j≤r
. We developed pro-

gramms in GAP, which calculate for a subgroup ∆ <f Γ a complete set of inequivalent cusps,

their cusp withs and the numbers bij of double cosets.

For groups ∆ < Λ < Γ we introduce the notion of a relative cusp width of a cusp sj
i of ∆

with respect to Λ and construct the scattering matrix of Λ from the scattering matrix of ∆.

This concept allows for a wide field of applications: Firstly, we derive the scattering matrix

of a congruence subgroup ∆ from the scattering matrix of its principle congruence subgroup

Γ(n). Thus we estimate for Γ(p) the structure of the scattering matrix and present their ent-

ries in an explicit way, before transfering our results as far as possible to principle congruence

subgroups Γ(n).

Secondly, we are able to determine the entries of the scattering matrix at least for such

non-congruence subgroups, which are subgroups of a congruence subgroup and hold one or

more analog cusps classes. Then the entries of the scattering matrix of ∆ belonging to these

cusps arise from the scattering matrix of Λ.

Knowledge of the structure of the scattering matrix enables us to construct the determinant

det Φ(Γ(p), s) as a quotient of products of the Riemannian ζ−function and Dirichlet L-series.
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Einleitung

Die Modulgruppe:
Γ := PSL(2,Z) < PSL(2,R)

der 2 × 2−Matrizen über Z mit Determinante 1 operiert als Fuchssche Gruppe
erster Art auf der oberen Halbebene:

H := {z = x+ iy : x, y ∈ R, y > 0}

mittels Möbiustransformationen.Vermutlich war Gauss der erste, der diese Grup-
pe studierte und mit seinen Untersuchungen die klassische Periode der Theo-
rie der automorphen Funktionen begründete, die ein großes Interesse an dieser
Theorie hervorrief und in Arbeiten von Klein, Fricke und Poincaré gipfelte.
Einen zweiten Aufschwung erlebte die Theorie der automorphen Funktionen
durch einen Artikel von Selberg [Sel56], der den Begriff der automorphen Funk-
tion verallgemeinerte auf Funktionen, die automorph bezüglich einer endlich-
dimensionalen unitären Darstellung einer diskreten Untergruppe von PSL(2,R)
sind. Unabhängig davon erschien ein Artikel von Maass [Maa49], der ähnliche
nicht-analytische automorphe Formen, sogenannte Maass-Wellenformen, defi-
nierte. Durch diese Ideen wurden neue, bisher nicht in der Theorie der automor-
phen Funktionen verwendete Techniken herangezogen und dies führte zu der
Spektraltheorie der automorphen Funktionen.

In dieser Arbeit wollen wir spezielle Γ−automorphe Funktionen untersuchen
und geben dazu im ersten Kapitel dieser Arbeit einen Einstieg in die klassische
Theorie. Der Bahnenraum Γ \ H ist eine nicht kompakte Riemannsche Fläche,
die wir folgendermaßen kompaktifizieren können: Wir betrachten die projektiven
Geraden P1(Q) ⊂ P1(R), wobei wir P1(Q) als die Menge:

P1(Q) :=

{[
x
y

]
∈ Q2 \

{[
0
0

]}}
/ ∼ .

der gekürzten Brüche modulo ±1 von Q2 \ {(0, 0)} modulo der Äquivalenzrela-
tion [ a

b ] ∼ [ c
d ] :⇐⇒ ∃λ ∈ Q⋆ : λ [ a

b ] = [ c
d ] auffassen, und P1(R) als Rand von H

ansehen. Die Modulgruppe Γ operiert dann in natürlicher Weise auf P1(Q) und
P1(R) und die unipotenten (parabolischen) Elemente aus Γ haben Fixpunkte
auf P1(Q), die Spitzen. Γ permutiert die Menge der Spitzen P1(Q) transitiv und
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Einleitung

die Vereinigung Γ\H ∪ {∞} läß sich mit der horosphärischen Topologie zu einer
kompakten Fläche machen. Bezüglich der in dieser Arbeit betrachteten Unter-
gruppen ∆ < Γ von endlichem Index zerfällt die projektive Gerade in r < ∞
Spitzenklassen, so daß wir ∆ einen Spitzenvektor S(∆) := [s1, . . . , sr] ∈ (P1(Q))r

als vollständiges Repräsentantensystem der Spitzenklassen zuordnen können
und einen kompakten Bahnenraum ∆ \ H ∪ {s1, . . . , sr} erhalten. Der Stabi-
lisator

∆(si) := Stab∆(si) := {δ ∈ ∆: δsi = si}
eines Repräsentanten si ∈ P1(Q) einer Spitzenklasse von ∆ läßt sich durch
eine Matrix gi ∈ Γ mit gi∞ = si in den Stabilisator Γ∞ = Γ(∞) der vollen
Modulgruppe einbetten:

g−1
i ∆(si)gi ⊂ Γ∞,

wobei wir den Index wi := [Γ(si) : ∆(si)] als Spitzenbreite von si definieren
und ∆ den Vektor der Spitzenbreiten S(∆) ∈ Nr zuordnen. In obiger Inklusion
können wir die Gleichheit erreichen, wenn wir statt gi ∈ Γ eine Matrix aus
hi ∈ PSL(2,R) wählen mit hi := giŵi für:

ŵi :=

(√
wi 0
0 1√

wi

)
.

Ein Ziel dieser Arbeit war es, ein Programm zu entwickeln, das zu einer gege-
benen Untergruppe ∆ <f Γ den Spitzenvektor S(∆) und den Vektor W (∆) der
Spitzenbreiten bestimmt. Die meisten Programme wurden in GAP (Groups, Al-
gorithms, Programming [GAP]) realisiert, einem frei verfügbaren Computeralge-
brasystem mit dem Schwerpunkt Gruppentheorie. Wenn nötig, wurden zusätz-
liche Programmteile in MAGMA oder Maple implementiert. Die wichtigsten im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten Programme sind im Anhang angefügt.

Im zweiten Kapitel ordnen wir einer Untergruppe ∆ <f Γ eine Familie von
Eisensteinreihen zu, indem wir die Eisensteinreihe Ei(z, s) zu einer Spitze si für
z ∈ H, s ∈ C definieren als:

Ei(z, s) :=
∑

δ∈∆(si)\∆
Im(h−1

i δz)s.

Die Eisensteinreihen konvergieren absolut für Re s > 1 und sind ∆-automorphe
Funktionen. Selberg [Sel89, Sel91] hat gezeigt, daß sie eine Fortsetzung auf die
ganze obere Halbebene besitzen und über eine Funktionalgleichung Ei(z, s) und
Ei(z, 1−s) miteinander in Beziehung setzen, genau wie viele Zetafunktionen. Die
Fourierentwicklung der Eisensteinreihe Ei(z, s) in der Spitze sj ist für Re s > 1
ist definiert als:

Ei(hjz, s) =
∞∑

m=−∞
aij,m(y, s)e2πimx

II



mit aij,m(y, s) :=
∫ 1

0
Ei(hjz, s)e

−2πimxdx, die sich in expliziterer Form angeben
lassen und für die konstanten Terme der Fourierentwicklung folgende Gestalt
haben:

aij,0(y, s) = δijy
s + ϕij(s)y

1−s

mit:

ϕij(s) = π
1
2

Γ(s− 1
2
)

Γ(s)

∑
c̃∈R+

1
c̃2s

∑

d mod c̃ ( ⋆ ⋆
c̃ d )∈h−1

i ∆hj

1

= π
1
2

Γ(s− 1
2
)

Γ(s)

∑
c̃∈R+

1
c̃2s |
{
[( ⋆ ⋆

c̃ ⋆ )] ∈ Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞)

}
|,

die wir in der Streumatrix :

Φ(∆, s) := (ϕij(s))1≤i,j≤r

für Re s > 1 zusammenfassen. Die Streumatrix ist eine symmetrische Matrix,
die sich wegen der Fortsetzbarkeit der Eisensteinreihen auf ganz H fortsetzen
läßt und von der Selberg [Sel89, Sel91] gezeigt hat, daß sie folgende Funktional-
gleichung erfüllt:

Φ(∆, s)Φ(∆, 1 − s) = Idr.

Damit ergibt sich für die Determinate der Streumatrix die Funktionalgleichung:

det(Φ(∆, s)) det(Φ(∆, 1 − s)) = 1.

Für c̃ ∈ R+ läßt sich die Anzahl der entsprechenden Doppelnebenklassen von
Matrizen mit festem Eintrag c̃ links unten:

aij(c̃) := |
{
[( ⋆ ⋆

c̃ ⋆ )] ∈ Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞)

}
|

umformulieren zu einer entsprechenden Anzahl über c ∈ N:

bij(c) := |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ {Twin : n ∈ Z} \ g−1
i ∆gj/{Twjn : n ∈ Z}

}
|

mit T =

(
1 1
0 1

)
und:

aij(c̃) =
√
wi
√
wjbij(c).

Ein im Rahmen dieser Arbeit entwickeltes Programm berechnet zu einer be-
liebigen Untergruppe ∆ <f Γ diese Anzahlen bij der Doppelnebenklassen und
damit die Einträge der Streumatrix bis zu einer beliebigen Grenze.

Im dritten Kapitel konstruieren wir die Streumatrix einer beliebigen Unter-
gruppe Λ <f Γ aus der Streumatrix einer Untergruppe ∆ < Λ. Dazu führen wir
den Begriff der relativen Spitzenbreite einer Spitze sj

i von ∆ in Λ ein, indem wir
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Einleitung

ein Repräsentantensystem der Spitzen von ∆ bezüglich eines Repräsentanten-
systems S(Λ) := [s1, . . . , sr(Λ)] der Spitzen von Λ ein Repräsentantensystem der
Spitzen von ∆ nach unter Λ äquivalent werdenden Spitzen sortieren:

S(∆) = [s1
1 = s1, s

2
1, . . . , s

r1
1︸ ︷︷ ︸

∼Λs1

, s1
2 = s2, s

2
2, . . . , s

r2
2︸ ︷︷ ︸

∼Λs2

, . . . , s1
r(Λ) = sr(Λ), s

2
r(Λ), . . . , s

rr(Λ)

r(Λ)︸ ︷︷ ︸
∼Λsr(Λ)

].

Die relative Spitzenbreite einer Spitze sj
i von ∆ < Λ in Λ wird definiert als:

vj
i := [Λ(sj

i ) : ∆(sj
i )].

Der bisherige Begriff der Spitzenbreite gibt die relative Spitzenbreite einer Spit-
ze in Bezug auf die ganze Modulgruppe Γ an und wird hier in Bezug auf eine
Gruppe Λ < Γ erweitert. Dann bestimmen wir die Anzahl bik der Doppelne-
benklassen von Λ aus den entsprechenden Anzahlen bjlik der Doppelnebenklassen
von ∆:

1. Satz: Für c ∈ N gilt:

vj
i bik(c) =

rk∑

l=1

bjlik(c).

Dieser Satz ermöglicht ein weites Feld von Anwendungen:
Für Kongruenzuntergruppen, das sind solche Gruppen ∆, die für ein n ∈ N eine
Hauptkongruenzuntergruppe

Γ(n) :=

{(
a b
c d

)
∈ PSL(2,Z) :

(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
modn

}

enthalten, können wir mit Satz 1 die Streumatrix von ∆ durch die Einträge
der Streumatrix von Γ(n) angeben. Daher untersuchen wir im vierten Kapitel
dieser Arbeit die Streumatrix von Γ(p) für eine Primzahl p und bestimmen die
Einträge der Streumatrix, indem wir zunächst ihre Spitzen nach den Fasern
folgender Abbildung anordnen:

λ : Γ(p) \ P1(Q) −→ P1(Fp)

[
x
y

]
7−→

[
x
y

]

p

:=

[
xmod p
ymod p

]

und anschließend für die Spitzenklassen jeder Faser die Anzahl der Doppelne-
benklassen für c ∈ N durch einfache Kongruenzen angeben. Wir erhalten so
weitreichende Informationen über die Streumatrix. Insbesondere können wir die

IV



Gesetze zur Bestimmung der Anzahl der Doppelnebenklassen aufzählen und
damit eine Abbildung konstruieren:

F : ∆ \ P1(Q) × ∆ \ P1(Q) −→ Fp/{±1},

die jeweils zwei Spitzen die Nummer ihres zugehörigen Gesetzes zuordnet.
Im nächsten Kapitel erweitern wir diese Überlegungen in zwei Schritten zu-
nächst auf Γ(pk) für k ∈ N und dann auf beliebiges n ∈ N, indem wir eine
ähnliche Abbildung λ konstruieren und für die Elemente ihrer Fasern explizite
Bildungsgesetze für die Anzahl der entsprechenden Doppelnebenklassen bestim-
men. In anderer Form sind diese Ergebnisse teilweise schon bekannt, so gibt He-
jhal [Hej83] allgemeine Formeln für Hauptkongruenzgruppen an, ohne auf die
Struktur der Streumatrix näher einzugehen.
Die tiefergehende Kenntniss über die Struktur der Streumatrix ermöglicht uns
Untersuchungen ihrer Determinante. In Kapitel 6 zeigen wir diese Überlegungen
an dem Beispiel Γ(p) zunächst für eine durch spezielle Zuordnungen reduzierte
Matrix und übertragen die dabei gefundenen Ergebnisse auf die Streumatrix.

2. Satz: Die Determinante der Streumatrix von Γ(p) hat die Gestalt:

det(Φ(Γ(p), s))

= G(s)C

(
p2 − p2s

p2s − 1

)p−1(
p2s+1 − 2p+ p2

p2s − 1

)2(
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)p+1


∏

χj∈V

Lχj
(2s− 1)

Lχj
(2s)




p+1

wobei das Produkt über alle Charaktere χ ∈ V := {χ ∈ F̂⋆
p/{±1} : χ 6= χ0} läuft

mit:

G(s) :=

(
π

1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

)(p+1) p−1
2

und:

C =





(√
p p

p−5
2

)p−1

für p ≡ 1 mod 4
(
p

p−3
2

)p−1

für p ≡ 3 mod 4
.

Für Kongruenzgruppen vermuten wir ausgehend von Satz 1 einfache Formu-
lierungen für die Anzahlen der entsprechenden Doppelnebenklassen, die aber
allen bisherigen Beweisversuchen widerstanden haben und von denen wir einige
im letzten Kapitel als Vermutungen angeben. Unter anderem vermuten wir für
Kongruenzgruppen ∆ mit zwei Spitzen unterschiedlicher Breite folgendes Ge-
setz für die Anzahl der Doppelnebenklassen, durch das die Streumatrix von ∆
bereits vollständig beschrieben wird:
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Einleitung

3. Vermutung: Sei ∆ eine Kongruenzuntergruppe mit genau zwei Spitzen,
Spitzenvektor S(∆) = [s1 = ∞, s2 = g2∞] und Spitzenbreiten W (∆) = [w1, w2].
Dann gilt:

b11(c) =

{
w1ϕ(c) c ≡ 0 mod w1

w2

(w1 − w2)ϕ(c) sonst
.

Auch für gewisse Typen von Nichtkongruenzuntergruppen können wir die Streu-
matrix bestimmen, indem wir in Kapitel 3 einige Folgerungen aus Satz 1 her-
leiten. Erste Beobachtungen dieser Art gibt es von Petersson [Pet82] für Kon-
gruenzuntergruppen mit einer Spitze und allgemeiner von Venkov [Ven81] für
sogenannte zykloide Untergruppen, das sind Untergruppen mit genau einer Spit-
zenklasse, aber nicht notwendig Kongruenzuntergruppen. Wir erweitern dies in
Kapitel 3 auf solche Untergruppen ∆ von Λ, für die wir das gleiche Repräsen-
tantensystem von Spitzenklassen wählen können:

4. Satz: Seien ∆ < Λ zwei Untergruppen von Γ mit S(∆) = S(Λ) = [s1, . . . , sr].
Die Streumatrix von ∆ ergibt sich aus der Streumatrix von Λ durch Multiplika-
tion mit dem Index [Λ : ∆]:

Φ(∆, s) = [Λ : ∆]Φ(Λ, s)

für s ∈ C.

Darüberhinaus gibt es weitere Nichtkongruenzgruppen, für die wir mit Satz 1
zumindest Teile der Streumatrix konstruieren können: Sobald eine Spitzenklas-
se [si] von ∆ und Λ übereinstimmt, also keine Spitzen von ∆ aus dieser Klasse
unter Λ zueinander äquivalent werden, lassen sich die Anzahlen der Doppelne-
benklassen der i−ten Spalte und i−ten Zeile der Streumatrix von ∆ aus den
Anzahlen von Λ bestimmen:

5. Satz: Seien ∆ < Λ Untergruppen von Γ mit zugehörigen Spitzenvektoren
S(Λ) := [s1, . . . , sr(Λ)] und

S(∆) = [s1
1 = s1, s

2
1, . . . , s

r1
1 , s

1
2 = s2, s

2
2, . . . , s

r2
2 , . . . , s

1
r(Λ) = sr(Λ), s

2
r(Λ), . . . , s

rr(Λ)

r(Λ) ].

Darüberhinaus existiere ein rk ∈ {r1, . . . , rr(Λ)} mit rk = 1. Dann ergeben sich
für i ∈ {1, . . . , r(Λ)}:

vj
i bik(c) = bj1ik(c).

Wenn für eine Nichtkongruenzuntergruppe ∆, die Untergruppe einer Kongru-
enzuntergruppe Λ ist, eine übereinstimmende Spitzenklasse [si] beider Gruppen
existiert, sind nach Satz 5 die Anzahlen von ∆ in der i−ten Zeile und in der
i−ten Spalte Vielfache der Euler’schen ϕ−Funktion. In Kapitel 3 finden sich
einige Beispiele solcher Gruppen.

VI



Die Bedeutung dieser Überlegungen können wir an der Determinante der Streu-
matrix zu einer Gruppe ∆ verdeutlichen, die eine analytische Invariante zur
Kontrolle der Spektraltheorie des Laplace-Operators von L2(∆ \ H,C) liefert.
Dieser Zusammenhang ist in Terras, Band 1 [Ter85] ausführlich dargestellt. Da-
zu sei für ein T ∈ R≥0:

N∆(T ) := |{s ∈ C : 0 ≤ Im(s) ≤ T,Re(s) ≥ 1

2
, det(Φ(∆, s)) = 0}|.

Selberg [Sel89, Sel91] hat gezeigt, daß das Weyl’sche asymptotische Gesetz für
die Eigenwerte des Laplace-Operators gilt, falls es zu einem ǫ > 0 eine Konstante
cǫ ∈ R≥0 gibt mit:

N∆(T ) ≪ cǫT
2−ǫ

Für Kongruenzgruppen ∆ und ein c ∈ R≥0 gilt:

N∆(T ) ≤ c T log T,

so daß das Weyl’sche Gesetz immer erfüllt ist. Mit Satz 5 können wir diese
Abschätzung jetzt auch für gewisse Nichtkongruenzgruppen beweisen.

VII
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1 Die Modulgruppe und ihre

Untergruppen

Die Modulgruppe ist eine aus der klassischen Theorie der automorphen Funk-
tionen bestens bekannte Gruppe, die wir in diesem Kapitel zusammen mit ihrer
Operation auf der oberen Halbebene kurz vorstellen, um für die spätere Theo-
rie wichtige Begriffe wie Spitzen und deren Breiten einzuführen. Wir geben nur
einen Überblick über die hier benötigten Begriffe und Sätze, weitere Informatio-
nen, Details und Beweise sind z.B. in den Büchern von Diamond und Shurman
[DS05], Koblitz [Kob84] oder Schoeneberg [Sch74] zu finden.

1.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

Als ein Modell für die hyperbolische Ebene verwenden wir die obere Halbebene
der komplexen Zahlen:

H := {z = x+ iy : x, y ∈ R, y > 0} ,

die eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der vom Poincaré-Differential abge-
leiteten Metrik ist [Iwa02]:

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Die Gruppe SL(2,R) der reellen 2×2-Matrizen mit Determinante 1 operiert auf
H mittels so genannter Möbiustransformationen: Für ein g := ( a b

c d ) ∈ SL(2,R)
und einen Punkt z ∈ H sei:

gz :=
az + b

cz + d
.

Dies ist eine Operation auf der oberen Halbebene, da γ = ( a b
c d ) ∈ SL(2,R) und

z ∈ H auch Im γz > 0 impliziert:

Im γz = Im
az + b

cz + d
= Im

(az + b)(cz̄ + d)

|cz + d|2 = |cz + d|−2 Im(adz + bcz̄).

Wegen det γ = 1 gilt Im(adz + bcz̄) = (ad− bc) Im z = Im z und:

Im γz = |cz + d|−2 Im z.

1



1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Die Möbiustransformationen lassen sich auf x ∈ R ∪ {∞} erweitern:

gx :=
ax+ b

cx+ d
mit g

−d
c

:= ∞ und g∞ :=
a

c

und ergeben meromorphe Funktionen auf:

H⋆ := H ∪ R ∪ {∞} .

Für c = 0 ist dies eine ganze Funktion und für c 6= 0 hat die Transformation
genau einen Pol erster Ordnung bei z = −d/c [Apo76, KK98]. Umgekehrt ist die
Transformation g := ( a b

c d ) durch die zugehörige Funktion bis auf das Vorzeichen
bestimmt, da die beiden Matrizen 1 = ( 1 0

0 1 ) und −1 =
( −1 0

0 −1

)
die identische

Transformation ergeben. PSL(2,R) := SL(2,R)/ {±1} operiert also treu auf H⋆.
Wir beschäftigen uns hier mit diskreten Untergruppen von SL(2,R), und zwar
mit Untergruppen der Modulgruppe:

Γ := PSL(2,Z),

die von zwei Transformationen erzeugt wird:

1.1 Satz: Γ = PSL(2,Z) wird von den beiden Transformationen

B :=

(
0 1
−1 0

)
: z 7−→ −1

z
und S :=

(
0 1
−1 1

)
: z 7−→ 1

−z + 1

erzeugt.

Damit läßt sich jedes γ ∈ Γ darstellen als endliches Produkt in diesen Erzeugern:

γ = Bk1Sl1Bk2Sl2 · . . . ·BknSln

mit ki, li ∈ Z für 1 ≤ i ≤ n. Die in Büchern über Modulformen, z.B. von Koblitz
[Kob84] oder Apostol [Apo76], zu findende Darstellung mit T := ( 1 1

0 1 ) und S
läßt sich mit T = S−1B entsprechend übertragen [Kei02].
Es gibt eine ganze Reihe von Folgerungen für die möglichen Einträge einer Ma-
trix in Γ, von denen wir hier nur zwei zitieren, deren Beweise in Shimura [Shi71]
zu finden sind.

1.2 Satz:

1. Sei γ = ( a b
c d ) ∈ Γ. Dann sind die Einträge spalten- und zeilenweise teiler-

fremd, es gilt also:

ggt (a, b) = ggt (c, d) = ggt (a, c) = ggt (b, d) = 1.
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1.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

2. Zwei teilerfremde Zahlen a, b ∈ Z lassen sich spalten- oder zeilenweise zu
einer Matrix in Γ ergänzen, es existieren also c1, c2, d1, d2 ∈ Z mit

γ1 = ( a c1
b d1

) , γ2 =
(

a b
c2 d2

)
∈ Γ.

Durch Nachrechnen sehen wir, daß sich aus Teil 2 dieses Satzes weitere Anfor-
derungen an die Einträge der Matrizen formulieren lassen:

1.3 Korollar:

1. Seien a, c ∈ Z mit ggt (a, c) = 1. Dann existieren zu einer Primzahl p mit
p|c ganze Zahlen b1, d1 ∈ Z mit p|b1 und

(
a b1
c d1

)
∈ Γ und zu einer Primzahl

p mit p|a existieren b2, d2 ∈ Z mit p|d2 und
(

a b2
c d2

)
∈ Γ.

Insbesondere existieren zu a, c ∈ Z mit a ≡ ±1(p) und c ≡ 0(p) ganze
Zahlen b, d ∈ Z mit b ≡ ±1(p), d ≡ 0(p) und ( a b

c d ) ∈ Γ.

2. Seien a, c ∈ Z mit ggt (a, c) = 1 und p eine Primzahl mit p ∤ a, c. Dann
existieren b1, d1 ∈ Z mit p|b1 und

(
a b1
c d1

)
∈ Γ und b2, d2 ∈ Z mit p|d2 und(

a b2
c d2

)
∈ Γ.

Alle Matrizen in Γ lassen sich folgendermaßen klassifizieren:

1.4 Definition und Satz: Die Elemente γ = ( a b
c d ) ∈ Γ, γ 6= 1 sind entweder

parabolisch oder elliptisch oder hyperbolisch. Genauer gilt:
γ ist parabolisch
:⇐⇒ | Spur γ| = |a+ d| = 2
⇐⇒ γ hat genau einen Fixpunkt in H⋆ und dieser liegt auf R ∪ {∞}
⇐⇒ ∃ A ∈ SL(2,R) mit AγA−1 = ± ( 1 λ

0 1 ) für 0 6= λ ∈ R
(und A−1γ ist der eindeutig bestimmte Fixpunkt von γ in H⋆).

γ ist elliptisch
:⇐⇒ | Spur γ| < 2
⇐⇒ γ hat genau einen Fixpunkt in H

⇐⇒ ∃ A ∈ SL(2,R) mit AγA−1 =
(

cos(ϕ/2) sin(ϕ/2)
− sin(ϕ/2) cos(ϕ/2)

)
= hyperbolische

Drehung um den Winkel ϕ 6= 0 für −π < ϕ
2
< π und Zentrum i

(und A bildet den Fixpunkt von γ nach i ab).
γ ist hyperbolisch
:⇐⇒ | Spur γ| > 2
⇐⇒ γ hat zwei verschiedene Fixpunkte in R ∪ {∞}
⇐⇒ ∃ A ∈ SL(2,R) mit AγA−1 = ±

(
λ 0
0 λ−1

)
für λ ∈ R, λ > 1

(und A bildet die Fixpunkte von γ auf 0 und ∞ ab).

Die Fixpunkte von Γ in H⋆ der parabolischen, elliptischen bzw. hyperbolischen
Elemente von Γ bezeichnen wir als parabolische, elliptische bzw. hyperbolische
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1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Fixpunkte von Γ, die parabolischen Fixpunkte werden auch Spitzen von Γ ge-
nannt. Um zu sehen, daß die Menge der Spitzen der Modulgruppe Γ aus der pro-
jektiven Gerade über Q besteht, führen wir mit der Operation von Q⋆ = Q\{0}
auf Q2 \ {(0, 0)}, die für λ ∈ Q⋆ durch λ(a, b) = (λa, λb) gegeben ist, auf Q×Q
eine Äquivalenzrelation ∼ ein:

(a, b) ∼ (c, d) :⇐⇒ ∃λ ∈ Q⋆ : λ(a, b) = (c, d),

Die projektive Gerade besteht dann aus den Äquivalenzklassen der gekürzten
Brüche modulo ±1 von Q2 \ {(0, 0)}:

P1(Q) :=

{[
x
y

]
∈ Q2 \

{[
0
0

]}}
/ ∼ .

Damit liegen Geraden mit betragsmäßig gleicher Steigung in derselben Restklas-
se, für die wir einen Repräsentanten [ x

y ] mit x, y ∈ N0, y 6= 0 und ggt (x, y) = 1
wählen können und wir nehmen noch die Geraden mit unendlicher Steigung
hinzu, für deren Restklasse wir als Repräsentanten [ 1

0 ] wählen.
Die Operation der Gruppe SL(2,R) auf P1(Q) ist für ein g = ( a b

c d ) ∈ SL(2,R)
und eine Restklasse s = [ x

y ] ∈ P1(Q) definiert als:

gs = g

[
x
y

]
:=

[
ax+ by
cx+ dy

]
.

Wir sehen, daß diese Operation für Γ äquivalent zu den vorher definierten Möbi-
ustransformationen ist, indem wir die Restklasse durch y kürzen und als Bruch
schreiben. Die Operation ist unabhängig von der Wahl des Repräsentanten, da
zu zwei Repräsentanten s1 = [ x1

y1 ] , s2 = [ x2
y2 ] derselben Restklasse in P1(Q) ein

λ ∈ Q⋆ existiert mit λ(x2, y2) = (x1, y1), so daß gs1 und gs1 in derselben Rest-
klasse liegen:

gs1 =

[
ax1 + by1

cx1 + dy1

]
=

[
aλx2 + bλy2

cλx2 + dλy2

]
= λgs2.

Mit diesen Vorüberlegungen können wir jetzt alle Spitzen von Γ bestimmen
(vergleiche z.B. Shimura [Shi71]):

1.5 Satz: Die Menge der Spitzen von Γ ist gleich P1(Q).

Beweis:

Es ist ∞ = [ 1
0 ] ein Fixpunkt des parabolischen Elements T = ( 1 1

0 1 ) ∈ Γ.
Ein beliebiges parabolisches Element γ = ( a b

c d ) ∈ Γ mit c 6= 0 hat nach Satz 1.4
nur einen Fixpunkt s ∈ R ∪ {∞}. Wenn s endlich ist, erfüllt es die Gleichung:

as+ b

cs+ d
= s⇐⇒ cs2 + (d− a)s− b = 0.
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1.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

Da die Diskriminante c(−4bc − (d − a)2) = c(−(a2 + 2ad + d2) + 4(ad − bc))
verschwindet, besitzt obige Gleichung eine doppelte Nullstelle s, die daher in Q
liegen muß.
Umgekehrt existieren zu [ a

b ] mit a, b ∈ N0 und ggt (a, b) = 1 nach dem eukli-
dischen Algorithmus c, d ∈ Z mit ad − bc = 1. Dann folgt γ = ( a b

c d ) ∈ Γ und
γ∞ = [ a

b ]. Da das Bild einer Spitze unter Γ wieder eine Spitze ist, sind alle
Punkte aus P1(Q) Spitzen von Γ. 2

Darüber hinaus haben wir hiermit gezeigt, daß alle Spitzen Γ-äquivalent zu der
Spitze ∞ sind: Für eine Untergruppe ∆ von Γ heißen zwei Elemente z1, z2 ∈ H
∆-äquivalent, in Zeichen z1 ∼∆ z2, wenn ein δ ∈ ∆ existiert mit:

δs1 = s2.

In der ganzen Modulgruppe sind alle Spitzen zueinander äquivalent und damit
folgt Γ\H⋆ = (Γ\H) ∪ {∞} (vergleiche z.B. [Shi71]). Bezüglich dieser Äquiva-
lenzrelation läßt sich eine Untergruppe ∆ der Modulgruppe visualisieren: Eine
Teilmenge F ⊂ H ist ein Fundamentalbereich für ∆, falls F eine zusammen-
hängende Teilmenge von H ist mit den Eigenschaften, daß keine zwei Punkte
von F zueinander ∆-äquivalent sind und daß jeder Punkt der oberen Halbebe-
ne ∆-äquivalent zu einem Punkt aus dem Abschluß von F ist (vergleiche z.B.
[Apo76]). Ein typisches Beispiel ist der Fundamentalbereich der vollen Modul-
gruppe Γ:

F :=

{
z = x+ iy ∈ H : |z| > 1 ∧ −1

2
< Re z ≤ 1

2
oder |z| = 1 ∧ 0 ≤ Re z ≤ 1

2

}
.

Allgemein heißt eine diskrete Untergruppe von PSL(2,C) Fuchssche Gruppe und
kann mit Matrizen aus PSL(2,C) zu einer diskreten Untergruppe von PSL(2,R)
konjugiert werden. Jede Fuchssche Gruppe ∆ hat einen offensichtlich nicht ein-
deutig bestimmten Fundamentalbereich [Iwa02], jedoch haben alle Fundamen-
talbereiche F (∆) von ∆ das gleiche Volumen. Ein Punkt z1 ∈ H⋆ heißt Grenz-
punkt einer Fuchsschen Gruppe ∆, wenn ein z ∈ H⋆ und eine Folge δi ∈ ∆
existieren mit:

lim
i−→∞

δiz = z1.

Wenn die Menge L(∆) dieser Grenzpunkte dem ganzen Rand der oberen Halb-
ebene entspricht, also L(∆) = ∂H⋆ = R, spricht man von einer Fuchsschen
Gruppe erster Art. Jede Fuchssche Gruppe erster Art hat eine endliche Anzahl
von Erzeugern und einen Fundamentalbereich F (∆) von endlichem Volumen
|F (∆)|, der als ein konvexes Polygon gewählt werden kann. Genauer läßt sich
zu einem z1 ∈ H, das nur Fixpunkt der Identität ist, folgendes Normalpolygon
als Fundamentalbereich wählen (vergleiche Iwaniec [Iwa02] ):

D(z1) := {z ∈ H : p(z, z1) < p(z, δz1) für alle δ ∈ ∆, δ 6= 1} .
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1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Abbildung 1.1: Fundamentalbereich für Γ

Ein Fundamentalbereich F (∆) kann nach Abschluß in C⋆ entweder kompakt sein
oder nicht. Im ersten Fall wird ∆ als co-kompakt bezeichnet. Dann muß F (∆)
einen Punkt auf R enthalten und die Seiten von F (∆), die sich in diesem Punkt
treffen, sind orthogonal zu R und formen das Bild einer Spitze. Diese Spitzen
sind genau die Fixpunkte parabolischer Elemente von ∆[Gun62]. Damit ist eine
Fuchssche Gruppe erster Art genau dann nicht co-kompakt, wenn sie minde-
stens ein parabolisches Element enthält. Die hier betrachteten Untergruppen
der Modulgruppe sind nicht co-kompakte Fuchssche Gruppen erster Art. Wir
beschäftigen uns im Weiteren mit Untergruppen ∆ < Γ von endlichem Index,
die daher nur endlich viele ∆-Äquivalenzklassen von Spitzen besitzen [Shi71].

1.6 Definition: Zu einer Untergruppe ∆ von Γ mit endlichem Index sei
r := r(∆) die Anzahl der ∆-inäquivalenten Spitzen und:

S∆ := ∆\P1(Q)

die Menge der ∆-Äquivalenzklassen der Spitzen mit dem Spitzenvektor:

S(∆) := [s1, . . . , sr] ∈ (P1(Q))r

als ein vollständiges Repräsentantensystem.

Da eine dieser Äquivalenzklassen die Spitze ∞ enthalten muß, können wir S(∆)
gegebenenfalls so wählen, daß s1 = ∞ der Repräsentant dieser Klasse ist.
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1.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

1.7 Definition: Für ein s ∈ P1(Q) sei

Stab∆(s) := ∆(s) := ∆s := {δ ∈ ∆: δs = s}

der Stabilisator von s in ∆.

Das wichtigste Beispiel ist der Stabilisator Γ∞ der vollen Modulgruppe:

Γ∞ = Γ(∞) = {T n : n ∈ Z} mit T =

(
1 1
0 1

)
,

der mit den Stabilisatoren der anderen Spitzen in folgendem Zusammenhang
steht: Zu einer Spitze si = [ x

y ] ∈ P1(Q) von ∆ und zugehörigem Stabilisator
∆(si) existiert eine Matrix gi = ( a b

c d ) ∈ PSL(2,Z), so daß gi∞ = si, da alle
Elemente aus P1(Q) Γ-äquivalent sind. Die erste Spalte von gi ist eindeutig
bestimmt:

gisi =

(
a b
c d

)[
1
0

]
=

[
a
c

]
=

[
x
y

]
⇐⇒ a = x ∧ c = y.

Da ggt (x, y) = 1 ist, existieren nach dem euklidischen Algorithmus b, d ∈ Z mit

dx− by = 1 = det gi.

Die zweite Spalte von gi ist nicht eindeutig bestimmt, da neben b, d ∈ Z auch
d + ny, b + nx für n ∈ Z die Gleichung erfüllen. Insgesamt ist gi also bis auf
Translation von rechts mit T n eindeutig bestimmt und es folgt:

g−1
i ∆(s)gi ⊂ Γ∞,

da sich der Stabilisator der vollen Modulgruppe zur Spitze si folgendermaßen
umformen läßt:

Γ(si) = Γ(gi∞) =
{
γ ∈ Γ : g−1

i γgi∞ = ∞
}

=
{
γ ∈ Γ : g−1

i γgi ∈ Γ∞
}

=
{
γ ∈ Γ : γ ∈ giΓ∞g

−1
i

}
= giΓ∞g

−1
i

=
{
giT

ng−1
i : n ∈ Z

}
.

Da ∆(si) = Γ(si) ∩ ∆ ≤ ∆ und ∆ ≤f Γ, existiert

wi := min
{
n ∈ N : giT

ng−1
i ∈ ∆

}

und damit gilt:
∆(si) = gi {Twin : n ∈ Z} g−1

i .

Dieses Minimum bezeichnen wir als die Spitzenbreite der Spitze si. Spitzen der-
selben Äquivalenzklasse aus S∆ haben die gleiche Spitzenbreite, so daß diese
Definition unabhängig von der Wahl des Repräsentanten si ist:
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1.8 Lemma:

Sei s1 ∈ P1(Q) Spitze von ∆ der Breite w1 und s2 ∈ P1(Q) mit s1 ∼∆ s2. Dann
ist auch s2 Spitze von ∆ der Breite w1.

Beweis:

Die Spitze s2 habe die Breite w2. Wir wählen für s1, s2 Matrizen g1, g2 ∈ Γ mit
g1∞ = s1, g2∞ = s2 und ein δ ∈ ∆ mit s1 = δs2. Dann gilt:

∆(s1) = g1 {Tw1n : n ∈ Z} g−1
1

und wegen g2 = δ−1g1 ergibt sich:

∆(s2) = g2 {Tw2n : n ∈ Z} g−1
2 = δ−1g1 {Tw2n : n ∈ Z} g−1

1 δ ⊂ ∆.

Damit gilt auch g1 {Tw2n : n ∈ Z} g−1
1 ⊂ ∆ und wir erhalten:

w2 = w1 = min
{
n ∈ N : g1T

ng−1
1 ∈ ∆

}
.

2

Die Definition der Spitzenbreite ist offensichtlich unabhängig von der Wahl der
gi, da gi bis auf Translation von rechts mit T n eindeutig bestimmt ist und sich
daher dieselben Stabilisatoren ergeben.

1.9 Definition: Einer Untergruppe ∆ von Γ mit endlichem Index und Spitzen-
vektor S(∆) = [s1, . . . , sr] ∈ (P1(Q))r ordnen wir den Vektor der Spitzenbreiten
zu:

W (∆) := [w1, . . . , wr] ∈ Nr.

Für die Breite wi einer Spitze si ∈ S∆ und zugehöriger Matrix gi = ( a b
c d ) ∈

PSL(2,Z) mit gi∞ = si gilt:

g−1
i ∆(si)gi = {Twin : n ∈ Z} ⊂ Γ(∞).

Im Allgemeinen gilt in der letzten Inklusion noch keine Gleichheit, wir können
sie aber erreichen, wenn wir statt gi ∈ Γ eine Matrix aus PSL(2,R) wählen: Sei:

ŵi :=

(√
wi 0
0 1√

wi

)

und hi := giŵi ∈ PSL(2,R). Indem wir die Gruppenoperation entsprechend auf
reelle Zahlen erweitern, folgt:

hi∞ = giŵi

[
1
0

]
= gi

[√
wi

0

]
= gi

[
1
0

]
= si

8



1.1 Die Modulgruppe und die obere Halbebene

und wir erhalten:

h−1
i ∆(s)hi =

( 1√
wi

0

0
√
wi

)
g−1

i ∆(s)gi

(√
wi 0
0 1√

wi

)

=

( 1√
wi

0

0
√
wi

){(
1 win
0 1

)
: n ∈ Z

}(√
wi 0
0 1√

wi

)

= {T n : n ∈ Z} = Γ∞.

Damit haben wir folgenden Satz hergeleitet:

1.10 Satz: Zu jeder Spitze si ∈ S(∆) existiert ein gi ∈ Γ mit:

1. gi∞ = si

2. g−1
i ∆(si)gi = {Twin : n ∈ Z}

Dabei ist gi bis auf Multiplikation von rechts mit T n für n ∈ Z eindeutig bestimmt
und mit hi := giŵi ∈ PSL(2,R) gilt

h−1
i ∆(si)hi = Γ(∞).

Die Spitzenbreite ist invariant bezüglich Konjugation, so daß zueinander konju-
gierte Untergruppen insgesamt die gleichen Spitzenbreiten haben, diese Breiten
aber bei jeder Untergruppe anderen Spitzenklassen zugeordnet sein können:

1.11 Lemma: Sei s1 ∈ P1(Q) Spitze von ∆ der Breite w1 und γ ∈ Γ. Dann ist
γs1 Spitze von γ∆γ−1 der Breite w1.

Beweis:

Da s1 Spitze von ∆ ist, existieren ein parabolisches δ ∈ ∆ mit δs1 = s1

und | Spur δ| = 2 und ein g1 ∈ Γ mit g1∞ = s1 nach Satz 1.10. Dann folgt
γδγ−1 ∈ γ∆γ−1 mit γδγ−1γs1 = γs1 und | Spur γδγ−1| = 2, da die Spur in-
variant bezüglich Konjugation ist. Wie im Beweis von Lemma 1.8 sehen wir,
daß die Spitzenbreite w2 von γs1 gleich der Breite von s1 ist, da ∆(γs1) =
γg1 {Tw2n : n ∈ Z} g−1

1 γ−1 und damit folgt:

g1 {Tw2n : n ∈ Z} g−1
1 ⊂ ∆ und w2 = w1.

2

Die Breite einer Spitze entspricht offensichtlich dem Index des zugehörigen Sta-
bilisators:

1.12 Lemma: Sei ∆ eine Untergruppe von Γ mit endlichem Index, Spitzenvek-
tor S(∆) = [s1, . . . , sr] und Spitzenbreiten W (∆) = [w1, . . . , wr]. Dann gilt für
alle i ∈ {1, . . . , r}:

[StabΓ(si) : Stab∆(si)] = wi.

9



1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Beweis:

Nach Satz 1.10 existieren zu den Spitzen si Matrizen gi = ( a b
c d ) ∈ PSL(2,Z)

mit gi∞ = si und mit diesen Matrizen erhalten wir hier:

StabΓ(si) = StabΓ(gi∞) = {γ ∈ Γ : γgi∞ = gi∞}
=

{
γ ∈ Γ : g−1

i γgi∞ = ∞
}

=
{
γ ∈ Γ : g−1

i γgi ∈ Γ∞
}

= gi StabΓ(∞)g−1
i =

{
giT

ng−1
i : n ∈ Z

}

und
Stab∆(si) = StabΓ(gi∞) ∩ ∆ = {giT

wingi−1 : n ∈ Z} .
Insgesamt

ord(StabΓ(si)/ Stab∆(si)) = ord(
{
giT

ng−1
i : n ∈ Z

}
/
{
giT

wing−1
i : n ∈ Z

}
)

= ord(
{
[giTg

−1
i ], [giT

2g−1
i ], . . . , [giT

wig−1
i ]
}
)

= wi

2

Normalteiler haben einen speziellen Vektor der Spitzenbreiten, die Umkehr des
folgenden Lemmas gilt aber nicht:

1.13 Lemma: Eine Untergruppe ∆ <f Γ sei Normalteiler mit Spitzenklassen
S∆. Dann haben alle Spitzen die gleiche Breite.

Beweis:

Sei w1 die Breite der Spitze s1 = ∞ als Repräsentant der Spitzenklasse [∞]. Um
zu zeigen, daß jede andere Spitze si ∈ S∆ ebenfalls die Breite w1 hat, wählen
wir gi ∈ Γ mit si = gi∞ nach Satz 1.10, so daß gilt:

StabΓ(si) = gi StabΓ(∞)g−1
i .

Da ∆ ein Normalteiler ist, definiert:

f : ∆ −→ ∆
δ 7−→ giδg

−1
i

einen ∆-Automorphismus. δsi liegt in derselben Nebenklasse wie si und es folgt:

g−1
i δgi∞ = ∞ , also Stab∆(∞) = gi Stab∆(∞)g−1

i

und daher:

[StabΓ(si) : Stab∆(si)] = [gi StabΓ(∞)g−1
i : gi Stab∆(∞)g−1

i ]
= [StabΓ(∞) : Stab∆(∞)] = w1.

2
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1.2 Kongruenzuntergruppen

Ein Ziel dieser Arbeit war es, ein Programm zu entwickeln, das zu einer gege-
benen Untergruppe ∆ <f Γ den Spitzenvektor S(∆) und den Vektor W (∆) der
Spitzenbreiten bestimmt. Die meisten Programme wurden in GAP (Groups, Al-
gorithms, Programming) realisiert. Weitere Informationen sind auf der homepa-
ge turnbull.mcs.st-and.ac.uk/∼gap/ [GAP] zu finden. Wenn nötig, wurden
zusätzliche Programmteile in MAGMA oder Maple implementiert. Die wichtig-
sten im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Programme sind im Anhang ange-
fügt und können zusammen mit weiteren Programmen und Beispieldateien von
meiner homepage heruntergeladen werden: ckeil.de.

1.2 Kongruenzuntergruppen

Eine Untergruppe ∆ der vollen Modulgruppe mit endlichem Index wird als
Kongruenzuntergruppe bezeichnet, wenn ∆ die Hauptkongruenzuntergruppe:

Γ(n) :=

{(
a b
c d

)
∈ PSL(2,Z) :

(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
modn

}

für ein n ∈ N enthält, und andernfalls als Nicht-Kongruenzuntergruppe. Die
Hauptkongruenzuntergruppe Γ(n) ergibt sich als Kern des Gruppenhomomor-
phismuses:

φ : Γ −→ PSL(2,Z/nZ),

der die Einträge der Matrizen modulo n reduziert, und ist eine normale Unter-
gruppe vom Index [Sch74]:

µ = [Γ : Γ(n)] =

{
6 n = 2
n3

2

∏
p|n(1 − 1

p2 ) n > 2.

Hauptkongruenzuntergruppen haben:

r =
µ

n

Klassen inäquivalenter Spitzen [Pet82] und da sie normale Untergruppen sind,
folgt mit Lemma 1.13, daß jede der r Spitzen die Breite n hat.
Für eine Kongruenzuntergruppe ∆ folgt aus Γ(n) ⊂ ∆ auch Γ(k) ⊂ ∆ für jedes
Vielfache k ∈ N von n. Daher existiert eine kleinste solche Zahl, die Klein als den
Level oder die Stufe der Kongruenzuntergruppe ∆ bezeichnet [KF66]. Wichtige
Beispiele für Kongruenzuntergruppen sind die volle Modulgruppe Γ = PSL(2,Z)
als Kongruenzgruppe vom Level 1, die Heckeuntergruppen:

Γ0(n) :=

{(
a b
c d

)
∈ Γ: c ≡ 0 modn

}

11



1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

vom Level n und die dazu konjugierten Untergruppen [Leh64]:

Γ0(n) :=

{(
a b
c d

)
∈ Γ: b ≡ 0 modn

}
= BΓ0(n)B−1

mit B :=

(
0 −1
1 0

)
.

Ein Beispiel eines Fundamentalbereiches der Hauptkongruenzuntergruppe Γ(5)
ist in Abbildung 1.2 aufgeführt. Die Bilder wurden mit einem Programm von
Verill[Ver] erzeugt, das für bestimmte Typen von Kongruenzuntergruppen ihren
Fundamentalbereich zeichnet.

Abbildung 1.2: Fundamentalbereich für Γ(5)

Für eine Kongruenzuntergruppe ∆ von Γ vom Level n gibt es bekannte Resultate
über den Vektor W (∆) = [w1, . . . , wr] der Spitzenbreiten, die wir teilweise mit
Überlegungen aus Kapitel 3 deutlich einfacher beweisen können.

1.14 Satz: Es existiert ein wi ∈ W (∆) mit wi = ggt W (∆) = ggt {w1, . . . , wr}.
Insbesondere ist diese Breite die kleinste, also gilt wi = minW (∆).

Larcher beweist diesen Satz zusammen mit weiteren interessanten Zusammen-
hängen in dem Artikel [Lar82], aus dem wir hier noch den folgenden Satz zitie-
ren:

1.15 Satz: Sei w1 die Spitzenbreite der Spitze s1 = ∞ und wi die Spitzenbreite
der Spitze si = 0, wobei nicht notwendig i 6= 1 gelten muß. Dann gilt w1wi ≡
0 modn.

12



1.3 Ein Algorithmus zur Bestimmung der Kongruenzuntergruppen

Der Begriff Level wurde von Wohlfahrt [Woh89, Woh64] für eine beliebige Un-
tergruppe ∆ von Γ mit endlichem Index definiert als das kleinste gemeinsame
Vielfache der Spitzenbreiten von ∆. Wir werden daher für eine beliebige Unter-
gruppe ∆ < Γ unter dem erweiterten Level das kleinste gemeinsame Vielfache
n = kgV W (∆) vestehen. Fricke und Wohlfahrt [Woh64, KF66] haben gezeigt,
daß für Kongruenzuntergruppen diese Definition mit der früheren Definition des
Levels als die größte natürliche Zahl n mit Γ(n) ⊂ ∆ übereinstimmt. Nach Lar-
cher [Lar82] existiert zu einer Kongruenzuntergruppe vom Level n auch eine
Spitze der Breite n, so daß insgesamt auch das kleinste gemeinsame Vielfache
angenommen wird:

1.16 Satz: Es existiert ein wi ∈ W (∆) mit wi = kgV W (∆) = kgV {w1, . . . , wr}.
Insbesondere ist diese Breite die größte, also gilt wi = maxW (∆).

Damit ist für eine beliebige Untergruppe ∆ von Γ sofort klar:

1.17 Lemma: Wenn zu einer Untergruppe ∆ < Γ keine Spitze si ∈ S(∆) exi-
stiert mit wi = ggt W (∆) und keine Spitze sj ∈ S(∆) existiert mit wj =
kgV W (∆), dann kann ∆ keine Kongruenzuntergruppe sein.

Der Index [Γ : ∆] einer Kongruenzuntergruppe muß damit größer oder gleich
ihrem Level sein, da ∆ eine Spitzenklasse dieser Breite besitzt und damit den
zugehörigen Stabilisator enthält. Die Gleichheit gilt nur für sogenannte zykloide
Kongruenzuntergruppen: Eine Untergruppe von Γ, deren Spitzen alle zueinan-
der äquivalent sind, heißt zykloid und kann entweder eine Kongruenzuntergruppe
sein oder nicht. Zykloide Kongruenzuntergruppen wurden von Petersson unter-
sucht [Pet82], Untersuchungen für beliebige zykloide Untergruppen findet man
bei Venkov [Ven81]. Nach Klein und Fricke [KF66] bilden die zykloiden Un-
tergruppen nur einen verschwindend kleinen Bruchteil aller Untergruppen der
Modulgruppe.

1.3 Ein Algorithmus zur Bestimmung der

Kongruenzuntergruppen

Da für ein n ∈ N die Hauptkongruenzuntergruppe Γ(n) den Kern des Gruppen-
homomorphismuses φ bildet, ergibt sich die kurze exakte Folge:

1 −→ Γ(n)
i−→ PSL(2,Z)

φ−→ PSL(2,Z/nZ) −→ 1.

Sei nun ∆ < PSL(2,Z) eine beliebige Untergruppe mit Index µ = [Γ : ∆],
Spitzenvektor S(∆) und zugehörigen Spitzenbreiten W (∆). Ferner existiere ein
si ∈ S(∆) mit wi = kgV (W (∆)), da ∆ nach Lemma 1.17 nur dann eine Kon-
gruenzuntergruppe sein kann. Dann ist n = wi der erweiterte Level von ∆ und

13



1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

es ist zu überprüfen, ob Γ(n) ⊂ ∆.
Um dies zu beantworten, verwenden wir die von Behr und Mennicke [BM68] an-
gegebenen Relationen zu Beschreibung von SL(2,Z/nZ) als Untergruppe einer
freien Gruppe mit zwei Erzeugern modulo der von den Relationen erzeugten
normalen Untergruppe. Diese sogenannten Mennicke-Repräsentationen lassen
sich durch Identifizieren von ±1 auf PSL(2,Z/nZ) übertragen. Eine einfache
Darstellung dieser Relationen in Abhängigkeit von n findet sich bei Hsu, der
sich ebenfalls damit beschäftigt, Kongruenzuntergruppen von SL(2,Z) zu iden-
tifizieren [Hsu96]. Er löst dieses Problem, indem er eine gegebene Untergruppe
durch Permutationen beschreibt und einen Algorithmus angibt, um für diese Zy-
kel mithilfe der Mennicke-Repräsentationen zu entscheiden, ob es sich um eine
Kongruenzuntergruppe handelt oder nicht. Da wir Untergruppen der Modul-
gruppe über Erzeuger angeben, nutzen wir die folgenden Relationen für einen
eigenen Algorithmus, dessen Implementierung im Anhang zu finden ist.

1.18 Satz: Sei n ∈ N ungerade und sei 1
2

das multiplikativ Inverse von 2 modn.
SL(2,Z/nZ) ist isomorph zu:

G = 〈a, b | an = 1
(ab−1a)4 = 1
(b−1a)3(ab−1a)−2 = 1

(b2a−
1
2 )3(ab−1a)−2 = 1〉.

Diese Relationen sind erfüllt für a = T = ( 1 1
0 1 ) und b = (BTB)−1 = ( 1 0

1 1 ).

1.19 Satz: Sei n = 2e, sei 1
5

das multiplikativ Inverse von 5 modn und sei
s := l20r−

1
5 l−4r−1. SL(2,Z/nZ) ist isomorph zu:

G = 〈l, r | ln = 1
(lr−1l)4 = 1
(r−1l)3(lr−1l)−2 = 1
(lr−1l)−1s(lr−1l)s = 1
s−1rsr−25 = 1
(sr5lr−1l)3(lr−1l)−2 = 1〉.

Diese Relationen sind erfüllt für l = T = ( 1 1
0 1 ) und r = ( 1 0

1 1 ).

1.20 Satz: Sei n = 2em ungerade mit e 6= 0, sei 1
2

das multiplikativ Inverse
von 2 modn, 1

5
das multiplikativ Inverse von 5 modn und sei s := l20r−

1
5 l−4r−1.

Sei c ∈ N mit c ≡ 0 mod 2e ∧ c ≡ 1 modm und d ∈ N mit d ≡ 1 mod 2e ∧

14



1.3 Ein Algorithmus zur Bestimmung der Kongruenzuntergruppen

d ≡ 0 modm. Es sei a = Lc, b = Rc, l = Ld, r = Rd.
SL(2,Z) ist isomorph zu:

G = 〈L,R | Ln = 1
[a, r] = 1
[b, l] = 1
(ab−1a)4 = 1
(b−1a)3(ab−1a)−2 = 1

(b2a−
1
2 )3(ab−1a)−2 = 1

(lr−1l)4 = 1
(r−1l)3(lr−1l)−2 = 1
s−1(lr−1l)−1s−1(lr−1l) = 1
r25s−1r−1s = 1
(sr5lr−1l)3(lr−1l)−2 = 1〉.

Diese Relationen sind erfüllt für L = T = ( 1 1
0 1 ) und R = ( 1 0

1 1 ).

Mit diesen Relationen können wir nun entscheiden, ob es sich bei einer gege-
benen Gruppe ∆ um eine Kongruenzuntergruppe handelt oder nicht. Um die
Korrektheit des dafür entwickelten Algorithmus zu beweisen, betrachten wir
die freie Gruppe in den Erzeugern A und B und erweitern die Relationen der
Mennicke-Repräsentationen in A und B um die Relation −1 = 1, so daß wir
eine Repräsentation von PSL(2,Z/nZ) erhalten. Nach den obigen Sätzen sind
die Relationen unabhängig von n erfüllt für A = ( 1 1

0 1 ) und B = ( 1 0
1 1 ) und Γ wird

auch von A = ( 1 1
0 1 ) und B = ( 1 0

1 1 ) erzeugt. Es seien R̃1, . . . , R̃ν die Relationen
der Mennicke-Repräsentation von PSL(2,Z/nZ) ausgewertet für A = ( 1 1

0 1 ) und
B = ( 1 0

1 1 ). Damit formulieren wir folgenden Satz:

1.21 Satz: Sei ∆ < Γ vom Index µ = [Γ : ∆] mit erweitertem Level n. Ferner
seien R1, . . . , Rν die Relationen der Mennicke-Repräsentation von PSL(2,Z/nZ)
und R̃1, . . . , R̃ν die Relationen ausgewertet für A = ( 1 1

0 1 ) und B = ( 1 0
1 1 ). Dann

gilt Γ(n) ⊂ ∆ genau dann, wenn γRiγ
−1 ∈ ∆ für alle γ ∈ Γ und i = 1, . . . , ν.

Beweis:

Sei F2 = 〈A,B〉 die freie Gruppe auf zwei Erzeugern und:

f : F2 −→ PSL(2,Z) mit f(A) =

(
1 1
0 1

)
, f(B) =

(
1 0
1 1

)
.

Dabei ist f ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und wir betrachten fol-
gendes Diagramm:

1 // ker g // 〈A,B| − 1 = 1〉 g
//

f

��

〈A,B|R1, . . . , Rν〉
∼=

��

1 // ker(Φ) = Γ(n) i
// PSL(2,Z) Φ

// PSL(2,Z/nZ)
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1 Die Modulgruppe und ihre Untergruppen

Dabei reduziert Φ : PSL(2,Z) −→ PSL(2,Z/nZ) die Einträge in den Matrizen
modulo n und g : 〈A,B| − 1 = 1〉 −→ 〈A,B|R1, . . . , Rν〉 reduziert ein Wort in
A und B mithilfe der Relationen R1, . . . , Rν . Beide Abbildungen sind surjektive
Gruppenhomomorphismen und das Diagramm kommutiert. ker g ist der normale
Abschluss der Ri in 〈A,B| − 1 = 1〉, ker(Φ) ist der normale Abschluss der R̃i in
PSL(2,Z) und insbesondere folgt:

f(ker g) = ker(Φ) = Γ(n).

Wenn also γR̃iγ
−1 ∈ ∆ für alle γ ∈ Γ gilt, folgt damit Γ(n) ⊂ ∆. Umgekehrt

sehen wir sofort, daß aus Γ(n) ⊂ ∆ direkt γR̃iγ
−1 ∈ ∆ für alle γ ∈ Γ folgt. 2

Wir haben also gesehen, daß Γ(n) ⊂ ∆ äquivalent dazu ist, daß:

Φ̃ : ∆ −→ PSL(2,Z/nZ)

surjektiv ist. Statt die Aussage des Satzes für alle γ ∈ Γ zu überprüfen, reicht
es aus, nur Repräsentanten der Nebenklassen von Γ\∆ zu betrachten:

1.22 Korollar: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 1.21 gilt
Γ(n) ⊂ ∆ genau dann, wenn γjRiγ

−1
j ∈ ∆ für Repräsentanten γ1, . . . , γµ

der Nebenklassen von Γ\∆ und i = 1, . . . , ν.

Beweis:

„⇐“ Sei γ ∈ Γ und Ri eine der Relationen. Wir zeigen, daß aus γjRiγ
−1
j ∈ ∆

für alle j = 1, . . . , µ folgt, daß γRiγ
−1 ∈ ∆. Zu γ ∈ Γ existiert ein j ∈

{1, . . . , µ} mit γ ∈ ∆γj, also existiert ein δ ∈ ∆ mit γ = δγj. Damit folgt

γRiγ
−1 = δγjRiγ

−1
j δ−1 ∈ ∆,

da γjRiγ
−1
j ∈ ∆ nach Voraussetzung und δ ∈ ∆.

„⇒“ klar.

2
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2 Eisensteinreihen und die

Streumatrix

In der Theorie der Eisensteinreihen wird jeder Untergruppe der Modulguppe von
endlichem Index eine Familie von Eisensteinreihen zugeordnet. Für die Darstel-
lung der Fourierentwicklung solcher Reihen sind insbesondere die konstanten
Terme von großem Interesse, die in der Streumatrix zusammengefasst werden.
Im ersten Abschnitt stellen wir die Theorie der Eisensteinreihen basierend auf
dem Buch von Kubota [Kub73] kurz vor und im zweiten Abschnitt beschäfigen
wir uns genauer mit der Streumarix und ihrer Struktur. Die dort gewonnenen
Erkenntnisse werden im letzten Abschnitt an einem einfachen Beispiel verdeut-
licht.

2.1 Einführung in die Theorie der

Eisensteinreihen

Im Weiteren sei ∆ stets eine Untergruppe von Γ von endlichem Index, Spit-
zenvektor S(∆) = [s1 = ∞, s2 = g2∞, . . . , sr = gr∞] und Spitzenbreiten
W (∆) = [w1, . . . , wr] mit den zugehörigen Matrizen gi ∈ Γ und entsprechen-
den hi = giŵi ∈ PSL(2,Z) mit hi∞ = si und h−1

i ∆(si)hi = Γ(∞) nach Satz
1.10.

2.1 Definition: Die Eisensteinreihe Ei(z, s) zu einer Spitze si ist für z ∈ H,
s ∈ C definiert als:

Ei(z, s) :=
∑

δ∈∆(si)\∆
Im(h−1

i δz)s.

Diese Definition ist unabhängig von der Wahl des Repräsentanten für die Spitze
si, von der Wahl der nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Translation von rechts mit
T n = ( 1 n

0 1 ) bestimmten Matrix hi und von der Wahl des Repräsentanten δ der
Nebenklasse ∆(si)\∆ [Kub73]. Ein typisches Beispiel ist die Eisensteinreihe der
vollen Modulgruppe [FB95]:

E(z, s) =
1

2

∑

(c,d)∈Z×Z\{(0,0)}
ggt (c,d)=1

Im(z)s

|cz + d|2s
=

∑

δ∈Γ∞\Γ
Im(δz)s.
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

2.2 Satz: Die Eisensteinreihe Ei(z, s) zu einer Spitze si ∈ S(∆) konvergiert
absolut für Re s > 1.

Ein Beweis, der auch gleichmäßige Konvergenz auf kompakten Teilmengen von
{s ∈ C : Re s > 1} zeigt, findet sich bei Kubota [Kub73]. Wenn diese Reihe kon-
vergiert, ist die Eisensteinreihe eine ∆-automorphe Funktion:

Ei(δz, s) = Ei(z, s)

für jedes δ ∈ ∆. Sei jetzt sj ∈ S(∆) eine weitere Spitze von ∆ mit zugehöriger
Matrix hj ∈ PSL(2,Z) nach Satz 1.10, also mit hj∞ = sj. Dann ist Ei(hjz, s)
eine in z periodische Funktion mit Periode 1:

Ei(hj(z + 1), s) = Ei(hjz, s).

Daher bestimmen wir jetzt die Fourierentwicklung einer Eisensteinreihe Ei(z, s)
zu einer Spitze si in der Spitze sj.

2.3 Definition: Die Fourierentwicklung der Eisensteinreihe Ei(z, s) in der Spit-
ze sj ist für Re s > 1 definiert als:

Ei(hjz, s) =
∞∑

m=−∞
aij,m(y, s)e2πimx

mit:

aij,m(y, s) :=

∫ 1

0

Ei(hjz, s)e
−2πimxdx.

Nun wollen wir für die aij,m eine explizite Form finden. Dazu stellen wir die aij,m

zunächst als Integrale über Summen dar:

aij,m =

∫ 1

0

∑

δ∈Γ(∞)\h−1
i ∆hj

y(δz)se−mxdx.

Jetzt realisieren wir eine Art Bruhat-Zerlegung der Doppelnebenklassen:

Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞) = Γ(∞) ∪

(
⋃

c,d

Γ(∞)γΓ(∞)

)

mit c, d so, daß c > 0, d ∈ Z/cZ und daß sich c, d zu einer Matrix γ ∈ Γ er-
gänzen lassen. Dies ermöglicht uns den Übergang von Integralen

∫ 1

0
zu Summen
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2.1 Einführung in die Theorie der Eisensteinreihen

über die Elemente der Doppelnebenklassen und führt uns zu einer endgültigen
Darstellung der aij,m, für die wir die modifizierte Bessel-Funktion benötigen:

Ks(z) =
π

2

I−s(z) − Is(z)

sin(sπ)
,

wobei:

Is(z) =
∞∑

m=0

( z
2
)s+2m

m!Γ(s+m+ 1)

mit der Gamma-Funktion:

Γ(s) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt,

die die Funktionalgleichungen:

Γ(z + 1) = zΓ(z) und Γ(−z + 1) = −zΓ(−z)

erfüllt. Für Details dieser Umformungen vergleiche z. B. Kubota [Kub73], wir
geben hier jetzt nur das endgültige Ergebnis an:

aij,m(y, s) = 2πs|m|s− 1
2 Γ(s)−1y

1
2Ks− 1

2
(2π|m|y)ϕij,m(s)

für m 6= 0 und:
aij,0(y, s) = δijy

s + ϕij(s)y
1−s

mit:

ϕij,m(s) =
∑

c>0

1

c2s

(
∑

d

e2πi md
c

)

für m ≥ 0, wobei die zweite Summation über solche d ∈ R mit d reduziert
modulo c läuft, die sich zu einer Matrix γ = ( ⋆ ⋆

c d ) ∈ h−1
i ∆hj ergänzen lassen,

und

ϕij(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)
ϕij,0(s).

Die Funktionen ϕij,m(s) sind also Dirichlet-Reihen, deren theoretische Grund-
lagen in [Apo76] oder [HR64] zu finden sind. Der Zusammenhang zu ganzen
Modulformen wird z.B. in [Ran77] oder [Lan76] erläutert. Die zum konstan-
ten Term der Fourierentwicklung von Ei(z, s) in der Spitze sj, also zu m = 0,
gehörenden Funktionen ϕij werden in der sogenannten Streumatrix zusammen-
gefasst:

2.4 Definition: Die Streumatrix hat für s ∈ H mit Re s > 1 die Gestalt:

Φ(s) := (ϕij(s))1≤i,j≤r .
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

Die in den konstanten Termen ϕij(s) auftretenden Summen:

∑

c>0, d reduziert modulo c, ( ⋆ ⋆
c d )∈h−1

i ∆hj

1

entsprechen der Anzahl der Doppelnebenklassen mit festem Eintrag c ∈ R+

links unten in:

Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞).

Nach Definition der hi lassen sich diese Doppelnebenklassen umformulieren zu:

h−1
i ∆(si)hi \ h−1

i ∆hj/h
−1
j ∆(sj)hj.

Dabei taucht die Restklasse zu Γ(∞) ( 1 0
0 1 ) Γ(∞) nur dann in obiger Zerlegung

auf, wenn i = j gilt, da sonst die Spitzen si und sj ∆-äquivalent wären.
Indem wir jeder Doppelnebenklasse ihr Inverses zuordnen:

−1 : Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞) −→ Γ(∞) \ h−1

i ∆hj/Γ(∞)
g 7−→ g−1

sehen wir, daß:

(Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞))−1 = Γ(∞) \ h−1

j ∆hi/Γ(∞).

Damit stimmt die Anzahl der Doppelnebenklassen für dasselbe feste c überein
und wir erhalten folgenden Satz:

2.5 Satz: Die Streumatrix ist symmetrisch.

Es gibt eine ganze Reihe von Sätzen über analytische Fortsetzungen der Eisen-
steinreihen, die z.B. bei Kubota [Kub73] zu finden sind. Wir wollen hier ein
Ergebnis, die Fortsetzbarkeit auf die ganze obere Halbebene angeben:

2.6 Satz: Die Streumatrix Φ(s) ist meromorph für alle s ∈ H und erfüllt die
Funktionalgleichung:

Φ(s)Φ(1 − s) = Idr.

Eisensteinreihen spielen eine große Rolle in der Spektraltheorie von L2(∆ \ H),
dem Hilbertraum der quadratisch integrierbaren Funktionen, die automorph
bezüglich einer auf H operierenden diskontunuierlichen Gruppe ∆ sind.
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2.2 Die Einträge der Streumatrix

2.2 Die Einträge der Streumatrix

Um die Streumatrix genauer untersuchen zu können, benötigen wir einige Um-
formulierungen und Notationen. Zunächst wollen wir die Einträge der Streuma-
trix so umschreiben, daß in den Doppelnebenklassen über N und nicht mehr
über R summiert wird: Die Einträge der Streumatrix haben nach Definition 2.4
für 1 ≤ i, j ≤ r die Gestalt:

ϕij(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)
ϕij,0(s)

mit:
ϕij,0(s) =

∑
c̃∈R+

1
c̃2s

∑

d mod c̃, ( ⋆ ⋆
c̃ d )∈h−1

i ∆hj

1

=
∑

c̃∈R+

1
c̃2s |
{
[( ⋆ ⋆

c̃ ⋆ )] ∈ Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞)

}
|.

Sei nun für c̃ ∈ R+:

aij(c̃) := |
{
[( ⋆ ⋆

c̃ ⋆ )] ∈ Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞)

}
|

die Anzahl der Doppelnebenklassen mit linkem unteren Eintrag c̃. Jetzt wollen
wir diese Anzahl so umschreiben, daß wir über natürliche Zahlen summieren.

Mit hi := giŵi für gi ∈ Γ und ŵi :=
(√

wi 0

0 1√
wi

)
nach Satz 1.10 gilt:

h−1
i ∆(si)hi = {T n : n ∈ Z} = Γ(∞)

und wir erhalten für die Doppelnebenklassen:

Γ(∞) \ h−1
i ∆hj/Γ(∞)

= h−1
i ∆(si)hi \ h−1

i ∆hj/h
−1
j ∆(sj)hj

= ŵ−1
i g−1

i ∆(si)giŵi \ ŵ−1
i g−1

i ∆gjŵj/ŵ
−1
j g−1

j ∆(sj)gjŵj.

Eine Matrix:

g =

(
⋆ ⋆
c̃ ⋆

)
∈ ŵ−1

i g−1
i ∆gjŵj

mit linkem unteren Eintrag c̃ ∈ R+ läßt sich daher schreiben als:

ŵ−1
i γŵj

für γ = ( a b
c d ) ∈ g−1

i ∆gj. Zu einem c ∈ N gibt es genau dann eine Matrix in
g−1

i ∆gj, wenn es zu einem c̃ =
√
wi
√
wjc ∈ R+ eine Matrix ( ⋆ ⋆

c̃ d ) ∈ h−1
i ∆hj

gibt. Mit:

bij(c) := |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ g−1
i ∆(si)gi \ g−1

i ∆gj/g
−1
j ∆(sj)gj

}
|

= |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ {Twin : n ∈ Z} \ g−1
i ∆gj/{Twjn : n ∈ Z}

}
|
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

für c ∈ N ergibt sich für die Einträge der Streumatrix:

ϕij(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

∑

c̃>0,c̃∈R

aij(c̃)

c̃2s

= π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

∑

c∈N

bij(c)

(
√
wi
√
wj)2sc2s

= π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

∑

c∈N

bij(c)

(wiwj)sc2s

= π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

1

(wiwj)s
ϕ̃ij(s)

mit

ϕ̃ij(s) :=
∑

c∈N

bij(c)

c2s

Die Streumatrix läßt sich damit aus der Matrix der Bildungsgesetze für die
Anzahlen der Doppelnebenklassen mit c ∈ N konstruieren:

B := B(c) := (bij(c))1≤i,j≤r .

Um weitere Eigenschaften der Streumatrix zu einer Gruppe ∆ < Γ untersuchen
zu können, benötigen wir eine spezielle Zerlegung von Γ bezüglich der Unter-
gruppe ∆:

2.7 Satz: Sei ∆ eine Untergruppe von Γ mit endlichem Index, Spitzenvektor
S(∆) = [s1 = ∞, . . . , sr = gr∞] und Spitzenbreiten W (∆) = [w1, . . . , wr]. Dann
läßt sich Γ darstellen als:

Γ =
r⋃

i=1

wi⋃

l=1

∆giT
l.

Beweis:

„⊆“ Sei γ ∈ Γ und zeige γ ∈
⋃r

i=1

⋃wi

l=1 ∆giT
l. Wegen γ ∈ Γ ist γ∞ eine zu

∞ Γ−äquivalente Spitze von Γ, also muß ein si ∈ S(∆) existieren, so daß
γ∞ eine zu si ∆−äquivalente Spitze von ∆ ist: ∃ δ ∈ ∆,∃ i ∈ {1, . . . , r}:

γ∞ = δsi = δgi∞ ⇐⇒ γ−1γ∞ = ∞ = γ−1δgi∞.

Also liegt γ−1δgi im Stabilisator StabΓ(∞) = Γ∞ = {T n|n ∈ Z} und
damit existiert ein m ∈ Z mit γ−1δgi = T−m ⇐⇒ γ = δgiT

m.
Modulo wi gerechnet ergibt sich: ∃ a ∈ Z, b ∈ {1, . . . , wi} mit m = awi + b
und γ = δgiT

awi+b = δ(giT
wig−1

i )agiT
b.

Wegen δ ∈ ∆ und giT
wig−1

i ∈ Stab∆(si) = {giT
wing−1

i |n ∈ Z} ⊂ ∆ folgt
γ ∈ ∆giT

b ⊂ ⋃wi

l=1 ∆giT
l ⊂ ⋃r

i=1

⋃wi

l=1 ∆giT
l.
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2.2 Die Einträge der Streumatrix

„⊇“ Sei γ ∈ ⋃r
i=1

⋃wi

l=1 ∆giT
l und zeige γ ∈ Γ. Das ist klar, da aus γ ∈⋃r

i=1

⋃wi

l=1 ∆giT
l folgt, daß i ∈ {1, . . . , r} und l ∈ {1, . . . , wi} existieren

mit γ ∈ ∆giT
l ⊂ Γ wegen ∆ ⊆ Γ, gi ∈ Γ und T l ∈ Γ.

2

Da diese Darstellung von Γ sogar disjunkt ist, ergibt sich folgendes Korollar:

2.8 Korollar: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.7 gilt:

[Γ : ∆] =
r∑

i=1

wi.

Beweis:

Nach Satz 2.7 gilt Γ =
⋃r

i=1

⋃wi

l=1 ∆giT
l. Um zu zeigen, daß diese Darstellung

disjunkt ist, nehmen wir an, daß i, j ∈ {1, . . . , r} und l ∈ {1, . . . , wi}, m ∈
{1, . . . , wj} existieren mit ∆giT

l = ∆gjT
m.

Aus ∆giT
l∞ = ∆gi∞ = ∆si und ∆gjT

m∞ = ∆gj∞ = ∆sj folgt i = j,
so daß sich die Widerspruchsannahme schreiben läßt als ∆giT

l = ∆giT
m und

l,m ∈ {1, . . . , wi}. Damit gilt giT
l−mgi ∈ ∆, so daß T l−m von der Gestalt Twin

für ein n ∈ Z sein muß. Aus wi|l−m und l,m ∈ {1, . . . , wi} folgt die Gleichheit
l = m. 2

In diese disjunkte Zerlegung läßt sich eine weitere Matrix aus Γ einbauen:

2.9 Korollar: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.7 gilt für ein
beliebiges γ ∈ Γ:

Γ = γΓ =
r⋃

i=1

wi⋃

l=1

γ∆giT
l.

Mit dieser Zerlegung von Γ bezüglich ∆ wollen wir jetzt zeigen, daß sich jede
Zeile und damit aus Symmetriegründen auch jede Spalte der Streumatrix zu
einem Quotienten aus Riemannschen Zetafunktionen aufsummieren läßt:
Die Riemannsche Zetafunktion:

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

ist die einfachste unendliche Dirichlet-Reihe und konvergiert für Re s > 1. Für
alle positiven geraden ganzen Zahlen ist sie ein rationales Vielfaches von π2n

[HW58]:

ζ(2n) =
(2π)2n

2(2n)!
B2n,
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

wobei Bn die über folgende Reihen beschriebenen Bernoulli-Zahlen sind:

Bn :=
2(2n)!

(2π)2n

∞∑

k=1

1

k2n
.

Für die Primzahltheorie ist die Zetafunktion wegen der von Euler entdeckten
Identität von großer Bedeutung:

2.10 Satz: Für s ∈ C mit Re s > 1 gilt:

ζ(s) =
∏

p prim

1

1 − p−s
.

Die Riemannsche Zeta-Funktion läßt sich mithilfe der Eulerschen ϕ-Funktion:

ϕ : N \ {0} −→ N
n 7−→ |{m ∈ N|1 ≤ m ≤ n und ggt (n,m) = 1}|

ausdrücken:

2.11 Satz: Für s ∈ C mit Re s > 1 gilt:

∞∑

n=1

ϕ(n)

n2s
=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

Für Beweise und weitere Details vergleiche z.B. Hardy und Wright [HW58]. Die
Werte der Eulerschen ϕ-Funktion lassen sich folgendermaßen berechnen:

2.12 Satz: Für n ∈ N \ {1} mit Primfaktorzerlegung n = pl1
1 · . . . · plr

r gilt
ϕ(n) = pl1−1

1 · . . . · plr−1
r · (p1 − 1) · . . . · (pr − 1).

Ein Beweis dieses Satzes und weitere Informationen zur Eulerschen ϕ-Funktion
finden sich z.B in [Lan74] oder [FS74].
Mit diesen Vorüberlegungen können wir jetzt zeigen, daß für jede Zeile der
Streumatrix folgende Aufsummierung gilt:

2.13 Satz: Sei ∆ eine Untergruppe von Γ mit endlichem Index, Spitzenvektor
S(∆) = [s1 = ∞, . . . , sr = gr∞] und Spitzenbreiten W (∆) = [w1, . . . , wr]. Dann
gilt für alle k ∈ {1, . . . , r} und s ∈ C mit Re s > 1:

r∑

i=1

ϕ̃ki(s) = wk
ζ(2s− 1)

ζ(2s)
.
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2.2 Die Einträge der Streumatrix

Die Aussage dieses Satzes läßt sich mit Satz 2.11 umformen zu:

r∑

i=1

∞∑

c=1

bki(c)

c2s
= wk

∞∑

c=1

ϕ(c)

c2s
,

so daß sich Satz 2.13 sofort aus folgendem Satz ergibt:

2.14 Satz: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 2.13 gilt:

wkϕ(c) =
r∑

i=1

bki(c).

Beweis:

Für g−1
k ∈ Γ ergibt sich nach Korollar 2.9:

Γ = g−1
k Γ =

r⋃

i=1

wi⋃

l=1

g−1
k ∆giT

l

und es folgt mit dem unten aufgeführten Lemma 2.16:

wkϕ(c) = | {[( ∗ ∗
c ∗ )] ∈ {Twkn : n ∈ Z}\Γ/{T n : n ∈ Z}} |

= |
{
[( ∗ ∗

c ∗ )] ∈ {Twkn : n ∈ Z}\
⋃r

i=1

⋃wi

l=1 g
−1
k ∆giT

l/{T n : n ∈ Z}
}
|

=
∑r

i=1

∑wi

l=1 |
{
[( ∗ ∗

c ∗ )] ∈ {Twkn : n ∈ Z}\g−1
k ∆giT

l/{T n : n ∈ Z}
}
|.

Nach der Definition der bij gilt:

r∑

i=1

bki(c) =
r∑

i=1

|
{
[( ∗ ∗

c ∗ )] ∈ {Twkn : n ∈ Z}\g−1
k ∆gi/{Twin : n ∈ Z}

}
|.

Die Behauptung folgt mit:
∑wi

l=1 |
{
[( ∗ ∗

c ∗ )] ∈ {Twkn : n ∈ Z}\g−1
k ∆giT

l/{T n : n ∈ Z}
}
|

= |
{
[( ∗ ∗

c ∗ )] ∈ {Twkn : n ∈ Z}\g−1
k ∆gi/{Twin : n ∈ Z}

}
|

= bki(c).

2

2.15 Lemma: Für c ∈ N gilt:

| {[( ∗ ∗
c ∗ )] ∈ {T n : n ∈ Z}\Γ/{T n : n ∈ Z}} | = ϕ(c)

Beweis:

Wegen Γ(∞) = {T n|n ∈ Z} liegen zwei Elemente γ1, γ2 ∈ Γ mit γ1 = ( a b
c d )

genau dann in derselben Äquivalenzklasse, wenn sie sich durch Multiplikation
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

mit T n1 von rechts und mit T n2 von links für n1, n2 ∈ Z ineinander überführen
lassen:

γ2 = T n1γ1T
n2 =

(
a+ n1c b+ n2a+ n1n2c+ n1d

c d+ n2c

)
.

Diese Multiplikationen lassen den linken unteren Eintrag fest und für ein c ∈ N
sind die Äquivalenzklassen durch einen zweiten Wert a ∈ {1, . . . , c} eindeutig
bestimmt. Dabei kann nach Satz 1.2 nur dann eine Restklasse existieren, wenn
ggt (a, c) = 1, also wenn a nicht c teilt. Im Fall der vollen Modulgruppe läßt
sich aber umgekehrt nach Satz 1.2 jedes Paar (c, a) mit ggt (c, a) = 1 zu einer
Matrix γ = ( a ⋆

c ⋆ ) ∈ Γ ergänzen. 2

Wenn wir jetzt statt Γ(∞) auf einer Seite {T kn : n ∈ Z} für ein k ∈ N her-
austeilen, lassen sich Elemente γ1, γ2 ∈ Γ einer Äquivalenzklasse mit γ1 = ( a b

c d )
durch folgende Multiplikationen ineinander überführen:

γ2 = T kn1γ1T
n2 =

(
a+ kn1c b+ n2a+ kn1n2c+ kn1d

c d+ n2c

)
.

Für ein c ∈ N gibt es zu jedem a ∈ {1, . . . , c} mit ggt (a, c) = 1 jetzt k ver-
schiedene Äquivalenzklassen a+n1c, a+2n1c, . . . , a+kn1c, so daß wir folgendes
Lemma gezeigt haben:

2.16 Lemma: Für c ∈ N gilt:

|
{
[( ∗ ∗

c ∗ )] ∈ {T kn : n ∈ Z}\Γ/{T n : n ∈ Z}
}
| = kϕ(c)

Nachdem wir in Satz 2.13 gezeigt haben, daß sich jede Zeile der Streumatrix zu
einem Quotienten aus Riemannschen Zetafunktionen aufsummieren läßt, können
wir als direkte Konsequenz die Anzahl der für eine vollständige Kenntnis der
Streumatrix zu bestimmenden Einträge reduzieren: Da die Streumatrix nach
Satz 2.5 symmetrisch ist, reichten bisher bereits die Einträge auf und oberhalb
der Hauptdiagonalen aus. Jetzt können wir auch noch auf die Einträge auf der
Hauptdiagonalen verzichten, so daß sich folgende Anzahl ergibt:

2.17 Korollar: Um für eine Gruppe ∆ < Γ mit r > 1 Spitzen die Streumatrix
anzugeben, müssen genau r r−1

2
Einträge bestimmt werden.

Beweis:

Da für die Streumatrix die Summe jeder Zeile nach Satz 2.13 bekannt ist, läßt
sich der letzte Eintrag einer Zeile immer aus den übrigen dieser Zeile bestimmen.
Damit müssen für die erste Zeile r − 1 Einträge berechnet werden. Nach Satz
2.5 ist die Streumatrix symmetrisch, so daß jetzt in der zweiten Zeile neben dem
letzten noch ein weiterer Eintrag bekannt ist und r − 2 Einträge zu bestimmen
sind. Allgemeiner müssen für die k-te Zeile mit 1 ≤ k ≤ r genau r − k Einträ-
ge berechnet werden. Die letzte Zeile ergibt sich also komplett aus den bisher
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bestimmten Einträgen, so daß nur
∑r−1

k=1 k Einträge bestimmt werden müssen.
Mit vollständiger Induktion nach r sehen wir, daß

∑r−1
k=1 k = r r−1

2
. 2

2.3 Ein Beispiel: Γ0(p)

Nach diesen theoretischen Überlegungen wollen wir zunächst ein Beispiel be-
trachten und für einen speziellen Typ von Untergruppen die Streumatrix ganz
elementar von Hand ausrechnen. Für eine Primzahl p ∈ N sei:

Γ0(p) :=

{(
a b
c d

)
∈ Γ : c ≡ 0 mod p

}
=

{(
a b
cp d

)
∈ Γ

}
.

Die Matrizen:

B = ( 0 1
−1 0 ) und BT−jB =

(
1 0
j 1

)
für j = 0, 1, . . . , p− 1

bilden ein Repräsentantensystem für die Nebenklassen Γ/Γ0(p), so daß für den
Index [Γ : Γ0(p)] = p+ 1 gilt [Leh64]. Nach Apostol [Apo76] bildet die Menge:

FΓ0(p) := F ∪
p−1⋃

j=0

BT jF

einen Fundamentalbereich für Γ0(p), wobei F der Fundamentalbereich von Γ aus
Abschnitt 1.1 ist. In Abbildung 2.3 sind Fundamentalbereiche für die Gruppen
Γ0(3) und Γ0(5) dargestellt.

Abbildung 2.1: Fundamentalbereiche für Γ0(3) und Γ0(5)

Im Folgenden sei p ∈ N eine fest gewählte Primzahl.
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

2.18 Satz: Γ0(p) hat zwei Spitzen s1 := ∞ und s2 := 0.

Beweis:

Da die Γ0(p)-Äquivalenzklassen mit Repräsentanten aus P1(Q) den Bahnen:

BΓ0(p)(s) := {γs : γ ∈ Γ0(p)} für s ∈ P1(Q)

von Γ0(p) in P1(Q) entsprechen, ist folgende Behauptung äquivalent zur Aussage
des Satzes:

BΓ0(p)

(
s1 =

[
1
0

])
·
∪ BΓ0(p)

(
s2 =

[
0
1

])
= P1(Q).

Da die Bahnen nach Definition zumindest eine Teilmenge von P1(Q) bilden,
bleibt zu zeigen, daß jede Restklasse [ x

y ] ∈ P1(Q) mit ggt (x, y) = 1 in genau
einer der beiden Bahnen liegt.
1. Fall: p|y
Dann existiert ein c ∈ Z mit cp = y und nach dem euklidischen Algorithmus
existieren b, d ∈ Z mit dx+ by = 1. Wir setzen γ :=

(
x −b
cp d

)
∈ Γ0(p).

2. Fall: p ∤ y
Dann gilt ggt (p, y) = 1 und damit auch ggt (xp, y) = 1. Nach dem euklidischen
Algorithmus existieren b, d ∈ Z mit dy + bxp = 1.
Dann folgt γ :=

(
y −b
xp d

)
∈ Γ0(p). 2

Als nächstes bestimmen wir die Stabilisatoren der beiden Spitzen:

2.19 Lemma: Stab∆(∞) = {T n|n ∈ Z}.
Beweis:

Aus der Definition des Stabilisators folgt für γ =
(

a b
cp d

)
∈ Γ0(p):

(
a b
cp d

)[
1
0

]
=

[
1
0

]
⇐⇒

[
a
c

]
=

[
1
0

]
⇐⇒ c = 0.

Die Matrizen in Stab∆(∞) sind also von der Gestalt γ = ( a b
0 d ) mit a, b, d ∈ Z.

Wegen det γ = 1 folgt a = d = 1 und mit T n = ( 1 n
0 1 ) für n ∈ Z somit

Stab∆(∞) = {T n|n ∈ Z} = Γ∞. 2

2.20 Lemma: Stab∆(0) = {BT npB|n ∈ Z}.
Beweis:

Für γ =
(

a b
cp d

)
∈ Γ0(p) gilt:

(
a b
cp d

)[
0
1

]
=

[
0
1

]
⇐⇒

[
b
d

]
=

[
0
1

]
⇐⇒ b = 0.
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2.3 Ein Beispiel: Γ0(p)

In Stab∆(0) liegen also Matrizen der Gestalt γ =
(

a 0
cp 1

)
mit a, c ∈ Z. Wegen

det γ = 1 folgt a = 1 und damit Stab∆(0) = {
(

1 0
cp 1

)
|c ∈ Z}. Mit BT nB =

( 1 0
−n 1 ) ergibt sich insgesamt Stab∆(0) = {BT npB|n ∈ Z}. 2

Wir haben jetzt für die Gruppe Γ0(p) den Spitzenvektor:

S(Γ0(p)) = [s1 = ∞, s2 = 0]

und den Vektor der Spitzenbreiten:

W (Γ0(p)) = [1, p]

bestimmt. Darüberhinaus benötigen wir noch die zugehörigen Matrizen gi ∈ Γ
nach Satz 1.10 mit gi∞ = si, nämlich:

g1 = 1 und g2 =

(
0 −1
1 0

)

sowie:

h1 = 1 und h2 = ŵ2g2 =

(
0 −√

p
1√
p

0

)
∈ PSL(2,R).

Um die Einträge ϕij der Streumatrix zu berechnen, werden wir jetzt die Matrix
der Bildungsgesetze:

B :=

(
b11(c) b12(c)
b21(c) b22(c)

)

mit:

bij(c) = |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ g−1
i StabΓ0(p)(si)gi \ g−1

i Γ0(p)gj/g
−1
j StabΓ0(p)(sj)gj

}
|

für c ∈ N und i, j ∈ {1, 2} bestimmen, aus der sich dann die Streumatrix
konstruieren läßt.
Wir wollen zunächst für ein festes c ∈ N die Anzahl der Nebenklassen:

b11(c) = |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ g−1
1 StabΓ0(p)(s1)g1 \ g−1

1 Γ0(p)g1/g
−1
1 StabΓ0(p)(s1)g1

}
|

= | {[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈T 〉 \ Γ0(p)/ 〈T 〉} |

bestimmen und bemerken dabei, daß diese Zahl nur dann ungleich Null sein
kann, wenn c ein Vielfaches von p ist. Damit folgt bereits:

b11(c) = 0 für c 6≡ 0 mod p.

Sei also c = c′p und wir betrachten die Multiplikation einer Matrix γ =
(

a b
c′p d

)
∈

Γ0(p) mit T n1 von links und mit T n2 von rechts für n1, n2 ∈ Z. Der linke untere
Eintrag von γ bleibt dabei unverändert:

T n1γT n2 =
(

a+n1c b+n2a+n1n2c+n1d
c′p d+n2c

)
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

und für die Äquivalenzklassen lassen sich Repräsentanten mit Einträgen aus
{1, . . . , c′p} wählen:

2.21 Satz: Sei a ∈ {1, . . . , c′p} mit ggt (a, c′p) = 1. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes d ∈ {1, . . . , c′p} mit

(
a b

c′p d

)
∈ 〈T 〉 \ Γ0(p)/ 〈T 〉.

Beweis:

Aus a ∈ {1, . . . , c′p} mit ggt (a, c′p) = 1 folgt mit dem euklidischen Algorithmus,
daß λ, µ ∈ Z existieren mit λa+µc′p = 1, also λa = 1 in Z/c′pZ. Damit ist ā eine
Einheit in Z/c′pZ, es existieren also ein eindeutig bestimmtes d̄ ∈ Z/c′pZ mit
da = 1, bzw. da− 1 = 0 in Z/c′pZ und ein eindeutig bestimmter Repräsentant
d ∈ {1, . . . , c′p} von d̄. 2

Der noch fehlende Eintrag b der entsprechenden Restklasse
(

a b
c′p d

)
ergibt sich

aus folgender Gleichung:

det
(

a+a1c′p b̃
c′p d+d1c′p

)
= ad+ a1dc

′p+ ad1c
′p+ a1d1c

′p2 − b̃c′p = 1

⇐⇒ b̃ = ad−1
c′p + d1a+ a1d1c

′p+ a1d

⇐⇒ b = ad−1
c′p

Für den eindeutig bestimmten Repräsentanten d ∈ {1, . . . , c′p} von d̄ ist da− 1
ein Vielfaches von c′p, also b ∈ Z, und wegen a, d ∈ {1, . . . , c′p} folgt b ∈ Z/c′pZ.
Damit entspricht die Anzahl der Äquivalenzklassen in 〈T 〉 \ Γ0(p)/ 〈T 〉 der An-
zahl der a ∈ {1, . . . , c′p} mit ggt (a, c′p) = 1, so daß sich insgesamt ergibt:

2.22 Lemma: Für ein festes c ∈ N gilt:

b11(c) =

{
ϕ(c) für c ≡ 0 mod p
0 sonst

.

Da Γ0(p) nur zwei Spitzen hat, läßt sich aus diesem Bildungsgesetz die gesamte
Matrix B der Bildungsgesetze konstruieren (für die Anzahl der benötigten Ein-
gänge vergleiche Satz 2.17). Zuerst betrachten wir die Summe der ersten Zeile
nach Satz 2.14:

b11(c) + b12(c) = w1ϕ(c) = ϕ(c)

mit w1 = 1, so daß sich für das zweite Bildungsgesetz ergibt:

b12(c) =

{
0 für c ≡ 0 mod p
ϕ(c) sonst

.

Da die Streumatrix nach Satz 2.5 symmetrisch ist und damit auch die Matrix
der Bildungsgesetze, gilt b21(c) = b12(c), so daß sich für die Summe der zweiten
Zeile ergibt:

b21(c) + b22(c) = w2ϕ(c) = pϕ(c)
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2.3 Ein Beispiel: Γ0(p)

mit w2 = p und daher:

b22(c) =

{
pϕ(c) für c ≡ 0 mod p
(p− 1)ϕ(c) sonst

.

Insgesamt erhalten wir damit als Matrix B der Bildungsgesetze:



b11(c) =

{
ϕ(c)
0

b12(c) =

{
0
ϕ(c)

b21(c) =

{
0
ϕ(c)

b22(c) =

{
pϕ(c)
(p− 1)ϕ(c)




für c ≡ 0 mod p
für c 6≡ 0 mod p

für c ≡ 0 mod p
für c 6≡ 0 mod p

Wir haben hier die Bildungsgesetze ganz elementar mit kombinatorischen Über-
legungen bestimmt. In Kapitel 3 werden wir eine elegantere Methode herleiten,
indem wir ausnutzen, daß Γ0(p) eine Kongruenzuntergruppe mit zwei Spitzen
ist.
Aus diesen Bildungsgesetzen lassen sich die Einträge:

ϕij(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

∑

c∈N

bij(c)

(wiwj)sc2s

der Streumatrix konstruieren. Um für diese Dirichlet-Reihen eine geschlosssene
Darstellung beweisen zu können, beschäftigen wir uns zunächst mit den Reihen:

Z11(s) :=
∞∑

c=1

b11(c)

c2s
=

∞∑

n=1

ϕ(np)

p2sn2s

Z12(s) :=
∞∑

c=1

b12(c)

c2s
=

∞∑

n=1
p∤n

ϕ(n)

n2s

Z22(s) :=
∞∑

c=1

b22(c)

cs
= pZ11(s) + (p− 1)Z12(s).

Darüberhinaus werden zwei Hilfsfunktionen benötigt:

Λp(s) :=
∞∑

k=0

ϕ(pk)
p2ks

Θp(T ) :=
∞∑

k=0

ϕ(pk)T k

mit s, T ∈ C, wobei die zweite Reihe folgenden Wert hat:

2.23 Lemma: Θp(T ) = 1−T
1−pT

für |T | < 1
p
.
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

Beweis:

Mit ϕ(pk) = (p− 1)pk−1 = ϕ(p)pk−1 für k ≥ 1 ergibt sich:

Θp(T ) = 1 + ϕ(p)
∞∑

k=1

pk−1T k

= 1 + ϕ(p)T + ϕ(p)p−1

∞∑

k=2

pkT k

= 1 + ϕ(p)T +
ϕ(p)

p
(

1

1 − pT
− 1 − pT ) für |pT | < 1

= 1 + (p− 1)T +
p− 1

p
(
1 − 1 + pT − pT + p2T 2

1 − pT
)

= 1 + (p− 1)T +
p− 1

p
(
p2T 2

1 − pT
)

= 1 + (p− 1)T +
p3T 2 − p2T 2

p− p2T

=
p− p2T + p2T − p3T 2 − pT + p2T 2 + p3T 2 − p2T 2

p− p2T

=
p− pT

p(1 − pT )

=
1 − T

1 − pT

2

Damit lassen sich unsere Hilfsreihen umformulieren:

2.24 Satz:

Z12(s) =
∞∑

n=1
p∤n

ϕ(n)

n2s
=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s − p

p2s − 1
für s ∈ C mit Re s > 1.

Beweis:

Z12(s) =
∞∑

n=1
p∤n

ϕ(n)

n2s
=

∏

q
q prim, q 6=p

(1 +
ϕ(q)

q2s
+
ϕ(q2)

q4s
+ . . .)

Mit Λq(s) :=
∑∞

k=0
ϕ(qk)
q2ks folgt nun:

∞∑

n=1
p∤n

ϕ(n)

n2s
=

∏

q
q prim, q 6=p

Λq(s).
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2.3 Ein Beispiel: Γ0(p)

Nach Lemma 2.23 gilt: Θq(T ) :=
∑∞

k=0 ϕ(qk)T k = 1−T
1−qT

für |qT | < 1.

Für T = q−2s folgt | q
q2s | < 1, da Re s > 1, und wir können Lemma 2.23 anwenden:

Λq(s) = Θq(q
−2s) =

1 − q−2s

1 − q1−2s

und insgesamt:

∞∑

n=1
p∤n

ϕ(n)

n2s
=

∏

q
q prim, q 6=p

1 − q−2s

1 − q1−2s

=
∏

q
q prim, q 6=p

1

1 − q1−2s

∏

q
q prim, q 6=p

(1 − q−2s)

=
∏

q
q prim

1

1 − q1−2s
(1 − p1−2s)(

∏

q
q prim

1

1 − q−2s
)−1 1

1 − p−2s

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

1 − p1−2s

1 − p−2s

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s − p

p2s − 1
.

2

Eine ähnliche geschlossene Form zeigen wir jetzt für den Eintrag links oben:

2.25 Satz:

Z11(s) =
∞∑

n=1

ϕ(np)

p2sn2s
=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p− 1

p2s − 1
für s ∈ C mit Re s > 1.

Beweis:

Jedes n ∈ N läßt sich schreiben als n = pkm für k ∈ N ∪ {0} und m ∈ N mit
p ∤m. Dann gilt:

ϕ(np) = ϕ(pk+1m) = ϕ(pk+1)ϕ(m) = (p− 1)pkϕ(m)
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

und es folgt:

∞∑

n=1

ϕ(np)

p2sn2s
=

∞∑

n=1

(p− 1)pkϕ(m)

p2sp2ksm2s

=
∞∑

m=1
p∤m

∞∑

k=0

(p− 1)pkϕ(m)

p2sp2ksm2s

=
p− 1

p2s

∞∑

m=1
p∤m

ϕ(m)

m2s

∞∑

k=0

pk

p2ks

=
p− 1

p2s

∞∑

m=1
p∤m

ϕ(m)

m2s

∞∑

k=0

(p1−2s)k mit |p1−2s| < 1, da Re s > 1

=
p− 1

p2s(1 − p1−2s)

∞∑

m=1
p∤m

ϕ(m)

m2s

=
p− 1

p2s(1 − p1−2s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

1 − p1−2s

1 − p−2s
mit Satz 2.24

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p− 1

p2s − 1
.

2

Damit ergibt sich für die noch fehlende Reihe:

Z22(s) = pZ11(s) + (p− 1)Z12(s)

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

1

p2s − 1
[p(p− 1) + (p− 1)(p2s − p)]

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s+1 − p2s

p2s − 1
.

Um aus diesen Reihen der Bildungsgesetze die Streumatrix für Γ0(p) zu erhalten,
müssen wir jetzt noch die entsprechenden Normierungen berücksichtigen: Zum
Einen haben wir die Bildungsgesetze für c ∈ N statt für c̃ ∈ R+ ermittelt und
zum Anderen fehlen uns noch die Vorfaktoren aus Definition 2.4. Nach Satz 2.1
ergibt sich für die Einträge der Streumatrix:

ϕij(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

∑

c∈N

bij(c)

(wiwj)sc2s
.
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2.3 Ein Beispiel: Γ0(p)

Mit w1 = 1 und w2 = p erhalten wir hier für Re s > 1:

ϕ11(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)
Z11(s)

= π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p− 1

p2s − 1

ϕ12(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

1

ps
Z12(s)

= π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

ps − p1−s

p2s − 1

ϕ22(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

1

p2s
Z22(s)

= π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p

p2s

p− 1

1 − p−2s
+
p− 1

p2s

p− 1

p2s − 1

Die Streumatrix für Γ0(p) hat also die Gestalt:

Φ(Γ0(p), s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

1

p2s − 1

(
p− 1 ps − p1−s

ps − p1−s p− 1

)

und für die Determinante folgt:

det Φ(Γ0(p), s) =

(
π

1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)2
(p− 1)2 − (ps − p1−s)2

(p2s − 1)2

=

(
π

1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)2
p2 − p2s−2 − p2s − 1

(p2s − 1)2

=

(
π

1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)2
p2s−2 − 1

p2s − 1
.

Dieses Ergebnis ist bereits bekannt: Hejhal hat in [Hej83] ebenfalls die Streu-
matrix für Γ0(p) konstruiert, jedoch ohne die Einträge so zu bestimmen. Er
beschreibt die Doppelnebenklassen durch Kongruenzen und nutzt gruppentheo-
retische Sätze, um aus dieser Beschreibung die möglichen Einträge der Doppel-
nebenklassen in die Eisensteinreihen hineinzuziehen. Durch diese Überlegungen
kommt er dann zu der gleichen Darstellung für die Streumatrix und ihrer Deter-
minante, wobei er seine Ergebnisse direkt für Γ0(n) mit n = p1 ·. . .·pk formuliert:
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2 Eisensteinreihen und die Streumatrix

2.26 Satz: Die Streumatrix für Γ0(n) hat die Gestalt:

Φ(Γ0(n), s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)
Np1(s) ⊗ . . .⊗Npk

(s)

als Tensorprodukt von Matrizen Npi
(s) mit:

Npi
(s) =

1

p2s
i − 1

(
pi − 1 ps − p1−s

i

ps
i − p1−s

i pi − 1

)
.

Dabei liefert das Tensorprodukt A1 ⊗ . . . ⊗ Ak von Matrizen A1, . . . , Ak eine
Matrix, deren Eintrag in der i1 · . . . ·ik−ten Zeile und j1 · . . . ·jk−ten Spalte gleich
dem Produkt ai1j1ai2j2 · . . . ·aikjk

ist. Die Indexmenge J ×J dieser Matrix ergibt
sich als Produkt der Indexmengen Ii×Ii der Matrizen AI , also J = I1× . . .×Ik.
Wir haben hier nur die Streumatrix für eine Primzahl p konstruiert, aber unser
Konstruktionsprinzip läßt sich auf ein n = pl1

1 · . . . ·plk
k übertragen: Γ0(n) ist eine

Untergruppe vom Index:

[Γ : Γ0(n)] = n
k∏

i=1

(1 +
1

pi

)

nach Schoeneberg [Sch74]. Ein Repräsentantensystem der Spitzen besteht nach
Petersson [Pet82] aus ∞ und: ⋃

t>1,t|n
Rt,

wobei Rt ein volles Restsystem modulo ggt (t2, n) unter den k ∈ Z mit 0 ≤ k ≤
n−1 und ggt (k, n) = 1 bezeichnet und ϕ(ggt (t, n

t
)) Elemente hat. Alle Spitzen

eines Restklassensystems haben dieselbe Breite:

Nt := min{m ∈ N : t2m ≡ 0(n)}.

Jetzt lassen sich die Bildungsgesetze analog konstruieren und in der Streumatrix
zusammenfassen.
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3 Die Streumatrix für Gruppen

∆ < Λ < Γ

Die bisher gezeigten Ergebnisse für die Streumatrix wollen wir nun verallgemei-
nern, indem wir eine Zwischengruppe:

∆ ≤ Λ ≤ Γ

betrachten. Zunächst werden wir uns mit den Spitzenmengen dieser beiden
Gruppen beschäftigen und die dabei gewonnenen Erkenntnisse nutzen, um die
Streumatrix von Λ aus der Streumatrix von ∆ zu konstruieren.

3.1 Konstruktion der Streumatrix von Λ aus der

Streumatrix von ∆

Sei r(∆) die Spitzenanzahl von ∆, S(∆) ein zugehöriges Repräsentantensystem
und r(Λ) die Spitzenanzahl von Λ mit dem Repräsentantensystem:

S(Λ) := [s1, . . . , sr(Λ)]

und den zugehörigen Spitzenbreiten:

W (Λ) := [w1, . . . , wr(Λ)].

Wir stellen S(∆) jetzt so dar, daß diejenigen Spitzen von ∆, die unter Λ zuein-
ander äquivalent sind, beieinander stehen:

S(∆) = [s1
1 = s1, s

2
1, . . . , s

r1
1︸ ︷︷ ︸

∼Λs1︸ ︷︷ ︸
:=S1(∆)

, s1
2 = s2, s

2
2, . . . , s

r2
2︸ ︷︷ ︸

∼Λs2︸ ︷︷ ︸
:=S2(∆)

, . . . , s1
r(Λ) = sr(Λ), s

2
r(Λ), . . . , s

rr(Λ)

r(Λ)︸ ︷︷ ︸
∼Λsr(Λ)︸ ︷︷ ︸

:=Sr(Λ)(∆)

].

Dann gilt |Si(∆)| = ri und es gibt λj
i ∈ Λ mit λj

isi = sj
i für i ∈ {1, . . . , r(Λ)}.

Die Breite der Spitze sj
i von ∆ in Γ sei wj

i .
Darüberhinaus existieren zu den Spitzen s1, . . . , sr(Λ) von Λ nach Satz 1.10
Matrizen gi ∈ Γ mit gi∞ = si und g−1

i StabΛ(si)gi = {Twin : n ∈ Z} für
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3 Die Streumatrix für Gruppen ∆ < Λ < Γ

i ∈ {1, . . . , r(Λ)}, wobei wi die Breite der Spitze si ist. Es ergeben sich damit
folgende Zusammenhänge nach Lemma 1.12:

[StabΓ(sj
i ) : Stab∆(sj

i )] = wj
i

und:
[StabΓ(sj

i ) : StabΛ(sj
i )] = wi.

Wir wollen jetzt den neuen Begriff der relativen Spitzenbreite einer Spitze sj
i

von ∆ in Λ einführen:

3.1 Definition: Die relative Spitzenbreite einer Spitze von ∆ < Λ in Λ sei:

vj
i := [StabΛ(sj

i ) : Stab∆(sj
i )].

3.2 Bemerkung: Wegen

[StabΓ(sj
i ) : Stab∆(sj

i )] = [StabΓ(sj
i ) : StabΛ(sj

i )] · [StabΛ(sj
i ) : Stab∆(sj

i )]

gilt offensichtlich wi|wj
i und es existiert ein vj

i ∈ N mit:

vj
i =

wj
i

wi

.

Darüberhinaus gilt:

Stab∆(sj
i ) = λj

i Stab∆(si)(λ
j
i )

−1.

Der bisherige Begriff der Spitzenbreite gibt also die relative Spitzenbreite einer
Spitze in Bezug auf die ganze Modulgruppe Γ an, in der alle Spitzen zueinander
äquivalent sind. Dieses Konzept haben wir jetzt dergestalt verallgemeinert, daß
jede Spitze sj

i ∈ Si von ∆ eine relative Spitzenbreite vj
i bezüglich Λ zur Spitze

si hat. Dann hat die Spitze sj
i ∈ Si(∆) die relative Spitzenbreite wj

i bezüglich Γ
zur Spitze ∞ und jede Spitze si von Λ hat die relative Spitzenbreite wi bezüglich
Λ zur Spitze ∞.
Dies nutzen wir, um Satz 2.7 zu verallgemeinern: In diesem Satz hatten wir Γ
ausgedrückt durch die Untergruppe Λ als:

Γ =

r(Λ)⋃

i=1

wi⋃

l=1

∆giT
l.

Dabei hat Γ nur eine Äquivalenzklasse von Spitzen und wir haben Γ bezüglich
der Spitze ∞ zerlegt. Wenn wir jetzt Λ durch ∆ ausdrücken wollen, hat die
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3.1 Konstruktion der Streumatrix von Λ aus der Streumatrix von ∆

Obergruppe ∆ gegebenenfalls mehrere Spitzen in Γ. Daher läßt sich Λ bezüglich
einer Spitze sk ∈ S(Λ) folgendermaßen zerlegen:

3.3 Satz: Seien ∆ ≤ Λ Untergruppen von Γ mit endlichem Index, zugehörigen
Spitzenvektoren:

S(Λ) = [s1 = ∞, s2 = g2∞, . . . , sr(Λ) = gr(Λ)∞]

und:

S(∆) = [s1
1 = s1, s

2
1 = λ2

1s1, . . . , s
r1
1 λ

r1
1 s1,

s1
2 = s2, s

2
2 = λ2

2s2, . . . , s
r2
2 = λr2

2 s2, . . . ,

s1
r(Λ) = sr(Λ), s

2
r(Λ) = λ2

r(Λ)sr(Λ), . . . , s
rr(Λ)

r(Λ) = λ
rr(Λ)

r(Λ) sr(Λ)]

mit den relativen Spitzenbreiten:

W (∆) = [v1
1, v

2
1, . . . , v

r1
1 , . . . , v1

r(Λ), . . . , v
rr(Λ)

r(Λ) ]

von ∆ in Λ. Dann läßt sich Λ bezüglich einer Spitze sk ∈ S(Λ) durch ∆ aus-
drücken als:

Λ =

rk⋃

l=1

vl
k⋃

n=1

∆λl
kgkT

ng−1
k .

Beweis:

Wir zeigen diesen Satz, indem wir den Beweis von Satz 2.7 verallgemeinern:

„⊆“ Sei λ ∈ Λ und zeige λ ∈
⋃rk

l=1

⋃vl
k

n=1 ∆λl
kgkT

ng−1
k . Zu λsk existiert ein

l ∈ {1, . . . , rk} mit λsk ∼∆ sl
k, also muß ein δ ∈ ∆ existieren mit:

λsk = δsl
k = δλl

ksk wegen λl
ksk = sl

k

⇔ sk = λ−1δλl
ksk,

so daß λ−1δλl
k im Stabilisator StabΛ(sk) = gk 〈Twk〉 g−1

k liegt. Damit exi-
stiert ein m ∈ Z mit λ−1δλl

k = gkT
−mwkg−1

k , also folgt:

λ = δλl
kgkT

mwkg−1
k .

Modulo vl
k gerechnet existieren a ∈ Z, b ∈ {1, . . . , vl

k} mit mwk = avl
k + b

und:
λ = δλl

kgkT
avl

k
+bg−1

k = δ(λl
kgkT

vl
kg−1

k (λl
k)

−1)aλl
kgkT

bg−1
k .

Wegen δ ∈ ∆ und λl
kgkT

vl
kg−1

k (λl
k)

−1 ∈ Stab∆(sl
k) ⊂ ∆ folgt:

λ ∈
vl

k⋃

n=1

∆λl
kgkT

ng−1
k .
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3 Die Streumatrix für Gruppen ∆ < Λ < Γ

„⊇“ Sei λ ∈ ⋃rk

l=1

⋃vl
k

n=1 ∆λl
kgkT

ng−1
k und zeige λ ∈ Λ. Dies ist offensichtlich,

da aus λ ∈
⋃rk

l=1

⋃vl
k

n=1 ∆λl
kgkT

ng−1
k folgt, daß l ∈ {1, . . . , rk} und n ∈

{1, . . . , vl
k} existieren mit λ ∈ ∆λl

kgkT
ng−1

k ⊂ Λ.

2

Diese Zerlegung ist disjunkt, so daß sich folgendes Korollar ergibt:

3.4 Korollar: Unter den gleichen Vorausetzungen wie in Satz 3.3 folgt:

[Λ : ∆] =

rk∑

l=1

vl
k.

Beweis:

In Korollar 2.8 zu Satz 2.7 haben wir gezeigt, daß die Zerlegung von Γ bezüglich
einer Untergruppe ∆ disjunkt ist. Der Beweis verläuft hier analog, indem wir
zeigen, daß es zu einer Matrix g ∈ Λ nur ein i ∈ {1, . . . , vl

k} gibt mit g ∈
∆λl

kgkT
ng−1

k . 2

Insgesamt erhalten wir:

[Γ : ∆] =
∑r(Λ)

i=1

∑ri

j=1w
j
i =

∑r(Λ)
i=1

∑ri

j=1wiv
j
i

=
∑r(Λ)

i=1 wi

∑ri

j=1 v
j
i = [Γ : Λ][Λ : ∆].

Die bisher gewonnenen Erkenntnisse wollen wir nun benutzen, um die Streuma-
trix von Λ aus der Streumatrix von ∆ zu bestimmen. Daher sei:

Φ(∆, s) :=
(
ϕjl

ik(∆, s)
)

für i, k ∈ {1, . . . , r(Λ)}, j ∈ {1, . . . , ri}, l ∈ {1, . . . , rk}
mit den konstanten Termen ϕjl

ik(∆, s) der Eisensteinreihe zur Spitze sj
i entwickelt

in der Spitze sl
k:

ϕjl
ik(∆, s) := π

1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

1

(wj
iw

l
k)

s

∞∑

c=1

bjlik(c)

c2s

mit:
bjlik(c) := |

{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈
〈
Twj

i

〉
\g−1

i (λj
i )

−1∆λl
kgk/

〈
Twl

k

〉}
|,

da aus:
λj

isi = sj
i und gi∞ = si

folgt, daß:
λj

igi∞ = sj
i .
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3.1 Konstruktion der Streumatrix von Λ aus der Streumatrix von ∆

Die Streumatrix zur Obergruppe Λ sei wie bisher notiert als:

Φ(Λ, s) := (ϕik(Λ, s))i,k∈{1,...,r(Λ)}

für:

ϕik(Λ, s) := π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

1

(wiwk)s

∞∑

c=1

bik(c)

c2s

mit:
bik(c) := |

{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Twi〉 \g−1
i Λgk/ 〈Twk〉

}
|.

Wir drücken die Anzahlen der Doppelnebenklassen bik durch die bjlik all der
Spitzen von ∆ aus, die Λ− äquivalent zu si bzw. sk sind:

3.5 Satz: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Satz 3.3 gilt

vj
i bik(c) =

rk∑

l=1

bjlik(c).

Beweis:

Mit der zu sj
i gehörenden Matrix λj

i ∈ Λ und Satz 3.3 läßt sich Λ bezüglich der
Spitze sk zerlegen:

Λ = (λj
i )

−1Λ =

rk⋃

l=1

vl
k⋃

n=1

∆λl
kgkT

ng−1
k .

Jetzt benutzen wir die Zerlegung von Λ, um bik umzuformen:

bik(c) = |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Twi〉 \g−1
i Λgk/ 〈Twk〉

}
|

= |
{

[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈Twi〉 \

⋃rk

l=1

⋃vl
k

n=1 g
−1
i (λj

i )
−1∆λl

kgkT
ng−1

k gk/ 〈Twk〉
}
|

=
∑rk

l=1

∑vl
k

n=1 |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Twi〉 \g−1
i (λj

i )
−1∆λl

kgkT
n/ 〈Twk〉

}
|

=
∑rk

l=1 |
{

[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈Twi〉 \g−1

i (λj
i )

−1∆λl
kgkT

n/〈Twkvl
k〉
}
|

=
∑rk

l=1 |
{

[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈Twi〉 \g−1

i (λj
i )

−1∆λl
kgkT

n/〈Twl
k〉
}
|

da aus vl
k =

wl
k

wk
folgt, daß wkv

l
k = wl

k gilt. Mit vj
i =

wj
i

wi
erhalten wir:

vj
i bik(c) =

∑rk

l=1 |
{

[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈Twj

i 〉\g−1
i (λj

i )
−1∆λl

kgkT
n/〈Twl

k〉
}
|

=
∑rk

l=1 b
jl
ik.

2
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3 Die Streumatrix für Gruppen ∆ < Λ < Γ

Dabei ist zu beachten, daß in der rechten Seite kein j ∈ {1, . . . , ri} auftaucht,
diese Summation gilt also für jede fest gewählte Position j der einzelnen Bil-
dungsgesetze. Anschaulich besitzt B(∆, s) = (bjlik) mit i, k ∈ {1, . . . , r(Λ)} und
j ∈ {1, . . . , ri}, l ∈ {1, . . . , rk} folgende Struktur:

B(∆, s) =




s1
1 . . . s

r1
1 s1

2 . . . s
r2
2 . . . s1

r(Λ) . . . s
rr(Λ)

r(Λ)

s1
1
...
sr1
1

bjl11
j ∈ {1, . . . , r1}
l ∈ {1, . . . , r1}

bjl12
j ∈ {1, . . . , r1}
l ∈ {1, . . . , r2}

. . .
bjl1r(Λ)

j ∈ {1, . . . , r1}
l ∈ {1, . . . , r

r(Λ)}

s1
2
...
sr2
2

bjl21
j ∈ {1, . . . , r2}
l ∈ {1, . . . , r1}

bjl22
j ∈ {1, . . . , r2}
l ∈ {1, . . . , r2}

. . .
bjl2r(Λ)

j ∈ {2, . . . , r2}
l ∈ {1, . . . , r

r(Λ)}

platz
...

...
...

...
...

platz
s1

r(Λ)
...

s
rr(Λ)

r(Λ)

bjlr(Λ)1
j ∈ {1, . . . , r

r(Λ)}
l ∈ {1, . . . , r1}

bjlr(Λ)2
j ∈ {1, . . . , r

r(Λ)}
l ∈ {1, . . . , r2}

. . .
bjlr(Λ)r(Λ)

j ∈ {1, . . . , r
r(Λ)}

l ∈ {1, . . . , r
r(Λ)}




Dabei ergeben die Zeilen- oder Spaltensummen innerhalb eines Blockes die ge-
suchten Bildungsgesetze der Obergruppe:

vj
i bik =

rk∑

l=1

bjlik für alle j ∈ {1, . . . , ri} fest

bzw.:

vl
kbik =

ri∑

j=1

bjlik für alle l ∈ {1, . . . , rk} fest.

3.2 Die Streumatrix der Modulgruppe

Die im ersten Abschnitt gezeigten Ergebnisse über die Streumatrix einer Grup-
pe ∆ lassen sich selbstverständlich hier wiederfinden: Dazu setzen wir die Ober-
gruppe Λ gleich der ganzen Modulgruppe Γ, die nur eine Spitzenklasse hat. Als
Repräsentant wählen wir ∞ mit dem zugehörigen Stabilisator:

StabΓ(∞) = Γ(∞) = {T n : n ∈ Z}.

Daher hat die Spitze s1 = ∞ die Breite 1 und die Streumatrix hat nur einen
Eintrag ϕ11(s). Wir bestimmen jetzt b11(c) für ein c ∈ N als die Anzahl der
Äquivalenzklassen in der Doppelnebenklasse Γ(∞)\Γ/Γ(∞). Zwei Elemente aus

42



3.2 Die Streumatrix der Modulgruppe

Γ liegen genau dann in derselben Äquivalenzklasse, wenn sie sich durch Multi-
plikation mit T n1 von rechts und mit T n2 von links für n1, n2 ∈ Z ineinander
überführen lassen. Wie bereits in Lemma 2.15 beschrieben, gibt es zu einen
c ∈ N genau ϕ(c) Doppelnebenklassen, so daß die Matrix der Bildungsgesetze
folgende Gestalt hat:

B := (b11(c)) = ϕ(c).

Damit erhalten wir für die eindimensionale Streumatrix:

ϕ11(s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

∞∑

c=1

ϕ(c)

c2s
.

Gerade für diese Reihe können wir selbstverständlich eine geschlossene Form
finden, indem wir:

Z(s) :=
∞∑

n=1

ϕ(n)

n2s

betrachten und folgenden Satz analog zu den entsprechenden Sätzen 2.24 und
2.25 zeigen:

3.6 Satz:

Z(s) =
ζ(2s− 1)

ζ(2s)
für s ∈ C mit Re s > 1.

Beweis:

Da ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) für m,n ∈ N mit ggt (m,n) = 1 gilt, ergibt sich:

Z(s) =
∞∑

n=1

ϕ(n)

n2s
=
∏

q prim

(1 +
ϕ(q)

q2s
+
ϕ(q2)

q4s
+ . . .).

Mit Λq(s) :=
∑∞

k=0
ϕ(qk)
q2ks folgt nun:

∞∑

n=1

ϕ(n)

n2s
=
∏

q prim

Λq(s).

Nach Lemma 2.23 gilt Θq(T ) :=
∑∞

k=0 ϕ(qk)T k = 1−T
1−qT

für |qT | < 1.

Für T = q−2s folgt | q
q2s | < 1, da Re s > 1. Wir erhalten:

Λq(s) = Θq(q
−2s) =

1 − q−2s

1 − q1−2s
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3 Die Streumatrix für Gruppen ∆ < Λ < Γ

und insgesamt gilt:

∞∑

n=1

ϕ(n)

n2s
=

∏

q prim

1 − q−2s

1 − q1−2s

=
∏

q prim

1

1 − q1−2s

∏

q prim

(1 − q−2s)

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)
,

wie in Satz 2.11 bereits gezeigt. 2

Wir erhalten damit für die Streumatrix der Modulgruppe:

3.7 Satz: Für s ∈ C mit Re s > 1 gilt:

Φ(Γ, s) = π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)
.

Eine alternative Herleitung der Streumatrix der Modulgruppe findet sich z.B.
bei Kubota [Kub73].
Da es nur eine Γ−Äquivalenzklasse von Spitzen gibt, lassen sich die Spitzen der
Untergruppe ∆ mit r1 := r angeben als:

S(∆) = [s1
1 = ∞, s2

1 = g2
1s1, . . . , s

r
1 = gr

1s1].

Mit si := si
1 und gi := gi

1 entspricht dies genau unserer bisherigen Notation:

S(∆) = [s1 = ∞, s2 = g2s1, . . . , sr = grs1].

Die relativen Spitzenbreiten von ∆ in Γ sind genau die bisherigen Spitzenbreiten:

W (∆) := [w1 := v1
1, . . . , wr := vr

1]

und für die Bildungsgesetze läßt sich die Notation ebenfalls vereinfachen zu:

bjl11 =: bjl für j, l ∈ {1, . . . , r}.

Bezüglich Γ−äquivalenter Spitzen gibt es nur einen Block in der Streumatrix
von ∆ und die Anwendung von Satz 3.5 liefert für c ∈ N:

wlb11(c) =
r∑

j=1

bjl11 =
r∑

j=1

bjl.

Genau diese Aussage haben wir in Satz 2.14 bereits gezeigt.
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3.3 Folgerungen

3.3 Folgerungen

Mit Satz 3.5 lassen sich die Einträge der Streumatrix aus den Einträgen der
Streumatrix einer Untergruppe konstruieren und wir können als erste Folgerung
direkt die Streumatrix für zykloide Gruppen, also für Gruppen mit genau einer
Spitzenklasse, angeben: Sei ∆ < Γ eine zykloide Gruppe mit S(∆) = {s1 = ∞}
und W (∆) = [w1], so daß nach Korollar 2.8 folgt: [Γ : ∆] = w1. Die Streumatrix
hat nur einen Eintrag und für das zugehörige Bildungsgesetz b1111(c) gilt nach
Satz 3.5:

w1b11(c) = b1111(c),

wobei b11(c) = ϕ(c) das eine Bildungsgesetz der Streumatrix von Γ ist, wir
erhalten hier also:

b1111(c) = w1ϕ(c)

und haben damit folgenden Satz hergeleitet:

3.8 Satz: Sei ∆ < Γ eine zykloide Gruppe mit S(∆) = {s1 = ∞} und W (∆) =
[w1]. Dann folgt für die Streumatrix:

Φ(∆, s) = w1Φ(Γ, s) = w1π
1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

für s ∈ C mit Re s > 1.

Diese Gestalt der Streumatrix wurde auch von Petersson [Pet82] für Kongru-
enzuntergruppen mit einer Spitze und allgemeiner für zykloide Untergruppen
von Venkov [Ven81] bestimmt, der dieselbe Aussage über einen Vergleich von
Eisensteinreihen zeigt. Wir werden jetzt diese Aussage verallgemeinern, indem
wir zwei Gruppen ∆ und Λ mit denselben Spitzenklassen betrachten, für die wir
also die gleichen Repräsentanten wählen können. Dabei müssen ∆ und Λ nicht
notwendig Kongruenzuntergruppen sein.

3.9 Satz: Seien ∆ < Λ Untergruppen von Γ mit S(∆) = S(Λ) = [s1, . . . , sr].
Die Streumatrix von ∆ ergibt sich aus der Streumatrix von Λ durch Multiplika-
tion mit dem Index [Λ : ∆]:

Φ(∆, s) = [Λ : ∆]Φ(Γ, s) = ([Λ : ∆]ϕij(s))1≤i,j≤r

für s ∈ C mit Re s > 1.

Beweis:

Da beide Gruppen dieselben Spitzenklassen haben, folgt mit Satz 3.5 sofort:

v1
i bij = b11ij für alle i, j ∈ {1, . . . , r},
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3 Die Streumatrix für Gruppen ∆ < Λ < Γ

wobei bij die Bildungsgesetze von Λ, b11ij die Bildungsgesetze von ∆ sind und v1
i

die relative Breite der Spitze si von ∆ in Λ ist. Da wir in Korollar 3.4 gesehen
haben, daß sich der Index [Λ : ∆] als Summe der relativen Breiten der unter Λ
zueinander äquivalent werdenden Spitzen ergibt, erhalten wir hier:

[Λ : ∆] =
1∑

k=1

vk
i für alle i ∈ {1, . . . , r},

also sind alle relativen Breiten identisch und gleich dem Index. 2

3.10 Beispiele: Die folgenden Gruppen ∆i mit 1 ≤ i ≤ 3 sind alle Untergrup-
pen der Kongruenzuntergruppe Λ vom Level 2, erzeugt von

{(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 −2

)}

mit dem Spitzenvektor S(Λ) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]]
, Spitzenbreiten W (Λ) = [2, 1] und

[Γ : Λ] = 3. Für alle Untergruppen läßt ihre Streumatrix angeben als:

Φ(∆i, s) = [Λ : ∆i]Φ(Λ, s).

1. Sei ∆1 die Untergruppe erzeugt von:
{(

0 1
−1 0

)
,

(
2 −1
5 −2

)
,

(
2 −5
1 −2

)
,

(
8 −5
13 −8

)
,

(
4 −5
5 −6

)
,

(
8 −13
5 −8

)}
.

∆1 ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 15 mit dem Spitzen-

vektor S(∆1) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]]
, Spitzenbreiten W (∆1) = [10, 5], also mit dem

erweiterten Level n(∆1) = 10, und mit [Λ : ∆1] = 5.

2. Sei ∆2 erzeugt von
{(

0 1
−1 0

)
,

(
2 −1
5 −2

)
,

(
4 −7
7 −12

)
,

(
2 −7
3 −10

)
,

(
4 −11
3 −8

)}
.

∆2 ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 18 mit dem Spitzen-

vektor S(∆2) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]]
, Spitzenbreiten W (∆2) = [12, 6], also mit dem

erweiterten Level n(∆2) = 12, und mit [Λ : ∆2] = 6.

3. Sei ∆3 erzeugt von
{(

0 1
−1 0

)
,

(
1 −2
4 −7

)
,

(
2 −5
5 −12

)
,

(
8 −5
13 −8

)
,

(
2 −7
3 −10

)}
.
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∆3 ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 18 mit dem Spitzen-

vektor S(∆3) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]]
, Spitzenbreiten W (∆3) = [12, 6], also mit dem

erweiterten Level n(∆3) = 12, und mit [Λ : ∆3] = 6.

Falls nicht die kompletten Spitzenvektoren von ∆ und Λ übereinstimmen, kön-
nen wir Satz 3.5 immerhin auf solche Gruppen übertragen, bei denen mindestens
eine Spitzenklasse übereinstimmt:

3.11 Satz: Seien ∆ < Λ Untergruppen von Γ mit zugehörigen Spitzenvektoren
S(Λ) := [s1, . . . , sr(Λ)] und:

S(∆) = [s1
1 = s1, s

2
1, . . . , s

r1
1 , s

1
2 = s2, s

2
2, . . . , s

r2
2 , . . . , s

2
r(Λ), . . . , s

rr(Λ)

r(Λ) ].

Darüberhinaus existiere ein rk ∈ {r1, . . . , rr(Λ)} mit rk = 1. Dann ergeben sich
für i ∈ {1, . . . , r(Λ)} die zugehörigen Bildungsgesetze bik(c) von Λ als:

vj
i bik(c) = bj1ik(c).

Beweis:

Ein Repräsentant der k−ten Spitzenklasse von Λ ist die Spitze sk und wir wählen
in S(∆) für die Klasse von s1

k denselben Repräsentanten, also sk = s1
k. Für

i ∈ {1, . . . , r(Λ)} folgt mit Satz 3.5:

vj
i bik(c) =

rk∑

l=1

b1l
ik(c) = bj1ik(c)

für ein beliebiges j ∈ {1, . . . , r(Λ)}. 2

Damit finden wir weitere Nichtkongruenzgruppen, für die wir mit Satz 3.5 zu-
mindest Teile der Streumatrix konstruieren können: Seien ∆ < Λ Untergruppen
von Γ, Λ eine Kongruenzgruppe vom Level n und ∆ keine Kongruenzgruppe. In
den zugehörigen Spitzenvektoren S(Λ) := [s1, . . . , sr(Λ)] und:

S(∆) = [s1
1 = s1, s

2
1, . . . , s

r1
1 , s

1
2 = s2, s

2
2, . . . , s

r2
2 , . . . , s

2
r(Λ), . . . , s

rr(Λ)

r(Λ) ]

existiere ein rk ∈ {r1, . . . , rr(Λ)} mit rk = 1. Die Bildungsgesetze von Λ lassen
sich aus den Bildungsgesetzen von Γ(n) konstruieren und damit sind die bik(c)
Vielfache der Euler’schen ϕ−Funktion, so daß dies auch für die Bildungsgesetze
bj1ik(c) für j ∈ {1, . . . , r(Λ)} von ∆ gilt, also für alle Einträge der k−ten Zeile und
k−ten Spalte der Streumatrix. Die kleinste Spitzenzahl von Λ für diese Konstel-
lation ist 3 und wir geben hier einige Beispielgruppen aus unserer Datenbank
an:
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3 Die Streumatrix für Gruppen ∆ < Λ < Γ

3.12 Beispiele: Die folgenden Gruppen sind, ebenso wie die in Beispiel 3.10 be-
trachteten Gruppen mit zwei Spitzen, Untergruppen der Kongruenzuntergruppe
Λ vom Level 2, erzeugt von:

{(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 −2

)}

mit dem Spitzenvektor S(Λ) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]]
und Spitzenbreiten W (Λ) = [2, 1].

Damit ist r(Λ) = 2 und die Streumatrix von Λ läßt sich aus der Matrix:

B(Λ) =

(
b11 b12
b21 b22

)

der Bildungsgesetze konstruieren.

1. Sei ∆1 die Untergruppe erzeugt von:
{(

0 1
−1 0

)
,

(
1 2
−2 −3

)
,

(
2 9
−1 −4

)}
.

∆1 ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 9 mit dem Spitzenvek-

tor S(∆1) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]
,

[
1
3

]]
und Spitzenbreiten W (∆1) = [6, 2, 1], also

mit dem erweiterten Level n(∆1) = 6. Es gilt r1 = 1, unter Λ werden
also außer den bereits ∆−äquivalenten Spitzen keine weiteren Spitzen zu
∞ äquivalent. Für die Matrix der Bildungsgesetze ergibt sich folgende
Struktur:

B(∆) =




s1
1 s1

2 s2
2

s1
1 b1111 b1112 b1212
s1
2 b1121 b1122 b1222
s2
2 b2121 b2122 b2222




Einen Teil dieser Bildungsgesetze bestimmen wir jetzt mit Satz 3.11 für
k = 1:

vj
i bi1(c) = bj1i1

mit vj
i =

wj
i

wi
. Wir erhalten zunächst die erste Spalte und wegen der Sym-

metrie auch die erste Zeile:

B(∆) =




s1
1 s1

2 s2
2

s1
1 v1

1b11 v1
2b21 v2

2b21
s1
2 v1

2b21 b1122 b1222
s2
2 v2

2b21 b2122 b2222




mit v1
1 = 6

2
= 3, v1

2 = 2
1

= 2 und v2
2 = 1

1
= 1.
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3.3 Folgerungen

2. Sei ∆2 erzeugt von:
{(

0 1
−1 0

)
,

(
0 1
−1 4

)
,

(
2 −3
3 −4

)}
.

∆2 ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 9 mit dem Spitzenvek-

tor S(∆2) =

[[
1
0

]
,

[
1
2

]
,

[
1
1

]]
und Spitzenbreiten W (∆2) = [4, 2, 3], also

mit dem erweiterten Level n(∆2) = 12. Hier gilt r2 = 1, unter Λ werden

außer den bereits ∆−äquivalenten Spitzen keine weiteren Spitzen zu

[
1
1

]

äquivalent. Damit erhalten wir mit Satz 3.11 für k = 2 die zweite Spalte
und die zweite Zeile der Streumatrix von ∆ aus der Streumatrix von Λ:

vj
i bi2(c) = bj1i2

mit vj
i =

wj
i

wi
, so daß folgt:

B(∆) =




s1
1 s2

1 s1
2

s1
1 b1111 b1211 v1

1b12
s2
1 b2111 b2211 v1

2b12
s1
2 b1121 b1221 v2

2b22




mit v1
1 = 4

2
= 2, v1

2 = 3
1

= 3 und v2
2 = 2

1
= 2.

Das Konzept der relativen Spitzenbreiten können wir auch benutzen, um für
Kongruenzuntergruppen einige Aussagen über den Vektor der Spitzenbreiten
einfacher herzuleiten, als dies in der Literatur bisher möglich war. Durch die Teil-
barkeiten, die sich aus den relativen Spitzenbreiten ergeben und die zugehörigen
Aussagen über die Indexe der Stabilisatoren sehen wir, daß die Spitzenbreiten
einer Kongruenzuntergruppe nur zwischen ggt (W (∆)) und kgV (W (∆)) = n
liegen können, und daß es zu jeder Grenze eine Spitze mit der entsprechenden
Breite geben muß.
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4 Die Streumatrix für

Hauptkongruenzuntergruppen

Γ(p)

Im ersten Kapitel haben wir Kongruenzuntergruppen eingeführt als solche Un-
tergruppen ∆ < Γ mit endlichem Index, die für ein n ∈ N die Hauptkongruenz-
untergruppe:

Γ(n) :=

{(
a b
c d

)
∈ PSL(2,Z) :

(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
modn

}

enthalten. Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, wie sich die Streumatrix
einer Gruppe ∆ aus der Streumatrix einer ihrer Untergruppen konstruieren läßt.
Um dieses Konzept auf Kongruenzuntergruppen anwenden zu können, wollen wir
in diesem Kapitel die Streumatrix für die Hauptkongruenzuntergruppen bestim-
men, so daß wir aus diesen Daten die Streumatrix einer Kongruenzuntergruppe
aus der Streumatrix ihrer Hauptkongruenzuntergruppe herleiten können.
Dazu werden wir uns in diesem Kapitel mit der Streumatrix von Γ(p) für eine
Primzahl p beschäftigen. Im folgenden Kapitel verallgemeinern wir die dabei
gewonnenen Erkenntnisse, um die Streumatrix von Γ(n) zu konstruieren.
Dabei möchten wir die Struktur der Spitzenmenge einer Hauptkongruenzgruppe
verstehen und die Anzahlen der Doppelnebenklassen bij(c) für c ∈ N mit dieser
Struktur in Verbindung bringen, um so einfache Kongruenzen für die Bildungs-
gesetze zu erhalten. Andere Ansätze, z.B. von Hejhal [Hej76, Hej83] führen zu
allgemeinen Formeln, ohne auf die Struktur der Streumatrix näher einzugehen.
Zunächst stellen wir aber fest, daß sich für Hauptkongruenzgruppen die Anzahl
der benötigten Bildungsgesetze weiter reduzieren läßt, da sie Normalteiler sind
und damit alle Spitzen dieselbe Breite haben (vergleiche 1.13). Normale Un-
tergruppen der Modulgruppe wurden unter anderem von Newmann untersucht
und klassifiziert [New64, New63, New67].

4.1 Satz: Sei ∆ ein Normalteiler von Γ mit r Spitzen der Breite w und Bil-
dungsgesetzen b11, . . . , b1r. Dann sind die Bildungsgesetze bi1, . . . , bir der i−ten
Zeile für 2 ≤ i ≤ r eine Permutation der Gesetze der ersten Zeile.
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4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

Beweis:

Seien i, j ∈ {1, . . . , r} und si =

[
xi

yi

]
, sj =

[
xj

yj

]
∈ S := ∆ \ P1(Q) Spitzen von

∆ mit den zugehörigen Matrizen gi =

(
xi ui

yi vi

)
, gj =

(
xj uj

yj vj

)
∈ Γ nach Satz

1.10. Für c ∈ N ist bij(c) definiert als:

bij(c) = |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Tw〉 \ g−1
i ∆gj/ 〈Tw〉

}
|.

Um bij(c) durch ein schon bekanntes Bildungsgesetz der ersten Zeile zu beschrei-
ben, drücken wir jetzt gj durch gi aus: Da in Γ alle Spitzen zueinander äquivalent
sind, existiert ein γ = ( a b

c d ) ∈ Γ mit γsj = si und es folgt:

gisi = giγsj = ∞.

Damit bilden sowohl gj als auch giγ die Spitze sj auf unendlich ab, und da
Matrizen mit dieser Eigenschaft eindeutig bis auf Multiplikation mit T n von
rechts bestimmt sind, existiert ein m ∈ Z mit gj = giγT

m. Dann existiert eine
Spitze s ∈ P1(Q) mit γTms = ∞ und da s in einer der Spitzenklassen von ∆
liegt, ist s ∆−äquivalent zu einem Repräsentanten aus S(∆). Es existieren also
ein δ ∈ ∆ und ein k ∈ {1, . . . , r} mit δsk = s. Daher folgt:

γTmδsk = γTms = ∞,

bis auf Translation mit T n für ein n ∈ Z entspricht γTm der zur Spitze sk

gehörenden Matrix gk. Da die Anzahl der Doppelnebenklassen unabhängig von
der Wahl der Matrix gk ist, bedeutet dies für bij:

bij(c) = |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Tw〉 \ g−1
i ∆gj/ 〈Tw〉

}
|

= |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Tw〉 \ g−1
i ∆giγT

k/ 〈Tw〉
}
|

= |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Tw〉 \ ∆γT k/ 〈Tw〉
}
|

= | {[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈Tw〉 \ ∆gk/ 〈Tw〉} |

= b1k(c)

für ein k ∈ {1, . . . , r}. 2

Wir wissen mit Satz 4.1 nur, daß zu einem beliebigen Bildungsgesetz bij ein
k ∈ {1, . . . , r} existiert mit bij = b1k. Wie diese Permutationen der Bildungsge-
setze genau aussehen, werden wir in diesem und im nächsten Kapitel für spezielle
Normalteiler, nämlich für Hauptkongruenzgruppen, untersuchen. Unabhänging
von den vorherigen Überlegungen sehen wir sofort, daß bei den Hauptkongruenz-
untergruppen auf der Hauptdiagonalen der Streumatrix immer derselbe Eintrag
steht:
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4.1 Eine Blockstruktur der Spitzenmenge

4.2 Lemma: Sei ∆ ein Normalteiler von Γ mit r Spitzen der Breite w und
Bildungsgesetzen b11, . . . , b1r. Dann gilt:

bjj = b11

für alle 1 ≤ j ≤ r.

Beweis:

Mit der zur Spitze sj ∈ S(∆) gehörenden Matrix gj ∈ Γ nach Satz 1.10 ist bjj
definiert als:

bjj(c) = |
{
[( ⋆ ⋆

c ⋆ )] ∈ 〈Tw〉 \ g−1
j ∆gj/ 〈Tw〉

}
|

= | {[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈Tw〉 \ ∆/ 〈Tw〉} |

= b11(c).

2

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen sei jetzt p eine ungerade Primzahl
und wir betrachten die Hauptkongruenzuntergruppe Γ(p) mit dem Index:

µ := [Γ : Γ(p)] =
p(p2 − 1)

2

und:

r :=
µ

p
= (p+ 1)

p− 1

2

inäquivalenten Spitzen. Die Spitzenmenge S := S(Γ(p)) = [s1, . . . , sr] enthalte
Repräsentanten der r Klassen von Spitzen aus:

Sp := Γ(p) \ P1(Q),

die alle die gleiche Spitzenbreite p haben. Um die Spitzenklassen Sp so anzuord-
nen, daß sich für die zugehörigen Bildungsgesetze eine gewisse Struktur ergibt,
sind zwei Schritte notwendig: Zunächst werden wir Sp in Blöcke sortieren und
dann innerhalb jeden Blockes die Restklassen gemäß der zugehörigen Bildungs-
gesetze anordnen.

4.1 Eine Blockstruktur der Spitzenmenge

Um eine spezielle Anordnung der Spitzenklassen zu erreichen, parametrisieren
wir als erstes Sp := Γ(p) \ P1(Q):

λp : P1(Q) −→ P1(Fp)[
x
y

]
7−→

[
x
y

]

p

:=

[
xmod p
ymod p

]
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4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

mit P1(Fp) = {[ 1
0 ] , [ 0

1 ] , . . . ,
[

p−1
1

]
}. Die Fasern der p + 1 Elemente aus P1(Fp)

haben die Gestalt:

λ−1
p ([ 1

0 ]) = {[ x
y ] ∈ P1(F) : y ≡ 0(p)}

λ−1
p ([ t

1 ]) = {[ x
y ] ∈ P1(F) : x ≡ yt(p), y 6≡ 0(p)}, t ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Urbilder aus verschiedenen Fasern lassen sich nicht durch Elemente von Γ(p)
ineinander überführen, denn für ( a b

c d ) ∈ Γ(p) und [ x
y ] ∈ P1(F) folgt:

(
a b
c d

)[
x
y

]
=

[
ax+ by
cx+ dy

]
≡
[
x
y

]
(p).

Damit erhalten wir auf den Spitzenklassen folgende Abbildung:

λ : Γ(p) \ P1(Q) −→ P1(Fp)[
x
y

]
7−→

[
x
y

]

p

:=

[
xmod p
ymod p

]
.

λ ist wohldefiniert, denn zu zwei Repräsentanten s1 =

[
x1

y1

]
, s2 =

[
x2

y2

]
der

gleichen Nebenklasse modulo p existiert ein γ = ( a b
c d ) ∈ Γ(p) mit:

γs1 =

[
ax1 + by1

cx1 + dy1

]
= s2 =

[
x2

y2

]

und wegen a ≡ 1(p), b ≡ 0(p), c ≡ 0(p), d ≡ 1(p) folgt:

ax1 + by1 mod p = x1 mod p = x2 mod p
cx1 + dy1 mod p = y1 mod p = y2 mod p.

Die Abbildung λ ist offensichtlich surjektiv, da jedes Element aus P1(Fp) seine
Entsprechung in P1(Q) besitzt.
Für den nächsten Schritt benötigen wir zwei Untergruppen von Γp := PSL(2,Fp),
die Borel-Gruppe:

B :=

{(
a b
0 d

)
∈ PSL(2,Fp)

}

und die normale Untergruppe:

B1 :=

{(
1 b
0 1

)
∈ PSL(2,Fp)

}
�B,

deren Quotient B/B1 wir mit der zyklischen Gruppe der Ordnung p−1
2

identifi-
zieren:

η : B/B1 −→ F⋆
p/{±1}[(

a b
0 d

)]
7−→ a.
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4.1 Eine Blockstruktur der Spitzenmenge

Dabei ist η wohldefiniert, da zu zwei Repräsentanten β1 =

(
a1 b1
0 d1

)
, β2 =

(
a2 b2
0 d2

)
einer Klasse

[(
a b
0 d

)]
ein β =

(
1 b̃
0 1

)
∈ B existiert mit:

ββ1 =

(
a1 b1 + a1b̃
0 d1

)
= β2,

so daß a1 = a2.

4.3 Lemma: Die Abbildung η ist eine Bijektion.

Beweis:

Um die Injektivität zu zeigen, seien β1, β2 ∈ B mit η(β1) = η(β2) = a, also

β1 =

(
a b1
0 d1

)
, β2 =

(
a b2
0 d2

)
für b1, b2, d1, d2 ∈ Fp. Da die Determinante den

Wert 1 hat und das multiplikativ Inverse in Fp eindeutig ist, folgt d1 = a−1 = d2,
so daß ein β ∈ B existiert mit β1β = β2, die beiden Matrizen liegen also in B/B1

in der gleichen Restklasse.

Da sich jedes a ∈ F⋆
p/{±1} zu einer Matrix

(
a b
0 a−1

)
∈ B ergänzen läßt, ist η

auch surjektiv und damit eine Bijektion. 2

Wir haben gesehen, daß B/B1 genau p−1
2

Nebenklassen besitzt. Indem wir jede
Faser von λ mit dieser Gruppe identifizieren, zeigen wir, daß jede Faser genau
p−1
2

Restklassen enthält.
Zunächst betrachten wir die Faser von ∞:

λ−1([ 1
0 ]) = {[ x

y ] ∈ P1(Fp) : y ≡ 0(p)}

und bilden sie in den Quotienten B/B1 ab:

ψ : λ−1([ 1
0 ]) ⊂ Sp −→ B/B1

[
x
y

]
7−→

[(
x b
0 d

)]
,

indem [ x
y ] mit Korollar 1.3 zu einer Matrix β =

(
x b
y d

)
∈ Γ mit β [ 1

0 ] = [ x
y ]

und p|y ergänzt wird, wobei diese Ergänzung nach Satz 1.10 eindeutig bis auf
Multiplikation mit T n von rechts ist. Dann ergibt die Reduktion der Einträge
modulo p von β eine Matrix ρ(β) ∈ B, die bis auf Multiplikation mit Elementen
aus B1 eindeutig bestimmt ist.
Um zu sehen, daß diese Zuordnung wohldefiniert ist, betrachten wir zwei Re-

präsentanten s1 =

[
x1

y1

]
, s2 =

[
x2

y2

]
der gleichen Nebenklasse, d.h. es existiert
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4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

ein γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ(p) mit γs1 = s2. Wir ergänzen s1 zu einer Matrix

β1 =

(
x b1
y d1

)
mit p|y und β1

[
1
0

]
= s1, also γβ1

[
1
0

]
= s2. Für die entspre-

chende Matrix β2 ∈ B, zu der sich s2 ergänzen läßt, gilt für ein n ∈ N:

β2 = γβ1T
n =

(
ax1 + by1 ab1 + bd1

cx1 + dy1 cb1 + dd1

)
T n.

Reduktion modulo p ergibt wegen a ≡ 1(p), b ≡ 0(p), c ≡ 0(p), d ≡ 1(p):
(
ax1 + by1 ab1 + bd1

cx1 + dy1 cb1 + dd1

)
T n mod p =

(
x b1
y d1

)
T n mod p

mit T n mod p ∈ B1.

4.4 Lemma: Die Abbildung ψ ist eine Bijektion.

Beweis:

Seien s1, s2 ∈ λ−1([ 1
0 ]) mit ψ(s1) = ψ(s2) = [( a b

0 d )]. Dann existiert ein β ∈ B
mit ρ(β1) = ρ(β2)β, die Reduktion modulo p der Ergänzungen von s1, s2 zu
Matrizen unterscheidet sich also nur durch Multiplikation mit einer Matrix aus
B1. Somit existiert ein γ ∈ Γ(p) mit β1 = γβ2T

n und es folgt s1 = γs2. Also
liegen s1, s2 in derselben Restklasse von Sp = Γ(p) \ P1(Q) und ψ ist injektiv.
Da sich jedes a ∈ F⋆

p zu einer Matrix β ∈ B ergänzen läßt und s := [ a
0 ] P1(Fp)

seine Entsprechung in P1(Q) besitzt, ist ψ surjektiv. 2

Die Hintereinanderausführung der beiden Abbildungen liefert eine Bijektion:

f : λ−1([ 1
0 ]) −→ F⋆

p/{±1}.

Damit hat λ−1([ 1
0 ]) genau p−1

2
Elemente, oder anders ausgedrück hat Γ(p) genau

p−1
2

Bahnen in der Faser von ∞.
Γ operiert transitiv auf P1(Q), so daß sich die bisherigen Überlegungen für die
Faser von unendlich auf die anderen Fasern übertragen lassen. Wir definieren:

g : λ−1([ x
y ]) −→ λ−1([ 1

0 ])[
x
y

]
7−→

[
g−1

x,y

[
x
y

]]

p

,

indem [ x
y ] ∈ P1(Fp) eindeutig bis auf Multiplikation mit T n von rechts zu einer

Matrix gx,y =
(

x b
y d

)
∈ Γ ergänzt wird mit gx,y [ 1

0 ] = [ x
y ] und anschließend gx,y

modulo p reduziert wird. Da Γ transitiv auf P1(Q) operiert, ist g bijektiv und
liefert:

f̃ := f ◦ g : λ−1([ x
y ])

g−→ λ−1([ 1
0 ])

f−→ F⋆
p/{±1}.
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4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blöcken

Damit haben wir gezeigt, daß in jeder der p+1 Fasern von λ genau p−1
2

Bahnen
von Γ(p) liegen und wir können jetzt die (p + 1)p−1

2
Spitzenklassen von Γ(p)

nach den Fasern sortieren:

S̃p =: {[s1], . . . , [s p−1
2

]
︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 1
0 ])

, [s p−1
2

+1], . . . , [s2 p−1
2

]
︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 0
1 ])

, . . . , [sp p−1
2

+1], . . . , [s(p+1) p−1
2

]
︸ ︷︷ ︸

∈λ−1(
[

p−1
1

]

)

}

mit dem geordneten Vektor von Repräsentanten:

S̃ =: [s1, . . . , s p−1
2︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 1
0 ])

, s p−1
2

+1, . . . , s2 p−1
2︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 0
1 ])

, . . . , sp p−1
2

+1, . . . , s(p+1) p−1
2︸ ︷︷ ︸

∈λ−1(
[

p−1
1

]

)

].

4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blöcken

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Spitzenmenge S nach den Fasern
λ−1([ x

y ]) sortiert haben, bestimmen wir in diesem Abschnitt für die Spitzen aus
jedem Block die zugehörigen Bildungsgesetze. Nach Satz 4.1 benötigen wir nur
die Bildungsgesetze der ersten Zeile:

b1j(c) = | {[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉} |

für j ∈ {1, . . . , r} und c ∈ N. Zunächst werden wir b1j für solche Spitzen sj

bestimmen, die in der Faser von ∞ liegen, und danach für sj ∈ λ−1([ t
1 ]) mit

t ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

4.2.1 Ein Bildungsgesetz für Spitzen aus der Faser von

unendlich

Sei sj = [ x
y ] ∈ λ−1([ 1

0 ]), also mit p|y. Wir untersuchen für ein c′ ∈ N die Anzahl
der Doppelnebenklassen:

b1j(c
′) = | {[( ⋆ ⋆

c′ ⋆ )] ∈ 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉} |.

Dabei ist gj =

(
x z1

y z2

)
nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Multiplikation mit T n

von rechts bestimmt, so daß wir hier gj so wählen können, daß z1 ≡ 0(p). Für
( a b

c d ) ∈ Γ folgt: (
a b
c d

)
gj =

(
ax+ by azi + bz2

cx+ dy cz1 + dz2

)

und wegen c ≡ 0(p) und y ≡ 0(p) gilt immer cx + dy ≡ 0(p). Es kann also
nur dann Repräsentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke untere
Ecke kongruent 0 modulo p ist. Wir erhalten als erstes Ergebnis:

57



4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

4.5 Lemma:

b1j(c
′) = 0 für c′ 6≡ 0(p).

Sei im Weiteren c′ ∈ N mit c′ ≡ 0(p) fest.
Um die zugehörige Anzahl der Doppelnebenklassen zu bestimmen, wollen wir
eine Bijektion zwischen den Doppelnebenklassen und einer uns besser bekannten
Menge herstellen. Dazu identifizieren wir jede Klasse zunächst mit ihrem oberen
linken Eintrag, den wir modulo c′p reduzieren:

Θj,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→ (Z/c′pZ)⋆

[(
α β
c′ δ

)]
7−→ αmod c′p.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn zu γ1, γ2 ∈ Γ mit:

γ1gj =

(
α1 β1

c′ δ1

)
, γ2gj =

(
α2 β2

c′ δ2

)

aus derselben Doppelnebenklasse, also mit [γ1gj] = [γ2gj] =
[(

α β
c′ δ

)]
, existieren

n1, n2 ∈ N mit:
T n1pγ1gjT

n2p = γ2gj.

Ausmultiplizieren ergibt:
(
α1 + c′n1p β1 + δ1n1p+ α1n2p+ c′n1n2p

2

c′ δ1 + c′n2p

)
=

(
α2 β2

c′ δ2

)
,

also α1 + c′n1p = α2 oder α1 ≡ α2(c
′p).

4.6 Lemma: Die Abbildung Θj,c′ ist injektiv.

Beweis:

Wir wählen γ1, γ2 ∈ Γ(p) mit γ1 =

(
a1 b1
c1 d1

)
, γ2 =

(
a2 b2
c2 d2

)
mit gleichem Bild

unter Θj,c′ , also mit a1x+ b1y ≡ a2x+ b2y(c
′p), und zeigen [γ1g1] = [γ2g2], also

die Existenz von n1, n2 ∈ Z mit T pn1γ1g1T
pn2 = γ2g2.

Wegen a1x+ b1y ≡ a2x+ b2y(c
′p) existiert ein n1 ∈ Z mit:

a1x+ b1y + c′pn1 = a2x+ b2y,

also stimmen die ersten Spalten von T pn1γ1g1 und γ2g2 überein. Aus c1, c2 ≡ 0(p)
und d1, d2 ≡ ±1(p) erhalten wir c1z1 + d1z2 ≡ ±z2(p) und c2z1 + d2z1 ≡ ±z2(p),
so daß ein n2 ∈ Z existiert mit c1z1+d1z2+pn2 = c2z1+d2z1. Dann stimmen die
unteren linken Einträge von γ1g1T

pn2 und von γ2g2 überein, so daß wir insgesamt
T pn1γ1g1T

pn2 = γ2g2 erhalten. 2
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4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blöcken

Da Θj,c′ schon injektiv ist, suchen wir jetzt eine Teilmenge von (Z/c′pZ)⋆ so,
daß wir eine Bijektion erhalten. Dazu sei:

Uj,c′ := {α ∈ (Z/c′pZ)
⋆

: α ≡ ±x̄(p)}

mit x ≡ x̄(p) und x̄ ∈ {−p−1
2
, . . . ,−1, 1, . . . , p−1

2
}. Dabei kann x̄ nicht Null sein,

da y ≡ 0(p) und ggt (x, y) = 1. Wir betrachten:

Θ̃j,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→ Uj,c′

und zeigen, daß dies ein Isomorphismus ist, indem wir die noch fehlende Sur-
jektivität beweisen:

4.7 Lemma: Die Abbildung Θ̃j,c′ ist surjektiv.

Beweis:

Sei α ∈ (Z/c′pZ)⋆ mit α ≡ ±x̄(p). Wir zeigen, daß ein Repräsentant θ der
Klasse: [(

α β
c′ δ

)]
∈ 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉

existiert mit:

θ =

(
α β
c′ δ

)
=

(
a b
c′ d

)(
x z1

y z2

)
∈ Γ(p)gj ⇔

(
α β
c′ δ

)
Γ(p)g−1

j ∈ Γ(p).

Wir zeigen also, daß β, γ ∈ Z existieren mit:

(
α β
c′ δ

)(
z2 −z1

−y x

)
=

(
αz2 − βy −αz1 + βx
c′z2 − δy −c′z1 + δx

)
∈ Γ(p).

Wir wählen δ ≡ α−1(p) und β ≡ 0(p), also z.B. δ = α−1 und β = 0 und

zeigen, daß mit θ =

(
α 0
c′ α−1

)
die Behauptung folgt. Dazu müssen folgende

Äquivalenzen gelten:

1. αz2 − βy ≡ ±1(p) ⇔ αz2 ≡ ±1(p) da y ≡ 0(p) ⇔ z2 ≡ ±α−1(p)
2. −αz1 + βx ≡ 0(p) erfüllt, da β = 0 und p|z1

3. c′z2 − δy ≡ 0(p) erfüllt, da p|c′, p|z1

4. −c′z1 + δx ≡ ±1(p) ⇔ δx ≡ 0(p), da c′ ≡ 0(p)
⇔ α−1x ≡ ±1(p), da δ ≡ α−1(p) ⇔ x ≡ ±α(p)

Da gj die Determinante 1 hat, folgt mit xz2 − yz1 = 1:

xz2 − yz1 ≡ 1(p) ⇔ xz2 ≡ 1(p), da y ≡ 0(p) ⇔ z2 ≡ x−1.
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4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

Mit α ≡ ±x̄(p) erhalten wir x ≡ x̄(p), so daß x ≡ ±α(p) (die 4. Äquivalenz)
erfüllt ist und mit z2 ≡ x−1(p) auch z2 ≡ x−1 ≡ ±α−1(p) (die 1. Äquivalenz). 2

Jetzt haben wir unsere gesuchte Anzahl b1j(c
′) mit der Anzahl der Elemente in

Uj,c′ identifiziert. Für c′ = c0p
l mit c0, l ∈ Z und p ∤ c0 folgt:

| (Z/c′pZ)
⋆ | = ϕ(c′p) = ϕ(c0p

l+1) = pl(p− 1)ϕ(c0) = pϕ(c0p
l).

Für die Anzahl derjenigen Elemente in (Z/c′pZ)⋆, die kongruent ±x̄mod p sind,
ergeben sich genau p−1

2
dieser Möglichkeiten, da:

x ≡ 0,±1, . . . ,±p− 1

2

alle Möglichkeiten sind, kongruent mod p zu sein. Damit erhalten wir:

|Uj,c′| =
1

p−1
2

pϕ(c′) =
2p

p− 1
ϕ(c′)

und wir haben insgesamt folgenden Satz hergeleitet:

4.8 Satz: Sei sj eine Spitze aus der Faser von unendlich. Dann folgt für das
zugehörige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

b1j(c) =

{ 2p
p−1

ϕ(c) für c ≡ 0(p)

0 für c 6≡ 0(p)

für c ∈ N.

4.2.2 Ein Bildungsgesetz für Spitzen aus den übrigen

Fasern

Mit ähnlichen Überlegungen wollen wir jetzt für eine Spitze sj = [ x
y ] ∈ λ−1([ t

1 ])
mit t ∈ {0, . . . , p−1} die Anzahl der Doppelnebenklassen für c′ ∈ N untersuchen:

b1j(c
′) = | {[( ⋆ ⋆

c′ ⋆ )] ∈ 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉} |.

Da sj in der Faser λ−1([ t
1 ]) liegt, gilt x ≡ yt(p) und y 6≡ 0(p), also y ≡ ȳ für ein

ȳ ∈ {1, . . . , p − 1}. Dabei läßt sich gj =

(
x z1

y z2

)
nach Korollar 1.3 so wählen,

daß z1 ≡ ȳ(p) und z2 ≡ 0(p). Für ( a b
c d ) ∈ Γ folgt:

(
a b
c d

)
gj =

(
ax+ by az1 + bz2

cx+ dy cz1 + dz2

)
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4.2 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blöcken

und wegen c ≡ 0(p) und d ≡ ±1(p) gilt immer cx + dy ≡ ±y(p). Es kann also
nur dann Repräsentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke untere
Ecke kongruent 0 modulo p ist:

4.9 Lemma:

b1j(c
′) = 0 für c′ 6≡ ±y(p).

Sei im Weiteren c′ ∈ N mit c′ ≡ ±y(p) fest. Wie im vorherigen Abschnitt für eine
Spitze aus der Faser von ∞ konstruieren wir jetzt eine Bijektion zwischen den
Doppelnebenklassen und einer uns besser bekannten Menge. Dazu verwenden
wir die im vorherigen Abschnitt eingeführte Abbildung Θj,c′ :

Θj,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→ (Z/c′pZ)⋆

[(
α β
c′ δ

)]
7−→ αmod c′p

Diese Abbildung ist, wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, wohldefiniert und in-
jektiv, da diese Eigenschaften unabhängig von gj sind. Wir können unsere vor-
herigen Überlegungen einfach übernehmen und suchen jetzt eine entsprechende
Teilmenge, in die Θj,c′ surjektiv abbildet:

Uj,c′ := {α ∈ (Z/c′pZ)
⋆

: α ≡ t(p)}

und:
Θ̃j,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→ Uj,c′ .

4.10 Lemma: Die Abbildung Θ̃j,c′ ist surjektiv.

Beweis:

Sei α ∈ Uj,c′ . Wir zeigen, daß ein Repräsentant θ der Klasse:

[(
α β
c′ δ

)]
∈ 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉

existiert mit:

θ =

(
α β
c′ δ

)
=

(
a b
c′ d

)(
x z1

y z2

)
∈ Γ(p)gj ⇔

(
α β
c′ δ

)
Γ(p)g−1

j ∈ Γ(p).

Wir zeigen also, daß β, γ ∈ Z existieren mit:
(
α β
c′ δ

)(
z2 −z1

−y x

)
=

(
αz2 − βy −αz1 + βx
c′z2 − δy −c′z1 + δx

)
∈ Γ(p).
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4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

Da y ≡ ȳ mit ȳ ∈ {1, . . . , p − 1}, existiert ȳ−1 ∈ {1, . . . , p − 1} mit yȳ−1 ≡
ȳȳ−1 ≡ 1(p). Wir wählen β ≡ −ȳ−1(p) und δ ≡ 0(p) und zeigen, daß mit

θ =

(
α −ȳ−1

c′ 0

)
die Behauptung folgt. Dazu müssen folgende Äquivalenzen

gelten:

1. αz2 − βy ≡ ±1(p) ⇔ −βȳ ≡ ±1(p)
da z2 ≡ 0(p), y ≡ ȳ(p)β ≡ −ȳ−1(p)

⇔ β ≡ ∓ȳ−1(p)
2. −αz1 + βx ≡ 0(p) ⇔ αȳ−1 − ȳ−1yt ≡ 0(p)

da x ≡ yt(p), z1 ≡ −ȳ−1(p), β ≡ −ȳ−1(p)
⇔ α ≡ yt(p) da ȳ−1 6≡ 0(p)

3. c′z2 − δy ≡ 0(p) erfüllt, da p|z2, p|δ
4. −c′z1 + δx ≡ ±1(p) ⇔ ±yȳ−1 ≡ ±1(p)

da c′ ≡ ±y(p), y ≡ ȳ(p), z1 ≡ −ȳ−1, δ ≡ 0(p)

Mit den Voraussetzungen an α und der Wahl von β und δ sind alle Äquivalenzen
erfüllt. 2

Jetzt haben wir unsere gesuchte Anzahl b1j(c
′) wieder mit der Anzahl der Ele-

mente in Uj,c′ identifiziert:

|Uj,c′| = |{α ∈ (Z/c′pZ)
⋆

: α ≡ t(p)}| =
1

p
| (Z/c′pZ)

⋆ | =
1

p
pϕ(c′) = ϕ(c′),

da die Kongruenz α ≡ t(p) wegen t ∈ {0, . . . , p− 1} genau eine der p möglichen
Kongruenzen in (Z/c′pZ)⋆ ist. Wir haben insgesamt gezeigt:

4.11 Satz: Sei sj = [ x
y ] eine Spitze aus der Faser λ−1([ t

1 ]) mit
t ∈ {0, . . . , p−1}. Dann folgt für das zugehörige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

b1j(c) =

{
ϕ(c) für c ≡ ±y(p)
0 für c 6≡ ±y(p)

für c ∈ N.

Innerhalb einer Faser gibt es für den unteren Eintrag y der Spitzen [ x
y ] modulo

±1 genau:
ϕ(p)

2
=
p− 1

2

Möglichkeiten, so daß die p−1
2

Bildungsgesetze einer Faser folgende Gestalt ha-
ben:

b1(c) =

{
ϕ(c) c ≡ ±1(p)
0 c 6≡ ±1(p)

, . . . , b p−1
2

(c) =

{
ϕ(c) c ≡ ±p−1

2
(p)

0 c 6≡ ±p−1
2

(p)
.
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4.3 Anordnung der Bildungsgesetze in der Streumatrix

4.3 Anordnung der Bildungsgesetze in der

Streumatrix

Für Γ(p) haben wir in den vorherigen Abschnitten insgesamt p−1
2

+ 1 verschie-
dene Bildungsgesetze b0, b1, . . . , b p−1

2
bestimmt, die wir jetzt mit ihrer Nummer

aus Fp/{±1} identifizieren. Damit reicht es, statt der Matrix B der Bildungs-
gesetze eine Matrix B′ mit den Nummern der entsprechenden Bildungsgesetze
anzugeben. Um die Struktur der Streumatrix untersuchen zu können, ordnen
wir unsere bereits nach Fasern von λ sortierte Spitzenmenge:

S̃p =: {[s1], . . . , [s p−1
2

]
︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 1
0 ])

, [s p−1
2

+1], . . . , [s2 p−1
2

]
︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 0
1 ])

, . . . , [sp p−1
2

+1], . . . , [s(p+1) p−1
2

]
︸ ︷︷ ︸

∈λ−1(
[

p−1
1

]

)

}

mit dem Vektor von Repräsentanten:

S̃ =: [s1, . . . , s p−1
2︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 1
0 ])

, s p−1
2

+1, . . . , s2 p−1
2︸ ︷︷ ︸

∈λ−1([ 0
1 ])

, . . . , sp p−1
2

+1, . . . , s(p+1) p−1
2︸ ︷︷ ︸

∈λ−1(
[

p−1
1

]

)

]

so an, daß die zugehörigen Nummern der Bildungsgesetze in der ersten Zeile der
Streumatrix aufsteigen. In der ersten Zeile hat die Matrix der Bildungsgesetze
dann die Gestalt:

B′ =




si∈λ−1([ 1
0 ])

︷ ︸︸ ︷
0 0 . . .

1

2
0

si∈λ−1([ 0
1 ])

︷ ︸︸ ︷
1 2 . . .

p− 1

2

si∈λ−1([ 1
1 ])

︷ ︸︸ ︷
1 2 . . .

p− 1

2
. . .

si∈λ−1(
[

p−1
1

]

)

︷ ︸︸ ︷
1 2 . . .

p− 1

2




Nachdem wir bereits die Anzahlen der Doppelnebenklassen für die Einträge der
ersten Zeile der Streumatrix bestimmt haben, beschäftigen wir uns in diesem
Abschnitt mit den anderen Zeilen der Streumatrix. In Satz 4.1 haben wir ge-
sehen, daß alle anderen Zeilen der Streumatrix Permutationen der ersten Zeile
sind, so daß es keine noch nicht bestimmten Bildungsgesetze gibt. Uns inter-
essieren diese Permutationen. Wir wollen also wissen, welches Bildungsgesetz
zu beliebigen Spitzen si, sj ∈ Sp = Γ(p) \ P1(Q) gehört und dafür folgende
Abbildung konstruieren:

F : Sp × Sp −→ Fp/{±1}.

Um uns dieser Abbildung zu nähern, benötigen wir einige Vorüberlegungen. In
Abschnitt 4.1 haben wir bereits spezielle Untergruppen von Γp := PSL(2,Fp)
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4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

eingeführt, nämlich die Borel-Gruppe:

B :=

{(
a b
0 d

)
∈ PSL(2,Fp)

}

und die normale Untergruppe:

B1 :=

{(
1 b
0 1

)
∈ PSL(2,Fp)

}
�B,

deren Quotienten B/B1 wir mit F⋆
p/{±1} identifiziert haben. Für diesen Quoti-

enten definieren wir auf:
Σp := PSL(2,Fp)/B1

eine Operation:

⋆ : B/B1 × Σp −→ Σp

([b], [σ]) 7−→ [b] ⋆ [σ] := [σb−1]

Diese Operation ist wohldfiniert: Seien b1, b2 Repräsentanten von [b] in B/B1,
d.h. es existiert ein β = ( 1 b

0 1 ) ∈ B1 mit b1 = b2β, also b−1
2 = βb−1

1 , und seien
σ1, σ2 Repräsentanten von [σ] ∈ Σp, d.h. es existiert ein β̃ =

(
1 b̃
0 1

)
∈ B1 mit

σ1 = σ2β̃. Dann folgt σ2 = σ1β̃
−1 und wir erhalten:

[b] ⋆ [σ] = σb−1
1 = σβ̃−1β̃b−1

1 = σ2b
−1
2 .

Mit ⋆ haben wir eine Gruppenoperation von B/B1 auf Σp eingeführt:

1. ([b][c]) ⋆ [σ] = σ(bc)−1 = σc−1b−1 = [b] ⋆ ([σc−1]) = [b] ⋆ ([c][σ])
für b, c Repräsentanten von [b], [c] ∈ B/B1 und σ Repräsentant von [σ] ∈
Σp.

2. [1] ⋆ [σ] = σb−1 = σ = [σ]
für b = ( 1 0

0 1 ) Repräsentant von [1] ∈ Σp und σ Repräsentant von [σ] ∈ Σp.

4.12 Satz: Jede Bahn von B/B1 auf Σp hat genau p−1
2

Elemente.

Beweis:

Für ein [σ] ∈ Σp ist die Bahn definiert als:

BB/B1([σ]) := {[b] ⋆ [σ] : [b] ∈ B/B1}.

B/B1
∼= F⋆

p/{±1} hat genau p−1
2

Elemente und wenn wir zeigen, daß es kein
[σ] ∈ Σp gibt mit [b1]⋆ [σ] = [b2]⋆ [σ] für zwei verschiedene Restklassen [b1] 6= [b2]
aus Σp, folgt die Behauptung.
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Als Widerspruchsannahme seien b1, b2 Repräsentanten von [b1] 6= [b2], σ Reprä-
sentant einer beliebigen Klasse [σ] ∈ Σp und es gelte σb−1

1 = σb−1
2 . Es folgt

σ = σb−1
2 b1 und damit b−1

2 b1 ∈ [1], also [b1] = [b2]. 2

4.13 Satz: B/B1 operiert transitiv auf jeder Faser von:

s : Σp −→ PSL(2,Fp)/B
[σ] = σB1 7−→ [σ]B := σB.

Beweis:

s ist wohldefiniert, da für Repräsentanten σ1, σ2 von [σ] ein β ∈ B1 existiert mit
σ1 = σ2β und es folgt:

s([σ]) = σ1B = σ2βB = σ2B.

Um zu sehen, daß B/B1 transistiv auf s−1([σ]B) operiert, zeigen wir, daß zu
σ1, σ2 ∈ s−1([σ]B) ein [b] ∈ B/B1 existiert mit [b] ⋆ [σ1] = [σ2]. Wegen σ1, σ2 ∈
s−1([σ]B) gilt σ1β = σ2 für ein β =

(
ã b̃
0 d̃

)
∈ Γp. Mit b := β−1 existiert also ein

Repräsentant einer Klasse [b] ∈ B/B1 mit:

[b] ⋆ [σ1] = σ1b
−1 = σ1β = σ2 = [σ2].

2

Jetzt können wir eine Abbildung definieren, die jeder Spitzenklasse ein Element
aus Σp zuordnet:

h : SpΓ(p)\P1(Q) = −→ Σp/B1[
x
y

]
7−→ g̃x,y.

Dabei wählen wir zu [ x
y ] eine Matrix gx,y ∈ Γ mit gx,y∞ = [ x

y ], die nach Satz 1.10
eindeutig bis auf Multiplikation mit T n von rechts ist. Anschliessend reduzieren
wir diese Matrix modulo p zu g̃x,y. Dabei ist die Restklasse in Σp/B1 unabhängig
von der Wahl der Matrix gx,y ∈ Γ, da diese eindeutig bis auf Multiplikation mit
T n von rechts bestimmt ist.

Diese Abbildung ist wohldefiniert: Zu zwei Repräsentanten s1 =

[
x1

y1

]
, s2 =

[
x2

y2

]

derselben Spitzenklasse existiert ein γ ∈ Γ(p) mit γs1 = s2. Wenn wir eine

Matrix gx1,y1 ∈ Γ mit gx1,y1∞ =

[
x1

y1

]
wählen, folgt γgx1,y1∞ =

[
x2

y2

]
und

γgx1,y1∞ = gx2,y2T
n für ein geeignetes n ∈ N, da die Matrix gx2,y2 eindeutig bis

auf Multiplikation mit T n ist. Bei der Reduktion modulo p erhalten wir dieselbe
Klasse in Σp/B1, da γ ≡ [( 1 0

0 1 )] mod p und T n mod p ∈ B1.
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4 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(p)

Jetzt betrachten wir das direkte Produkt Σp × Σp, auf das sich die eben einge-
führten Operationen erweitern lassen:
Γp operiert auf Σp × Σp durch:

γ([s], [t]) := (γs, γt)

für γ ∈ Γp und s, t Repräsentanten der Nebenklassen [s], [t] ∈ Σp = PSL(2,Fp)/B1.
B/B1 ×B/B1 operiert auf Σp × Σp durch:

([b1], [b2]) ⋆ ([s], [t]) := ([b1] ⋆ [s], [b2] ⋆ [t]) = (sb−1
1 , tb−1

2 )

für [b1], [b2] ∈ B/B1.
Jetzt können wir die erste unserer gewünschten Abbildungen definieren:

f : Σp × Σp −→ Fp/{±1}
([σ], [τ ]) 7−→ σ1τ3 − σ3τ1 mod p

für σ = ( σ1 σ2
σ3 σ4 ) , τ = ( τ1 τ2

τ3 τ4 ) ∈ Σp.
Diese Abbildung ist wohldefiniert: Seien σ, σ̃ Repräsentanten von [σ] ∈ Σp und
τ, τ̃ von [τ ] ∈ Σp. Dann existieren β1, β2 ∈ B1 mit σ = σ̃β1 und τ = τβ2, die
ersten Spalten der Matrizen bleiben also unverändert.
Wir erkennen folgende Eigenschaften von f für [σ], [τ ] ∈ Σp und b1 =

(
α1 β1

0 δ1

)
, b2 =(

α2 β2

0 δ2

)
∈ B/B1:

1. f([σ], [σ]) = σ1σ3 − σ3σ1 mod p = 0

2. f(b1 ⋆ [σ], [σ]) = f([σb−1
1 ], [σ]) = σ1σ3d− σ3dσ1 mod p = 0

wegen σb−1
1 =

(
σ1δ1 −σ1β1+σ2α1

σ3δ1 −σ3β1+σ4α1

)

3. f([σ], [τ ]) = σ1τ3 − σ3τ1 mod p = −σ1τ3 + σ3τ1 mod p = τ1σ3 − τ3σ1 mod p

= f([τ ], [σ])

4. f(b1 ⋆ [σ], b1 ⋆ [τ ]) = f

((
δ1σ1 σ2α1 − σ1β1

σ3δ1 σ4α1 − σ3β1

)
,

(
δ1τ1 τ2α1 − τ1β1

τ3δ1 τ4α1 − τ3β1

))

= δ1δ2(σ1τ3 − σ3τ1) = δ1δ2f([σ], [τ ])

Jetzt bilden wir die Hintereinanderausführung der beiden bisher untersuchten
Abbildungen, um den Repräsentanten zweier Spitzenklassen si, sj die Nummer
des zugehörigen Bildunsgesetzes bij in Fp/{±1} zuzuordnen:

F : Sp × Sp
(h,h)−→ Σp × Σp

f−→ Fp/{±1}

(

[
x
y

]
,

[
u
v

]
) 7−→ xv − uymod p.
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4.3 Anordnung der Bildungsgesetze in der Streumatrix

Als Komposition wohldefinierter Abbildungen ist F offensichtlich wohldefiniert

und wir erkennen folgende Eigenschaften von F für s =

[
x
y

]
, t =

[
u
v

]
∈ Sp und

σ = ( a b
c d ) ∈ PSL(2,Fp):

1. F (s, t) = F (t, s),

da mit f(s, t) = f(t, s) gilt: F (s, t) = uy − xv ≡ xv − uy in Fp/{±1}.

2. F (σ(s, t)) = F (s, t),

da F (σ(s, t)) = F

([
ax+ by
cx+ dy

]
,

[
au+ bv
cu+ dv

])
= (ad−bc)(xv−uy) = xv−uy

3. F ((σs, t)) = F (s, σ−1t),

da F ((σs, t)) = F

([
ax+ by
cx+ dy

]
,

[
u
v

])
= axu+ byv − cxu− dyu

= x(−cu+ av) − y(du− bv) = F

([
x
y

]
,

[
du− bv
−cu+ av

])
= F (s, σ−1t)

Die Streumatrix wird jetzt durch F vollständig beschrieben, da sich ihre Ein-
träge aus den entsprechenden Reihen der Bildungsgesetze ergeben. Wegen der
ersten Eigenschaft von F sehen wir nochmals, daß die Streumatrix symmetrisch
ist, und wegen der ersten Eigenschaft von f , nämlich f([σ], [σ]) = 0, enthält die
Hauptdiagonale der Streumatrix nur das Bildungsgesetz b0, wie wir in Lemma
4.2 bereits gezeigt haben. Darüberhinaus bestehen alle Blöcke von Bildungsge-
setzen auf der Hauptdiagonalen nur aus b0, da wegen Eigenschaft 2 von f für
[σ] ∈ Σp und b1 ∈ B/B1 gilt:

f(b1 ⋆ [σ], [σ]))f([σ], b1 ⋆ [σ]) = 0.

Aus Eigenschaft 4 von F erhalten wir, daß innerhalb eines Blockes auf der
Gegendiagonale immer dasselbe Bildungsgesetz steht.
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Damit ergibt sich für die Streumatrix folgende Struktur:



si ∈ λ−1([ 1

0
]) si ∈ λ−1([ 1

1
]) . . . si ∈ λ−1([ p

1
])

si

∈
λ−1([ 1

0
])

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0

1 2 . . . p−1

2

2 3 . . . 1
.

.

.

.

.

.

p−1

2
1 . . . p−1

2
− 1

. . .

1 2 . . . p−1

2

2 3 . . . 1
.

.

.

.

.

.

p−1

2
1 . . . p−1

2
− 1

si

∈
λ−1([ 1

1
])

1 2 . . . p−1

2

2 3 . . . 1
.

.

.

.

.

.

p−1

2
1 . . . p−1

2
− 1

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0

. . .

1 2 . . . p−1

2

2 3 . . . 1
.

.

.

.

.

.

p−1

2
1 . . . p−1

2
− 1

platz
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

platz

si

∈
λ−1([ p

1
])




Um zu zeigen, wie sich die Streumatrix mit diesem Konzept darstellen läßt, be-
trachten wir Γ(7) als kleinstes sinnvolles Beispiel. Bei Γ(3) enthält jede Faser nur
ein Element, so daß wir nur die Bildungsgesetze b0, b1 haben, und bei Γ(5) hat
jede Faser zwei Elemente, so daß die Art der Permutationen nicht zu erkennen
ist.

4.14 Beispiel:

Γ(7) hat 24 Spitzen und die Abbildung λ hat 8 Fasern mit jeweils 3 Elementen.
Ein nach Fasern sortiertes Repräsentantensystem der Spitzen ist der folgende
Spitzenvektor, wobei die Spitzen innerhalb einer Faser so angeordnet sind, daß
die Nummern der Bildungsggesetze in der ersten Zeile der Streumatrix in jeder
Faser aufsteigen.

S(Γ(7)) =

{[
1
0

]
,

[
2
7

]
,

[
4
7

]
,

[
0
−1

]
,

[
−7
2

]
,

[
7
−4

]
,

[
1
1

]
,

[
5
−2

]
,

[
3
−4

]
,

platz[
2
1

]
,

[
3
−2

]
,

[
1
4

]
,

[
1
−2

]
,

[
2
3

]
,

[
3
1

]
,

[
1
2

]
,

[
3
−1

]
,

[
2
−3

]
,

platz[
2
−1

]
,

[
1
3

]
,

[
3
2

]
,

[
1
−1

]
,

[
2
5

]
,

[
4
3

]}

Zur Veranschaulichung werten wir jetzt unsere Abbildung F an einigen Spitzen
aus, wobei wir in Fp/{±1} rechnen:

1. F ([ 2
3 ] , [ 2

3 ]) = 2 · 3 − 3 · 2 = 0

2. F ([ 2
1 ] , [ 3

2 ]) = 2 · 2 − 3 · 1 = 1
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4.3 Anordnung der Bildungsgesetze in der Streumatrix

3. F ([ 2
3 ] , [ 3

2 ]) = 2 · 2 − 3 · 3 = −5 ≡ 2(7)

4. F ([ 4
7 ] , [ 2

5 ]) = 4 · 5 − 2 · 7 = 6 ≡ 1 in Fp/{±1}

5. F ([ 1
4 ] , [ 2

5 ]) = 1 · 5 − 2 · 4 = −3 ≡ 4(7) ≡ 3 in Fp/{±1}
In Kapitel 6 werden wir die Determinante der Streumatrix für die Hauptkon-
gruenzgruppen Γ(p) bestimmen und unser Vorgehen unter anderem an dieser
Matrix verdeutlichen. Wir werden dabei die Matrix der Bildungsgesetze so co-
dieren, daß sich ihre Dimension reduziert. Die reduzierte Matrix werden wir
so weit wie möglich diagonalisieren. Bei den entsprechenden Rücksubstituitio-
nen bleibt die beinahe vollständige Diagonalisierung erhalten. Ausgehend von
den Bildungsgesetzen entwickeln wir für die Diagonaleinträge die zugehörigen
Eisensteinreihen und stellen sie in geschlossener Form dar. Mit weiteren Unter-
suchungen werden wir dann die Determinante des nicht diagonalisierten Teils
bestimmen und erhalten die Determinante der Streumatrix von Γ(p) durch Mul-
tiplikation der Teilergebnisse.
Insgesamt ergibt sich folgende Matrix der Bildungsgesetze von Γ(7):

B =




0 0 0 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
0 0 0 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
0 0 0 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
1 2 3 0 0 0 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 1 2 2 3 1 1 2 3
2 3 1 0 0 0 2 3 1 3 1 2 1 2 3 1 2 3 3 1 2 2 3 1
3 1 2 0 0 0 3 1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 1 1 2 3 3 1 2
1 2 3 1 2 3 0 0 0 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 1 2 2 3 1
2 3 1 2 3 1 0 0 0 2 3 1 3 1 2 1 2 3 1 2 3 3 1 2
3 1 2 3 1 2 0 0 0 3 1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 1 1 2 3
1 2 3 2 3 1 1 2 3 0 0 0 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 1 2
2 3 1 3 1 2 2 3 1 0 0 0 2 3 1 3 1 2 1 2 3 1 2 3
3 1 2 1 2 3 3 1 2 0 0 0 3 1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 1
1 2 3 3 1 2 2 3 1 1 2 3 0 0 0 1 2 3 2 3 1 3 1 2
2 3 1 1 2 3 3 1 2 2 3 1 0 0 0 2 3 1 3 1 2 1 2 3
3 1 2 2 3 1 1 2 3 3 1 2 0 0 0 3 1 2 1 2 3 2 3 1
1 2 3 3 1 2 3 1 2 2 3 1 1 2 3 0 0 0 1 2 3 2 3 1
2 3 1 1 2 3 1 2 3 3 1 2 2 3 1 0 0 0 2 3 1 3 1 2
3 1 2 2 3 1 2 3 1 1 2 3 3 1 2 0 0 0 3 1 2 1 2 3
1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 1 2 2 3 1 1 2 3 0 0 0 1 2 3
2 3 1 3 1 2 1 2 3 1 2 3 3 1 2 2 3 1 0 0 0 2 3 1
3 1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 1 1 2 3 3 1 2 0 0 0 3 1 2
1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2 3 1 2 2 3 1 1 2 3 0 0 0
2 3 1 2 3 1 3 1 2 1 2 3 1 2 3 3 1 2 2 3 1 0 0 0
3 1 2 3 1 2 1 2 3 2 3 1 2 3 1 1 2 3 3 1 2 0 0 0
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5 Die Streumatrix für

Hauptkongruenzuntergruppen

Γ(n)

Die in dem vorherigen Kapitel gewonnenen Erkenntisse für Γ(p) wollen wir
jetzt so weit wie möglich für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(n) verallgemei-
nern mit der Primfaktorzerlegung n = pl1

1 · . . . · plm
m mit Primzahlen p1, . . . , pm

und l1, . . . , lm ∈ N. Da Z/nZ nur dann ein Körper ist, wenn n eine Primzahl ist,
definieren wir als erstes P1(Z/nZ). Dazu betrachten wir die Menge aller Paare
von Elementen aus Z/nZ mit der Eigenschaft, daß das von ihnen erzeugte Ideal
der ganze Ring ist:

P :=

{[
x
y

]
: 〈x, y〉 = Z/nZ

}

mit 〈x, y〉 = {ax+by : a, b ∈ Z/nZ}. Auf P läßt sich folgende Äquivalenzrelation
definieren:

[
x
y

]
∼
[
u
v

]
:⇔ ∃λ ∈ (Z/nZ)⋆ mit x = λu ∧ y = λv.

Diese Relation ist:

1. reflexiv, da λ = 1 ∈ (Z/nZ)⋆,

2. symmetrisch, da λ invertierbar und

3. transitiv, da (Z/nZ)⋆ eine multiplikative Gruppe ist,

so daß wir wirklich eine Äquivalenzrelation definiert haben. Modulo dieser Äqui-
valenzrelation können wir jetzt P1(Z/nZ) erklären als:

5.1 Definition: P1(Z/nZ) := P / ∼ =

{[
x
y

]
: x, y ∈ Z mit 〈x, y〉 = Z/nZ

}
/ ∼

Wir wählen also solche Paare x, y ∈ Z/nZ, für die das von ihnen erzeuge Ideal
der ganze Ring Z/nZ ist, und identifizieren diejenigen Erzeugerpaare miteinan-
der, die sich durch Einheiten ineinander überführen lassen. Für n = p entspricht
dies unserer bisherigen Definition: Wir haben für P1(Z/pZ) Repräsentanten der
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5 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(n)

Form {[ 1
0 ] , [ 0

1 ] , [ 1
1 ] , . . . ,

[
p−1
1

]
} gewählt, die alle offensichlich ganz Z/pZ erzeu-

gen, da die Eins in dem von ihnen erzeugten Ideal liegt. Wegen ihrer Struktur
liegen alle Repräsentanten in verschiedenen Nebenklassen bezüglich der von uns
eingeführten Äquivalenzrelation und alle anderen Repräsentanten [ x

y ] sind zu
den bisherigen äquivalent.
Um das im vorherigen Kapitel entwickelte Konzept zur Bestimmung der Bil-
dungsgsetze auf Γ(n) übertragen zu können, betrachten wir zunächst nur eine
Primzahlpotenz, untersuchen also die Gruppen Γ(pk) für eine Primzahl p.

5.1 Die Gruppen Γ(pk)

Es sei pk 6= 2, denn diesen Fall haben wir bereits im vorherigen Kapitel betrach-
tet. Dann gilt:

µ := [Γ : Γ(pk)] = p3k−2p
2 − 1

2

und Γ(pk) hat:

r :=
µ

pk
= p2k−2p

2 − 1

2

Nebenklassen in Spk := Γ(pk) \ P1(Q). Wir definieren P1(Z/pkZ) wie oben ein-
geführt und suchen nun ein vollständiges Repräsentantensystem für die Äquiva-
lenzklassen von P1(Z/pkZ). Dazu sei:

R :=

{[
1
t

]
,

[
t
1

]
: t ∈ Z/pkZ, t ≡ 0(p)

}⋃{[
y
1

]
: y ∈ (Z/pkZ)⋆

}
.

Offensichtlich erzeugen alle Paare < x, y > aus R ganz Z/pkZ und sind bezüglich
der Äquivalenzrelation ∼ nicht zueinander äquivalent, da sie sich nicht durch ein
λ ∈ (Z/pkZ)⋆ ineinander überführen lassen. Es bleibt noch zu zeigen, daß alle

anderen Elemente

[
x
y

]
∈ P1(Z/pkZ) zu einem Repräsentanten aus R äquivalent

sind.

1. y ≡ 0(p): Dann läßt sich x 6≡ 0(p) invertieren: [ x
y ] =

[
1

yx−1

]
mit yx−1 ∈

Z/pkZ und y ≡ 0(p), also ist [ x
y ] zu einem Element aus R äquivalent.

2. x ≡ 0(p): Analog läßt sich x in Z/nZ invertieren und
[

yx−1

1

]
liegt in R.

3. x, y 6≡ 0(p): Dann ist y in in Z/nZ invertierbar und
[

yx−1

1

]
liegt in R.

Wir können also P1(Z/pkZ) durch R repräsentieren, wobei für die Anzahl an
Elementen in R gilt:

|R| = 2(pk − ϕ(pk)) + ϕ(pk)) = 2pk − pk−1(p− 1) = pk−1(p+ 1).
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Damit haben wir den folgenden Satz gezeigt:

5.2 Satz: P1(Z/pkZ) hat genau pk−1(p+ 1) Elemente.

5.3 Beispiel: Für P1(Z/8Z) können wir folgende Repräsentanten wählen:

P1(Z/8Z) =

{[
1
0

]
,

[
1
2

]
,

[
1
4

]
,

[
1
6

]
,

[
1
1

]
,

[
3
1

]
,

[
5
1

]
,

[
7
1

]
,

[
0
1

]
,

[
2
1

]
,

[
4
1

]
,

[
6
1

]}

Analog zu unserem Vorgehen in Kapitel 3 führen wir jetzt eine Abbildung der
Spitzenklassen von Γ(pk) nach P1(Z/pkZ) ein:

λ : Γ(pk) \ P1(Q) −→ P1(Z/pkZ)[
x
y

]
7−→

[
x
y

]

pk

.

Wir sehen wie in Abschnitt 4.1, daß diese Abbildung wohldefiniert und surjektiv
ist.

5.4 Satz: Jede Faser von λ hat genau pk−1 p−1
2

Elemente.

Beweis:

Hier verallgemeinern wir unsere Überlegungen für Γ(p), indem wir zunächst die
verallgemeinerte Borel-Gruppe definieren als:

B :=

{(
a b
0 d

)
∈ PSL(2, (Z/pkZ))

}

mit der normalen Untergruppe:

B1 :=

{(
1 b
0 1

)
∈ PSL(2, (Z/pkZ))

}
�B,

deren Quotienten B/B1 wir mit der zyklischen Gruppe der Ordnung pk−1 p−1
2

identifizieren:
η : B/B1 −→ (Z/pkZ)⋆/{±1}[(

a b
0 d

)]
7−→ a

mit |(Z/pkZ)⋆| = ϕ(pk) = pk−1(p − 1) und |(Z/pkZ)⋆/{±1}| = pk−1 p−1
2

. Die
Überlegungen, daß η wohldefiniert und bijektiv ist, lassen sich analog aus Ab-
schnitt 4.1 und dem dort bewiesenen Lemma 4.3 übernehmen. Jetzt identifizie-
ren wir jede Faser von λ mit dieser Gruppe und zeigen dadurch, daß jede Faser
genau pk−1 p−1

2
Restklassen enthält: Dafür betrachten wir zunächst die Faser von

∞:
λ−1([ 1

0 ]) = {[ x
y ] ∈ P1(Z/pkZ) : y ≡ 0(p)}
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und bilden sie in den Quotienten B/B1 ab:

ψ : λ−1([ 1
0 ]) ⊂ Spk −→ B/B1[
x
y

]
7−→

[(
x b
0 d

)]
,

indem [ x
y ] nach Korollar 1.3 zu einer Matrix β =

(
x b
y d

)
∈ Γ mit β [ 1

0 ] = [ x
y ]

und pk|y ergänzt wird, wobei diese Ergänzung nach Satz 1.10 eindeutig bis auf
Multiplikation mit T n von rechts ist. Dann ergibt die Reduktion der Einträge
modulo pk von β eine Matrix ρ(β) ∈ B, die bis auf Multiplikation mit Ele-
menten aus B1 eindeutig bestimmt ist. Diese Zuordnung ist, wie schon die in
Abschnitt 4.1 definierte, wohldefiniert, da sich die Bilder von Elementen der
gleichen Nebenklasse von Γ(pk) durch Matrizen aus B1 ineinander überführen
lassen. Analog zu Lemma 4.4, in dem wir die gleiche Behauptung für Γ(p) ge-
zeigt haben, sehen wir, daß ψ eine Bijektion ist. Die Hintereinanderausführung
der beiden Abbildung liefert eine Bijektion:

f : λ−1([ 1
0 ]) −→ (Z/pkZ)⋆/{±1},

so daß λ−1([ 1
0 ]) genau pk−1 p−1

2
Elemente hat. Da Γ transitiv auf P1(Q) operiert,

übertragen wir dieses Resultat wie in Abschnitt 4.1 auf die anderen Fasern und
haben insgesamt gezeigt, daß in jeder Faser von λ genau pk−1 p−1

2
Bahnen von

Γ(p) liegen. 2

Jetzt können wir die pk−1(p + 1)pk−1 p−1
2

Spitzenklassen von Γ(pk) nach den
Fasern sortieren und erhalten eine Blockstruktur der Spitzenmenge.

5.1.1 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blöcken

In diesem Abschnitt bestimmen wir für die Spitzen aus jedem Block die zuge-
hörigen Bildungsgesetze der ersten Zeile der Streumatrix:

b1j(c) = |
{

[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈

〈
T pk
〉
\ Γ(pk)gj/

〈
T pk
〉}

|

für j ∈ {1, . . . , r} und c ∈ N.

Ein Bildungsgesetz für Spitzen aus den Fasern λ−1([ 1
t ]) mit t ≡ 0(p)

Wir bestimmen in diesem Abschnitt die Bildungsgesetze für Spitzen aus ei-
ner Faser λ−1([ 1

t ]) für t ∈ {1, . . . , pk − 1} mit t ≡ 0(p). Sei sj = [ x
y ] ∈ λ−1([ 1

t ]),
also mit y ≡ 0(p). Da die zugehörige Matrix gj ∈ Γ mit gj∞ = sj bis auf Mul-

tiplikation mit T n von rechts eindeutig bestimmt ist, können wir gj =

(
x z1

y z2

)
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so wählen, daß z1 ≡ t(pk). Für ( a b
c d ) ∈ Γ(pk) folgt:

(
a b
c d

)
gj =

(
ax+ by az1 + bz2

c′ = cx+ dy cz1 + dz2

)

und wegen c ≡ 0(pk), d ≡ ±1 und y ≡ t(pk) gilt cx+ dy ≡ ±t(pk). Es kann also
nur dann einen Repräsentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke
untere Ecke kongruent ±t modulo pk ist.
Sei im Weiteren c′ ∈ N mit c′ ≡ ±t(pk) fest.
Wie im Fall von Γ(p) wollen wir eine Bijektion zwischen den Doppelnebenklas-
sen und einer uns besser bekannten Menge herstellen. Dazu identifizieren wir
jede Klasse zunächst mit ihrem oberen linken Eintrag, den wir modulo c′pk

reduzieren:
Θj,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→

(
Z/c′pkZ

)⋆
[(

α β
c′ δ

)]
7−→ αmod c′pk.

Mit Überlegungen wie in Abschnitt 4.1 sehen wir, daß diese Abbildung wohlde-
finiert und injektiv ist, und jetzt suchen wir eine Teilmenge von

(
Z/c′pkZ

)⋆
so,

daß wir eine Bijektion erhalten. Anders als bei den Überlegungen zu Γ(p) sind
jetzt hier verschiedene Fälle für t zu unterscheiden, da wir für die Bildmenge in
Abhängigkeit von t unterschiedliche Kongruenzen verwenden müssen. Dies liegt
daran, daß sich für verschiedene t dieselben Werte für c′ ergeben können. Wir
verdeutlichen dies an zwei Beispielen:

5.5 Beispiele:

1. Γ(16) hat r = 96 Spitzen, die sich auf 24 Fasern von λ mit jeweils 4
Elementen verteilen. Bei den Bildungsgesetzen aus den Fasern λ−1([ 1

t ])
für t ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} gibt es jeweils nur für c′ ≡ ±t(16) einen
Eintrag, anders als bisher überschneiden sich diese Kongruenzen: So ist
z.B. c′ ≡ ±2(16) gleichwertig zu c′ ≡ ±14(16). Es ergeben sich folgende
Übereinstimmungen:

t = 0 c′ ≡ 0(16)
t = 2 c′ ≡ ±2(16) entspricht c′ ≡ ±14(16)
t = 4 c′ ≡ ±4(16) entspricht c′ ≡ ±12(16)
t = 6 c′ ≡ ±6(16) entspricht c′ ≡ ±10(16)
t = 8 c′ ≡ ±8(16)

2. Γ(9) hat r = 36 Spitzen aus 12 Fasern von λ mit jeweils 3 Elementen. Für
t ∈ {0, 3, 6} gibt es jeweils nur für c′ ≡ ±t(9) einen Eintrag, die Kongruenz
c′ ≡ ±3(9) stimmt mit c′ ≡ ±6(9) überein.
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5 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(n)

Daher gibt es für p = 2 in Γ(2k) zwei Kongruenzen, die sich nicht in andere
umformen lassen, und für p > 2 nur eine solche Kongruenz. Sei zunächst t = 0

für p 6= 2 und t ∈ {0, pk

2
} für p = 2 und sj = [ x

y ] ∈ λ−1([ 1
t ]) ein Repräsentant

einer Spitzenklasse aus λ−1([ 1
t ]). Wir suchen jetzt eine geeignete Teilmenge von(

Z/c′pkZ
)⋆

so, daß Θj,c′ eine Bijektion ist. Dazu sei:

Uj,c′ := {α ∈
(
Z/c′pkZ

)⋆
: α ≡ ±x̄(pk)}

mit x ≡ x̄(pk) und x̄ ∈
(
Z/c′pkZ

)⋆
. Dabei kann x̄ nicht Null sein, da y ≡ 0(pk)

und ggt(x, y) = 1. Wir betrachten jetzt:

Θ̃j,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→ Uj,c′

und sehen wie im Beweis zu Lemma 4.7, daß dies ein Isomorphismus ist. Dabei
können wir den Beweis analog übernehmen, da t = 0 für p > 2 bzw. t ∈ {0, pk

2
}

für p = 2 und wir sehen schon, daß wir unsere Beschreibung der Menge Uj,c′ für
die anderen t anpassen müssen. Hier haben wir unsere gesuchte Anzahl b1j(c

′)
jetzt mit der Anzahl der Elemente in Uj,c′ identifiziert. Für c′ = c0p

l+k mit
c0, l ∈ Z und p ∤ c0 folgt:

|
(
Z/c′pkZ

)⋆ | = ϕ(c′pk) = ϕ(c0p
l+k) = pl+k−1(p− 1)ϕ(c0) = pkϕ(c′).

In
(
Z/c′pkZ

)⋆
gibt es genau ϕ(pk) = pk−1(p − 1) Möglichkeiten, kongruent

xmod pk mit x 6= 0 zu sein, also sind es modulo ±1 genau ϕ(pk)
2

= pk−1(p−1)
2

Möglichkeiten und wir erhalten:

|Uj,c′| =
pkϕ(c′)

pk−1

2
(p− 1)

=
2pk

pk−1(p− 1)
ϕ(c′) =

2p

p− 1
ϕ(c′).

Insgesamt ist also gezeigt:

5.6 Satz: Sei sj eine Spitze aus der Faser von λ−1([ 1
t ]) mit t = 0 für p 6= 2 und

t ∈ {0, pk

2
} für p = 2. Dann folgt für das zugehörige Bildungsgesetz der ersten

Zeile:

b1j(c) =

{ 2p
p−1

ϕ(c) für c ≡ t(pk)

0 für c 6≡ 0(pk)

für c ∈ N.

Jetzt betrachten wir die anderen Fasern von λ−1([ 1
t ]) für ein t ≡ 0(p), t 6≡ 0(pk)

für p > 2 bzw. t /∈ {0, pk

2
} für p = 2 und wir wollen das folgende Bildungsgesetz

zeigen:
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5.7 Satz: Sei sj eine Spitze aus der Faser von λ−1([ 1
t ]) mit t ≡ 0(p), t 6≡ 0(pk)

für p > 2 bzw. t /∈ {0, pk

2
} für p = 2. Dann folgt für das zugehörige Bildungsgesetz

der ersten Zeile:

b1j(c) =

{ p
p−1

ϕ(c) für c ≡ ±t(pk)

0 für c 6≡ 0(pk)

für c ∈ N.

Beweis:

Um aus Θj,c′ eine Bijektion zu erhalten, definieren wir folgende Teilmenge von(
Z/c′pkZ

)⋆
:

Uj,c′ := {α ∈
(
Z/c′pkZ

)⋆
: α ≡ x̄(pk)}

mit x ≡ x̄(pk) und x̄ ∈
(
Z/c′pkZ

)⋆
. Der Unterschied zu der bisher verwendeten

Teilmenge liegt am eindeutig geforderten Vorzeichen: Statt α ≡ ±x̄(pk) fordern
wir hier α ≡ x̄(pk), wie in dem Fall von Γ(p) bei den Spitzen aus λ−1([ t

1 ]) mit
t ∈ {0, . . . , p − 1}. Analog zu dem Beweis des dortigen Lemmas 4.10 ist durch
die Kongruenz im Zähler der Spitzenklasse das Vorzeichen bereits festgelegt, so
daß wir in Uj,c′ keine Wahl mehr haben. Damit haben wir die gesuchte Anzahl
b1j(c

′) mit der Anzahl der Elemente in Uj,c′ identifiziert und da es in
(
Z/c′pkZ

)⋆
genau ϕ(pk) = pk−1(p− 1) Möglichkeiten gibt, kongruent x̄mod pk mit x̄ 6= 0 zu
sein, erhalten wir insgesamt:

|Uj,c′| = |
(
Z/c′pkZ

)⋆ | 1

ϕ(pk)
=

pkϕ(c′)

pk−1(p− 1)
=

p

p− 1
ϕ(c′)

2

Ein Bildungsgesetz für Spitzen aus λ−1([ u
1 ]) mit u ∈ {1, . . . , pk − 1}

Wir bestimmen das Bildungsgesetz für Spitzen aus den Fasern λ−1([ u
1 ]) mit

u ∈ {1, . . . , pk − 1}. Dazu sei sj = [ x
y ] ∈ λ−1([ u

1 ]), also ein Repräsentant einer
Spitzenklasse mit:

y ∈ {1, . . . , pk − 1} und y 6≡ 0(p)

und wir bestimmen für ein c′ ∈ N die Anzahl der Doppelnebenklassen:

b1j(c
′) = |

{
[( ⋆ ⋆

c′ ⋆ )] ∈ 〈T pk〉 \ Γ(pk)gj/〈T pk〉
}
|.

Die Matrix gj =

(
x z1

y z2

)
ist nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Multiplikation

mit T n von rechts bestimmt, so daß wir hier gj so wählen, daß z2 ≡ 0(pk). Für
( a b

c d ) ∈ Γ(pk) folgt:
(
a b
c d

)
gj =

(
ax+ by az1 + bz2

c′ = cx+ dy cz1 + dz2

)
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5 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(n)

und wegen c ≡ 0(pk) und d ≡ ±1(pk) erhalten wir: cx+dy ≡ ±y(p). Es kann also
nur dann einen Repräsentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke
untere Ecke kongruent ±ȳ modulo pk ist. Dabei durchläuft ±y ∈ {1, . . . , pk −1}
mit y 6≡ 0(p) in einer Faser λ−1(

[
u
1

]
) alle Möglichkeiten, modulo ±1 sind dies

ϕ(pk)
2

= pk−1 p−1
2

Möglichkeiten und damit eine mögliche Wahl für alle Repräsen-
tanten einer Faser.
Sei im Weiteren c′ ∈ N mit c′ ≡ ±y(pk) fest.
Unsere Abbildung Θj,c′ identifiziert jede Klasse zunächst mit ihrem oberen linken
Eintrag, den wir modulo c′pk reduzieren:

Θj,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→
(
Z/c′pkZ

)⋆
[(

α β
c′ δ

)]
7−→ αmod c′pk

und ist wegen der speziellen Wahl von gj wohldefiniert und injektiv. Jetzt suchen
wir eine Teilmenge von

(
Z/c′pkZ

)⋆
so, daß wir eine Bijektion erhalten:

Uj,c′ := {α ∈
(
Z/c′pkZ

)⋆
: α ≡ u(pk)}.

Wir betrachten nun:

Θ̃j,c′ : 〈T p〉 \ Γ(p)gj/ 〈T p〉 −→ Uj,c′

und sehen wie im Beweis zu Lemma 4.7, daß dies ein Isomorphismus ist. Damit
haben wir unsere gesuchte Anzahl b1j(c

′) mit der Anzahl der Elemente in Uj,c′

identifiziert. Mit |
(
Z/c′pkZ

)⋆ | = pkϕ(c′) folgt

|Uj,c′| =
1

pk
|
(
Z/c′pkZ

)⋆ | = ϕ(c′),

da es in (Z/c′pZ)⋆ genau 1
pk Möglichkeiten gibt, kongruent umod pk zu sein.

Insgesamt haben wir damit gezeigt:

5.8 Satz: Sei sj = [ x
y ] eine Spitze aus einer Faser λ−1([ u

1 ]) mit u ∈ {1, . . . , pk−
1}. Dann folgt für das zugehörige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

b1j(c) =

{
ϕ(c) für c ≡ ±y(pk)
0 für c 6≡ ±y(pk)

für c ∈ N.

Jetzt möchten wir wieder eine Abbildung konstruieren, die zwei Repräsentan-
ten von Spitzenklassen die Nummer des zugehörigen Bildungsgesetzes zuordnet.
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Dazu überlegen wir uns zunächst, wie viele verschiedene Bildungsgesetze wir für
Γ(pk) bestimmt haben:
Wir haben im zweiten Abschnitt in jeder der n Fasern der Gestalt λ−1([ u

1 ]) für

u ∈ {1, . . . , pk − 1} genau ϕ(pk)
2

= pk−1 p−1
2

Bildungsgesetze bestimmt. Im ersten
Abschnitt haben wir pk−ϕ(pk) Fasern der Gestalt λ−1([ 1

t ]) für t ∈ {1, . . . , pk−1}
mit t ≡ 0(p) untersucht.
Für p > 2 gibt es eine Faser mit dem Bildungsgesetz aus Satz 5.6 und für
die anderen pk − ϕ(pk) − 1 Fasern stimmen jeweils zwei Kongruenzen der Bil-

dungsgesetze aus Satz 5.7 überein, so daß wir hier 1 + pk−ϕ(pk)−1
2

= pk−ϕ(pk)+1
2

Bildungsgesetze bestimt haben. Insgesamt erhalten wir für p > 2 genau:

ϕ(pk)

2
+
pk − ϕ(pk) + 1

2
=
pk + 1

2

verschiedene Bildungsgesetze.
Für p = 2 gibt es zwei Fasern mit dem Bildungsgesetz aus Satz 5.6, so daß wir
im ersten Abschnitt pk−ϕ(pk)+2

2
Bildunsgesetze und damit insgesamt:

ϕ(pk)

2
+
pk − ϕ(pk) + 2

2
=
pk + 2

2

Bildungsgesetze gezeigt haben.
Für Γ(p) folgte im vorherigen Kapitel noch ein Abschnitt 4.3. Dort haben wir
eine spezielle Anordnung der Bildungsgesetze in der Streumatrix gezeigt. Diese
Ergebnisse können wir so nicht auf Γ(pk) übetragen. Aber wir haben in die-
sem Abschnitt gesehen, daß sich die Matrix der Bildungsgesetze ebenfalls in
Blöcken anordnen lässt. Wir beobachten, daß die Blöcke zu Spitzen aus Fasern
der Gestalt λ−1([ u

1 ]) mit u ∈ {1, . . . , pk − 1} wieder nach links durchgeschobene
Nummern der Bildungsgesetze enthalten. Im Unterschied zu Γ(p) gibt es hier
aber mehrere Blöcke mit jeweils identischen Bildungsgesetzen, die sich parallel
zur Hauptdiagonalen anordnen lassen.
Als Beispiel geben wir hier die 8+2

2
= 5 Bildungsgesetze für Γ(8) an:

5.9 Beispiel: Γ(8) ist eine Untergruppe vom Index 192 mit 24 Spitzen der
Breite 8, die sich auf 12 Fasern mit je 2 Elementen verteilen, so daß sich der
Spitzenvektor wie folgt sortieren läßt:

S(Γ(8)) = λ−1

([
1
0

])
=

{[
1
0

]
,

[
3
8

]}
∪ λ−1

([
1
2

])
=

{[
1
2

]
,

[
3
−2

]}

platz

∪ λ−1

([
1
4

])
=

{[
1
4

]
,

[
3
−4

]}
∪ λ−1

([
1
6

])
=

{[
3
2

]
,

[
1
−2

]}

platz

∪ λ−1

([
1
1

])
=

{[
1
1

]
,

[
5
−3

]}
∪ λ−1

([
2
1

])
=

{[
2
1

]
,

[
2
−3

]}

79
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S(Γ(8)) ∪ λ−1

([
3
1

])
=

{[
1
3

] [
3
1

]}
∪ λ−1

([
4
1

])
=

{[
1
−3

]
,

[
4
3

]}

platz

∪ λ−1

([
5
1

])
=

{[
3
−1

] [
1
−3

]}
∪ λ−1

([
6
1

])
=

{[
2
−1

]
,

[
2
3

]}

platz

∪ λ−1

([
7
1

])
=

{[
1
−1

]
,

[
3
5

]}
∪ λ−1

([
8
1

])
=

{[
0
−1

]
,

[
8
−3

]}

Wir erhalten folgende Bildungsgesetze:

b0(c) =

{
4ϕ(c) für c ≡ 0(8)
0 sonst

b1(c) =

{
ϕ(c) für c ≡ ±1(8)
0 sonst

b2(c) =

{
2ϕ(c) für c ≡ ±2(8)
0 sonst

b3(c) =

{
ϕ(c) für c ≡ ±3(8)
0 sonst

b4(c) =

{
4ϕ(c) für c ≡ ±4(8)
0 sonst

Jetzt können wir die erste Zeile der Matrix der Bildungsgesetze angeben. Zur
übersichtlicheren Darstellung identifizieren wir jedes Bildungsgesetz mit seiner
entsprechenden Nummer:

B′ =
(

0 0 2 2 4 4 2 2 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
)

Um zu sehen, wie sich diese Bildungsgesetze auf die Fasern verteilen, geben
wir in folgender Tabelle zu jeder Faser die zu ihren Repräsentanten gehörenden
Bildungsgesetze an:
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Faser Bildungsgesetze
platz

λ−1

([
1
0

])
b0

platz

λ−1

([
1
2

])
b2

platz

λ−1

([
1
4

])
b4

platz

λ−1

([
1
6

])
b2

platz

λ−1

([
1
1

])
b1, b3

platz

λ−1

([
2
1

])
b1, b3

platz

λ−1

([
3
1

])
b1, b3

platz
...

λ−1

([
8
1

])
b1, b3

Auf der nächsten Seite geben wir die Matrix der Bildungsgesetze von Γ(8)an,
die die folgende Gestalt hat:
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5 Die Streumatrix für Hauptkongruenzuntergruppen Γ(n)

B :=




0 0 2 2 4 4 2 2 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
0 0 2 2 4 4 2 2 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

2 2 0 0 2 2 4 4 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 0 0 2 2 4 4 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

4 4 2 2 0 0 2 2 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
4 4 2 2 0 0 2 2 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

2 2 4 4 2 2 0 0 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 4 4 2 2 0 0 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1

1 3 1 3 1 3 1 3 0 0 2 2 4 4 2 2 1 3 1 3 1 3 1 3
1 3 1 3 1 3 1 3 0 0 2 2 4 4 2 2 3 1 3 1 3 1 3 1

1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 0 0 2 2 4 4 1 3 1 3 1 3 1 3
1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 0 0 2 2 4 4 3 1 3 1 3 1 3 1

1 3 1 3 1 3 1 3 4 4 2 2 0 0 2 2 1 3 1 3 1 3 1 3
1 3 1 3 1 3 1 3 4 4 2 2 0 0 2 2 3 1 3 1 3 1 3 1

1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 4 4 2 2 0 0 1 3 1 3 1 3 1 3
1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 4 4 2 2 0 0 3 1 3 1 3 1 3 1

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 0 0 2 2 4 4 2 2
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 0 0 2 2 4 4 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 0 0 2 2 4 4
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 0 0 2 2 4 4

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 4 4 2 2 0 0 2 2
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 4 4 2 2 0 0 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 4 4 2 2 0 0
1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 2 2 4 4 2 2 0 0




5.2 Die Gruppen Γ(n)

Nachdem wir für eine Primzahlpotenz die Bildungsgesetze zur Hauptkongruenz-
gruppe Γ(pk) bestimmt haben, übertragen wir diese Ergebnisse jetzt auf Γ(n)
mit Primfaktorzerlegung n =

∏m
i=1 p

ki

i , indem wir zunächst P1(Z/nZ) mit dem
direkten Produkt der P1(Z/pki

i Z) identifizieren:

f : P1(Z/nZ) −→ P1(Z/pk1
1 Z) × . . .× P1(Z/pkm

m Z)[
x
y

]
7−→ (

[
x
y

]

p
k1
1

, . . . ,

[
x
y

]

pkm
m

)

5.10 Satz: Die Abbildung f ist ein Isomorphismus.
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5.2 Die Gruppen Γ(n)

Beweis:

f ist wohldefiniert:

Seien

[
x1

y1

]
,

[
x2

y2

]
∈ P1(Z/nZ) mit

[
x1

y1

]
∼
[
x2

y2

]
, es existiert also ein λ ∈ (Z/nZ)⋆

mit x1 = λx2 und y1 = λy2. Dann folgt für eine Komponente:
[
x1

y1

]

p
ki
i

=

[
λx2

λy2

]

p
ki
i

= λ̄

[
x2

y2

]

p
ki
i

mit λ ≡ λ̄(pki

i ) und λ̄ ∈ (Z/nZ)⋆, da λ 6≡ 0(pki

i ). Injektivität und Surjektivität
folgen genauso offensichtlich. 2

Durch diesen Isomorphismus erhalten wir:

5.11 Satz: Für n ∈ N mit Primfaktorzerlegung n =
∏m

i=1 p
ki

i gilt:

|P1(Z/nZ)| =
m∏

i=1

pki−1
i (pi + 1)

Wir betrachten:

λ : Γ(n) \ P1(Z/nZ) −→ P1(Z/nZ) ∼= P1(Z/pk1
1 Z) × . . .× P1(Z/pkm

m Z)[
x
y

]
7−→

([
x
y

]

p
k1
1

, . . . ,

[
x
y

]

pkm
m

)

und untersuchen die Fasern dieser Abbildung, so daß wir offensichtlich folgenden
Satz erhalten:

5.12 Satz: Jede Faser von f hat
∏m

i=1 p
ki−1
i

pi−1
2

Elemente.

Jetzt können wir die

r =
m∏

i=1

pki−1
i

pi − 1

2

m∏

i=1

pki−1
i (pi + 1)

Spitzenklassen von Γ(n) nach den Fasern sortieren und erhalten wieder eine
Blockstruktur der Bildungsgesetze. Um die Struktur der Fasern besser zu ver-
stehen, suchen wir ein vollständiges Repräsentantensystem für die Aquivalenz-
klassen von P1(Z/nZ). Dazu sei m 6= 1 und wir definieren:

R :=

{[
1
t

]
,

[
t
1

]
: t ∈ Z/nZ,∃ pi mit t ≡ 0(pi)

}⋃{[
y
1

]
: y ∈ (Z/nZ)⋆

}

⋃ {[
t1
t2

]
: t1, t2 ∈ Z/nZ,∃ pi, pj mit t1 ≡ 0(pi), t2 ≡ 0(pj) und ggt (t1, t2) = 1

}
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Offensichtlich erzeugen alle Paare < x, y > aus R ganz Z/nZ und sind bezüglich
der Äquivalenzrelation ∼ nicht zueinander äquivalent, da sie sich nicht durch
ein λ ∈ (Z/nZ)⋆ ineinander überführen lassen. Es bleibt noch zu zeigen, daß alle

anderen Elemente

[
x
y

]
∈ P1(Z/nZ) zu einem Repräsentanten aus R äquivalent

sind.

1. y ≡ 0(pi) für einen Primfaktor pi und x 6≡ 0(pj) für alle 1 ≤ j ≤ m:

Dann läßt sich x 6≡ 0(pi) invertieren und wir erhalten [ x
y ] =

[
1

yx−1

]
mit

yx−1 ∈ Z/nZ, also ist [ x
y ] zu einem Element aus R äquivalent.

2. x ≡ 0(pi) für einen Primfaktor pi und x 6≡ 0(pj) für alle 1 ≤ j ≤ m:

Analog läßt sich x in Z/nZ invertieren und
[

yx−1

1

]
liegt in R.

3. x, y 6≡ 0(p): Dann ist y in in Z/nZ invertierbar und
[

yx−1

1

]
liegt in R.

4. ∃i, j ∈ {1, . . . ,m} mit x ≡ 0(pi), y ≡ 0(pj):

Dann liegt [ x
y ] wegen ggt(x, y) = 1 in R.

Wir können also P1(Z/nZ) durch R repräsentieren.

5.13 Beispiel: Für P1(Z/15Z) können wir folgende Repräsentanten wählen:

P1(Z/nZ) =

{[
0
1

]
,

[
1
1

]
,

[
2
1

] [
3
1

]
,

[
4
1

]
,

[
5
1

]
, . . . ,

[
14
1

]
,

[
1
3

]
,

[
1
5

]
,

[
1
6

]
,

[
1
9

]
,

[
1
10

]
,

[
1
12

]
,

[
1
0

]
,

[
3
5

]
,

[
5
3

]}

5.2.1 Bildungsgesetze zu den einzelnen Blöcken

In diesem Abschnitt skizzieren wir für die Spitzen aus jedem Block, wie man
die zugehörigen Bildungsgesetze der ersten Zeile der Streumatrix:

b1j(c) = | {[( ⋆ ⋆
c ⋆ )] ∈ 〈T n〉 \ Γ(n)gj/ 〈T n〉} |

für j ∈ {1, . . . , r} und c ∈ N bestimmt. Im Unterschied zu Γ(pk) kommen hier
noch Kombinationen aus Potenzen der Primfaktoren hinzu. Wir können die
Bildungsgesetze für die ersten beiden Arten von Fasern analog zu Γ(pk) zeigen:
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Ein Bildungsgesetz für Spitzen aus λ−1([ u
1 ]) mit u ∈ {1, . . . , n− 1}

Ganz analog zu dem entsprechenden Abschnitt für Γ(pk) betrachten wir eine
Spitze sj = [ x

y ] ∈ λ−1([ u
1 ]), also einen Repräsentant einer Spitzenklasse mit:

y ∈ {1, . . . , n− 1}

und bestimmen für ein c′ ∈ N die Anzahl der Doppelnebenklassen:

b1j(c
′) = | {[( ⋆ ⋆

c′ ⋆ )] ∈ 〈T n〉 \ Γ(n)gj/〈T n〉} |.

Die Matrix gj =

(
x z1

y z2

)
ist nach Satz 1.10 eindeutig bis auf Multiplikation

mit T n von rechts bestimmt, so daß wir hier gj so wählen, daß z2 ≡ 0(n). Für
( a b

c d ) ∈ Γ(pk) folgt:
(
a b
c d

)
gj =

(
ax+ by az1 + bz2

c′ = cx+ dy cz1 + dz2

)

und wegen c ≡ 0(n) und d ≡ ±1(n) erhalten wir: cx+dy ≡ ±y(n). Es kann also
nur dann einen Repräsentanten einer Doppelnebenklasse geben, wenn die linke
untere Ecke kongruent ±ȳ modulo n ist. Sei im Weiteren c′ ∈ N mit c′ ≡ ±y(n)
fest. Durch Konstruktion analoger Abbildungen identifizieren wir die gesuchte
Anzahl b1j(c

′) mit der Anzahl der Elemente in:

Uj,c′ :=:= {α ∈ (Z/c′nZ)
⋆

: α ≡ u(n)}.

und zeigen damit insgesamt:

5.14 Satz: Sei sj = [ x
y ] eine Spitze aus einer Faser λ−1([ u

1 ]) mit u ∈ {1, . . . , n−
1}. Dann folgt für das zugehörige Bildungsgesetz der ersten Zeile:

b1j(c) =

{
ϕ(c) für c ≡ ±y(n)
0 für c 6≡ ±y(n)

für c ∈ N.

Ein Bildungsgesetz für Spitzen aus den Fasern λ−1([ 1
t ]) mit t ≡ 0(pi)

Wir bestimmen das Bildungsgesetz für Spitzen aus den Fasern λ−1([ 1
t ])

mit t ≡ 0(pi) für ein i ∈ {1, . . . ,m}. Dazu sei sj = [ x
y ] ∈ λ−1([ 1

t ]), also ein Re-
präsentant einer Spitzenklasse, zu der eine Teilmenge V ⊂ {1, . . . ,m} existiert
mit:

y ≡ 0(pi) ∀ i ∈ V und y 6≡ 0(pj) ∀ j /∈ V.
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Die gesuchte Anzahl der Doppelnebenklassen ergibt sich ausgehend von den
Primfaktoren pi für i ∈ V als Produkt über die entsprechenden Gesetze von
Γ(pki), wobei der Fall pi = 2 wiederum gesondert betrachtet werden muss. Wir
formulieren hier nur die Aussage für ungerades n, die durch Rückführung auf
Γ(pki) zu zeigen ist:

5.15 Satz: Sei sj eine Spitze aus der Faser von λ−1([ 1
t ]) mit y ≡ 0(pi) ∀ i ∈

V und y 6≡ 0(pj) ∀ j /∈ V . Dann folgt für das zugehörige Bildungsgesetz der
ersten Zeile:

b1j(c) =

{ ∏
i∈V

pi

pi−1
ϕ(c) für c ≡ ±t(n)

0 für c 6≡ 0(pk)

für c ∈ N.

Wir führen sowohl für diese Aussage als auch für die noch fehlenden Spitzenklas-
sen aus den Fasern von λ−1(

[
t1
t2

]
) für t1, t2 ∈ Z/nZ,∃ pi, pj mit t1 ≡ 0(pi), t2 ≡

0(pj) und ggt (t1, t2) = 1 keinen Beweis durch, geben aber als Beispiel die Bil-
dungsgesetze für Γ(15) an:

5.16 Beispiel: Γ(15) hat 96 Spitzen, die sich auf 24 Fasern mit jeweils 4 Ele-
menten verteilen. Ausgehend von dem in Beispiel 5.13 angegebenen Repräsen-
tantensystem für P1(Z/15Z) erhalten wir folgende Bildungsgesetze:

1 15 Fasern mit i ∈ {1, 2, 4, 7} bi(c) =

{
ϕ(c) für c ≡ ±i(n)
0 für c 6≡ ±i(n)

da ϕ(15)
2

= 4

2 Für λ−1(

[
1
i

]
) mit i ∈ {3, 6, 9, 12}: bi(c) =

{
3
2
ϕ(c) für c ≡ ±i(n)

0 für c 6≡ ±3(n)

3 Für λ−1(

[
1
i

]
) mit i ∈ {5, 10}: bi(c) =

{
5
4
ϕ(c) für c ≡ ±i(n)

0 für c 6≡ ±5(n)

4 Für λ−1(

[
1
0

]
): b0(c) =

{
15
4
ϕ(c) für c ≡ ±0(n)

0 für c 6≡ ±0(n)

5 Für λ−1(

[
3
5

]
): b5(c) =

{
3
2
ϕ(c) für c ≡ ±5(n)

0 für c 6≡ ±5(n)

6 Für λ−1(

[
5
3

]
): b3(c) =

{
3
2
ϕ(c) für c ≡ ±3(n)

0 für c 6≡ ±3(n)
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6 Die Determinante der

Streumatrix für Γ(p)

Um die Determinante der Streumatrix zu einer Hauptkongruenzgruppe Γ(p) mit
p ∈ N zu bestimmen, versuchen wir zunächst, die Streumatrix so weit wie mög-
lich zu diagonalisieren. Zu den r = (p+1)p−1

2
Spitzenklassen in Sp := Γ(p)\P1(Q)

wählen wir ein vollständiges Repräsentantensystem S(Γ(p)) = {s1, . . . , sr}, so
daß die Streumatrix eine r × r−Matrix ist. Wir werden sehen, daß wir sie bis
auf einen (p− 1) × (p− 1)−Block diagonalisieren können.

6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer

Dimension

In Kapitel 4 haben wir p−1
2

+ 1 verschiedene Bildungsgesetze für die Anzah-
len der Doppelnebenklassen mit festem c ∈ N links unten bestimmt, die wir
mit ihrer Nummer in Fp/{±1} identifiziert haben. Anschließend haben wir eine
Abbildung:

F : Sp × Sp
(h,h)−→ Σp × Σp

f−→ Fp/{±1}
(

[
x
y

]
,

[
u
v

]
) 7−→ xv − uymod p

konstruiert, die zwei Repräsentanten si, sj der Spitzenklassen [si], [sj] die Num-
mer des entsprechenden Bildungsgesetzes bij zuordnet. Damit kodiert Fp/{±1}
die folgenden Bildungsgesetze:

b0(c) =

{ 2p
p−1

ϕ(c) für c ≡ 0(p)

0 für c 6≡ 0(p)
,

b1(c) =

{
ϕ(c) c ≡ ±1(p)
0 c 6≡ ±1(p)

, . . . , b p−1
2

(c) =

{
ϕ(c) c ≡ ±p−1

2
(p)

0 c 6≡ ±p−1
2

(p)
.

Wir haben die Spitzen von Γ(p) nach den Fasern von λ sortiert. Da jede der
p+1 Fasern genau p−1

2
Spitzenklassen enthält, ergab dies eine Blockstruktur für

die Streumatrix mit (p + 1) × (p + 1) Blöcken der Größe (p−1
2

× p−1
2

). Anhand
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

der Eigenschaften von F haben wir gesehen, daß die (p−1
2

× p−1
2

)−dimensionalen
Blöcke auf der Hauptdiagonalen die Gestalt:

u0 :=




b0 · · · b0
...

. . .
...

b0 · · · b0




haben. Die anderen (p−1
2

× p−1
2

)−dimensionalen Blöcke enthalten in jeder Zeile
und in jeder Spalte die übrigen p−1

2
Bildungsgesetze. Da die Gegendiagonale in

jedem Block wegen der Struktur von F immer dasselbe Bildungsgesetz enthält,
werden die Bildungsgesetze nach links durchgeschoben. Jede Nummer kann in
der oberen linken Ecke stehen, so daß wir p−1

2
verschiedene Blöcke erhalten:

u1 =




b1 b2 · · · b p−1
2

−1 b p−1
2

b2 b3 · · · b p−1
2

b1

. . . . . .

. . . . . .

b p−1
2

b1 . . . b p−1
2

−2 b p−1
2

−1




platz

u2 =




b2 b3 · · · b p−1
2

b1
b3 b4 · · · b1 b2

. . . . . .

. . . . . .

b1 b2 · · · b p−1
2

−1 b p−1
2




...

u p−1
2

=




b p−1
2

b1 . . . b p−1
2

−2 b p−1
2

−1

b1 b2 · · · b p−1
2

−1 b p−1
2

. . . . . .

. . . . . .

b p−1
2

−1 b p−1
2

. . . b p−1
2

−3 b p−1
2

−2




In unserer ((p + 1)p−1
2

× (p + 1)p−1
2

)−dimensionalen Matrix B der Bildungsge-
setze von Γ(p) sind in jeder Zeile und jeder Spalte p+1 dieser Blöcke gemäß den
Eigenschaften von F angeordnet. Wenn wir jeden dieser Blöcke mit seiner Be-
zeichnung entsprechend der Nummer des Bildungsgesetzes in der linken oberen
Ecke identifizieren, erhalten wir eine ((p + 1) × (p + 1))−dimensionale Matrix
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6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer Dimension

U der Gestalt:

U =




u0 u1 u1 u1 u1 u1 u1 · · · u1 u1 u1 u1

u1 u0 u1 u2 u3 · · · u p−1
2

u p−1
2

· · · u3 u2 u1

u1 u1 u0 u1 u2 u3 · · · u p−1
2

u p−1
2

· · · u3 u2

u1 u2 u1 u0 u1 u2 u3 · · · u p−1
2

u p−1
2

· · · u3

.

.

.
. . .

. . .
. . .

.

.

.
. . .

. . .
. . .

u1 u1 u2 u3 · · · p−1
2

p−1
2 · · · u3 u2 u1 u0




Durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte erhalten wir einen (p × p)-
dimensionalen Block mit nach rechts durchgeschobenen Einträgen, den wir mit
Up bezeichnen:

Up =




u0 u1 u2 u3 · · · u p−1
2

u p−1
2

· · · u3 u2 u1

u1 u0 u1 u2 u3 · · · u p−1
2

u p−1
2

· · · u3 u2

u2 u1 u0 u1 u2 u3 · · · u p−1
2

u p−1
2

· · · u3

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

u1 u2 u3 · · · p−1
2

p−1
2 · · · u3 u2 u1 u0




.

Jetzt wollen wir U so weit wie möglich diagonalisieren. Um die dabei entstehen-
de Gestalt zu beschreiben, sind einige Vorbemerkungen nötig: Sei ω ∈ C eine
n−te primitive Einheitswurzel:

ω = e
2πi
n .

Dann gilt:
n∑

k=1

ωk = 0.

Wir definieren folgende n× n− Matrix:

6.1 Definition:

Tn :=




1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωn−1

1 ω2 (ω2)2 · · · ω2(n−1)

1 ω3 (ω2)3 · · · ω3(n−1)

...
1 ωn−1 (ωn−1)2 · · · ω(n−1)2




.
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

für die n−te primitive Einheitswurzel ω = e
2πi
n .

Die Determinante dieser Matrix hat die Form einer Vandermonde-Determinante
und berechnet sich folgendermassen [Fis79]:

detTn =
∏

0≤i<j≤n−1

(ωi − ωj).

Anstatt dieses Produkt weiter zu vereinfachen, bestimmen wir die Determinante
hier mit folgendem Lemma:

6.2 Lemma: Für Tn = (tij)1≤i,j≤n wie oben definiert und Tn := (tij)1≤i,j≤n mit
den komplex konjugierten Einträgen von Tn gilt:

TnTn = nEn.

Beweis:

Die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren:

T̃n := (t̃ij)1≤i,j≤n := TnTn

=




1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωn−1

...
1 ωn−1 ω2(n−1) · · · (ω(n−1)2)







1 1 1 · · · 1
1 ω−1 ω−2 · · · ω−(n−1)

...
1 ω−(n−1) ω−2(n−1) · · · (ω−(n−1)2)




Für die einzelnen Einträge von T̃n erhalten wir:

t̃11 = n und t̃1i = 0 für 2 ≤ i ≤ n

t̃21 = 0 und t̃22 = 1 + ωω−1 + · · · + ωn−1ω−(n−1) und t̃1i = 0 für 3 ≤ i ≤ n

und so weiter. 2

6.3 Korollar: Für die Determinante von Tn folgt:

det(Tn) = ±(
√
n)n.

Beweis:

Mit Lemma 6.2 erhalten wir:

detTn detTn = nn.

Aus der Formel der Vandermonde-Determinante folgt wegen ω = ωn−1:

detTn =
∏

0≤i<j≤n−1

(ωi − ωj) =
∏

0≤i<j≤n−1

ωn−1(ωi − ωj)

= (ωn−1)n
∏

0≤i<j≤n−1

(ωi − ωj)

= detTn.

Damit ist die Determinante von Tn bis auf das Vorzeichen bestimmt. 2

Wir erhalten einige Eigenschaften:
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6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer Dimension

1. Tn ist invertierbar

2. | det 1√
n
Tn| = 1

3. ( 1√
n
Tn)−1 = 1√

n
Tn, also T−1

n = 1
n
Tn

Über Dirichlet-Charaktere modulo n:

χ : Z/nZ −→ C⋆,

die durch folgende Eigenschaften definiert sind [IR90]:

1. χ(m+ n) = χ(n) für alle m ∈ Z

2. χ(km) = χ(k)χ(n) für alle k,m ∈ Z

3. χ(m) 6= 1 ⇔ ggt (m,n) = 1 für m ∈ Z

können wir die Matrix Tn einfacher ausdrücken: Für n =
∏l

i=1 p
li
i ist Z/nZ

direktes Produkt der zyklischen Gruppen Z/pli
i Z und zu jeder dieser Gruppen

existieren pli
i Charaktere [IR90], so daß wir als Charaktergruppe Ẑ/nZ zu Z/nZ

erhalten:
Ẑ/nZ = {χ1, . . . , χn}.

Für die Charaktere gilt:

χj(m) = e
2πijm

n .

Damit ergibt sich die Matrix Tn als:

Tn = (χi(j))1≤i,j≤n.

Mit dieser Matrix übertragen wir Lemma 3.6 aus einem Artikel von Elstrodt,
Grunewald und Mennicke [EGM85] in unsere Notation:

6.4 Lemma: Sei G = {g1, . . . , gn} eine endliche multiplikative abelsche Gruppe
mit Charaktergruppe Ĝ = {χ1, . . . , χn} und sei f : G −→ C eine Abbildung.
Dann ist die zyklische Matrix (f(g−1

i gj))1≤i,j≤n unitär äquivalent zu der Diago-
nalmatrix D mit den Diagonaleinträgen:

Dkk =
n∑

i=1

f(gi)χk(gi)

für 1 ≤ k ≤ n, also:
(f(g−1

i gj))1≤i,j≤n = TnDT
−1
n
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

und:

det((f(g−1
i gj))1≤i,j≤n) =

n∏

k=1

n∑

l=1

f(gl)χk(gl).

Wir benutzen dieses Lemma, um für die Teilmatrix Up von U eine unitäre Äqui-
valenz zu zeigen:

6.5 Lemma: R := TpUpT
−1
p hat Diagonalgestalt mit:

Rkk = u0 +

p−1
2∑

i=1

ui(ω
ki + ω−ki)

für 0 ≤ k ≤ p− 1.

Beweis:

Wir zeigen die Behauptung durch Rückführung auf Lemma 6.4:
ZuG := Z/pZ = {g0, . . . , gp−1} mit zugehöriger Charaktergruppe Ĝ = {χ0, . . . , χp−1}
und M := {u0, u1, . . . , u p−1

2
} definieren wir die Abbildung:

f : G −→ M

g 7−→ f(g) =

{
u0 für g = 0
ui für g ≡ ±i(p) .

Damit erhalten wir:
Up = (f(g−1

i gj))0≤i,j≤p−1.

Da sich M durch g(ui) = i offensichtlich in C einbetten läßt, wenden wir Lemma
6.4 an:

Rij = 0 für alle 0 ≤ i, j ≤ p mit i 6= j

und:

Rkk =

p−1∑

i=0

f(gi)χk(gi) für 1 ≤ k ≤ p

= u0 +

p−1
2∑

i=1

ui(χk(gi) + χk(g−i))

= u0 +

p−1
2∑

i=1

ui(ω
ki + ω−ki) wegen χk(gi) = ωki

2
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6.1 Transformation in eine Matrix kleinerer Dimension

6.6 Bemerkung: Da wir die Gruppe G := Z/pZ als G = {g0, . . . , gp−1} notie-
ren wollen, schreiben wir die p× p− Matrix R als:

R = (rij)0≤i,j≤p−1

und die Charaktergruppe Ĝ als Ĝ = {χ0, . . . , χn−1} mit dem trivialen Charakter
χ0 := χn.

Wir sind eigentlich an einer Diagonalisierung von U interessiert und haben jetzt
eine Diagonalisierung von Up erreicht. Wir werden sehen, daß wir U nur bis auf
einen 2 × 2− Block diagonalisieren können, indem wir:

AUA−1

berechnen, wobei A eine (p+1)×(p+1)−Matrix ist, die aus Tp durch Hinzufügen
einer Zeile aus Einsen und einer Spalte aus Nullen entsteht:

D :=




1 1 · · · 1
0
... Tp

0




︸ ︷︷ ︸
A




u0 u1 · · · u1

u1
... Up

u1




︸ ︷︷ ︸
U




1 −1 0 · · · 0
0
... T−1

p

0


 .

︸ ︷︷ ︸
A−1

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir mit Lemma 6.5:

D =




D11 D12

D21 D22 0
R11

0
. . .

R(p−1)(p−1)
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

mit:

D11 = u0 + pu1

D12 = (u0 + pu1, u0 + u1 +

p−1
2∑

i=1

ui, . . . , u0 + u1 +

p−1
2∑

i=1

ui)(−1,
1

p
, . . . ,

1

p
)T

= −(u0 + pu1) +
1

p
p(u0 + u1 +

p−1
2∑

i=1

ui)

= (1 − p)u1 +

p−1
2∑

i=1

ui

= (3 − p)u1 +

p−1
2∑

i=2

ui

D21 = (pu1, u0 +

p−1
2∑

i=1

ui, . . . , u0 +

p−1
2∑

i=1

ui)(1, 0, . . . , 0)T

= pu1

D22 = (pu1, u0 +

p−1
2∑

i=1

ui, . . . , u0 +

p−1
2∑

i=1

ui)(−1,
1

p
, . . . ,

1

p
)T

= −pu1 + u0 +

p−1
2∑

i=1

ui

= −pu0 +R00

Damit ist der erste Schritt getan: Wir haben die Matrix U bis auf einen
2 × 2−Block diagonalisiert.

6.2 Rücktransformation auf die Matrix der

Bildungsgesetze

Wir hatten die Matrix U aus der Matrix der Bildungsgesetze erhalten, indem
wir ganze Blöcke durch die Nummer ihrer oberen linken Ecke codiert hatten.
Diese Codierung wollen wir wieder rückgängig machen und im zweiten Schritt
die ui durch die entsprechenden (p−1

2
× p−1

2
)−Blöcke ersetzen. Diese Blöcke sind

nicht im eigentlichen Sinn symmetrisch, aber symmetrisch bezüglich der Ge-
gendiagonalen. Diese Symmetrie verhindert eine vernüftige Diagonalisierung, so
daß wir die Blöcke zunächst mit folgender (p−1

2
× p−1

2
)− Matrix Q p−1

2
mit Deter-

minante det(Q p−1
2

) = −1 multiplizieren, die die Matrizen ui um 90 Grad nach
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6.2 Rücktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

links dreht:

Q p−1
2

:=




1
0 1

. .
.

1 0
1



.

Statt der ui betrachten wir die jetzt so gedrehten Matrizen vi:

vi := Q p−1
2
ui,

in denen die Bildungsgesetze nach rechts durchgeschoben werden:

v0 = u0,
platz

v1 =




b p−1
2

b1 · · · b p−1
2

−2 b p−1
2

−1

b p−1
2

−1 b p−1
2

· · · b p−1
2

−3 b p−1
2

−2

. . . . . .
. . . . . .

b1 b2 . . . b p−1
2

−1 b p−1
2




platz

v2 =




b1 b2 · · · b p−1
2

−1 b p−1
2

b p−1
2

b1 · · · b p−1
2

−2 b p−1
2

−3

. . . . . .
. . . . . .

b2 b3 . . . b p−1
2

b1




und so weiter.
Auch auf diese Matrizen wenden wir jetzt Lemma 6.4 an, indem wir (p−1

2
)−te

Einheitswurzeln verwenden: Sei σ = e
2πi
p−1
2 eine (p−1

2
)−te primitive Einheitswur-

zel und wir zeigen:

6.7 Lemma: Für 1 ≤ i ≤ p−1
2

hat L(i) := T p−1
2
viT

−1
p−1
2

Diagonalgestalt mit:

L(i)kk =

p−1
2

−1∑

n=0

fi(g
n)σkn

für 0 ≤ k ≤ p−1
2

− 1.
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

Beweis:

Wir betrachten G := F⋆
p/{±1} = {g0, g1, . . . , g

p−1
2

−1} mit zugehöriger Charak-

tergruppe Ĝ = {λ0, . . . , λ p−1
2

−1} und M = {b1, . . . , b p−1
2
} und definieren eine

Abbildung:
f1 : G −→ M

gn 7−→
{
b p−1

2
für n = 0

bn sonst
.

Damit erhalten wir:
v1 = f1(g

ng−m)0≤n,m≤ p−1
2

−1.

Die für 2 ≤ i ≤ p−1
2

zu konstruierenden Abbildungen führen wir auf f1 zurück,
indem wir folgende Abbildungen definieren:

fi : G −→ M
gn 7−→ f1(g

n+i−1)

und erhalten:
vi = fi(g

ng−m)0≤n,m≤ p−1
2

−1.

Wir wenden jetzt Lemma 6.4 an:

L(i)m,n = 0 für alle 0 ≤ m,n ≤ p− 1

2
− 1 mit m 6= n

und erhalten für 0 ≤ k ≤ p−1
2

− 1:

L(i)kk =

p−1
2

−1∑

n=0

fi(g
n)λk(g

n)

=

p−1
2

−1∑

n=0

fi(g
n)σkn wegen λk(g

n) = σkn

2

6.8 Bemerkung: Wir fassen die Gruppe G := F⋆
p/{±1} als G = {g0, . . . , g

p−1
2

−1}
mit zugehöriger Charaktergruppe Ĝ = {λ0, . . . , λ p−1

2
−1} und schreiben daher die

(p−1
2

× p−1
2

)−Matrix L(i) als:

L(i) = (L(i)nm)0≤n,m≤ p−1
2

−1 .

Den Fall v0 betrachten wir gesondert:
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6.2 Rücktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

6.9 Lemma: L(0) := T p−1
2
v0T

−1
p−1
2

hat Diagonalgestalt mit:

L(0)00 = p−1
2
b0 und L(0)kk = 0

für 1 ≤ k ≤ p−1
2

− 1.

Beweis:

Wir betrachten wie in Lemma 6.7 G := F⋆
p/{±1} = {g0, g1, . . . , g

p−1
2 } mit zu-

gehöriger Charaktergruppe Ĝ = {λ0, . . . , λ p−1
2

−1} und M = {b1, . . . , b p−1
2
} und

definieren die Abbildung:

f0 : G −→ M
gn 7−→ b0.

Damit erhalten wir:
v0 = f0(g

ng−m)0≤n,m≤ p−1
2

−1.

Wir wenden jetzt wieder Lemma 6.4 an:

L(0)m,n = 0 für alle 0 ≤ m,n ≤ p− 1

2
− 1 mit m 6= n

und für 0 ≤ k ≤ p−1
2

− 1:

L(0)kk =
∑ p−1

2
−1

n=0 f0(gn)λk(gn) =
∑ p−1

2
−1

n=0 f0(gn)σkn wegen λk(g
n) = σkn

=
∑ p−1

2
−1

n=0 b0σ
kn = b0

∑ p−1
2

−1

n=0 (σk)n =

{
p−1
2
b0 für k = 0

0 sonst

2

Wir haben jetzt für 0 ≤ i ≤ p−1
2

jeden Block ui durch Multiplikation mit Q p−1
2

zu

L(i) transformiert und in den vorherigen beiden Lemmata unitäre Äquivalenz zu
einer Diagonalmatrix gezeigt. Um dies in unserer zu diagonalisierenden Matrix
der Bildungsgesetze verwenden zu können, benötigen wir einen Operator, der
uns die dabei verwendeten Matrizen entsprechend vergrößert:

6.10 Definition:
M̂n : C⋆ −→ M(C, n)

z 7−→ zEn

weisst einer komplexen Zahl z eine n×n−Matrix mit z auf der Hauptdiagonalen
zu.

Wir wenden diesen Operator für n = p−1
2

auf die Einträge unserer Matrix:

A :=




1 1 · · · 1
0
... Tp

0
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

an, so daß wir jedem Eintrag eine (p−1
2

× p−1
2

)−Matrix zuordnen, und definieren
dies als:

M̂ p−1
2

(A).

6.11 Definition: Statt der Matrix B der Bildungsgesetze von Γ(p) betrachten
wir:

C := M̂ p−1
2

(A) T̃ Q̃ B T̃−1 M̂ p−1
2

(A−1)

mit den ((p+ 1)p−1
2

× (p+ 1)p−1
2

)−Matrizen:

T̃ :=




T p−1
2

0

T p−1
2

. . .
0 T p−1

2




und:

Q̃ :=




Q p−1
2

0
Q p−1

2

. . .
0 Q p−1

2




Unsere bisherigen Überlegungen führen zu folgender Darstellung dieser Matrix:

C =




L(0) + pL(1) (1 − p)L(1) +
∑ p−1

2
i=1 L(i)

pL(1) L(0) − pL(1) +
∑ p−1

2
i=1 L(i) 0

platz C(1)
C(2)

0
. . .

C(p− 1)




mit:

C(k) := L(0) +

p−1
2∑

i=1

L(i)(ωki + ω−ki)

für 1 ≤ k ≤ p − 1, wobei die L(i) für 1 ≤ k ≤ p−1
2

nach Lemma 6.7 folgende
Diagonalgestalt haben:

L(i) =




. . . 0
L(i)jj

0
. . .
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6.2 Rücktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

mit:

L(i)jj =

p−1
2

−1∑

n=0

fi(g
n)σjn

für 0 ≤ j ≤ p−1
2

− 1 und:

L(0)00 = p−1
2
b0 und L(0)ll = 0

für 1 ≤ l ≤ p−1
2

− 1. Damit sind die C(k) also diagonale (p−1
2

× p−1
2

)−Matrizen
und wir untersuchen jetzt C(k)jj für 1 ≤ k ≤ p− 1 und 0 ≤ j ≤ p−1

2
− 1

genauer:

C(k)11 = L(0)11 +

p−1
2∑

i=1

L(i)11(ω
ki + ω−ki)

=
p− 1

2
b0 +

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)(

p−1
2

−1∑

n=0

fi(g
n))

=
p− 1

2
b0 +

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)(

p−1
2∑

n=1

bi)

=
p− 1

2
b0 +

p−1
2∑

n=1

bi(

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)

=
p− 1

2
b0 −

p−1
2∑

n=1

bi

und:

C(k)22 = L(0)22 +

p−1
2∑

i=1

L(i)22(ω
ki + ω−ki)

= 0 +

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)(

p−1
2

−1∑

n=0

fi(g
n))σ2n

=

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)(

p−1
2

−1∑

n=0

f1(g
n+i−1))σ2n)

=

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)(

p−1
2

−1∑

n=0

bn+i−1mod p−1
2
σ2n)
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

Wir wählen als Repräsentantensystem modulo p−1
2

die Menge {1, . . . , p−1
2
}, da

fi(g
n) ∈ {b1, . . . , b p−1

2
}.

Die letzte Summe enthält alle Bildungsgesetze b1, . . . , b p−1
2

und wir sortieren
diese Summe entsprechend um: Der Koeffizient von b1 enthält alle Summanden
mit n+ i− 1 ≡ 1 mod p−1

2
, also mit n ≡ 2 − imod p−1

2
:

c(k, 2)1 :=

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)σ2(2−i).

Allgemein enthält der Koeffizient von bj alle Summanden mit:

n+ i− 1 ≡ jmod
p− 1

2
, also mit n ≡ j − i+ 1 mod

p− 1

2
,

so daß sich die Gesamtdarstellung folgendermassen vereinfachen läßt:

C(k)22 =

p−1
2∑

n=1

c(k, 2)nbn

mit:

c(k, 2)n =

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)σ2(n+1−i).

Wir können aus jedem Koeffizienten c(k, 2)1 ausklammern:

c(k, 2)n =

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)σ2(n+1−i)

= σ2(j−1)

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)σ2(2−i)

= σ2(j−1)c(k, 2)1

Damit haben wir folgendes Lemma gezeigt:

6.12 Lemma: Für 1 ≤ k ≤ p− 1 und 1 ≤ j ≤ p−1
2

− 1 gilt:

C(k)jj =

p−1
2∑

n=1

c(k, j)nbn

mit:

c(k, j)n = c(k, j)1χj(n− 1)
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6.2 Rücktransformation auf die Matrix der Bildungsgesetze

für 2 ≤ n ≤ p−1
2

und c(k, j)1 =
∑ p−1

2
i=1 (ωki + ω−ki)σj(2−i). Für den ersten Diago-

naleintrag gilt:

C(k)00 =
p− 1

2
b0 −

p−1
2∑

n=1

c(k, 0)nbn =
p− 1

2
b0 −

p−1
2∑

n=1

bn

mit:
c(k, 0)n = χ0(n− 1)

für 2 ≤ n ≤ p−1
2

mit dem trivialen Charakter χ0 und c(k, 0)1 = 1.

Mit diesem Lemma verstehen wir alle Einträge auf der Diagonalen von C au-
ßerhalb des (p+ 1) × (p+ 1)−Blockes oben links:

K̃ :=

(
L(0) + pL(1) (1 − p)L(1) +

∑ p−1
2

i=1 L(i)

pL(1) L(0) − pL(1) +
∑ p−1

2
i=1 L(i)

)

Um die Determinante dieser Teilmatrix zu bestimmen, addieren wir zunächst
das (−1)−fache der ersten p−1

2
Zeilen zu den p−1

2
zweiten Zeilen, ohne dabei den

Wert der Determinante zu ändern:

K :=

(
L(0) + pL(1) (1 − p)L(1) +

∑ p−1
2

i=1 L(i)
−L(0) L(0) − L(1)

)
=:

(
K(1, 1) K(1, 2)
K(2, 1) K(2, 2)

)

Jeder der (p−1
2

) × (p−1
2

)−Blöcke hat nach den bisherigen Überlegungen Diago-
nalgestalt und wir nummerieren wieder ausgehend von 0:

K(1, 1) := (K(1, 1)ij)0≤i,j≤ p−1
2

−1

und analog für die anderen Blöcke. Darüberhinaus hat L(0) nur in der oberen
linken Ecke einen Eintrag ungleich Null, so daß sich für die Determinante eine
Laplace-Entwicklung nach der (p−1

2
+ 1)−ten Zeile anbietet mit nur zwei Sum-

manden ungleich Null.

detK =

(−1)2+ p−1
2 K(2, 1)00 det




K(1, 1)11
.

.

. ⋆

K(1, 1) p−1
2

p−1
2

0
K(2, 2)11

0
.

.

.

K(2, 2) p−1
2

p−1
2
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+(−1)2( p−1
2

+1)K(2, 2)00 det




K(1, 1)00 ⋆

.

.

.

K(1, 1) p−1
2

p−1
2

K(2, 2)11

0
.

.

.

K(2, 2) p−1
2

p−1
2




Wegen der Null auf der Hauptdiagonalen des ersten Summanden benötigen wir
für die Determinante nur den zweiten Summanden. Wir bestimmen zunächst
die Einträge K(1, 1)00, . . . , K(1, 1) p−1

2
p−1
2

, K(2, 2)11, . . . , K(2, 2) p−1
2

p−1
2

und den
Koeffizienten K(2, 2)00. Mit:

L(1)jj =

p−1
2

−1∑

n=0

f1(g
n)σjn

=

p−1
2

−1∑

n=0

bn+1−1mod p−1
2
σjn

=

p−1
2∑

n=1

σjnbn

für 0 ≤ j ≤ p−1
2

− 1 und:

L(0)00 = p−1
2
b0 und L(0)ll = 0

erhalten wir:

K(1, 1)00 =
p− 1

2
b0 + p

p−1
2∑

n=1

bn

K(1, 1)11 = p

p−1
2∑

n=1

σnbn

...

K(1, 1) p−1
2

p−1
2

= p

p−1
2∑

n=1

σ( p−1
2

−1)nbn
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6.3 Reihendarstellungen

K(2, 2)11 = −
p−1
2∑

n=1

σnbn

...

K(2, 2) p−1
2

p−1
2

= −
p−1
2∑

n=1

σ( p−1
2

−1)nbn

und:

K(2, 2)00 =
p− 1

2
b0 −

p−1
2∑

n=1

bn.

Jetzt haben wir für die Matrix der Bildungsgesetze eine Form bestimmt, aus
der wir die Determinante bestimmen können.

6.3 Reihendarstellungen

Zu den im vorherigen Abschnitt bestimmten Einträgen der Matrix der Bildungs-
gesetze entwickeln wir jetzt die entsprechenden Reihen. Dazu sind zunächst ei-
nige Vorüberlegungen erforderlich: Sei χ̃j ein nichttrivialer Charakter der Cha-
raktergruppe von F⋆

p/{±1}. Wir führen zu χ̃j für s ∈ H mit Re s > 1 folgende
L-Reihen ein:

Dχ̃j
(s) :=

∞∑

c=1

∑

i∈F⋆
p/{±1}

χ̃j(i)bi(c)

c2s
.

Da für jedes bi(c) = ϕ(c) für c ≡ ±i(p) und bi(c) = 0 sonst gilt, lassen sich diese
L-Reihen sofort umformulieren zu:

Dχ̃j
(s) =

∞∑

c=1

χ̃j(c)ϕ(c)

c2s
.

Wir zeigen jetzt, wie sich diese L-Reihen mit ähnlichen Überlegungen wie im
letzten Abschnitt von Kapitel 2 in die normalen Dirichlet-L-Reihen:

Lχ̃j
(s) :=

∞∑

c=1

χ̃j(c)

cs
,

umformen lassen, für die eine zur Zetafunktion analoge Euleridentität für s ∈ H
mit Re s > 1 gilt:

Lχ̃j
(s) =

∏

q prim

1

1 − χ̃j(q)q−s
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

und die sich analog auf ganz C fortsetzen lassen [IR90].

6.13 Satz: Sei χ̃j ein nichttrivialer Charakter der Charaktergruppe von F⋆
p/{±1}

und s ∈ H mit Re s > 1. Dann gilt:

Dχ̃j
(s) =

Lχ̃j
(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)

Beweis:

Dχ̃j
(s) =

∞∑

c=1

χ̃j(c)ϕ(c)

c2s
=
∏

q prim

(1 +
χ̃j(q)ϕ(q)

q2s
+
χ̃j(q

2)ϕ(q2)

q4s
+ . . .)

Mit Λχ̃j ,q(s) :=
∑∞

k=0
χ̃j(q

k)ϕ(qk)

q2ks

∑∞
k=0

χ̃j(q)
kϕ(qk)

q2ks folgt:

∞∑

c=1

χ̃j(c)ϕ(c)

c2s
=
∏

q prim

Λχ̃j ,q(s).

Nach Lemma 2.23 gilt Θq(T ) :=
∑∞

k=0 ϕ(qk)T k = 1−T
1−qT

für |qT | < 1.

Für T = χ̃j(q)q
−2s folgt | qχ̃j(q)

q2s | < 1, da s > 1, und wir können Lemma 2.23
anwenden:

Λq(s) = Θq(χ̃j(q)q
−2s) =

1 − χ̃j(q)q
−2s

1 − χ̃j(q)q1−2s

und insgesamt:

∞∑

c=1

χ̃j(c)ϕ(c)

c2s
=

∏

q prim

1 − χ̃j(c)q
−2s

1 − χ̃j(c)q1−2s

=
∏

q prim

1

1 − χ̃j(c)q1−2s

∏

q prim

(1 − χ̃j(c)q
−2s)

=
Lχ̃j

(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)

2

Wir erweitern diese Überlegungen auf den trivialen Charakter, für den wir wegen
der verschiedenen Bildungsgesetze zwei Reihendarstellungen definieren:

6.14 Satz: Sei χ̃0 der trivialer Charakter der Charaktergruppe von F⋆
p/{±1}

und s ∈ H mit Re s > 1. Dann gilt:

D(0)χ̃0(s) :=
∞∑

c=1,c≡0(p)

b0(c)

c2s
=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

2p

p2s − 1
.
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6.3 Reihendarstellungen

Beweis:

D(0)χ̃0(s) =
∞∑

c=1,c≡0(p)

b0(c)

c2s

=
∞∑

c=1,c≡0(p)

2p
p−1

ϕ(c)

c2s

=
2p

p− 1
Z11(s) nach Satz 2.25

=
2p

p− 1

ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p− 1

p2s − 1

2

6.15 Satz: Sei χ̃0 der trivialer Charakter der Charaktergruppe von F⋆
p/{±1}

und s ∈ H mit Re s > 1. Dann gilt:

D(1)χ̃0(s) :=
∞∑

c=1,c 6≡0(p)

ϕ(c)

c2s
=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s − p

p2s − 1
.

Beweis:

D(1)χ̃0(s) =
∞∑

c=1,c 6≡0(p)

ϕ(c)

c2s

= Z12 nach Satz 2.24

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s − p

p2s − 1

2

Damit können wir aus jedem Eintrag der umgeformten Matrix der Bildungsge-
setze:

C =




K
platz C(1)

C(2)

0
. . .

C(p− 1)
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die entspechenden Reihen entwickeln:

∞∑

c=1

C(k)00(c)

c2s
= c(k, 0)1

∞∑

c=1

(
p−1
2
b0(c)

c2s
−

p−1
2∑

n=1

bn(c)

c2s
)

= c(k, 0)1(
p− 1

2
D(0)χ̃0(s) −D(1)χ̃0(s))

= c(k, 0)1
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2 − p2s

p2s − 1

∞∑

c=1

C(k)jj(c)

c2s
= c(k, j)1

∞∑

c=1

p−1
2∑

n=1

χj(n− 1)bn(c)

c2s

= c(k, j)1

∞∑

c=1

p−1
2∑

n=1

χ̃j(n)bn(c)

c2s

= c(k, j)1Dχ̃j
(s)

= c(k, j)1

Lχ̃j
(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)

für 1 ≤ k ≤ p− 1 und:
∞∑

c=1

K(1, 1)00(c)

c2s
=

p− 1

2
D(0)χ̃0(s) + pD(1)χ̃0(s)

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s+1 − 2p+ p2

p2s − 1

∞∑

c=1

K(1, 1)jj(c)

c2s
= pDχ̃j

(s)

= p
Lχ̃j

(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)

∞∑

c=1

K(2, 2)00(c)

c2s
=

p− 1

2
D(0)χ̃0(s) + pD(1)χ̃0(s)

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s+1 − 2p+ p2

p2s − 1

∞∑

c=1

K(2, 2)jj(c)

c2s
=

p− 1

2
D(0)χ̃0(s) −D(1)χ̃0(s)

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2 − p2s

p2s − 1
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6.3 Reihendarstellungen

Die Determinante der Reihendarstellung unserer umgeformten Matrix C ergibt
sich jetzt als Produkt der oben aufgeführten Faktoren, die wir der Übersicht
wegen wie folgt zusammenfassen:

F0 :=

p−1∏

k=1

∞∑

c=1

C(k)00(c)

c2s

=

(
p−1∏

k=1

c(k, 0)1

)(
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)p−1(
p2 − p2s

p2s − 1

)p−1

=

(
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)p−1(
p2 − p2s

p2s − 1

)p−1

wegen
p−1∏

k=1

c(k, 0)1 = 1

F1 :=

p−1∏

k=1

p−1
2

−1∏

j=1

∞∑

c=1

C(k)jj(c)

c2s

=




p−1∏

k=1

p−1
2

−1∏

j=1

c(k, j)1





∏

χ̃j

Lχ̃j
(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)




p−1

F2 :=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2s+1 − 2p+ p2

p2s − 1

F3 :=

p−1
2

−1∏

j=1

∞∑

c=1

K(1, 1))jj(c)

c2s

= p
p−1
2

−1
∏

χ̃j

Lχ̃j
(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)

F4 := (−1)
p−1
2

−1
∏

χ̃j

Lχ̃j
(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)

F5 :=
∞∑

c=1

K(2, 2)00(c)

c2s

=
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

p2 − p2s

p2s − 1

Für die Determinante der Streumatrix von Γ(p) fehlen noch die Determinanten
der Matrizen, die wir beim Umformen benutzt haben.
Wegen:

C := M̂ p−1
2

(A) T̃ Q̃ B T̃−1 M̂ p−1
2

(A−1)
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6 Die Determinante der Streumatrix für Γ(p)

nach Definition 6.11 ergibt sich mit:

det Q̃ =
(
detQ p−1

2

)p+1

= (−1)p+1 = 1

für die Determinante der Sterumatrix insgesamt folgender Satz:

6.16 Satz: Die Determinante der Streumatrix von Γ(p) hat die Gestalt:

det(Φ(Γ(p), s)) = Y F0F1F2F3F4F5

= XY Z

(
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)p+1


∏

χ̃j

Lχ̃j
(2s− 1)

Lχ̃j
(2s)




p+1

Mit

X :=




p∏

k=1

∏

χ̃j

c(k, j)1


 p

p−1
2

−1

und:

Y :=

(
π

1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

)(p+1) p−1
2

und:

Z :=

(
p2 − p2s

p2s − 1

)p−1(
p2s+1 − 2p+ p2

p2s − 1

)2

.

Jetzt untersuchen wir den Koeffizienten X näher, in dem wir in obiger Dar-
stellung alle Faktoren aus F0, F1, F2, F3, F4 und F5 zusammengefasst haben, die
aus c(k, j)1 für 1 ≤ k ≤ p − 1 und 1 ≤ j ≤ p−1

2
− 1 bestehen. Umformen der

Definition von c(k, j)1 liefert:

c(k, j)1 =

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)σj(2−i)

= σ2j

p−1∑

i=1

ωkiσ−ji

= σ2j

p−1∑

i=1

ωkiχ̃−j(i),
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6.3 Reihendarstellungen

wobei χ̃j ein Charakter aus F̂⋆
p/{±1} ist. Dies führt uns auf Gauss-Summen

[IR90]:

6.17 Definition: Sei χj ein Charakter aus F̂p, ω = e
2πi
p und j ∈ Fp. Dann

heisst:

gj(χj) :=

p−1∑

i=1

χj(i)ω
ji

die Gauss-Summe von Fp zum Charakter χj.

Für j 6= 0 und χ nicht der triviale Charakter von Fp gilt:

gj(χ) = χ(j−1)g1(χ)

und bezüglich komplexer Konjugation bestehen folgende Zusammenhänge [IR90]:

gj(χ) = χ(−1)gj(χ)

und:
g1(χ)g1(χ) = p.

Damit vereinfacht sich unsere Darstellung:

c(k, j)1 = σ2jgk(χ−j)

und wir erhalten für X:

X =

p∏

k=1

p−1
2

−1∏

j=1

σ2j

p−1
2∑

i=1

(ωki + ω−ki)σ−ji

=

p∏

k=1

p−1
2

−1∏

j=1

σ2jgk(χ−j)

=

p∏

k=1

p−1
2

−1∏

j=1

gk(χ−j)

=

p∏

k=1

p−1
2

−1∏

j=1

g1(χ−j)χ−j(k
−1)

=




p∏

k=1

p−1
2

−1∏

j=1

χ−j(k
−1)






p−1
2

−1∏

j=1

g1(χ−j)




p−1
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X =




p−1
2

−1∏

j=1

g1(χ−j)




p−1

=




p−1
2

−1∏

χ̃∈V

g1(χ̃)




p−1

,

wobei das Produkt über alle Charaktere χ̃ von F⋆
p/{±1} ohne den trivialen

Charakter läuft:
V := {χ̃ ∈ F̂⋆

p/{±1} : χ̃ 6= χ0}.
Auf V operiert die komplexe Konjugation, kann dort aber Fixpunkte haben.
Wir zerlegen V daher als:

V := V0 ∪ V1

mit:
V0 := {χ ∈ F̂⋆

p/{±1} : χ = χ}
und:

V1 := {χ ∈ F̂⋆
p/{±1} : χ 6= χ}.

Dann läßt sich V1 weiter zerlegen in V1 = W ∪W , wobei:

W := V1/ ∼

mit χi ∼ χj ⇔ χi = χj.

6.18 Lemma:

X =





(√
p p

p−5
2

)p−1

für p ≡ 1 mod 4
(
p

p−3
2

)p−1

für p ≡ 3 mod 4

Beweis:

Da in der Darstellung von X das Produkt über alle Charaktere χ̃ von F⋆
p/{±1}

ohne den trivialen Charakter läuft, erhalten wir:

X =




p−1
2

−1∏

χ̃∈V

g1(χ̃)




p−1

=




p−1
2

−1∏

χ∈V0

g1(χ)

p−1
2

−1∏

χ∈W

g1(χ)

p−1
2

−1∏

χ∈W

g1(χ)




p−1
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=




p−1
2

−1∏

χ∈V0

g1(χ)

p−1
2

−1∏

χ∈W

g1(χ)

p−1
2

−1∏

χ∈W

g1(χ)




p−1

=




p−1
2

−1∏

χ∈V0

g1(χ)

p−1
2

−1∏

χ∈W

g1(χ)

p−1
2

−1∏

χ∈W

g1(χ)




p−1

wegen χ(−1) = 1 in F⋆
p/{±1}

=
(√

p|V0|p
|V1|
2

)p−1

Dabei hängt die Anzahl der Fixpunkte unter der komplexen Konjugation von
p ab: Ein Charakter χ̃ ∈ V bleibt unter komplexer Konjugation fest, wenn
χ̃(n) ∈ R gilt, also:

χ̃(n) = ±1 ∀n ∈ F⋆
p/{±1}

Damit gibt es für p ≡ 1 mod 4 einen Fixpunkt und für p ≡ 3 mod 4 keinen. 2

Insgesamt läßt sich Satz 6.16 vereinfachen zu:

6.19 Satz: Die Determinante der Streumatrix von Γ(p) hat die Gestalt:

det(Φ(Γ(p), s))

= G(s)C

(
p2 − p2s

p2s − 1

)p−1(
p2s+1 − 2p+ p2

p2s − 1

)2(
ζ(2s− 1)

ζ(2s)

)p+1


∏

χj∈V

Lχj
(2s− 1)

Lχj
(2s)




p+1

wobei das Produkt über alle Charaktere χ ∈ V := {χ ∈ F̂⋆
p/{±1} : χ 6= χ0} läuft

mit:

G(s) :=

(
π

1
2
Γ(s− 1

2
)

Γ(s)

)(p+1) p−1
2

und:

C =





(√
p p

p−5
2

)p−1

für p ≡ 1 mod 4
(
p

p−3
2

)p−1

für p ≡ 3 mod 4
.

6.20 Beispiel: Wir verdeutlichen unsere Ergebnisse am Beispiel von Γ(7), weil
dies die kleinste Primzahl ist, für die wir in der Matrix der Bildungsgesetze
alle oben aufgeführten Strukturen zeigen können. Die 24 × 24 Matrix B mit
den Nummern aller Bildungsgesetze haben wir bereits in Kapitel 4 als Beispiel
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4.14 vorgestellt. Die verkürzte Matrix B̃, die jedem Block die Nummer des
Bildungsgesetzes in der linken oberen Ecke zuordnet, hat folgende Gestalt:

B̃ =




u0 u1 u1 u1 u1 u1 u1 u1

u1 u0 u1 u2 u3 u3 u2 u1

u1 u1 u0 u1 u2 u3 u3 u2

u1 u2 u1 u0 u1 u2 u3 u3

u1 u3 u2 u1 u0 u1 u2 u3

u1 u3 u3 u2 u1 u0 u1 u2

u1 u2 u3 u3 u2 u1 u0 u1

u1 u1 u2 u3 u3 u2 u1 u0




In dieser codierten Form ergibt sich für die primitive 7.-te Einheitswurzel w die
Matrix:

T =




1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 w w2 w3 w4 w5 w6

0 1 w2 w4 w6 w8 w10 w12

0 1 w3 w6 w9 w12 w15 w18

0 1 w4 w8 w12 w16 w20 w24

0 1 w5 w10 w15 w20 w25 w30

0 1 w6 w12 w18 w24 w30 w36




,

deren Einträge sich natürlich offensichtlich vereinfachen lassen, hier aber wegen
der allgemeinen Form so aufgeführt sind. H = TPV T

−1
p hat folgende Gestalt:

H =




A

D1 0
D2

0 . . .
D6




mit:

A =
u0 + 7u1 −4u1 + 2u2 + 2u3

7u1 u0 − 5u1 + 2u2 + 2u3

D1 = u0 + (−ω5 − ω4 − ω3 − ω2 − 1)u11 + (ω5 + ω2)u2 + (ω4 + ω3)u3

D2 = a+ (ω5 + ω2)u1 + (ω4 + ω3)u2 + (−ω5 − ω4 − ω3 − ω2 − 1)u3

D3 = u0 + (ω4 + ω3)u1 + (−ω5 − ω4 − ω3 − ω2 − 1)u2 + (ω5 + ω2)u3

D4 = u0 + (ω4 + ω3)u1 + (−ω5 − ω4 − ω3 − ω2 − 1)u2 + (ω5 + ω2)u3

D5 = u0 + (ω5 + ω2)u1 + (ω4 + ω3)u2 + (−ω5 − ω4 − ω3 − ω2 − 1)u3

D6 = u0 + (−ω5 − ω4 − ω3 − ω2 − 1)u1 + (ω5 + ω2)u2 + (ω4 + ω3)u3
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6.3 Reihendarstellungen

Rücksubstitution und Drehen der einzelnen Blöcke geschieht mit folgenden Ma-
trizen, wobei σ = e

2πi
3 :

T̃ =















































































1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 σ σ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 σ2 σ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 σ σ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 σ2 σ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 σ σ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 σ2 σ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ σ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ2 σ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ σ2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ2 σ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ σ2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ2 σ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ σ2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ2 σ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ σ2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 σ2 σ















































































und

Q̃ =









































































0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0









































































Die Determinante der so transformierten Matrix der Bildungsgesetze von Γ(7)
läßt sich folgendermassen faktorisieren, wobei in Klammern die Vielfachheit an-
gegeben ist:

b1 + (−ω7 − 1)b2 + ω7b3 (8)
b1 + ω7b2 + (−ω7 − 1)b3 (8)
b0 − 1/3b1 − 1/3b2 − 1/3b3 (7)
b0 + 7/3b1 + 7/3b2 + 7/3b3 (1)
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7 Beobachtungen und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Datenbank angelegt mit den ersten 6.000
Untergruppen von Γ, geordnet nach aufsteigendem Index. Diese Datenbank wur-
de mit verschiedenen in GAP geschriebenen Programmen erzeugt und umfaßt
Gruppen bis zum Index 19, von denen ungefähr zwanzig Prozent nur eine Spit-
ze, knapp die Hälfte zwei Spitzen und dreissig Prozent drei Spitzen haben. Der
weitaus größere Teil dieser Gruppen sind Nichtkongruenzuntergruppen:

Spitzen Gruppen davon davon
Kongruenzgruppen Nichtkongruenzgruppen

1 1150 30 1120
2 2627 35 2592
3 1780 9 1771
4 417 9 408
5 26 0 26

6000 83 5917

Die Datenbank charakterisiert alle Gruppen durch ihre Erzeuger, gibt neben
dem Spitzenvektor, dem Vektor der Spitzenbreiten und dem möglichen Level
an, ob es sich um einen Kongruenzuntergruppe handelt, und enthält für viele
Gruppen auch die ersten Einträge der Streumatrix.
Es gibt Untersuchungen über die Struktur der Untergruppen der Modulgruppe
(vergleiche z.B. [Mil69],[Pet71] und [Iwa02]) und Abschätzungen darüber, wie
viele Untergruppen zu einem vorgegebenen Index zu erwarten sind ([New77],
[Atk78] oder [MSP05]). Darüberhinaus gibt es eine Datenbank von Cunnings
und Pauli [CP03], die alle Untergruppen der Modulgruppe mit Geschlecht klei-
ner oder gleich 24 klassifiziert haben. Allgemein gibt es deutlichst mehr Nichtkon-
gruenz- als Kongruenzguntergruppen, wobei es Abschätzungen für die Anzahl
der Kongruenzgruppen mit bestimmtem Index [Pet74] oder Geschlecht [GLP04]
gibt.
Für zykloide Gruppen mit nur einer Spitze der Breite w ∈ N läßt sich die Streu-
matrix mit Satz 3.8 sofort angeben, unabhängig davon, ob es sich um eine Kon-
gruenzuntergruppe handelt oder nicht. Bei Gruppen mit mehr als einer Spitzen-
klasse müssen wir diese Fälle unterscheiden. Zusätzlich zu den Gruppen aus der
Datenbank wurden andere Untergruppen der Modulgruppe untersucht, sobald es
möglich war, ihre Erzeuger anzugeben. So lassen sich z.B. in MAGMA Erzeuger
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für Hauptkongruenzuntergruppen, Γ0(n) und andere Klassen von Untergruppen
bestimmen, so daß wir die im Anhang aufgeführten GAP-Programme auf diese
Gruppen anwenden können.

7.1 Kongruenzuntergruppen

Für Kongruenzuntergruppen ist nach Satz 3.5 klar, daß es für alle Einträge der
Streumatrix Bildungsgesetze gibt, die sich durch Aufsummieren der Bildungsge-
setze der zugehörigen Hauptkongruenzgruppe ergeben. Die Bildungsgesetze las-
sen sich also durch Kongruenzen modulo dem Level der Kongruenzuntergruppe
ausdrücken und sind Vielfache der Eulerschen ϕ−Funktion:

bij(c) =





k0ϕ(c) c ≡ 0(n)
k1ϕ(c) c ≡ ±1(n)
. . .
krϕ(c) c ≡ ±r(n).

Dabei können die ki durchaus rational sein, dann kürzt sich der Nenner gegen
ϕ(c) weg, so daß das Ergebnis eine nichtnegative ganze Zahl ist. Für kleine
Spitzenanzahlen haben wir experimentelle Belege dafür gefunden, daß sich dieses
abstrakte Gesetz deutlich vereinfachen läßt:
Sei ∆ eine Kongruenzuntergruppe mit genau zwei Spitzen, Spitzenvektor S(∆) =
[s1 = ∞, s2 = g2∞] und Spitzenbreiten W (∆) = [w1, w2] mit w1 > w2. Dann
ist ∆ eine Kongruenzuntergruppe vom Level w1 und w2 teilt w1 nach Satz 1.14
und Satz 1.16. Bei einer Gruppe mit zwei Spitzen wird die Streumatrix durch
ihren ersten Eintrag vollständig beschrieben, da sich aus b11(c) mit Theorem
2.13 der Koeffizient b12(c) ergibt als b12(c) = w1ϕ(c)− b11(c). Dann können auch
b21(c) = b12(c) wegen der Symmetrie und b22(c) mit Theorem 2.13 bestimmt
werden.

7.1 Vermutung: Sei ∆ eine Kongruenzuntergruppe mit genau zwei Spitzen,
Spitzenvektor S(∆) = [s1 = ∞, s2 = g2∞] und Spitzenbreiten W (∆) = [w1, w2].
Dann gilt:

b11(c) =

{
w1ϕ(c) c ≡ 0 mod w1

w2

(w1 − w2)ϕ(c) sonst
.

7.2 Bemerkung: Für die übrigen Anzahlen der Doppelnebenklassen ergibt sich:

b12(c) =

{
0 c ≡ 0 mod w1

w2

w2ϕ(c) sonst

b22(c) =

{
w2ϕ(c) c ≡ 0 mod w1

w2

0 sonst.
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Dabei werden keine weiteren Informationen über die Gruppe benötigt, insbe-
sondere scheint sich aus dem Spitzenvektor zu ergeben, welche Spitzen von Γ(n)
unter ∆ äquivalent werden. Bisher hat sich dieses Bildungsgesetz ebenso wie die
weiter unten aufgeführten allen Beweisversuchen widersetzt, so daß wir es hier
nur als Vermutung aufführen. Für den Fall, daß w1 eine Primzahl ist, bewei-
sen wir dieses Gesetz im nächsten Unterabschnitt, eine Verallgemeinerung auf
beliebige w1, w2 ist aber bisher nicht geglückt. Ähnliche Gesetz lassen sich für
Gruppen mit gleichen Spitzenbreiten angeben, wobei die Kongruenzen bezüglich
den Teilern der Spitzenbreiten formuliert werden.
Auch für Kongruenzgruppen mit mehr als zwei Spitzen vermuten wir ähnlich
strukturierte Bildungsgesetze. Wir geben hier noch eine Vermutung für Gruppen
mit genau drei Spitzen an, deren Spitzenbreiten gewisse Teilbarkeiten erfüllen.
Sei ∆ eine Kongruenzuntergruppe mit genau drei Spitzen, Spitzenvektor S(∆) =
[s1 = ∞, s2 = g2∞, s3 = g3∞] und Spitzenbreiten W (∆) = [w1, w2, w3] mit
w1 > w2 > w3. Dann ist ∆ eine Kongruenzuntergruppe vom Level w1 und wir
haben beobachtet, daß (w2 + w3)|w1 folgt.

7.3 Vermutung: Sei ∆ eine Kongruenzuntergruppe mit genau drei Spitzen,
Spitzenvektor S(∆) = [s1 = ∞, s2 = g2∞, s3 = g3∞] und Spitzenbreiten
W (∆) = [w1, w2, w3] mit w1 > w2 > w3 und (w2 + w3)|w1. Dann gilt:

b11(c) =

{
w1ϕ(c)
(w1 − (w2 + w3))ϕ(c)

c ≡ 0 mod w1

w2+w3

sonst

b12(c) =

{
0
w2

c ≡ 0 mod w1

w2+w3

sonst

b13(c) =

{
0
w3

c ≡ 0 mod w1

w2+w3

sonst.

7.1.1 Nochmal Γ0(p)

Sei ∆ eine Kongruenzuntergruppe vom Level p mit genau zwei Spitzenklassen
unterschiedlicher Breite, also S(∆) = [s1, s2] und W (∆) = [w1, w2] mit w1 > w2.
Dann gilt nach Satz 1.16 w1 = p und w2 teilt die Breite w1, so daß w2 = 1
gelten muß. Bis auf Konjugation sind die einzigen Gruppen mit zwei Spitzen
und Spitzenvektor [p, 1] die in Abschnitt 2.3 betrachteten Gruppen Γ0(p), für
die wir jetzt die dort konstruierten Bildungsgesetze analog zu Vermutung 7.1
formulieren und hier beweisen.
Γ0(p) hat zwei Spitzen s1 = ∞ und s2 = 0 der Breiten w1 = 1 und w2 = p.
Damit wir den Satz in der aufgestellten Form anwenden können, müsste die
Spitzenklasse von ∞ die größere Breite haben und dafür müssten wir Γ0(p)
entsprechend konjugieren: Mit g2 = ( 0 −1

1 0 ) ∈ Γ hat g−1
2 Γ0(p)g2 die Spitzen
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s1 = ∞ und s2 = 0 der Breiten w1 = p und w2 = 1. Um jetzt aber weiterhin
mit Γ0(p) rechnen zu können, formulieren wir Vermutung 7.1 statt für s1 = ∞
für s2 = 0 mit w2 > w1 entsprechend um:

7.4 Satz: Für Γ0(p) bestimmt sich das erste Bildungsgesetz als:

b11(c) =

{
ϕ(c) c ≡ 0 mod p
0 sonst

.

Die in Γ0(p) enthaltene Hauptkongruenzuntergruppe Γ(p) hat den Index µ =
p(p+1)p−1

2
und besitzt in Γ genau r = (p+1)p−1

2
Spitzenklassen, die alle dieselbe

Breite p haben. Von diesen r Spitzenklassen in Γ(p) seien r1 und r2 die Anzahlen
derjenigen Spitzen von Γ(p), die in Γ0(p) zu s1 beziehungsweise s2 äquivalent
werden. Es gilt also r1 + r2 = r und S(Γ(p)) lässt sich anordnen als:

S(Γ(p)) = [s1
1, . . . , s

r1
1 , s

1
2, . . . , s

r2
2 ]

mit sj
i ∼Γ0(p) si. Diejenigen Spitzen von Γ(p) , die in Γ0(p) zueinander äquivalent

werden, haben offensichtlich dieselbe relative Spitzenbreite vj
i in Γ0(p), die sich

nach Definition 3.1 und Bemerkung 3.2 bestimmt als die Breite der Spitze in Γ
dividiert durch die Breite der Spitze von Γ0(p) in Γ:

vj
1 =

p

w1

= p und vj
2 =

p

w2

= 1.

Wir erhalten:
[Γ0(p) : Γ(p)] =

∑r1

j=1 v
j
1 = pr1

=
∑r2

j=1 v
j
2 = r2.

Mit Hilfe der Gradformel:

[Γ : Γ(p)] = [Γ : Γ0(p)][Γ0(p) : Γ(p)]

bestimmen wir die Anzahlen r1 und r2 derjenigen Spitzen von Γ(p), die in Γ0(p)
zu s1 beziehungsweise s2 äquivalent werden:

µ = (w1 + w2)pr1 ⇔ r1 =
µ

p(w2 + w2)
=
p− 1

2

und:

µ = (w1 + w2)r2 ⇔ r2 =
µ

w1 + w2

= p
p− 1

2
.

Jetzt betrachten wir eine andere Aufteilung der Spitzen von Γ(p), nämlich nach
den Fasern:

λ−1
p ([ 1

0 ]) = {[ x
y ] ∈ P1(F) : y ≡ 0(p)}

λ−1
p ([ t

1 ]) = {[ x
y ] ∈ P1(F) : x ≡ yt(p), y 6≡ 0(p)}, t ∈ {0, 1, . . . , p− 1}
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der Abbildung:

λ : Γ(p)\P1(Q) −→ P1(Fp)[
x
y

]
7−→

[
x
y

]

p

:=

[
xmod p
ymod p

]

aus Kapitel 4. Für die zugehörigen Bildungsgesetze ergibt sich nach Abschnitt
4.2:

sk
j ∈ λ−1([ 1

0 ]) ⇒ bjk11(c) =

{ 2p
p−1

ϕ(c) c ≡ 0 mod p

0 sonst

sk
j = [ x

y ] ∈ λ−1([ t
1 ]) ⇒ bjk11(c) =

{
ϕ(c) c ≡ ±ymod p
0 sonst.

Mit Satz 3.5 lässt sich das Bildungsgesetz b11(c) von Γ0(p) aus den Bildungsge-
setzen bjk11 von Γ0(p) berechnen als:

vk
1b11(c) =

r1∑

j=1

bjk11

mit vk
1 = p. Um die zugehörigen Bildungsgesetze aufsummieren zu können,

benötigen wir eine experimentelle Beobachtung für die Spitzen einer Faser von
λ: Wenn eine der Spitzen einer Faser Γ0(p)−äquivalent zu einer Spitze si wird,
dann folgt dies auch für alle anderen Spitzen dieser Faser. Wir formulieren diese
Aussage hier für die Spitze ∞:

7.5 Lemma: Sei sk
j ∈ λ−1([ 1

0 ]). Dann existiert ein γ ∈ Γ0(p) mit γ∞ = sk
j ,

d.h sk
j ∼Γ0(p) ∞.

Beweis:

Aus sk
j = [ x

y ] ∈ λ−1([ 1
0 ]) folgt y ≡ 0 mod p und nach Satz 1.10 existiert ein

gk
j ∈ Γ mit gk

j∞ = sk
j , wobei gk

j die Gestalt gk
j =

(
x b
y d

)
hat. Wegen y ≡ 0 mod p

folgt γ := gk
j ∈ Γ0(p). 2

Die Beobachtung, daß aus der ∆−Äquivalenz einer Spitze sj
i von Γ(n) zu einer

Spitze si von ∆ dieselbe Äquivalenz für alle anderen Spitzen derselben Faser
folgt, haben wir für echte Obergruppen von Hauptkongruenzuntzergruppen mit
genau zwei Spitzen zwar gemacht, aber nur für den Fall von ∆ = Γ0(p) zeigen
können. Auch andere Beweisansätze ließen sich bisher nicht auf alle Gruppen
übertragen.
Insgesamt haben wir r1 = p−1

2
Spitzen von Γ(p), die unter Γ0(p) äquivalent zur

Spitze s1 = ∞ werden. Nach obigem Lemma sind andererseits zumindest alle
Spitzen der Faser λ−1([ 1

0 ]) unter Γ0(p) äquivalent zur Spitze s1 = ∞. Da jede
Faser genau p−1

2
Elemente hat, folgt die Gleichheit. Wir kennen jetzt also die r1
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7 Beobachtungen und Ausblick

Spitzen genau und können ihre zugehörigen Bildungsgesetze aufsummieren:

pb11(c) =
∑r1

j=1 b
jk
11 = p−1

2

{ 2p
p−1

ϕ(c) c ≡ 0 mod p

0 sonst

= p

{
ϕ(c) c ≡ 0 mod p
0 sonst.

7.2 Nichtkongruenzuntergruppen

Für Nichtkongruenzuntergruppen ∆ haben wir keine offensichtlichen Untergrup-
pen zur Verfügung, aus denen wir wie im Fall der Kongruenzuntergruppen Bil-
dungsgesetze konstruieren können. Es ist daher naheliegend, daß es für Nicht-
kongruenzuntergruppen im Allgemeinen keine Bildungsgesetze für die Eingänge
der Streumatrix gibt.
Trotzdem haben wir einige Nichtkongruenzuntergruppen ∆ gefunden, deren Bil-
dungsgesetze wir genau angeben können. So erfüllen einige Gruppen mit genau
zwei Spitzen unterschiedlicher Breite das in Vermutung 7.1 angegebene Bil-
dungsgesetz. Der Grund bei den von uns beobachteten Untergruppen war, daß ∆
Untergruppe einer Kongruenzuntergruppe mit genau denselben Spitzenklassen
ist. Für solche Gruppen haben wir in Satz 3.9 gesehen, daß sich die Bildungs-
gesetze von ∆ aus denen von Λ durch Multiplikation mit dem Index [Λ : ∆]
ergeben. So gilt z.B. für alle in Beispiel 3.10 aufgeführte Gruppen das in Vermu-
tung 7.1 angegebene Bildungsgesetz, weil es für die Obergruppe Λ vom Level 2,
erzeugt von: {(

0 1
−1 0

)(
0 −1
1 −2

)}

efüllt ist. Wir können die Nichtkongruenzuntergruppen in zwei Typen einteilen:
Zum Einen haben wir Nichtkongruenzuntergruppen, deren Spitzenbreiten all
diejenigen Eigenschaften erfüllen, die auch für Kongruenzuntergruppen gelten.
Wenn wir wie in Kapitel 1 den erweiterten Level n(∆) einer beliebigen Unter-
gruppe ∆ von Γ als das kleinste gemeinsame Vielfache ihrere Spitzenbreiten
definieren, so haben diese Nichtkongruenzuntergruppen eine Spitze der Breite
n(∆). Wir haben vermutet, daß es für einige Nichtkongruenzuntergruppen von
diesem Typ möglich ist, die Bildungsgesetze ihrer Streumatrix als Vielfache der
Eulerschen ϕ−Funktion anzugeben. Unter anderem haben wir uns mit folgender
Untergruppe beschäftigt:

7.6 Beispiel: Sei ∆ die Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 7 mit den Er-
zeugern: {(

0 1
−1 0

)
,

(
1 −3
1 −2

)
,

(
1 −1
4 −3

)}

120



7.2 Nichtkongruenzuntergruppen

dem Spitzenvektor S(∆) =

[[
1
0

]
,

[
1
2

]]
, dem Vektor W (∆) = [6, 1] der Spitzen-

breiten und dem erweiterten Level n(∆) = 6.

Zu dieser Gruppe ist es uns aber nicht gelungen, Bildungsgesetze anzugeben.
Unter anderem haben wir experimentell die ersten 2000 Einträge der Dirichle-
treihen in der Streumatrix berechnet und wir konnten zumindest gewisse Ab-
schätzungen beobachten:

7.7 Beobachtung: Für n ∈ {1, . . . , 6000} gilt:

5ϕ(c) ≤ b11(c) ≤ 6ϕ(c).

Dabei ist die obere Schranke offensichtlich, da für die Summe der ersten Zeile
gelten muß:

b11(c) + b12(c) = 6ϕ(c).

Würde das in Vermutung 7.1 angegebene Bildungsgesetz für ∆ gelten, so hätte
b11 die Gestalt:

b11(c) =

{
6ϕ(c) c ≡ 0 mod 6
5ϕ(c) sonst

.

Wir haben also beobachtet, daß die tatsächliche Anzahl der Doppelnebenklassen
innerhalb dieses Gesetzes schwankt, wobei sich die einzelnen Werte nicht immer
als Vielfache der Eulerschen ϕ−Funktion angeben lassen. Auch die Gleichheit
wird nicht an ohne Weiteres zu klassifizierenden Stellen angenommen, tritt aber
mit wachsendem n immer seltener auf. Speziell diese Untergruppe sollte noch
Gegenstand weiterer Untersuchungen sein.
Zu dem anderen Typ der Nichtkongruenzuntergruppen gehören solche Gruppen
∆, deren Spitzenvektoren keine Spitze mit der Breite des erweiterten Levels
besitzen. Das Beispiel mit kleinstem Index ist die folgende Untergruppe:

7.8 Beispiel: Sei ∆ die Untergruppe vom Index 7 erzeugt von:
{(

0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 −3

)
,

(
4 −3
7 −5

)}

dem Spitzenvektor S(∆) =

[[
1
1

]
,

[
1
0

]]
, dem Vektor W (∆) = [4, 3] der Spitzen-

breiten und dem erweiterten Level n(∆) = 12.

Hier vermuten wir, daß sich zu dieser und anderen Untergruppen von diesem Typ
kein Bildungsgesetz angeben läßt, aber eventuell ergeben sich auch für solche
Nichtkongruenzuntergruppen Möglichkeiten, die Einträge zumindest abzuschät-
zen - auch wenn dies z.B. für Untersuchungen der Determinante der Streumatrix
nicht unbedingt hilfreich ist.
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7 Beobachtungen und Ausblick

Dann gibt es noch die Nichtkongruenzuntergruppen, die sich nach Satz 3.11 teil-
weise wie eine Kongruenzgruppe verhalten. Dann gelten für diese Einträge der
Streumatrix ebenfalls die vermuteten Bildungsgesetze für Kongruenzuntergrup-
pen gelten.

7.9 Beispiel: Sei ∆ die Untergruppe erzeugt von
{(

0 1
−1 0

)
,

(
1 2
−2 −3

)(
2 9
−1 −4

)}
.

∆ ist eine Nichtkongruenzuntergruppe vom Index 9 mit dem Spitzenvektor

S(∆) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]
,

[
1
3

]]
und Spitzenbreiten W (∆) = [6, 2, 1]. Darüberhinaus

ist ∆ ebenso wie die in Beispiel 3.10 betrachteten Gruppen mit zwei Spitzen,
Untergruppe der Kongruenzuntergruppe Λ vom Level 2, erzeugt von

{(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 −2

)}

mit dem Spitzenvektor S(Λ) =

[[
1
0

]
,

[
1
1

]]
und Spitzenbreiten W (Λ) = [2, 1].

Unter Λ werden die Spitzen aus den beiden Spitzenklassen

[
1
1

]
und

[
1
3

]
von

∆ zueinander äquivalent. Daher ergeben sich die Bildungsgesetze von ∆ in der
ersten Zeile und damit auch in der ersten Spalte der Streumatrix aus denen
von Λ und sind Vielfache der Eulerschen ϕ−Funktion. Das Bildungsgesetz in
der oberen linken Ecke der Streumatrix ist das Dreifache des entspechenden
Bildungsgesetzes von Λ aus Vermutung 7.1, da [Λ : ∆] = 3. Für die anderen
beiden Bildungsgesetze der ersten Zeile bestimmen wir die relativen Spitzen-
breiten w1

2 = 2 und w2
2 = 1 und erhalten damit die Bildungsgesetze als die

entsprechenden Vielfache von:

b12(c) =

{
0 c ≡ 0 mod 2
ϕ(c) sonst

,

also hier:

b1111(c) =

{
6ϕ(c) c ≡ 0 mod 6

2+1
, also c ≡ 0 mod 2

3ϕ(c) sonst
,

b1112(c) =

{
0 c ≡ 0 mod 6

2+1
, also c ≡ 0 mod 2

2ϕ(c) sonst
,

b1212(c) =

{
0 c ≡ 0 mod 6

2+1
, also c ≡ 0 mod 2

ϕ(c) sonst

Diese Bildungsgesetze entsprechen der Vermutung 7.1, angewendet auf diese
Nichtkongruenzuntergruppe.
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8 Anhang: Programme

Ein Ziel dieser Arbeit war es, die Streumatrix für Untergruppen der Modulgrup-
pe am Computer zu realisieren.
Dazu wurden zunächst Programme entwickelt, die für eine vorgegebene Unter-
gruppe ∆ von PSL(2,Z) mit endlichem Index ein Repräsentantensystem der
Spitzen und ihre Breiten bestimmen und dann die für die Streumatrix benö-
tigten Anzahlen der Doppelnebenklassen bis zu einer bestimmten Grenze be-
rechnen. Diese Programme sind unabhängig davon, ob es sich bei ∆ um eine
Kongruenzuntergruppe handelt oder nicht.
Ein weiteres Programm entscheidet, ob ∆ eine Kongruenzuntergruppe ist.
Die hier aufgeführten Programme wurden in GAP realisiert und können ne-
ben weiteren Programmen und Beispieldateien von meiner homepage ckeil.de
heruntergeladen werden.

8.1 Γ = PSL(2,Z) erzeugen

♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Γ als freie Gruppe mit B=G.1, S=G.2
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
F := FreeGroup( ”B”, ”S” );;
♯ Relationen
G := F / [ F.1∧2,F.2∧3];;
B:=G.1;; S:=G.2;;
♯ häufig benutze Matrizen
BB:=[[0,1],[-1,0]];;
SS:=[[0,1],[-1,1]];;
T:=S∧2*B;;
TT:=Matrixdarstellung(T);;

8.2 Darstellung einer Matrix als Produkt aus

Erzeugern von Γ und umgekehrt

♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯

123



8 Anhang: Programme

♯ Proc_Matrix2Wort
♯ Funktion, um eine gegebene 2 × 2 Matrix als Wort in B und S darzustellen
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
Wortdarstellung:=function(A)

local Wort_A,help;
Wort_A:=B∧2*B∧2;;
while (A[1][1]<>0 and A[2][1]<>0 and A[1][2]<>0 and A[2][2]<>0) do

if A[1][1]<0 then
A:=BB∧2*A;;

Wort_A:=B∧2*Wort_A;;
elif A[2][1]>0 and A[1][1]>=A[2][1] then

A:=BB∧2*BB*SS*A;;
Wort_A:=B∧2*B*S*Wort_A;;

elif A[2][1]>0 and A[1][1]<A[2][1] then
A:=BB∧2*BB*SS∧2*BB∧2*A;;
Wort_A:=B∧2*B*S∧2*B*B*Wort_A;;

elif A[2][1]<0 then
A:=BB∧2*BB*SS∧2*BB*A;;
Wort_A:=B∧2*B*S∧2*B*Wort_A;;

fi;
od;
if A[1][1]=0 and A[2][1]=1 then help:=B∧2*B*((S∧2*B)∧A[2][2]);;
elif A[1][1]=0 and A[2][1]=-1 then help:=B*((S∧2*B)∧(-A[2][2]));;
elif A[2][1]=0 and A[1][1]=1 then help:=(S∧2*B)∧A[1][2];;
elif A[2][1]=0 and A[1][1]=-1 then help:=B∧2*((S∧2*B)∧(-A[1][2]));;
elif A[1][2]=0 and A[1][1]=1 then help:=B∧2*B*((S∧2*B)∧(-A[2][1]))*B;;
elif A[1][2]=0 and A[1][1]=-1 then help:=B*((S∧2*B)∧A[2][1])*B;;
elif A[2][2]=0 and A[2][1]=1 then help:=B∧2*((S∧2*B)∧A[1][1])*B;;
elif A[2][2]=0 and A[2][1]=-1 then help:=((S∧2*B)∧(-A[1][1]))*B;;
fi;
Wort_A:=((Wort_A)∧-1)*help;;
return Wort_A;
end;;

124



8.3 Die Spitzenmenge S(∆) und den Vektor der SpitzenbreitenW (∆) bestimmen

♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Proc_Wort2Matrix
♯ Funktion, um eine Matrix A gegeben in B und S als 2x2-Matrix darzustellen
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
Matrixdarstellung:=function (A)

local help;
if A=«identity ...>then help:=B∧2*B∧2;
else

help:=A;
help:=ReplacedString(String(help),"B","BB");
help:=ReplacedString(String(help),ß",ßS");
help:=EvalString(help);
if (help[1][1]<0) then help:=-1*help;
fi;

fi;
return help;
end;

8.3 Die Spitzenmenge S(∆) und den Vektor der

Spitzenbreiten W (∆) bestimmen

♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Diese Prozedur bestimmt für eine durch ihre Erzeuger gegebene Untergruppe
♯ ∆ <f Γ die Spitzenmenge S(∆) und die Spitzenbreiten W (∆)
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Bestimmung der Restklassen RC von ∆ \ Γ und Repraesentanten
RC:=RightCosets(Γ,∆);;
RC_Anzahl:=Length(RC);;
Repraesentanten:=List([1..RC_Anzahl],i->1);;
for i in [1..RC_Anzahl] do

Repraesentanten[i]:=Representative(RC[i]);;
od;
♯ Bestimmung der n_i
n:=List([1..RC_Anzahl], i->1);;
for i in [1..RC_Anzahl] do

if (String(Repraesentanten[i])=“<identity ...>“)=true then
Repraesentanten[i]:=B∧ 2;

fi;
while (Repraesentanten[i]*T∧ n[i]*Repraesentanten[i]∧ (-1) in ∆) =false do
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8 Anhang: Programme

n[i]:=n[i]+1;;
od;

od;
♯Bestimmung des kleinsten gemeinsamen Vielfaches der n_i
help:=n[1];;
for i in [2..RC_Anzahl] do

help:=LcmInt(help,n[i]);
i:=i+1;

od;
kgv_n:=help;;
♯Repraesentatensystem fuer ∆ \ Γ/Γ∞ bestimmen, indem diejenigen Elemente
♯ aus dem Repraesentantensystem fuer ∆ \ Γ gestrichen werden, die modulo Γ∞
♯ uebereinstimmen
s_help:=List([1..RC_Anzahl], i->1);;
for i in [1..RC_Anzahl] do

for l in [i+1..RC_Anzahl] do
for j in [1..kgv_n] do
if (Repraesentanten[i]*T∧ j*Repraesentanten[l]∧ (-1) in ∆)=true then

s_help[l]:=0;
else j:=j+1;
fi;
od;

od;
od;
♯Repraesentatensystem fuer ∆ \ Γ/Γ∞zusammenfassen:
AnzahlSpitzen:=0;;
for i in [1..RC_Anzahl] do

AnzahlSpitzen:=AnzahlSpitzen+s_help[i];
od;
Repraesentanten_Spitzen:=List([1..AnzahlSpitzen], i->0);;
j:=1;;
for i in [1..RC_Anzahl] do

if s_help[i]=1 then
Repraesentanten_Spitzen[j]:=Repraesentanten[i];

j:=j+1;
fi;

od;
♯Spitzenbreiten bestimmen:
♯Finde zu jeder Spitze minimals w_i, so dass g_i*T∧ w_i*g_i∧ -1 in ∆ liegt
Spitzenbreiten:=List([1..AnzahlSpitzen],i->1);;
for i in [1..AnzahlSpitzen] do

while (Repraesentanten_Spitzen[i]*T∧ Spitzenbreiten[i]*
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Repraesentanten_Spitzen[i]∧ -1 in ∆)=false do
Spitzenbreiten[i]:=Spitzenbreiten[i]+1;

od;
od;
♯Umrechnen der g_i in die Spitzen: g_i*unendlich=s_i
help:=List([1..AnzahlSpitzen], i->0);;
for i in [1..AnzahlSpitzen] do

help[i]:=Matrixdarstellung(Repraesentanten_Spitzen[i]);
od;
glistematrix:=help;
♯Umrechnen der Repraesentanten s_i der Spitzenklassen
help:=List([1..AnzahlSpitzen], i->0);;
for i in [1..AnzahlSpitzen] do

help[i]:=[glistematrix[i][1][1],glistematrix[i][2][1]];
od;
Spitzenliste:=help;

8.4 Die Anzahlen bij berechnen

♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Diese Prozedur berechnet für ∆ die Werte der b_ij(c)
♯ bis zu einer vorgegebenen Grenze
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Bereitstellung der benoetigten Variablen
b:=List([1..AnzahlSpitzen]);
for i in [1..AnzahlSpitzen] do

b[i]:=List([1..AnzahlSpitzen]);
for k in [1..AnzahlSpitzen] do
b[i][k]:=List([1..Grenze],i ->0);
od;

od;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Schleife ueber c
for c in [1..Grenze] do
♯ Liste der Woerter ueber c
W_c:=List([1..Phi(c)], i->0);;
i:=1;
for a in [1..c] do

if GcdInt(a,c)=1 then
♯ Bestimmung von W_c[i]:=X(a,c)
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Euklid_d:=GcdRepresentation(Integers,a,c) mod c;;
d:=Euklid_d[1];;
bb:=(a*d-1)/c;;
W_c[i]:=[[a,bb],[c,d]];;
i:=i+1;;

fi;
od;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Schleifen ueber Spitzenanzahl
for zeile in [1..AnzahlSpitzen] do
for spalte in [zeile..AnzahlSpitzen] do
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Eintrag b[zeile,spalte] bestimmen
♯ Zuerst Liste aller Woerter von rechts und von links multipliziert mit
♯ Potenzen von T bis zur jeweiligen Spitzenbreite
N_ij:=List([1..Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]], i->0);;
j:=1;
for i in [1..Phi(c)] do

for n in [1..Spitzenbreiten[zeile]] do
for m in [1..Spitzenbreiten[spalte]] do

N_ij[j]:=TT∧ n*W_c[i]*TT∧ m;
j:=j+1;

od;
od;

od;
♯ doppelte Matrizen streichen
for i in [1..Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]] do

for k in [i+1..Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]] do
if (N_ij[i]=N_ij[k])=true then

N_ij[k]:=0;
fi;

od;
od;
♯ Neue Liste aller Woerter mit Potenzen von T multipliziert
♯ ohne doppelte Eintraege
Doppelte:=0;
for i in [1..Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]] do

if N_ij[i]=0 then
Doppelte:=Doppelte+1;

fi;
od;
N_Neu:=List([1..(Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]-Doppelte)], i->0);;
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k:=1;;
for i in [1..Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]] do

if (N_ij[i]=0)=false then
N_Neu[k]:=N_ij[i];
k:=k+1;

fi;
od;
♯ Zaehlen: fuer jedes Wort A aus N_Neu ueberpruefen, ob
♯ g_zeile*A*g_spalte∧ -1 in ∆ liegt
N_Boolean:=List([1..(Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]-Doppelte )], i->0);;
for i in [1..(Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]-Doppelte)] do

help:=glistematrix[zeile]*N_Neu[i]*glistematrix[spalte]∧ -1;
if Wortdarstellung(help) in ∆ then

N_Boolean[i]:=1;
fi;

od;
♯ Aufsummieren
help:=0;;
for i in [1..(Phi(c)*Spitzenbreiten[zeile]*Spitzenbreiten[spalte]-Doppelte)] do

help:= help + N_Boolean[i];
od;
b[zeile][spalte][c]:=help;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Ende Schleifen ueber Spitzenanzahl
od;
od;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Ende Schleife ueber c
od;

8.5 Bestimmen, ob ∆ eine

Kongruenzuntergruppe ist

♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Diese Prozedur überprüft, ob ∆ eine Kongruenzuntergruppe ist,
♯ und gibt gegebenenfalls ihren Level an.
♯ Der Algorithmus beruht im Wesentlichen auf einem Artikel von Tim Hsu [Hsu96].
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
cs:=true;
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♯ Bestimmung des moeglichen Levels
N:=Lcm(Spitzenbreiten);
factors:=FactorsInt(N);
lang:=Length(factors);
ee:=0;
m:=1;
for i in [1..lang] do

if factors[i]=2 then
ee:=ee+1;

fi;
if factors[i]>2 then

m:=m*factors[i];
fi;

od;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Kann die Untergruppe theoretisch eine Kongruenzuntergruppe sein ?
♯ Nach Lemma 1.17 muß es dann eine Spitze mit Spitzenbreite N geben.
spitzentest:=0;
for i in [1..AnzahlSpitzen] do

if N=Spitzenbreiten[i] then
spitzentest:=spitzentest+1;

fi;
od;
if spitzentest=0 then

cs:=false;
fi;
if (spitzentest=0)=false then
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
♯ Fallunterscheidung bezueglich ee und m
♯ N=2∧ ee*m
♯ Bestimmung der Restklassen RC von ∆ \ Γ und der Repraesentanten
RC:=RightCosets(G,D);;
RC_Anzahl:=Length(RC);;
RC_D:=List([1..RC_Anzahl],i->1);;
for i in [1..RC_Anzahl] do

RC_D[i]:=Representative(RC[i]);;
od;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
if ee=0 then

♯ Print( “Fall: N ungerade ohne Zweierpotenz\ n”);
x:=0;
for i in [1..2*N] do
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if (2*i) mod N =1 then
x:=i;
break;

fi;
od;
a:=T;
b:=(B*T*B)∧ (-1);
Relationen:=List([1..4]);
Relationen[1]:=a∧ N;
Relationen[2]:=(a*b∧ (-1)*a)∧ 4;
Relationen[3]:=(b∧ (-1)*a)∧ 3*(a*b∧ (-1)*a)∧ (-2);
Relationen[4]:=(b∧ 2*a∧ (-x))∧ 3*(a*b∧ (-1)*a)∧ (-2);
for i in [1..Indexgruppe] do

for ii in [1..4] do
test:=RC_D[i]*Relationen[ii]*(RC_D[i]∧ (-1));
testtest:=test in D;
if testtest=false then

cs:=false;
fi;

od;
od;

fi;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
if (m=1 and (ee=0)=false) then

Print(“Fall: N gerade \ n”);
y:=0;
for i in [1..5*N] do

if (5*i) mod N =1 then
y:=i;
break;

fi;
od;
l:=T;
r:=(B*T*B)∧ (-1);
s:=l∧ 20*r∧ y*l∧ (-4)*r∧ (-1);
Relationen:=List([1..6]);
Relationen[1]:=l∧ N;
Relationen[2]:=(l*r∧ (-1)*l)∧ 4;
Relationen[3]:=(r∧ (-1)*l)∧ 3*(l*r∧ (-1)*l)∧ (-2);
Relationen[4]:=(l*r∧ (-1)*l)∧ (-1)*s*(l*r∧ (-1)*l)*s;
Relationen[5]:=s∧ (-1)*r*s*r∧ (-25);
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Relationen[6]:=(s*r∧ 5*l*r∧ (-1)*l)∧ 3*(l*r∧ (-1)*l)∧ (-2);
for i in [1..Indexgruppe] do

for ii in [1..6] do
test:=RC_D[i]*Relationen[ii]*(RC_D[i]∧ (-1));
testtest:=test in D;
if testtest=false then

cs:=false;
fi;

od;
od;

fi;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
if ((ee=0)=false and (m=1)=false) then

Print(“Fall: N ungerade und enthaelt Zweierpotenz \ n”);
x:=0;
y:=0;
c:=0;
d:=0;
for i in [1..2*N] do

if (2*i) mod m =1 then
x:=i;
break;

fi;
od;
for i in [1..5*N] do

if (5*i) mod 2∧ ee =1 then
y:=i;
break;

fi;
od;
for i in [1..m*N] do

if (2∧ ee*i) mod m =1 then
c:=2∧ ee*i;
break;

fi;
od;
for i in [1..2∧ ee*N] do

if (m*i) mod 2∧ ee =1 then
d:=m*i;
break;

fi;
od;
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L:=T;
R:=(B*T*B)∧ (-1);
a:=L∧ c;
b:=R∧ c;
l:=L∧ d;
r:=R∧ d;
s:=l∧ 20*r∧ y*l∧ (-4)*r∧ (-1);

Relationen:=List([1..11]);
Relationen[1]:=L∧ N;
Relationen[2]:=a∧ (-1)*r∧ (-1)*a*r;
Relationen[3]:=b∧ (-1)*l∧ (-1)*b*l;
Relationen[4]:=(a*b∧ (-1)*a)∧ 4;
Relationen[5]:=(b∧ (-1)*a)∧ 3*(a*b∧ (-1)*a)∧ (-2);
Relationen[6]:=(b∧ 2*a∧ (-x))∧ 3*(a*b∧ (-1)*a)∧ (-2);
Relationen[7]:=(l*r∧ (-1)*l)∧ 4;
Relationen[8]:=(r∧ (-1)*l)∧ 3*(l*r∧ (-1)*l)∧ (-2);
Relationen[9]:=s∧ (-1)*(l*r∧ (-1)*l)∧ (-1)*s∧ (-1)*(l*r∧ (-1)*l);
Relationen[10]:=r∧ 25*s∧ (-1)*r∧ (-1)*s;
Relationen[11]:=(s*r∧ 5*l*r∧ (-1)*l)∧ 3*(l*r∧ (-1)*l)∧ (-2);

for i in [1..Indexgruppe] do
for ii in [1..11] do

test:=RC_D[i]*Relationen[ii]*(RC_D[i]∧ (-1));
testtest:=test in D;
if testtest=false then

cs:=false;
fi;

od;
od;

fi;
♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯♯
fi;
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