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Kurzfassung

In dieser Arbeit erzielen wir beziiglich der Verteilung von Primzahlen eine Reihe von neu-
en Resultaten, insbesondere neue Abschétzungen fiir die Primzahl-Zahlfunktion, die n-te
Primzahl, die Summe der ersten n Primzahlen sowie fiir Ramanujan-Primzahlen. Damit
verbessern wir einerseits bekannte Ergebnisse, z.B. von Dusart (1998, 2010) und Sondow
(2009, 2011), und beweisen andererseits erstmals Vermutungen, z.B. von Mitra, Paul &
Sarkar (2009).

Mit Hilfe einer von Rosser & Schoenfeld eingefiihrten Funktion sowie oberer Schran-
ken fiir die Differenz |6(x) — x| beweisen wir neue obere und untere Schranken fiir die
Primzahl-Zahlfunktion 7(x), die die in der Literatur bewiesenen Abschétzungen verschérfen.
Mit Hilfe dieser neuen Abschétzungen ergibt sich unter anderem, dass das Intervall (z,z +
1.274x/ log® z] fiir alle 2 > 58833 stets eine Primzahl enthiilt und wir verbessern somit ein
Resultat von Dusart, wonach im Intervall (z, z + /(25 log® x)] fiir alle 2 > 396738 stets eine
Primzahl liegt.

Fiir die n-te Primzahl p,, zeigen wir mit Hilfe der neuen Abschitzungen fiir 7w(x) jeweils
eine neue explizite obere und untere Schranke fiir die n-te Primzahl, die die derzeit in der
Literatur anerkannten Abschétzungen verschérfen.

Fiir die Summe der ersten n Primzahlen leiten wir eine allgemeine asymptotische For-
mel her, die die bisher bekannten asymptotischen Formeln impliziert. Mandl vermutete und
Dusart zeigte, dass die Ungleichung D,, := np, /2 — >, ., pr > 0 fiir alle n > 9 gilt. Wir
beweisen eine asymptotische Formel fiir D,, sowie untere und obere Schranken fiir D,,, die
die bisher bekannten Abschétzungen verbessern. Mit Hilfe dieser Abschétzungen sowie den
gezeigten Abschétzungen fiir die n-te Primzahl leiten wir die derzeit schiirfsten expliziten
unteren und oberen Schranken fiir die Summe der ersten n Primzahlen her. In diesem Zu-
sammenhang beweisen wir eine weitere Ungleichung, die bislang nur unter Annahme der
Riemannschen Vermutung galt.

Sei k£ € R mit £ > 1. Wir untersuchen die sogenannten verallgemeinerten Ramanujan-
Primzahlen R%k). Amersi, Beckwith, Miller, Ronan & Sondow verallgemeinerten die asym-
ptotische Formel Rﬁf) = R, ~ p2, auf k-Ramanujan-Primzahlen. Sie bewiesen, dass R%k) ~
Prkn/(k—1)]- Wir zeigen erstmalig, dass sich die Ungleichung R, > pa, von Sondow auch
auf k-Ramanujan-Primzahlen verallgemeinern lisst, indem wir mit Hilfe einer unkonven-
tionellen Abschétzung fiir 7(x) ein explizites ng(k) € IN konstruieren, so dass die Un-
gleichung R > Prin/(k—1)] flir alle n > ng(k) erfiillt ist. Ist N(k) die kleinste sol-
che natiirliche Zahl, so zeigen wir, dass die explizite Formel N(k) = 7w(3k) — 1 fiir alle
k > 745.8 gilt. Auerdem konstruieren wir fiir €1,eo > 0 mit &1 + e > 0 ein 29 > 0
so, dass R%k) < (1 + €1)P[(14e2)kn/(k—1)] fiir alle n > xq erfiillt ist und folgern daraus die
derzeit schérfste obere Schranke fiir R,, die fiir alle n € IN gilt, ndmlich R, < pra.53,)-
Mit Hilfe dieser Schranke lisst sich Noes Algorithmus zur Berechnung von k-Ramanujan-
Primzahlen effizienter anwenden. Ferner leiten wir fiir die Differenz RSZ“) — D[kn/(k—1)] SOWie
fiir 7y, (z) /m(x) — (k—1)/k explizite Schranken her, die die bewiesenen Schranken von Amersi,
Beckwith, Miller, Ronan & Sondow verschirfen. Auflerdem beweisen wir mit Hilfe unserer
neuen Resultate fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl, dass eine Vermutung von Mitra, Paul
& Sarkar fiir alle hinreichend grofie natiirliche Zahlen richtig ist.



Abstract

In this thesis we achieve a number of new results concerning the distribution of prime
numbers, in particular, new estimates for the prime counting function, the nth prime number,
the sum of the first n primes and for the Ramanujan primes. Thus, on the one hand, we
improve well-known results, for example from Dusart (1998, 2010) and Sondow (2009, 2011)
and on the other hand we prove some conjectures, for example from Mitra, Paul & Sarkar
(2009), for the first time.

By using a function introduced by Rosser & Schoenfeld, as well as some upper estimates
for the difference |0(x) — x|, we derive new upper and lower bounds for the prime counting
function 7(x) which improve the estimates proved in literature. With the help of these new
estimates we get particulary that the interval (z, z +1.274x2/ log® 2] always contains a prime
for all > 58833 and thus, we improve a result of Dusart, which states, that there always
exists a prime in the interval (z,z + x/(25log® z)] for all z > 396738.

With the aid of the new bounds for 7(x), we show an explicit new upper bound and lower
bound for the nth prime, which improve the currently acknowledged estimates in literature.

For the sum of the first n prime numbers, we deduce a general asymptotic formula which
implices the so far known asymptotic formulas for this sum. Mandl conjectured that the
inequality Dy, := npn/2 =), ,, pr > 0 holds for all n > 9, which was shown by Dusart. We
prove an asymptotic formula for D,, as well as upper and lower bounds, which improve the
presently known bounds for D,,. By means of these new bounds, as well as the new shown
bounds for the nth prime we deduce the currently sharpest explicit upper and lower bounds
for the sum of the first n primes. In this context we prove another inequality, which up to
now has only been proved under the assumption of Riemann’s hypothesis.

Let k € R with £ > 1. We investigate the so-called generalized Ramanujan primes R;k).

Amersi, Beckwith, Miller, Ronan & Sondow generalized the asymptotic formula Rg) =R, ~
Pa2n, to k-Ramanujan primes by showing Rﬁlk) ~ Dlkn/(k—1)]- For the first time, we show that
the inequality R,, > pa,, proved by Sondow, can also be generalized to k-Ramanujan primes,
by constructing an explicit ng(k) € IN with help of an unconventional estimate for m(x), so

that the inequality R > Prin/(k—1)] is fulfilled for alle n > ng(k). If we denote the smallest
such positive integer by N (k), we show that the explicit formula N (k) = m(3k) — 1 holds for
all £ > 745.8. Furthermore, we construct for 1,65 > 0 with €1 + &9 > 0 a g > 0 such that
the inequality R < (14 €1)Pr(14¢2)kn/ (k—1)] holds for all n > xq. This leads to the so far
sharpest upper bound for R, which is fulfilled for all n € IN, namely R, < pra.53,7. With
the aid of this estimate, Noe’s algorithm for the calculation of k-Ramanujan primes can be
applied more efficiently. Also, we prove explicit estimates for the differences Rglk) —Plkn/(k—1)]
and g (x)/m(x) — (k —1)/k, which improve the currently best known such estimates, shown
by Amersi, Beckwith, Miller, Ronan & Sondow. In addition, by means of our new results
concerning the nth k-Ramanujan prime we prove that a conjecture, stated by Mitra, Paul

& Sarkar, is true for all sufficiently large positive integers.
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Notationen

In dieser Arbeit verwenden wir die folgenden Notationen.

1. Der Buchstabe R steht fiir die Menge der reellen Zahlen, @ fiir die Menge der rationalen Zahlen,
Z fur die Menge der ganzen Zahlen und IN fiir die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Menge der
Primzahlen bezeichnen wir mit IP. Der Buchstabe x steht stets fiir eine reelle Zahl, der Buchstabe
n fiir eine natiirliche Zahl und der Buchstabe p fiir eine Primzahl. Mit p,, bezeichnen wir die n-te
Primzahl, wobei p; = 2.

2. (GauB-Klammern) Fiir eine reelle Zahl z € R sei
|z] :=max{k € Z | k < x}

sowie
[z] :=min{k € Z | k > x}.

Die folgenden Notationen, die in dieser Arbeit an mehreren Stellen auftreten, entnehmen wir aus dem 1976
erschienenen Buch ,, Introduction to Analytic Number Theory“ von APOSTOL [2].

3. (O-Notation) Ist g(x) > 0 fiir alle x > a, so schreiben wir

falls ein Konstante C' > 0 existiert, so dass
|f(z)] < Cg(x)
fir alle x > a gilt. Unter einer Gleichung der Form
f(x) = g(x) + O(h(x))

verstehen wir, dass

4. (o-Notation) Wir schreiben

falls
o @) = g(@)

T—00 h(x) =0

5. Zwei Funktionen f, g heilen asymptotisch dquivalent fiir x — oo, falls

lim f@)

w5 g(z)

gilt und wir schreiben in diesem Fall

f(@) ~g(z) (2= 00)

iii






Einleitung

In dieser Arbeit werden wir die Primzahl-Zihlfunktion

m(z) =) 1

p<z

in Hinblick auf untere bzw. obere Schranken untersuchen und deren Auswirkungen fiir Abschétzungen der
n-ten Primzahl p, sowie der Summe der ersten n Primzahlen studieren. Dariiber hinaus werden wir in
Kapitel 4 eine Reihe von neuen Resultaten zu den sogenannten k-Ramanujan-Primzahlen herleiten, die die
bisher in der Literatur bekannten Resultate verallgemeinern und verschérfen.

Historischer Uberblick

Die Primzahlen faszinieren seit je her Menschen aus aller Welt. Seit EUKLID [18] vor ca. 2000 Jahren im
9. Buch seines Werkes Die Elemente mit Proposition 20 bewiesen hatte, dass die Menge der Primzahlen IP
nach oben unbeschrinkt ist, stellte sich die Frage, wie schnell die Anzahl der Primzahlen < z fiir z — oo
anwéchst. GAUB [19] vermutete, wie aus einem Brief an ENCKE aus dem Jahr 1849 hervorgeht, bereits im
Jahr 1793, dass

rodt

m(z) ~ Li(z) := | Togt (x — o0) (1)

gilt. Mittels partieller Integration folgt, dass (1) dquivalent ist zu

xT

() (z — o00). (2)

~ log x

Im Jahr 1896 bewiesen HADAMARD [20] und DE LA VALLEE-POUSSIN [64] unabhingig voneinander die
asymptotische Relation (2), die heute als Primzahlsatz bekannt ist. Aus den Arbeiten von KOROBOV [25]
und VINOGRADOV [65] aus dem Jahr 1958 iiber einen nullstellenfreien Bereich der Riemannschen Zeta-
Funktion (s) in der Menge {s € C | 0 < Re(s) < 1} folgt, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, so dass

) =11 +0 (sesp 52" ) 0

gilt. Der Mathematiker vON KoOCH [24] konnte 1901 zeigen, dass
m(x) = Li(z) + O(y/xlog x)

dquivalent zur Riemannschen Vermutung ist.

Uber die Primzahl-Zihlfunktion 7(x)

Mit Hilfe sukzessiver partieller Integration in (3) ergibt sich die asymptotische Formel

x x 2z 6z n—1)lx x
m(x) = trs -t st +"’+( ") +O< n+1 ) @
logz  logz log’z log*ax log" log" " @

A\



vi Einleitung

Da m(z) im Allgemeinen schwer zu berechnen ist und (4) nur wenig iiber die Grofenordnung von ()
fiir ein festes x aussagt, interessieren wir uns in Kapitel 1 fiir untere bzw. obere Schranken fiir 7(z).
Die in Kapitel 1 gezeigten Abschéitzungen sollten dabei stets im Zusammenhang mit dem asymptotischen
Verhalten betrachten werden. Bereits im Jahr 1962 konnten ROSSER & SCHOENFELD [49] in Hinblick auf

(4) zeigen, dass
x

m(x) >

fiir alle © > 17 erfiillt ist. Die derzeit schirfsten Abschitzungen fiir 7(z) stammen von DUSART [14]. Er
bewies im Jahr 2010, dass die Ungleichung

log

T T 2.334x
m(z) < 5 3
logz  log“z log’x

fiir alle z > 2953652287 und dass die Ungleichung

(®)

T T 2x

(6)

m(x) >
()_logx log?z  log®z

fir alle x > 88783 erfiillt ist. Diese Abschiitzungen werden wir in Kapitel 1 wie folgt verbessern. Dabei
wird die von mehreren Parametern abhéngige, von ROSSER & SCHOENFELD [49] eingefiihrte, Funktion

O(zi(k) | = Nk /I 1 Mk
J| = k)) — — dt
ke (k) (2) := w1 (k) log 1 () Fiogs g2 + oo o1 + o 71

eine zentrale Rolle spielen, wobei k € IN mit 1 < k <4, nx > 0 und x1(k) > 1 so gewiihlt sind, dass fiir die
Tchebychev-Funktion
O(x) := Z logp

p<z

die Ungleichung

fiir alle > 21 (k) gilt. Mit dem Abelschen Summationssatz folgt

Jk,fnk@l(k:) (I) < 7T(.73) < Jk7717k7£v1(k)('r) (7)

fir alle © > z1(k). In Abschnitt 1.2.1 beweisen wir hiermit die folgende obere Schranke fiir 7(x), welche
die obere Schranke (5) verschérft.

THEOREM A. Fir alle x > 1 gilt

T z 2z 6.352x  24.352x  121.76x  T730.56x = 6802z
“Toor "1z, T3 1 5 6 7 5
ogr log”x logz log'x log” x log” x log" x log” x

m(x)

PANAITOPOL [42] prizisierte die asymptotische Relation (2). Er zeigte, dass

mT(xr) = (9)
logx —1— lfﬁ - rgém - = 7“81;;?;(%))
fiir alle n € IN gilt, wobei limg_ o0 () = 0 und kq, ko, . .., k, € IN durch die Rekursionsformel

kn+ Uk 1+ 2k, o+ ...+(n—1k; =n-n!

gegeben sind. Motiviert durch dieses Resultat, werden wir in Abschnitt 1.2 das folgende Theorem beweisen,
mit dem wir insbesondere fiir alle hinreichend grofie  die Ungleichung (8) verbessern werden.

THEOREM B. Fiir alle x > 49 gilt

T

1 3.352 _ 12.648 _ 71.704 _ 466.156096 _ 4726.6 *
log x log? x log3 x log? x log® x logf x

m(x)

<
logex — 1 —




Einleitung vii

In Abschnitt 1.2.2 zeigen wir mit Hilfe von (7), dass die folgende untere Schranke fiir die Primzahl-Z#hl-
funktion 7(x) erfiillt ist.

THEOREM C. Fir alle x > 1332470021 gilt

()

X
1 2.648 13.352 _ 70.296 _ 455.596096 _ 3404.179904 *

log log? x log? x log? log® x logt z

>

logx — 1 —
Mit Hilfe dieses Theorems werden wir das folgende Resultat iiber eine untere Schranke fiir 7(z) beweisen,
mit dem wir die untere Schranke (6) von DUSART [14] verbessert.
THEOREM D. Fir alle x > 1332433009 gilt

x x 2z 5.648x  23.648x  118.24x  709.44x  4966.08x
m(x) > 1 +— 3 1 5 6 7 8. -
ogr log”x logz log™x log” x log” x log" x log® x

In Abschnitt 1.3 untersuchen wir, in wie weit wir mit den Ergebnissen aus Kapitel 1 neue Resultate iiber
ein spezielles Problem in der Theorie der Primzahlverteilung, und zwar iiber die Existenz von Primzahlen
in kleinen Intervallen, herleiten kénnen. Der Ursprung dieses Problems ist BERTRANDs Postulat, das unter
anderem von T'CHEBYCHEV [62] und ERDOs [17] bewiesen wurde. Dieses besagt, dass im Intervall (n, 2n]
fiir alle n € IN stets eine Primzahl liegt. Nachdem dieses Reultat von diversen Mathematikern verschérft
wurde, konnte DUSART [14] im Jahr 2010 beweisen, dass fiir alle > 396738 stets eine Primzahl p mit

1
r<p<z|l4+—5—
b ( 25 log2 x)
existiert. In Abschnitt 1.4 werden wir dazu das folgende Resultat zeigen.

THEOREM E. Fiir alle x > 58833 existiert stets eine Primzahl p mit

1.274
r<p<uz|l+-— .
log” x

Uber die n-te Primzahl p,

Das Ziel in Kapitel 2 ist, die zur Zeit besten Abschéitzungen fiir die n-te Primzahl p, zu verschérfen. Im
Jahr 1902 bewies CIPOLLA [8] insbesondere, dass

loglogn —2 (loglogn)? — 6loglogn + 11) Lo <n(loglogn)3> 10)

logn 21og” n log® n

DPn=n (logn+loglogn— 1+

gilt. Eine erste Abschitzung gelang ROSSER [47] im Jahr 1939. Er bewies, dass die Ungleichung
pn > nlogn

fiir alle n € IN erfiillt ist. Nach mehreren Verschirfungen stammen die aktuell schirfsten Abschitzungen
fiir die n-te Primzahl p,, von DUSART [14]. Er konnte im Jahr 2010 beweisen, dass die obere Schranke

log 1 -2
Pnﬁn(logn+loglogn—1+og o8 ) (11)
logn
fiir alle n > 688383 und dass die untere Schranke
log 1 —-2.1
D >N <1ogn+loglogn 1+ogogn> (12)
logn

fiir alle n > 3 erfiillt ist. In Abschnitt 2.1 werden wir mit Hilfe der gezeigten Abschéitzungen fiir w(x) aus
Kapitel 1 durch mehrere technische Voraussetzungen eine arithmetische Funktion b(n) sowie ein Ny € IN
konstruieren so, dass das folgende Theorem gilt.



viii Einleitung

THEOREM F. Fir alle n > Ny gilt

log 1 -2 log 1 2 _6logl b
pn<n<logn+loglogn1+ 008N 7(og ogn) 6(2)g ogn+ (n))
logn 2log™n

Indem wir die folgende Ungleichung mit Hilfe eines Computers und Theorem F in Hinblick auf (10) in zwei
Schritten zeigen werden, verbessern wir insbesondere die Ungleichung (11).

KOROLLAR G. Fliir alle n > 8009824 gilt

loglogn —2  (loglog n)? — 6loglogn + 10.273) (13)

pn<n<logn+loglogn—1+ 5
logn 2log”n

In Abschnitt 2.2 werden wir mit Hilfe der gezeigten Abschiitzungen fiir w(x) aus Kapitel 1 durch eine Reihe
von technischen Voraussetzungen eine arithmetische Funktion ¢(n) sowie ein Ny € IN konstruieren so, dass
das folgende Theorem iiber eine untere Schranke fiir die n-te Primzahl gilt.

THEOREM H. Fiir alle n > Ny gilt

log1 -2 log1 2 —6logl
pn>n<logn+loglogn—1+ oglogn _ (loglogn) 6(2)g ogn+c(n)).
logn 2log™n

Mit Hilfe eines Computers werden wir in drei Schritten die folgende Ungleichung zeigen, welche insbesondere
die untere Schranke (12) verschérft.

KOROLLAR 1. Fiir alle n > 2 gilt

log 1 -2 (logl 2 —6logl 11.84
DPn >n<logn+loglogn—1—|— ogoen — (loglogn)” — 6loglogn + 1.8 7).

14
logn 2log®n (14)

Die Summe der ersten n Primzahlen

In Kapitel 3 werden wir die Summe der ersten n Primzahlen

Zpk

k<n

studieren. Dazu werden wir in Abschnitt 3.1 eine asymptotische Formel fiir diese Summe herleiten, die
die bisher bekannten asymptotischen Formeln fiir diese Summe verallgemeinern werden. Um obere und
untere Schranken fiir diese Summe zu beweisen, die die derzeit in der Literatur bewiesenen Abschétzungen
verbessern werden, betrachten wir in Abschnitt 3.2 zunéchst die Differenz

Cn =MNpn — Zpka (15)

k<n

da diese aufgrund der Formel
Dn
Cp :/ m(x)dx (16)
2

leichter zu handhaben ist. In Abschnitt 3.2.1 leiten wir, mit Hilfe von (15), der in Abschnitt 3.1 gezeigten
asymptotischen Foreml fiir ), - pp und der asymptotischen Formel fiir p, von CIPOLLA [8], eine asym-
ptotische Formel fiir C,, her. Ferner leiten wir in diesem Abschnitt unter Verwendung von (16) und (4) eine
weitere asymptotische Relation fiir C,, her. In Abschnitt 3.2.2 bzw. Abschnitt 3.2.3 beweisen wir mit Hilfe
von (16) und der in Theorem A und D gezeigten Abschétzungen fiir w(z), untere bzw. obere Schranken fiir
Cp. Im Jahr 1975 erwiihnten ROSSER & SCHOENFELD [49] eine Vermutung von MANDL iiber die Summe
der ersten n Primzahlen, wonach die Ungleichung

gpn > Zpk

k<n
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fiir alle natiirlichen Zahlen n > 9 gilt. Diese Vermutung wurde im Jahr 1998 von DUSART [12, Théoréme
1.14] bewiesen. In Abschnitt 3.3 werden wir die Differenz

n
D, = §pn - Zpk
k<n

genauer studieren. Dazu werden wir in Abschnitt 3.3.1, mit Hilfe von einer der beiden asymptotischen
Formeln fiir C,,, eine asymptotische Formel fiir D,, herleiten. Die derzeit schérfste untere Schranke fiir die
Differenz D,, stammt von SUN [59] aus dem Jahr 2012 und besagt, dass
2
D, > T

fiir alle n > 417 gilt. In Abschnitt 3.3.2 werden wir mit Hilfe einer unteren Schranke fiir C,, die folgende
schirfere untere Schranke fiir D,, beweisen.

THEOREM J. Fir alle natirlichen Zahlen n > 348247 gilt

n? n? n?(loglogn — 2.092)
4 4logn 4log”n

D, > . (17)

In Abschnitt 3.3.3 werden wir mit dem folgenden Theorem erstmals eine obere Schranke fiir D,, beweisen.
THEOREM K. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 26219 gilt

n? n? n?(loglogn — 5.228)
4 4logn 4log”n

D, < . (18)
Mit Hilfe dieser Abschétzungen fiir D,, und den neuen Abschétzungen fiir die n-te Primzahl p,, aus Kapitel
3 werden wir in Abschnitt 3.4 eine neue obere und untere Schranke fiir die Summe der ersten n Primzahlen
herleiten, die die bisher in der Literatur bekannten Abschiatzungen wie folgt verschéarfen werden. MASSIAS &
ROBIN [33] zeigten unter Annahme der Riemannschen Vermutung, dass die n-te Primzahl die Ungleichung

log 1 -1
po <0 (logn +loglogn — 1+ EEL =15 (19)
logn
fiir alle n > 27076 erfiillt und folgerten daraus, dass die Ungleichung
2 3  logl —2.29
Zpkgn— logn—&—loglogn—f—l——og ogn (20)
2 2 logn

k<n

fiir alle n > 10134 erfiillt ist. Dadurch, dass DUSART [12] in seiner Doktorarbeit beweisen konnte, dass
die Ungleichung (19) auch ohne die Annahme der Riemannschen Vermutung richtig ist, folgt, dass die
Ungleichung (20) fiir alle n > 10134 erfiillt ist. In Abschnitt 3.4.1 werden wir mit Hilfe von (13) und
(17) die bislang schérfste obere Schranke (20) fiir die Summe der ersten n Primzahlen durch das folgende
Theorem verbessern.

THEOREM L. Fir alle n > 353889 gult

logn + loglogn — = +

n? 3 loglogn—5/2 (loglogn)? — 7Tloglogn + 12.365
Zpk <5 - 2 .
2 2 logn 2log”n

k<n

Die derzeit schirfste untere Schranke fiir die Summe der ersten n Primzahlen

2

n 3
Zpk > o <logn+log10gn— 2)
k<n

ist fiir alle n > 305494 erfiillt und stammt von Dusart [12] aus dem Jahr 1998. Mit Hilfe von (14) und (18)
erhalten wir in Abschnitt 3.4.2 das folgende Resultat.
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THEOREM M. Fiir alle n > 2 gilt

loglogn —5/2  (loglog n)? — Tloglogn + 17.075)

Z >n—2 logn + loglo n—§—|—
P 2 & 6708 2 logn 2log? n

k<n

Unter Annahme der Riemannschen Vermutung bewiesen MAsSSIAS & ROBIN [33, THEOREME D(1v)] bei-

spielsweise, dass die Ungleichung
2

Yop> v z (21)

+
2logz  4log’x

p<z

fiir alle z > 302971 gilt. Ohne die Annahme der Riemannschen Vermutung zeigten sie [33, THEOREME
D(1v)], dass die Ungleichung (21) fiir alle 302971 < 2 < €% und alle z > €564 erfiillt ist. Als eine
Anwendung von Theorem A und Theorem D werden wir in Abschnitt 3.5 mit Hilfe des Abelschen Sum-
mationssatzes diese Liicke schliefen.

k-Ramanujan-Primzahlen

Sei k € R mit £ > 1. In Kapitel 4 werden wir die sogenannten k-Ramanujan-Primzahlen R;’“) studieren.
Aus dem Primzahlsatz folgt, dass m(x) — 7(z/k) — oo fiir £ — oo gilt. Wir definieren R € IN als die
kleinste natiirliche Zahl, so dass

R
k)

fir alle x > Rg@) gilt. Die Zahlen RSL sind stets Primzahlen und werden k-Ramanujan-Primzahlen genannt.
Im Fall £ = 2 schreiben wir R,, = Rg) und sprechen von Ramanujan-Primzahlen. Im Jahr 2009 zeigte
SoNDow [58], dass die Ramanujan-Primzahlen die asymptotische Relation

erfiillen. Gleichzeitig bewies er, dass die untere Schranke
R, > pan (23)

fiir alle n > 2 gilt. AMERSI, BECKWITH, MILLER, RONAN & SoNDOW [1] konnten im Jahr 2011 die
asymptotische Relation (22) auf k-Ramanujan-Primzahlen verallgemeinern, indem sie zeigten,

R ~ prim(k-1)1 (n — o00). (29)

Es stellen sich nun zwei Fragen: Die erste Frage, ist, ob sich die Ungleichung (23) in Hinblick auf (24) nun
auch auf k-Ramanujan-Primzahlen verallgemeinern ldsst. In Abschnitt 4.2.1 werden wir beweisen, dass dies
in der Tat der Fall ist. Dazu konstruieren wir mit Hilfe von zwei Abschitzungen fiir w(x) ein ng(k) € IN
so, dass die Ungleichung

Plkn/(k—1
T(Prkn/(k-1)]) = T (%) <n
fiir alle n > no(k) gilt und erhalten somit das folgende Theorem.
THEOREM N. Fiir alle n > ng(k) gilt
R > pin)(e—1)1- (25)

Die zweite Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt, ist die nach einem minimalen ng(k) € IN, so
dass die Ungleichung (25) fiir alle n > ng(k) gilt. Dazu definieren wir

N(k) := min{m € IN | Rglk) > Plen/(k—1)] Vn > m}. (26)
In Abschnitt 4.2.1 werden wir beweisen, dass
N(k)>n(3k) -1 (27)

fiir alle & > 1 gilt, indem wir zeigen, dass die Ungleichung (25) fiir n = 7(3k) — 2 nicht erfiillt ist. Mit dem
folgenden Theorem zeigen wir, dass fiir k > 745.8 in (27) sogar Gleichheit gilt.
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THEOREM O. Fir alle k > 745.8 gilt
N(k) =n(3k) — 1.

Nachdem wir mit (25) eine untere Schranke fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl gezeigt haben, werden
wir mit dem folgenden Theorem eine obere Schranke fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl beweisen. Dazu
konstruieren wir in Abschnitt 4.2.2 ein explizites von mehreren Parametern abhingiges n; € IN sowie mit
Hilfe der in Kapitel 1 gezeigten Abschitzungen fiir 7(z) eine untere Schranke Yy (z) von w(x) — 7(z/k)
und zeigen anschliefend, dass

YTi(z)>n

fiir alle # > (14€1)P[(14e5)kn/(k—1)] ist. Aus der Definition von R;’“) ergibt sich somit das folgende Theorem.

THEOREM P. Seien e1,e9 > 0 mit 1 + €2 > 0. Dann gibt es ein ny = nyi(k,e1,e2) € N so, dass

R < (1+ €1)P[(14en)kn/(h-1)]
fir alle n > ny gilt.

Fiir den Algorithmus von NOE [39] zur Berechnung von k-Ramanujan-Primzahlen wird eine obere Schranke
fiir die n-te Ramanujan-Primzahl benotigt, die fiir alle n € IN erfiillt ist. In Abschnitt 4.2.2 weren wir sehen,
wie durch Verbesserung der oberen Schranke fiir R,, der Algorithmus effizienter angewendet werden kann. In
Abschnitt 4.3 werden wir mit Hilfe von Theorem P eine weitere obere Schranke fiir RS{“) herleiten. Im Jahr
2011 bewiesen AMERSI, BECKWITH, MILLER, RONAN & SONDOW [1], dass eine Konstante 51 = (1(k) > 0
existiert, so dass

IR®) — plen/(h—1y)| < Binloglogn (28)

fiir alle hinreichend grofie n gilt. Nachdem wir mit (25) bereits eine untere Schranke fiir R%k) bewiesen
haben, die insbesondere die untere Schranke in (28) verbessert, werden wir in Abschnitt 4.3 mit der gleichen

Beweisstrategie wie in [1] eine bessere obere Schranke fiir R beweisen.

THEOREM Q. Zu e1,e9 > 0 existiert ein no(k,e1,e2) € IN und eine Konstante v, = v1(k,e1,e2) > 0, so
dass die Ungleichung

R < prakse—1y] +mn

fiir alle n > no(k,e1,e2) erfillt ist.

Dabei geben wir in Abschnitt 4.3 ein solches ng(k,£1,e2) und eine Konstante v;(k,e1,e2) explizit an.

Bezeichnen wir mit 7 (x) die Anzahl der k-Ramanujan-Primzahlen < z, so konnten AMERSI, BECKWITH,

MILLER, RONAN & SONDOW [1] mit Hilfe des Primzahlsatzes beweisen, dass eine Konstante 53 = f2(k) > 0

existiert, so dass

B2 loglogn
logn

k—1 m(n)

k m(n)

fiir alle hinreichend grofie n gilt. In Abschnitt 4.4 werden wir sowohl die untere als auch die obere Schranke
fiir die Differenz

(29)

Fol m)
k m(n)

wie folgt verbessern. Im ersten Theorem sei N (k) wie in (26) definiert.

THEOREM R. Fir alle x > RE\’fgk) gilt
7Tk($(}) < k—1

() k

Um die obere Schranke aus (29) zu verschérfen, konstruieren wir ein 2o € IN und eine Konstante ¢ > 0, die
jeweils von mehreren Parametern abhéngen, so dass das folgende Theorem gilt.

THEOREM S. Fiir alle x > xq gilt
k-1 c . ()

ko logz  w(x)’




xii Einleitung

In Abschnitt 4.5 beschéiftigen wir uns mit einer Vermutung von MITRA, PAUL & SARKAR [36] aus dem
Jahr 2009. Sie besagt, dass die Ungleichung

m(mn) —7(n) >m—1

fiir alle m,n € IN mit n > [1.1log(2.5m)] erfiillt ist. Wir werden mit Hilfe von Theorem P beweisen, dass
diese Vermutung fiir alle hinreichend grofie m erfiillt ist.
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Kapitel 1

Neue Abschatzungen fiir die
Primzahl-Zihlfunktion 7(x)

In diesem Kapitel verschéirfen wir mehrere in der Literatur bereits bewiesene Abschatzungen fiir die
Primzahl-Z#hlfunktion m(x), die wie folgt definiert ist.

DEFINITION. Die Primzahl-Zé&hlfunktion 7 : R>¢ — IN U {0} ist durch
m(z) = Z 1
p<z
definiert und beschreibt die Anzahl der Primzahlen < z.

Obwohl keine einfache Formel fiir w(z) bekannt ist, lassen sich Aussagen iiber die Gréfienordnung von (x)
machen. Basierend auf Primzahltafeln vermutete GAUB [19], wie aus einem Brief von an ENCKE aus dem
Jahr 1849 hervorgeht, bereits im Jahr 1793, dass die Primzahl-Z#&hlfunktion m(x) und die Funktion

: Todt : : :
Li(z) := | Togi li(z) —1i(2) ~ li(x) — 1.04516... (1.1)

asymptotisch dquivalent sind, wobei die hier auftretende Funktion li(z) Integrallogarithmus heifit und fiir

x > 1 durch
, v odt , e at vodt
li(z) := —— = lim — + —
o logt e=0|Jy logt 14 logt

definiert ist. Mittels partieller Integration und der Ungleichung

logx/“” dt <logx<\f—2 x—ﬁ)
z Jy log?t =~ = log?2  log*\/z

ergibt sich

li(z) ~ 102 - (@)
und die Vermutung von GAUS$ [19] ist dquivalent zu
m(x) ~ 10233 (& — o0). (1.2)

Im Jahr 1848 gelang TCHEBYCHEV [61, Théoréme III] ein erster Schritt in Richtung eines Beweises von
(1.2). Er zeigte, dass, wenn der Grenzwert

m(x)

.
00 x/logz

existiert, dieser gleich 1 sein muss. Infolge eines weiteren Artikels von TCHEBYCHEV [62] aus dem Jahr
1850 konnte mit folgendem Satz bewiesen werden, dass x/logz die richtige GroBenordnung von 7(x) ist.

1
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SATZ 1.1. Es gibt Konstanten c; > 1 > co > 0, so dass fiir alle x > 2 gilt

< < .
<7l <a log x

2 log x
Beweis. Sieche BRUDERN [7, Satz 1.1.3] oder NARKIEWICZ [38, pp. 104-112]. O

Die entscheidenen Ideen fiir den Beweis der asymptotischen Relation (1.2) stammen von RIEMANN [45] aus
dem Jahr 1859. Er studierte die Reihe

Z ni (Re(s) > 1)

als Funktion einer komplexen Variablen s und zeigte unter anderem, dass die Funktion ¢(s) eine holomorphe
Fortsetzung auf C\ {1} sowie einen Pol erster Ordnung bei s = 1 besitzt. Auflerdem konnte er zeigen, dass
die Funktion ¢(s) durch die Gleichung

ogl) _ [~ Pl g,

s xs-&-l

wobei die Funktion F(z) fiir alle > 1 durch

> w(xt/m e
F(z):=> ( ):li(:r)f > (li(xp)+li(x1’p))+/ mfbw (1.3)

n=1 Im p>0

gegeben ist, in direkter Verbindung mit der Primzahl-Z&hlfunktion 7(z) steht. Dabei wird in der Summe
iiber alle, nach aufsteigendem Imaginérteil angeordneten, komplexen Nullstellen p der Riemannschen Zeta-
Funktion ((s) summiert. Die letzte Gleichheit in (1.3) wurde von RIEMANN [45] verdffentlicht und im
Jahr 1895 von vVON MANGOLDT [31] bewiesen. Mit Hilfe von (1.3) und der Mébius-Inversionsformel (siehe
EDWARDS [15, pp. 217-218]) folgt, dass die, von den Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion ((s)
abhéngige, Formel

m(x) = Z % F(z'/™) (1.4)

n=1

fiir alle x > 1 erfiillt ist, wobei p: IN — {—1,0, 1} die sogenannte Mébius-Funktion ist und durch

1 falls n =1,
p(n) = (1) falls n = p;, -~ p;, mit p;, # py, fiir j # k,
0 sonst

definiert ist. Approximieren wir F'(z) in (1.4) durch li(z), so ergibt sich RIEMANNSs berithmte Approximation
= = log" x
l/n =1
Z:: + nz::l nInd(n +1)

fiir w(x), wobei die letzte Gleichheit unter anderem aus der von NIELSEN [41, Part II, p.3] im Jahr 1965
bewiesenen Formel

log x

li(zx )f'y+loglogx+z T

k=1

wobei v = 0.57721... die EULER-Konstante ist, folgt (siche RIESEL [46]).

BEMERKUNG. In seinem Artikel vermutete RIEMANN [45] unter anderem, dass die Nullstellen von ((s) in
der Menge {s € C | 0 < Re(s) < 1} alle auf der Geraden Re(s) = 1/2 liegen. Diese Vermutung ist heute
als Riemannsche Vermutung bekannt und konnte bisher weder bewiesen noch widerlegt werden.
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Im Jahr 1896 bewiesen HADAMARD [20] und DE LA VALLEE-POUSSIN [64] unabhiingig voneinander, dass
C(144t) # 0 fiir alle t € R gilt und folgerten daraus (siche EDWARDS [15, Chapter 4 & Chapter 5] oder
NARKIEWICZ [38, Chapter 5]) die asymptotische Relation (1.2), die heute als Primzahlsatz bekannt ist.

SATZ 1.2 (Primzahlsatz). Es gilt

T

() (z — 00). (1.5)

- log x
BEMERKUNG. In ihren Beweisen benutzten HADAMARD [20] und DE LA VALLEE-POUSSIN [64] neben Eigen-
schaften der Riemannschen Zeta-Funktion ((s), unter anderem auch Resultate aus der Funktionentheorie.
Lange Zeit war nicht bekannt, ob ein Beweis des Primzahlsatzes ohne Hilfsmittel aus der Funktionen-
theorie moglich sei, bis ERDOS [16] und SELBERG [54] im Jahr 1949 den Primzahlsatz mit ausschlieBlich
elementaren Abschitzungen von arithmetischen Funktionen bewiesen.

Insgesamt erhalten wir, dass

()

™ ogs " Li(z) ~ li(z) ~ R(z)  (x — o0) (1.6)

gilt. Einen Eindruck iiber die Genauigkeit der jeweiligen Approximationen aus (1.6) fiir 7(z) liefert RIESEL
[46, pp. 380-383]. Hier ein kleiner Auszug dieser Tabelle:

I w(2) | [r(a) - ¢/loga] | [li(z) — n()] | [R(x) - 7(x)]
109 50847534 2592592 1701 79
1010 455052511 20758029 3104 —1828
1011 4118054813 169923159 11588 —2318
1012 37607912018 1416705193 38263 —1476
1013 346065536839 11992858452 108971 —5773
1014 3204941750802 102838308636 314890 —19200
1018 29844570422669 891604962452 1052619 73218
1016 279238341033925 7804289844393 3214632 327052
1017 2623557157654233 68883734693928 7956589 —598255
1018 || 24739954287740860 | 612483070893536 21949555 —3501366

Dabei ist [z] € Z fiir alle € R gegeben durch

k falls k —1/2 <z < k+1/2 mit k € Z,
[z] =k falls x = k + 1/2 mit k € Z gerade,
k+1 fallsz=k+1/2 mit k € Z ungerade.

PANAITOPOL [42, Theorem 1] prizisierte die asymptotische Relation (1.5), indem er zeigte, dass

m(z) = — (1.7)
loge —1— % — —lo’ggx — .. = 7]6”(11&;”7;( )
fiir alle n € IN gilt, wobei lim,_, o0 () = 0 und k1, ko, . .., ky, € IN durch die Rekursionsformel

Ep+ Ukp_1+2kpo+...+(n—1k; =n-n!
gegeben sind.

BEISPIEL. Es gilt k1 = 1,ky = 3, k3 = 13, k4 = 71, k5 = 461 und kg = 3441.
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1.1 Historischer Uberblick

Da m(x) im Allgemeinen nur schwer zu berechnen ist und die asymptotischen Relationen (1.6) nur wenig
iiber die Groenordnung von 7(z) fiir festes « aussagen, interessieren wir uns in Hinblick auf die folgenden
Kapitel fiir obere und untere Schranken der Primzahl-Zahlfunktion 7(x).

Eine der ersten Abschétzungen fir 7(z) stammt aus dem Jahr 1793. GAUS [19] rechnete nach, dass

m(z) <li(z) (1.8)
fiir alle 2 < x < 3000000 gilt.

BEMERKUNG. GAUB [19] vermutete, dass die Ungleichung (1.8) fiir alle # > 2 erfiillt ist. LITTLEWOOD
[30] konnte im Jahr 1914 jedoch zeigen, dass 7(z) — li(x) unendlich oft das Vorzeichen wechselt, indem er
bewies, dass eine Konstante K > 0 existiert, so dass die Mengen

K /7 loglogl
{m>2|7r(x)—li(ac)> ﬁogogogw}
log x
wnd Ky/Zloglogl
{x22|7r(a:)—1i(x)<— ﬁogogogw}
log

nicht leer und nach oben unbeschrénkt sind. Der Beweis von LITTLEWOOD [30] ist jedoch ein reiner Exi-
stenzbeweis und bis heute ist kein = bekannt, so dass 7w(x) > li(x) gilt. Definieren wir

Z:=min{z € R| w(x) > li(z)},

so stammt die erste obere Schranke fiir =, die ohne die Annahme der Riemannschen Vermutung bewiesen
wurde, von SKEWES [56] aus dem Jahr 1955 und lautet

1010103

=< 10

Die Zahl auf der rechten Seite ist in der Literatur auch als Skewes-Zahl bekannt. Mit seinem Artikel
aus dem Jahr 1966 konnte LEHMAN [29] diese obere Schranke deutlich verschérfen, indem er zeigte, dass
= < 1.65 - 10!165 gilt. Nach mehreren Verbesserungen stammt die derzeit beste obere Schranke

2 < TPTI5136802 < 1 397182091 - 10*1°

aus dem Jahr 2010 und wurde von ZEGOWITZ [66, Theorem 6.0.23] mit Hilfe des Artikels von LEHMAN
[29] bewiesen. Eine untere Schranke fiir = liefert die Rechnung von GAUS$ [19], wonach Z > 3000000 gilt.
Dies wurde unter anderem im Jahr 1975 von BRENT [6] zu = > 8 - 1019 verbessert.

Im Jahr 2008 konnte KOTNIK [26] mit dem folgenden Satz zeigen, dass = > 10 ist.
SATZ 1.3 (KOTNIK, 2008). Fiir alle x < 10'* gilt
m(x) < li(x).

BEMERKUNG. Fiir den Fehlerterm von |r(z) — li(x)| existieren mehrere Abschitzungen. In BRUDERN [7]
wird beispielsweise gezeigt, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass

m(x) =li(z) + O (a: exp(—c(log x)1/10)> (1.9)

gilt. Die zur Zeit schérfste Abschitzung fiir den Fehlerterm resultiert aus den Arbeiten von KOROBOV
[25] und VINOGRADOV [65] aus dem Jahr 1958 iiber einen nullstellenfreien Bereich der Riemannschen
Zeta-Funktion ¢(s) in der Menge {s € C| 0 < Re(s) < 1} und lautet

7(z) = li(z) + O (:17 exp <m>> ’
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wobei ¢ > 0 eine absolute Konstante ist. Im Jahr 1901 konnte vON KOCH [24] zeigen, dass

7(z) = li(z) + O(v/z log x)
genau dann gilt, wenn die Riemannsche Vermutung gilt.

Aus (1.7) folgt insbesondere, dass es zu jedem € > 0 ein zg = zo(e) > 0 gibt, so dass
x x

m(z) <

logz —1+¢ logz —1-¢

fiir alle > xg gilt. ROSSER [48, Theorem 29| zeigte beispielsweise fiir ¢ = 3, dass
x x

ogr+2 <" S logz—a

fiir alle > 55 gilt. Im Jahr 1962 bewiesen ROSSER & SCHOENFELD [49] in Hinblick auf Satz 1.2, dass

T

m(z) > (1.10)

log
fiir alle z > 17 erfiillt ist. ROSSER, SCHOENFELD & Y OHE [51] zeigten im Jahr 1968, dass die Abschiitzungen

xr €T

7 <7(r) < —=

logz — 3 logz — 3
fiir alle x > 347 gelten. Im Jahr 1998 bewies DUSART [12, Théoréme 1.10] die folgenden Abschiitzungen.
SATZ 1.4 (DUSART, 1998). Fiir alle x > 5393 gilt

x
m(@) > logax — 1
und fir alle x > 60184 gilt
x
™) < er 11

MIiNCU [35, Section 2, Lemma 1 und Lemma 2] verschérfte mit dem folgenden Satz aus dem Jahr 2003 die
Abschitzungen aus Satz 1.4.

SATZ 1.5 (MINCU, 2003). Die Ungleichung

T

< 1.11
[ vy g (1
ist fir alle x > 6.22 erfillt und fir alle x > 70111 gilt
x
> .
m(@) logz — 1 — 713;9;
Sei n € IN. Mit Hilfe von (1.1) und sukzessiver partieller Integration erhalten wir, dass
x x 2z n—1)lx x
logz  log”z log’x log" log" "z
gilt. Zusammen mit (1.9) folgt
x x 2z n— 1)z x
m(x) = +—5—+— +...+(n)+0<n+1>. (1.13)
logz  logz log’z log" x log" " x

Dies beziiglich zeigte DUSART [12, Théoréme 1.10] im Jahr 1998, dass die Ungleichung

x T 1.8z
> +——+—
logz  log”z log’x

()
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fir alle z > 32299 und dass die Ungleichung

x T 2.51x
S 2 3
logz  log”x log”x

()

fiir alle > 355991 gilt. Im Jahr 2010 bewies DUSART [14, Theorem 6.9] in Hinblick auf (1.13) mit dem
folgenden Satz die bislang schérfsten Abschitzungen fiir die Primzahl-Z&hlfunktion 7 (z).

SATZ 1.6 (DUSART, 2010). Fiir alle x > 88783 gilt

T T 2z
m(x) > + + . 1.14
(z) 2 logz  log?z  log®z ( :
Fiir alle © > 2953652287 ¢ilt
2.334
m(z) < — w 334 (1.15)

“logz  log’z  logiz’

1.2 Schirfere Abschitzungen fiir 7(x)

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe von Satz 1.3 mehrere neue Abschitzungen fiir 7(z) beweisen, mit
denen wir unter anderem in Kapitel 3 neue Abschitzungen fiir die n-te Primzahl p, und in Kapitel 4
neue Abschitzungen fiir die Summe der ersten n Primzahlen zeigen werden, die die derzeit bekannten
Abschétzungen verschirfen werden. Grundlegend dafiir ist der sogenannte Abelsche Summationssatz.

SATZ 1.7 (ABELscher Summationssatz). Fir eine arithmetische Funktion a : N — C sei A(z) =
Don<ga(n), wobei A(x) = 0 fiur x < 1 ist. Besitzt [ eine stetige Ableitung auf dem Intervall [y, x|, so
qilt

y<n<z
Beweis. Siche APOSTOL [2, Theorem 4.2]. O
Wir fithren die sogenannte TCHEBYCHEV-Funktion 6(z) ein.

DEFINITION. Fiir £ > 0 sei TCHEBYCHEVs 6-Funktion definiert durch

0(z) = logp. (1.16)

p<z

Mit Hilfe von Satz 1.7 ldsst sich die folgende Beziehung zwischen 7(z) und 6(x) herleiten.

0(x 0
(z) = lo(g; +/2 “O(;t dt (1.17)

SATZ 1.8. Fiir alle x > 2 gilt

und
ot
0(z) = n(x)logx —/ ? dt.
2
Beweis. Sieche APOSTOL [2, Theorem 4.3]. O

BEMERKUNG. Urspriinglich zeigten HADAMARD [20] und DE LA VALLEE-POUSSIN [64] in ihren Beweisen
des Primzahlsatzes, dass die asymptotische Relation

O(x) ~x (x — 00)

gilt, die eine dquivalente Aussage des Primzahlsatzes ist, wie man mit Satz 1.8 leicht sieht.
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Bevor wir im niichsten Abschnitt ein erste neue Abschéitzung fiir w(x) zeigen werden, notieren wir noch
ein Resultat iiber den Abstand von z und der TCHEBYCHEV-Funktion 6(x) von DUSART [14, Theorem 5.2,
Table 6.4 & Table 6.5] aus dem Jahr 2010, das im Folgenden eine sehr wichtige Rolle spielen wird.

SATZ 1.9 (DUSART, 2010). Sei k € N mit k < 4. Dann ist die Ungleichung

log" x
fiir alle © > xo(k) erfillt, wobei
k 1 2 3 3 4
Nk 0.001 0.01 0.78 0.352 | 1300 |,

xo(k) || 908994923 | 7713133853 | 158822621 | 2-10'3 2

Sei nun k£ € IN mit & < 4 und seien 7y, 21 (k) mit 21 (k) > 1 so, dass

10(z) — 2| < —=F (1.18)

fiir alle x > x1(k) gilt. ROSSER & SCHOENFELD [49, p.81] fiihrten die folgende Funktion ein, die im
Folgenden ebenfalls eine sehr wichtige Rolle spielen wird.
DEFINITION. Fiir alle x > 1 definieren wir

0(z1(k)) T NET /I 1 Mk
J) = k)) — dt |. 1.19
ko (k) (2) := w(21(K)) log 71 (k) + log + log" 1z + er (k) \log?t + log" 2 ¢ (1.19)

BEMERKUNG. Aus (1.19) erhalten wir

_ 1 e ke
log x logk‘Hx 1ogk+2x

Sei & > x1(k). Mit Hilfe von (1.17) erhalten wir

_ O(zi(k) | O(x) o)
log(1(k)) T loga /m(k) tlog”t

Jli,nk,rl(k)(x) (120)

m(z) = (21 (k))

Zusammen mit (1.19) und (1.18) folgt also

x NET v 1 Mk 0(x) ¢ 0(t)
Y R z) —7(x) = + — +/ < + dt) — — dt
ke (k) (2) () log z logkﬂ T e () log?t logk+2t log z @1 (k) tlog?t

T NkT S 1022 t T+ l(jlgkk'za: vt 1(17;:73
T 2, - - Tog?t
log x log T 1 (k) log”t logx z1(k) tlog”t
=0
sowie
() / 0(t) z e / ( 1 U )
(@) = T () = 0 ek tlog®t  logz | log" Tz Jo \logZt | loght2t
= 1(17;:1 ottt 1:;5 ¢ x Nk o1+ 102;1’6" t
> —=+ 5 dt — T To2r
log x e (k) tlog™t logz  log"" " x ei(k) log™t
=0.
Insgesamt erhalten wir also, dass
Jk‘,*nqul(k‘) (33) < 7T(CE) < kak,ml(k)(‘f) (1'21)

fiir alle x > x4 (k) erfiillt ist.
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1.2.1 Neue obere Schranken fiir 7(x)

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe von (1.21), Satz 1.3 und unter Verwendung eines Computers neue
Abschétzungen fir die Primzahl-Z&hlfunktion 7(z) beweisen, die die bisher in der Literatur bekannten
Abschitzungen fiir w(x) verschirfen werden.

Sei n € IN. Aus (1.13) folgt, dass zu jedem € > 0 ein z(n, &) existiert, so dass
x x 2x 6x 24x (n—2)z N e+ m—hHz

<=4 + + 4ot
logz  log?z log®z log*z  log®z log" 'z log" x

m(z)

fiir alle © > zo(n,e) gilt. Im Gegensatz zu DUSART, der in Satz 1.6 den Fall n = 2 betrachtete, beweisen
wir fiir n = 8 das folgende Theorem, mit dem wir insbesondere die obere Schranke in (1.15) fiir alle
x > 10825794009 verschérfen.

THEOREM 1.10. Fir alle x > 1 gilt

x x 2z 6.352x  24.352x  121.76x  T730.56x = 6802z
m(x) < 1 +— 3 7 5 6 7 8 -
ogr log”x logz log 'z log” x log” x log" x log® x

Beweis. Zunichst bezeichnen wir die rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit ¢ (x). Sei kK = 3 und
x1 = x1(k) = 1014, Dann folgt aus Satz 1.9, dass

0.352z
o) —al < o
og” x
fiir alle > a7 gilt. Aus (1.21) folgt somit
m(z) < J3,0.352,0, () (1.22)

fiir alle x > x1. Als erstes vergleichen wir die Funktion () mit J3 0.352.4, (). Es gilt

 log®z 4 0.3521og” x — 1.056 log” x + 1688.08 log x — 54416
log”

¥'(x)

und wir erhalten mit (1.20), dass

_ 1688.08log x — 54416 S

77/1'(17) - J§,0.352,x1 (z) = 0 (1.23)

log? x

fiir alle z > 10'* > exp(54416/1688.08) erfiillt ist. Es gilt log 10'* < 32.2362 und somit

0 (101 99999990573246
@) _ o 10'4) U07) _ 3004941750802 — 22999990573246 102839438084,  (1.24)

() log 1014 32.2362

B log x1

da 6(10'4) > 99999990573246 nach DUSART [14, Table 6.2] und 7(10') = 3204941750802 gilt. Es folgt

W) — (1) > T n 2x1 6x1 n 24.352x4 n 121.76x4 n 730.56x1
! 3035220 = 39 93692 T 32.23623 ' 32.23624 ' 32.23625 ' 32.23626 ' 32.23627
6802%1 9(1‘1)
3203625 ") F gy

> 96230405728 + 5970331846 + 555617459 4 69954463 + 10850296
+ 2019523 + 583291 — 102839438084
= 324522.
In Kombination mit (1.23) und (1.22) folgt ¥(x) > J3 03524, (x1) > 7(z) fiir alle z > 104,
Als niichstes vergleichen wir die Funktion 1 (z) mit dem Integrallogarithmus li(x). Da li'(z) = 1/logx

gilt, folgt
_0.352log” x — 1.056log”  + 1688.08 log = — 54416

log9 T

Y (x) = ' (z)
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Sei > 5-10°. Dann gilt logz > 13.1 und wir erhalten

(0.3521log z — 1.056) log* = + 1688.08 log 2 — 54416 3.55log*  + 1688.08 log - — 54416
log? log”

V() = li'(z) =

Daraus folgt

(3.55 - 13.1 4 1688.08) log = — 54416 9668 log x — 54416
log” = - log? z

(@) =1 (z) > >0,

da x> 5-10° > exp(54416/9668). Da auBerdem (5 - 10%) —1i(5 - 10%) > 2.4 > 0 ist, folgt ¥ (z) > li(z) fiir

alle z > 5 - 10°. Zusammen mit Satz 1.3 erhalten wir, dass ¢(z) > 7(x) fiir alle 5 - 105 < x < 10M gilt.
Da log 47 > 3.85 und somit 0.3521og47 — 1.056 > 0 gilt, folgt

log® z 4 1688.08 log = — 54416 48270 + 6499 — 54416

V() =

log? x log? x

fiir alle 2 > 47. Um die Behauptung fiir alle 47 < x < 5-10° zu zeigen, geniigt es also mit einem Computer
nachzurechnen, dass ¢ (p;) > m(p;) fiir alle 15 = 7(47) <i < 7(5-10°%) + 1 = 41539 gilt.
Da 7(46) < v(46) gilt und da

log® z + 0.3521og” z + 1688.08 log = — 54416 46301 + 291 4- 6466 — 54416
log? « log? «

P'(x) <

fiir alle 1 < o < 46 gilt, folgt ¥(x) > 7(x) fiir alle 1 < x < 46.
Bleibt das Intervall [46,47] zu betrachten. Es gilt w(x) < 15 fiir alle x € [46,47]. Da log47 < 3.86 gilt,

folgt
x 1 46 1
> 1 >— 14+ — 15 >
) = log = ( + log:z:) — 3.86 ( * 386) > 15 2 (@)

fiir alle 46 < x < 47. Damit folgt die Behauptung. O

Aus (1.7) folgt insbesondere, dass zu jedem € > 0 ein z2(¢) > 0 existiert, so dass

T

m(z) < 5 (1.25)

log r—1- log z log2w

fiir alle © > x2(e) gilt. Dazu erhalten wir mit Hilfe von Theorem 1.10 das folgende Resultat. Dabei seien

S(y) = 14814.62752y5 + 25854.312737792y° + 85014.53465y* + 321273.194247168y>
+ 1458776.8942848y2 + 6953741.49773824y + 624136.5368

und
1 3.352 B 12.648 B 71.704 B 466.156069 B 5178.147904

Ty)=y—1---
) y Y2 y? vt yo y©

wobei T'(y) > 0 fiir alle y > 4.07 ist.

)

PROPOSITION 1.11. Flir alle x > 59 gult

< iy - 2482).

Beweis. Fiir y > 0 setzen wir

1 2 6352 24352 121.76 730.56 6302
ETTE T T T T
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AuBerdem sei R(y) = y°T(y). Dann gilt R(y) > 0 und

y'" = S(y)
Yy R(y)

fiir alle y > 4.07. Setzen wir y = log x, so ergibt sich mit Hilfe von Theorem 1.10 die Ungleichung

P(y) =

P(1 I
W(x)gx (log x) T J:S(oga:)14 (1.26)
log T(log ;v) T(log x) log™* x
fiir alle > 59 > exp(4.07). Es folgt die Behauptung. O

Wir erhalten das folgende Korollar.

KOROLLAR 1.12. Fir alle x > 51 gilt

T
1 3.352 12.648 _ 71.704 _ 466.156096 _ 5178.147904 *

log x log? x log® x log? x log® x logb =

()

<
logx — 1 —

Beweis. Fiir alle z > 59 folgt die Behauptung aus Proposition 1.11. Bleibt das Intervall [51, 59] zu betrach-
ten. Bezeichnen wir die rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit f(z), so gilt

51
=z > >17.9 > 17 = 7(59) >
f(z)_log59—1—bgﬁ—3,og_%— 7(59) > m(x)
fiir alle 51 < x < 59, da log 59 < 4.08 ist. Es folgt die Behauptung. 0

In Hinblick auf (1.25) beweisen wir nun im Folgenden mit Hilfe von Satz 1.3 das folgende Theorem, mit
dem wir fiir alle hinreichend grofle « die obere Schranke aus Proposition 1.11 und, wegen (1.26), die obere
Schranke aus Theorem 1.10 verschérfen werden.

THEOREM 1.13. Fiir alle x > 49 gilt

T
m(x) < logw — 1 — _L_ _ 3.352 _ 12.648 _ 71.704 _ 466.156096 _ 4726.6 -
13 log log? = log3 x log? x log® = logt x

Bevor wir dieses Theorem beweisen, zeigen wir zunéchst das folgende Lemma.

LEMMA 1.14. Sei
g(t) =t —t°% — 15 — 3.352t* — 12.648t> — 71.704t* — 466.156096t — 4726.6.

Dann gilt g(t) > 0 fiir alle t > 3.891.

Beweis. Es gilt ¢\ () = 5040t — 720 > 0 fiir alle ¢ > 1/7. Zusammen mit ¢(®(0.5) = 150 folgt ¢®®)(t) > 0
fiir alle ¢ > 0.5. In Kombination mit ¢g(*)(0.8) = 23.232 erhalten wir, dass (¥ (t) > 0 fiir alle t > 0.8 gilt.
Da auBerdem ¢ (1.3) = 54.2706 ist, ergibt sich, dass die Ungleichung ¢® (t) > 0 fiir alle ¢ > 1.3 gilt.
Zusammen mit ¢(®(1.9) = 79.01474 erhalten wir ¢(® () > 0 fiir alle ¢ > 0.5. Mit ¢/(2.7) = 191.409383
folgt, dass ¢'(t) > 0 fiir alle ¢ > 2.7 gilt. In Kombination mit ¢(3.891) > 1.3463 folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Theorem 1.13.

Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit £(z). Sei k = 3 und z; =
x1(k) = 10**. Dann ist nach Satz 1.9 und (1.21) die Ungleichung

m(x) < J3,0.352,5, (%) (1.27)

fiir alle x > x; erfiillt. Als erstes zeigen wir, dass

£(x) > J3,0.352,2, ()
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fiir alle x > x; gilt, womit nach (1.27) die Behauptung fiir alle x > 10! folgt. Dazu zeigen wir zunichst,
dass &'(x) > J3 0 352,4, (v) fiir alle z >z gilt. Sei g(t) wie in Lemma 1.14. Dann gilt

€(2) = Jh g asgn (1) = 1220-532096 log"'  — 39365.149248 log'® z — 14244.946654208 log” x
s »T1

g%(log x) log® x
46495.9537157121og® = + 199052.883212288 log”
a g2(log x) log®
888556.135881846784 log6 x + 4408583.119370313728 log5 x
a g%(log x) log®
22355022.27343017984 log4 x + 118233.279152544940032 log3 T
- g%(log x) log® x
605885.466839247355904 1og2 x 4+ 3210502.9932371968 log =
- g%(log x) log® x

23591829.42336
g?(logz)log® z

Setzen wir

h(t) == 1236.532t'° — 39365.15t° — 14244.9467t% — 46495.96t" — 199052.89t°
— 888557t% — 4408584t* — 223550233 — 118234¢% — 605886t — 3210503,

so folgt analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass h(t) > 0 fiir alle ¢ > 32.23619 gilt. Daraus folgt

h(log x)

"(z) — Jb ¢ 35 2 2 S loem) loa* x
§(x) = J30350,0, (%) = 92(logz)log*z ~

(1.28)

fir alle z > 10 > 3223619 Als nichstes zeigen wir, dass &(1) > J30352.4, (71) gilt. Sei K; =
102839438084, a = 32.23619 und b = 32.236192. Wir definieren

f(s,t) = Kqt" + (K1 + )t + (3.3K1 + s)t° + (12K, + 3s)t* + (71K, + 13s)t3 + (466K, + 72s)t>
+ (4726 K, + 467s)t + 4731s

und erhalten f(z1,a) > b8K;. Da a < logx; < b ist, folgt somit
f(z1,logay) > Ky log® ay.
Daraus ergibt sich erst recht die Ungleichung

x1log® z1 + 21 log® 21 + 321 log 21 + 132 log® 1 4 72.0562; log? 1 4 467.336x log 1 + 4731.0520962
> K, log8 1 — K3 log7 1 — K; log6 z1 — 3.352K, log5 r1 — 12.648 K4 log4 T
— 71.704K log® 2y — 466.156096 K1 log® 21 — 4726.6 K log z1.

Multiplizieren wir beide Seiten der letzten Ungleichung mit log® z; und setzen anschlieBend die Definition
von ¢(t) ein, so folgt erst recht

T log9 T+ 21 log8 1 + 371 log7 z1 + 1321 log6 x1 + 72.056x1 log5 T + 467.3362 log4 T
+ 4731.05209621 log3 r1 + 25.23980811 log2 x1 + 164.086945792x1 log x1 + 1663.7632x1
> Kig(logz1)log* ;.

Da die linke Seite dieser Ungleichung gleich z; (log® 2y — (log® 1 + 0.352)g(log 1)) ist, erhalten wir

z1 log'® 2y > (K3 log* 21 + xl(log3 x1 + 0.352))g(log x1).
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Nach Lemma 1.14 gilt g(logx1) > 0 und da Ky > w(z1) — 0(x1)/log x1 nach (1.24) gilt, erhalten wir

0
z11log® 2 > <(7r(x1) — (x1)> log* 21 + x1(10g3 T+ 0.352)> g(logxq).
log x1

Teilen wir beide Seiten durch g(logz:)log* z; > 0, so folgt

9(1‘1) X1 n 03521‘1
logzi  logzi  log*z

g(logz1)
Zusammen mit (1.28) und (1.27) folgt also &(z) > J30.352.4, (¥) > 7(x) fiir alle z > 104

Um die Behauptung fiir alle 50000 < = < 10'* zu beweisen, vergleichen wir die Funktion £(x) mit dem
Integrallogarithmus li(x). Sei w(x) = £(z) — li(z). Dann gilt

&(xq) log® 7 > m(xy) —

= J3,0.352,0, (1)-

~0.352log'" z — 1.76log" x + 1.761log” = — 0.599808 log® = + 1235.307136 log” «

!
w'(z) g*(log x) log x
39385.78771210g® x + 14392.134851584 log® = + 48620.474620416 log” =
9%(log x) log x
~ 186414.587015168 log® z + 895133.758637961216 log? = + 4406666.8067072 log «
g*(log x) log =
22340747.56
9%(log ) log x
und wir erhalten a )
, r(log x
> 1.29
wiz) 2 g*(logz)logx’ (1.29)

wobei das Polynom r(t) gegeben ist durch

r(t) = 0.352t" — 1.76t'° + 1.76¢7 — 0.6t + 1235.3t" — 39386t°
— 14392¢° — 48621t* — 1864153 — 895134¢> — 4406667t — 22340748.

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass r(¢) > 0 fiir alle t > 10.7 gilt. Zusammen mit (1.29) folgt,
dass &'(z) > 1i'(2) fiir alle 2 > 50000 > €07 gilt. Da auBerdem w(50000) > 0.12 ist, folgt &(z) > li(z) fiir
alle £ > 50000. In Kombination mit Satz 1.3 folgt die Behauptung fiir alle 50000 < z < 10'4.

Sei nun 101 < < 50000. Wir setzen

s(t) =8 — 267 — 1% — 4.352¢5 — 19.352t" — 109.648t> — 752.972096t> — 7057.38048¢ — 28359.6.

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass s(¢) > 0 fiir alle ¢ > 4.61 gilt, wobei s'(¢t) > 0 fiir alle
t > 3.51 gilt. Daraus folgt
g(log )*¢'(x)
log” =
fiir alle > 101 > ¢*61. Da g(logx) > 0 fiir alle x > 49 > €389 pach Lemma 1.14 gilt, erhalten wir, dass
&'(z) > 0 fiir alle 101 < 2 < 50000 gilt. Um die Behauptung also fiir alle 101 < 2 < 50000 zu zeigen, geniigt
es, die Ungleichung &(p,,) > m(py) fiir alle 26 = w(101) < n < w(50000) + 1 = 5134 mit einem Computer
nachzupriifen.
Sei nun 49 < x < e*6. Da 5(4.6) = —1219.12507392 ist, erhalten wir, dass s(logz) < 0 ist. Zusammen
mit (1.30) folgt also, dass &(z) auf dem Intervall [49,e*6) streng monoton fallend ist. Zusammen mit
99 < %6 und

= s(logz) >0 (1.30)

99 99
99) > =— =27.5>25=m(99
§99 2 1577 36 > 25 =m(%9)
folgt die Behauptung fiir alle 49 < z < 99.

SchlieBlich betrachten wir das Intervall [99,101]. Es gilt

99 99
> _ > 97> 25 =
€@ 2 1616 -1 = 3616 2 2 > B =)

fiir alle z € [99,101], da log 101 < 4.616 gilt. Damit folgt die Behauptung. O
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BEMERKUNG. Die obere Schranke aus Theorem 1.13 ist eine Verschirfung von (1.11), da die Ungleichung

0.51>3.352 12.648 71.704  466.156096  4726.6

T logz  logz  log’x log log® x

fir alle x > 71002 erfiillt ist. Auflerdem gilt

x T ( S(log ) )
_ 1 _ 1 3352 _ 12.648 _ 71.704 _ 466.156096 _ 4726.6 - 14
1Og x 1 log x log? x log® x log? log® x logf = T(lOg x) IOg x

genau dann, wenn

451.547904 log" 2 > g(log z)S(log z),

wobei ¢g(t) wie in Lemma 1.14 definiert ist. Da der Grad des Polynoms in log z auf der rechten Seite gleich
13 ist, erhalten wir, dass die obere Schranke aus Theorem 1.13 fiir alle hinreichend grofle = schérfer ist als
die obere Schranke aus Proposition 1.11 und wegen (1.26) schérfer als die obere Schranke aus Theorem
1.10.

Mit Hilfe von Theorem 1.13 erhalten wir die folgende implizite untere Schranke fiir die n-te Primzahl p,,,
die in Kapitel 3 eine wichtige Rolle spielen wird.

PROPOSITION 1.15. Fiir allen € IN gilt

1 3.352 12.648  71.704  466.156096  4726.6 )

n>n|logp, —1— — — — — —
b ( &P logpn  log’p, log’p, log'p, log” pn log® pn,
Beweis. Sei zunéchst n > 17. Wir betrachten die Funktion

1 3.352  12.648 71.704  466.156096  4726.6

logz log® a log® x a log* z a log® = a log®z

Dann gilt f(z) > f(e') > 0.4 fiir alle z > 55 > e*. Da n > 17 ist, gilt p, > 59 und es folgt f(p,) > 0.
Zusammen mit Theorem 1.13 folgt die Behauptung fiir alle n > 17. Eine Uberpriifung mit dem Computer
zeigt, dass die behauptete Ungleichung auch fiir alle 1 < n < 16 erfiillt ist. Es folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe eines Computers und Theorem 1.13 erhalten wir die folgenden schwicheren Abschétzungen fiir
m(x), die wir insbesondere in Kapitel 4 benutzen werden.

PROPOSITION 1.16. Fir alle x > 22.06 gilt

X

() < 1 3352 12.648 91 (1.31)
logx_l_@_log?w_ log3z ~ logtz
Weiterhin gilt
1 3.352 12.648 91
Dn >N <logpn —-1- ——— 3 — — — ) (1.32)
logpn  log”p, log”p, log"p,

fiir alle n € IN.

Beweis. Wir betrachten die Funktion

466.156096  4726.6
Flx) =91 — (71.704 + + ) .

log T ]0g2 T

Dann gilt f(z) > f(e318%) > 0.000616 fiir alle z > 7-10'3 > 3185, Somit folgt die Behauptung zusammen
mit Theorem 1.13 fiir alle z > 7 - 10'3.
Um die Behauptung fiir alle 2 - 107 < x < 7 - 10'® zu beweisen, vergleichen wir die Funktion

X

1~ 3352 _ 12.648 _ 91
log log? « log3 = log*z

h(z)

:logx—l—
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mit dem Integrallogarithmus li(x). Dazu setzen wir r(t) = 0.352t7 — 1.76t% + 21.056t° — 582.531904¢* —
266.792192t3 — 770.035904¢2 — 2301.936t — 8281 und erhalten analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass
r(logx) > 0 fiir alle 2 > 1.8 - 10° > e'2! gilt. Daraus folgt

1
W(z) — 1 (z) = — . _ rlloga) >0
(log” x — log™ x — log® x — 3.352log” = — 12.648logx — 91)2 log x

fiir alle > 1.8 - 10°. Zusammen mit A(2 - 10%) —1i(2 - 10%) > 2.95992 erhalten wir, dass h(z) > li(z) fiir
alle z > 2- 10 gilt. In Kombination mit Satz 1.3 folgt die Behauptung fiir alle 2 - 106 < z < 104,

Definieren wir s(t) = 5 —2¢% — 4 — 4.352¢3 — 19.352t2 — 128.944¢ — 364, so ergibt sich analog zum Beweis
von Lemma 1.14, dass s(t) > 0 fiir alle t > 3.9 gilt. Daraus folgt

W () = s(log z) log® x >0
(log® z — log* z — log® x — 3.3521l0g? z — 12.648 log xz — 91)2 —
fiir alle > 50 > 32, Damit reicht es fiir 50 < z < 2 - 10% mit Hilfe eines Computers nachzurechnen, dass
7(p;) < h(p;) fiir alle 15 = 7(50) < i < 7(2-10%) + 1 = 148934 gilt.

Fiir 28 < z < 50 gilt

28

h(z) = log 50 — 1 1 3.352 12.648 or— = 15.23 > 7(x)

" Tog50  log?50  log350  log%50
und fiir 22.06 < x < 28 erhalten wir

hz) > : 22.06
log 28 — 1 3.352 12.648 91

" Tog28  logZ28 log® 28 log® 28

> 33.924 > 7(x).

Somit gilt die Ungleichung (1.31) fiir alle > 22.06.
Um die zweite Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunéchst den Fall n > 9. Da p,, > 23 ist, folgt
die Behauptung aus (1.31). Fiir 1 < n < 8 iiberpriifen wir die Ungleichung mit einem Computer. O

KOROLLAR 1.17. Fir alle x > 14.38 gilt

T
m(x) i 3.352 55 - (1.33)
log;z: —1- Togz ~ logZz logdx
Weiterhin gilt
1 3.352 15.5
Dn >N (logpn -1- ——— > (1.34)
logp, log”p, log’pn

fir alle n € IN.

Beweis. Wir setzen

71.704  466.156096  4726.6
flz) =155 — (12.648 + + ) .

log z log? x log®

Dann gilt f(x) > f(e3?) > 0.0117 fiir alle z > 8 - 103 > €32, Somit folgt die Behauptung zusammen mit
Theorem 1.13 fir alle z > 8 - 1013.

Indem wir die rechte Seite von (1.33) mit h(xz) bezeichnen und mit dem Integrallogarithmus li(z)
vergleichen, erhalten wir analog zum Beweis von Proposition 1.16, dass h(x) > li(z) fiir alle 2- 107 < z <
8 - 103 gilt. Zusammen mit Satz 1.3 folgt die Behauptung fiir alle 2 - 107 < z < 8- 1013.

Wir definieren s(t) = ¢5 — 2t* — 3 — 4.352t% — 22.204¢ — 46.5. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 ergibt
sich, dass s(t) > 0 fur alle ¢t > 3.5 gilt. Daraus folgt

s(log x) log® z
1 3 2 ;20
(log” x — log® x — log” x — 3.352log x — 15.5)

B (z) =
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fiir alle 2 > 34 > €35, Damit reicht es fiir 34 < z < 2107 mit Hilfe eines Computers nachzurechnen, dass
7(p;) < h(p;) fiir alle 11 = 7(34) < i < 7(2-107) + 1 = 1270608 gilt.
Fiir 18 <z < 34 gilt

18

>
Z 1 3.352 5.5
log34 — 1 — o573 — TogZ34  log® 34

h(z)

>11.11 > n(x)

und fiir 14.38 < x < 18 erhalten wir

14.38

h(z) = logl8 —1_ _L_ _ 3352 _ 155
g log18  log?18  log?18

> 28.687 > (x).

Somit gilt die Ungleichung (1.33) fiir alle x > 14.38.
Um die zweite Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunéchst den Fall n > 7. Da p,, > 17 ist, folgt
die Behauptung aus (1.33). Fiir 1 < n < 6 iiberpriifen wir die Ungleichung mit einem Computer. O

Die folgende Abschitzung fiir m(x) taucht an verschiedenen Stellen dieser Arbeit auf.

KOROLLAR 1.18. Fir alle x > 9.3 gilt

x

r(z) < ) 1.35
( ) ]'ng -1- loéx - 125241 ( )
Weiterhin gilt
1 3.84
n>n|logp, —1— - — 1.36
P ( &P logpn  log? pn> 139
fiir allen € IN.
Beweis. Es gilt
T < L
1 3.352 5.5 — 1 3.84
logZ — 1 — Gz ~ s ~Tegds 10871 g g,

genau dann, wenn z > 6.3 - 103 > ¢15:5/0-488 it Daher folgt die Behauptung fiir alle 2 > 6.3 - 10'® aus
Proposition 1.16.

Bezeichnen wir die rechte Seite (1.35) mit h(z), so folgt analog wie im Beweis von Proposition 1.16,
dass h(z) > li(z) fiir alle 2-10° < 2 < 6.3 - 1013 gilt. Zusammen mit Satz 1.3 folgt die Behauptung fiir alle
2-10° <z <6.3-10%.

Definieren wir s(t) = t* — 2t3 — t2 — 4.84t — 7.68, so ergibt sich analog zum Beweis von Lemma 1.14,
dass s(t) > 0 fiir alle ¢t > 3.1 gilt. Daraus folgt

s(logz)logx

>0

h(z) =
@) (log® z — log? z — log z — 3.84)2 —

fiir alle x > 23 > €31, Damit geniigt es fiir 23 < z < 2-10° mit Hilfe eines Computers nachzurechnen, dass
7(pi) < h(p;) fiir alle 9 = 7(23) < i < w(2-10%) + 1 = 98222288 gilt.
Fiir alle 12 < x < 23 gilt

12

>
=z i 3.84
l0g23 — 1 — 5553 — Tog? 23

h(z)

> 8.4 > w(x)

und fiir alle 9.3 < x < 12 erhalten wir
9.3
h(z) > T 5 > 20 > 7(x).

log12 -1 - 515 — 5219

Somit gilt die Ungleichung (1.35) fiir alle > 9.3.
Um die zweite Behauptung zu beweisen, betrachten wir zunéchst den Fall n > 5. Da p,, > 11 ist, folgt
die Behauptung aus (1.35). Fiir 1 < n < 4 iiberpriifen wir die Ungleichung mit einem Computer. O
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SchlieBlich notieren wir noch die folgende Abschétzung fiir 7(x).

KOROLLAR 1.19. Fiir alle x > 5.43 gilt

< . 1.37
[ Py g (57
Insbesondere gilt
1.17
DPn >N <logpn -1- > (1.38)
log pn,
fiir alle n € IN.
Beweis. Es gilt
x x
1 581 = 17
log‘r—l_logm_log2z 1Ogm_]'_logx

genau dann, wenn z > 6.456 - 109 > ¢3-84/0-17 gilt. Daher folgt die erste Behauptung fiir alle z > 6.456 - 10°
aus Korollar 1.18.

Setzen wir f(z) = x3 — 22% — 1.172 — 1.17, so folgt, analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass f(z) >0
fiir alle > 2.62 gilt. Bezeichnen wir die rechte Seite von (1.37) mit h(z), so folgt

f(log ) >0
(log*z — logz — 1.17)2 ~

3

B (x) =

fir alle > 14 > €252, Um die erste Behauptung fiir alle 17 < x < 6.456 - 10° zu beweisen, geniigt es,
die Ungleichung 7(p;) < h(p;) fiir alle 7 = 7(17) < i < 7(6.456 - 10°) + 1 = 299763612 mit Hilfe eines
Computers nachzurechnen.

Fiir alle 9 <z < 17 gilt

9
h(z) > >6 > m(x)
logl17—1— 13,';177
und fiir alle 5.43 < x < 9 erhalten wir
5.43
M)z g1 x> 8> (@),

log 9

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.
Fiir n > 4 gilt p,, > 7 und die zweite Behauptung folgt aus (1.37). Fiir 1 < n < 3 {iberpriifen wir die
Ungleichung mit einem Computer. O

1.2.2 Neue untere Schranken fiir 7(z)

Als néchstes wollen wir untere Schranken fiir die Primzahl-Zahlfunktion 7(z) beweisen, die die bisher in
der Literatur bekannten unteren Schranken, verschirfen werden. Nach (1.7) gibt es zu jedem £ > 0 ein
x3(g) > 0, so dass

x

1 3—=
log z log? x

(1.39)

7(x)

>
logx — 1 —
fiir alle © > x3(e) gilt. MINCU [35] konnte mit Satz 1.5 zeigen, dass die Ungleichung

(x) > -
() > ————
logz — 1 — lggl

fiir alle > 70111 gilt. Die folgende untere Schranke fiir 7(z) stammt von HASSANI [21, Theorem 2.1].
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SATZ 1.20 (HASSANI, 2006). Sei0 < e < 2L, Dann gilt

x

m(x) >

- logx— 1— 0.8—¢

log x

fiir alle

10e

_ _ 2
yszax<322997€Xp(13 5¢ 4+ /169 + 14¢ — 155¢ ))

Diese beiden unteren Schranken fiir 7(z) werden wir nun im Folgenden verschérfen, indem wir in Hinblick
auf (1.39) das folgende Theorem beweisen werden.

THEOREM 1.21. Fir alle x > 1332470021 gilt

7(x)

X
1 2.648 13.352 _ 70.296 _ 455.596096 _ 3404.179904 *

" logz  log?z log® x log® z log® x log® x

>
logz — 1

Bewets. Wir setzen

1 2.648 13.352 70.296  455.596096  3404.179904
logz  log’z log®z  log'z log® = logba

o(z) =logz — 1 — (1.40)

Dann gilt ¢(z) > 0 fiir alle > 45. Setzen wir auflerdem ¢(z) = x/¢(x), so miissen wir zeigen, dass
7(x) > ¢(z) fiir alle x > 1332470021 gilt. Als erstes zeigen wir die Behauptung fiir alle z > 10'4. Sei k = 3
und z; = x1(k) = 10, Aus Satz 1.9 und (1.21) erhalten wir

m(x) = J3,-0.352,2, (2) (1.41)
fiir alle > x7. Mit Hilfe von (1.20) ergibt sich

28711.86848 log' z + 11243.091233792 log” = + 36359.576652288 log®
- (p(@)log® 2)% log” &
. 146043.034046464 log” z + 690994.875589750784 log® «
(p(x)log’ )2 log”
. 3101214.060654665728 log® = + 11570999.402231779328 log*
(p(2)log’ x)2log” &
~ 77895.172712848556032 log” = + 367261.78981440323584 log” =

(¢(x) log® x)? log® =
_ 803564.739202058420224 log x — 12237393.504650106372096

(¢(x) log’ 22 log” @

Jé,—o.352,m1 (r) — ¢>/(=’C)

Damit gilt offensichtlich
I3, _0.352,2, (¥) = ¢' (@) (1.42)

fiir alle > e. Als néchstes zeigen wir, dass J3 _.352,2, (x1) > ¢(x1) gilt. Es gilt

(o) — 28 gy

log z1

6(1014) 99999990573247
> 3204941 2— ———— > 1028384
log 1014 = 320494175080 3993610 > 102838475779,

da 6(10M) < 99999990573247 nach DUSART [14, Table 6.2], m(10') = 3204941750802 und log 1014 >
32.23619 gilt. Zusammen mit (1.19) ergibt sich die Ungleichung

10 0352-10% 10
322362 32236197  (p(e3223619)

Js.—0.352.0, (11) — B(x1) > 102838475779 + > 329778,

da 32.23619 < log 10™* < 32.2362 ist. In Kombination mit (1.42) und (1.41) erhalten wir, dass die Unglei-
chung 7(z) > J3,_0.352,5, () > ¢(z) fir alle z > z, erfiillt ist.
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Als nichstes zeigen wir die Behauptung fiir alle 8-10° < z < 10'4. Setzen wir k = 2,21 = z1(k) = 8-107,
so gilt nach Satz 1.9 und (1.21), dass die Ungleichung

7T(l‘) Z J27_0_017£1 (I‘) (143)
fir alle x > x erfiillt ist. Wir definieren

h(z) = —0.012' + 0.3922™ — 1.792'3 + 1.772962'% 4 0.0339682'" — 3.025282'0 4 28700.39194688°
+ 11140.5020648962° 4 34939.884111488x" + 155012.804984483842° + 686038.8683505858561°

+ 3101015.2908739604482* + 11584678.303889618083842° — 17295.256211808911362:>
— 53847.1652142123008z + 231768.81637594898432.

Fiir alle 29 < z < 33 erhalten wir

h(z) > (=0.01 - 33 + 0.392)z* — 1.792'3 + 1.772962'% — 3.025282°
(0.062 - 29 — 1.79)z' 4 1.772962'% — 3.025282*°
(0.008 - 29 + 1.77296)x'? — 3.025282'°

2.00496x'2 — 3.02528z1°,

AR AN

d.h. A(z) > 0 fiir alle 29 < z < 33. Fiir alle 23 < z < 29 ergibt sich

h(x) > (—0.01 - 29 + 0.392)z'* — 1.79213 4 1.772962'2 — 3.025282°
> (0.102 - 23 — 1.79)x"® 4 1.772962'2? — 3.025282'°
>

(0.556 - 23 + 1.77296)x'% — 3.025282'°,
d.h. h(z) > 0 fiir alle 23 < < 29. Daraus folgt

h(log x)
(p(x) log® x)? log* =

Jé,—O.Ol,xl(z) —¢'(x) = >0 (1.44)

fiir alle €2 < 8-10% < 2 < 10! < €33, Wir wollen nun zeigen, dass Ja 0,012, (71) > ¢(x1) ist. Es gilt

O(z1)

B log z1

0(8 - 10° 7999890793
( ) > 367783654 — ————— > 16952796,

=7(8-10°) — ——
m( ) " logs 107 22.8027

m(z1)

da 0(8-10°) < 7999890793 nach DUSART [14, Table 6.1], 7(8 - 10°) = 367783654 und log(8 - 10°) > 22.8027
gilt. Zusammen mit (1.19) gilt

8107 _0.01~8-109_ 8-10°
22.8028 22.83 o (e228027)

J27_04017;E1 (.1‘1) - ¢($1) > 16952796 + > 2422,

da 22.8027 < log(8 - 10%) < 22.8028. In Kombination mit (1.44) und (1.43) folgt die Behauptung fiir alle
8-10° < 2 < 10%.
Damit bleibt die Behauptung fiir alle 1332470021 < z < 8 - 10° zu zeigen. Dazu setzen wir

r(z) = 2% — 227 — 2% — 3.6482° — 18.6482% — 110.3522° — 736.7800962% — 5682.160384x — 20425.079424.
Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass r(z) > 0 fiir alle > 4.51 gilt. Daraus folgt

_ r(logz) log®
(p(x)log”a)? —
fiir alle 2 > 91 > e*®!. Es geniigt also mit einem Computer nachzurechnen, dass die Ungleichung 7 (p;

) >
d(pii1) fiir alle 66774564 = m(1332470021) < i < 7(8-10%) + 1 = 367783655 gilt. Fiir alle 13324700207 <
x < 1332470021 gilt 7(x) — ¢(x) < 66774563 — 66774563 = 0. Es folgt die Behauptung. O

¢' ()
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Wir erhalten die folgende implizite obere Schranke fiir die n-te Primzahl, die in Kapitel 3 und Kapitel 4
eine wichtige Rolle spielen wird.

PROPOSITION 1.22. Fiir allen € IN gilt

1 2.648 13.352 70.296
log pr log2 DPn 10g3 Dn 10g4 Pn

455.596096 3404.179904>

Pn <N (logpn —1
log® p, log® py,

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall n > 66774564. Definieren wir ¢(x) wie in (1.40), so gilt p(z) > 0
fir alle x > 45. Da p,, > 1332470021 ist, folgt fiir alle n > 66774564 die Behauptung aus Theorem 1.21.
Fiir 1 <n < 66774563 iiberpriifen wir die Ungleichung mit einem Computer. Es folgt die Behauptung. [

Mit Hilfe eines Computers und Theorem 1.21 erhalten wir die folgenden schwicheren Abschétzungen fiir
die Primzahl-Z&hlfunktion 7(x).

KOROLLAR 1.23. Fir alle x > xq gilt

(z) > -
n 1 a b c d
logz —1— Togz ~ log2z logdxz logfz  loghz

wobei

a 2.648 2.648 2.648 2.648 2.648 2.648 2.648

b 13.352 13.352 13.352 13.352 13.352 13.215 11.719

c 70.296 70.296 46.477 34.817 6.747 0 0

d 293 87 0 0 0 0 0

xo || 1245750277 | 909050951 | 768343973 | 547068751 | 374127529 | 235834891 | 166221001

a 2.648 2.648 2.648 2.648 2.627 2.154 0.998

b 9.868 8.658 7.791 4.69 0 0 0

c 0 0 0 0 0 0 0

d 0 0 0 0 0 0 0

o 123080927 93811451 65953577 38168479 16590617 6695389 1146703
Beweis. Wir zeigen, dass die untere Schranke

(z) > z (1.45)
T : .
oge —1 - o - 20 - T - T

fiir alle > 1245750277 erfiillt ist. Die restlichen unteren Schranken folgen analog. Bezeichnen wir die
rechte Seite von (1.45) mit f(z), so gilt

T

_13.352 _ 70.296 _ 455.596096 3404.179904
log3 « log? z logb x log® x

f(z) < 1 2.648
logz —1— logz ~ log2x

fiir alle z > 1 gilt und die Behauptung folgt fiir alle z > 1332470021 aus Theorem 1.21.
Bezeichnen wir den Nenner von f(z) mit h(x), so gilt h(x) > 0 fir alle z > 27. Setzen wir r(t) =

17 — 216 — 5 — 3.648t* — 18.648t3 — 110.352t2 — 574.184t — 1465, so folgt zum Beweis von Lemma 1.14, dass
r(t) > 0 fiir alle ¢ > 4.1 gilt. Daraus folgt
r(log z) log* z
f/(fl}') — % >
(h(x)log” z)

fiir alle > 61 > e*!. Es geniigt also zu zeigen, dass die Ungleichung 7(p;) > f(pi+1) fiir alle 62640411 =
m(1245750277) < i < 7w(1332470021) = 66774564 erfiillt ist. Fiir 1245750269 < = < 1245750277 gilt
m(x) — f(z) < 62640410 — 62640410 = 0. Es folgt die Behauptung. O

Die folgende untere Schranke fiir 7w(z) taucht an verschiedenen Stellen dieser Arbeit auf.
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KOROLLAR 1.24. Fiir alle x > 468049 gilt

x
0 —
10gl'— 1-— m

Beweis. Aus Korollar 1.23 folgt die Behauptung bereits fiir alle z > 1146703 = pggos1- Bezeichnen wir die
rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit f(z), so gilt

1 1 1
"(z) = 1 —2—— = >0

! (x) (logx— 1= loém)Q (ng log x 10g21‘>
fiir alle z > 12.8. Also geniigt es zu zeigen, dass 7(p;) > f(pi+1) fiir alle 39071 = 7(468049) < i <
m(1146703) = 89061 gilt. Es folgt die Behauptung. O
Sei n € IN. Aus (1.13) folgt, dass zu jedem ¢ > 0 ein z4(n, €) existiert, so dass

x x 2z 6z 24x n—2)lx n—1)—-¢e)x
m(x) > + ot — 7 5 T nﬁz LU )n )
logz  logxz log’z log*z log’z log" "z log" x

fiir alle © > x4(n, e) gilt. Dies beziiglich betrachten wir im Gegensatz zu DUSART, der in Satz 1.6 den Fall
n = 2 betrachtete, den Fall n = 8 und beweisen die folgende untere Schranke fiir die Primzahl-Z&hlfunktion
m(x), die in Kapitel 4 eine wichtige Rolle spielen wird und insbesondere die Schranke in (1.14) verschérft.

THEOREM 1.25. Fiir alle x > 1332433009 gilt
(@) T T 2x 5.648x  23.648x  118.24x 709.44x  4966.08x

> + ,
logz  log?z log®z  log'z log” = log® log” x log® «
Beweis. Fiir y > 0 setzen wir

1 2 5.648  23.648 11824 709.44  4966.08
Rly)=1+ -+ 5+ 5+~ +— % 6 T 7
y oy Y Yy Y Yy Y
und
1 2648 13.352 70.296  455.596096  3404.179904
Sy)=y-1-o == = — 5~~~ 5 - 6 :
Y Y Y Yy Y Yy
Dann gilt S(y) > 0 fiir alle y > 4 und y3R(y)S(y) = y** — T'(y), wobei
T(y) = 11016.771520y° + 19467.343966208y° + 60935.166336y* + 250549.623160832y>

+ 1074823.88587520y2 + 4677588.05151744y + 16905429.73765632.

Mit Hilfe von Theorem 1.21 erhalten wir, dass die Ungleichung

. : [ T(oga)
m(@) > S(log x) ~ S(log x) (1 log' >

fiir alle x > 1332470021 erfiillt ist. Da
x 1 T(logz)\ xR(logx)
S(log ) log*z /  logx

gilt, folgt die Behauptung fiir alle x > 1332470021. Damit bleibt die Behauptung fiir alle 1332433009 <
x < 1332470021 zu zeigen. Dazu setzen wir

xR(log )
log x

und u(x) = 28 —0.3522° +1.0562* —39728.64. Dann gilt, analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass u(z) > 0
fiir alle z > 3.8 gilt. Daraus folgt

Ulz) =

1
U (@) = 20B2)
log™ x
fiir alle z > 45 > 3%, Es geniigt also mit einem Computer nachzurechnen, dass die Ungleichung m(p;) >
U(pi+1) fiir alle 66772781 = 7(1332433009) < ¢ < 7(1332470021) = 66774564 gilt. Fiir alle 1332433008 <
x < 1332433009 gilt w(z) — U(xz) < 66772780 — 66772780 = 0. Es folgt die Behauptung,. O
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1.3 Uber die Existenz von Primzahlen in kurzen Intervallen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer direkten Anwendung der Ergebnisse aus Kapitel 1.
Dazu untersuchen wir, in wie weit wir mit diesen Ergebnissen ein neues Resultat iiber die Existenz von
Primzahlen in kleinen Intervallen herleiten konnen. BERTRANDS Postulat besagt, dass das Intervall (n, 2n]
fiir alle n € IN stets eine Primzahl enthélt. SCHOENFELD [53, Theorem 12] verschérfte dies im Jahr 1976.
Er zeigte, dass im Intervall

(z,z + x/16597)

fiir alle z > 2010759.9 stets eine Primzahl liegt. Im Jahr 2003 konnten RAMARE & SAOUTER [44, Theorem
3] dies verbessern und zeigten, dass das Intervall

1
1 [
(m’m ( + 28313999)}

fiir alle > 10726905041 stets eine Primzahl enthélt. DUSART [12, Théoreme 1.9] konnte im Jahr 1998
zeigen, dass fiir alle © > 3275 stets eine Primzahl p mit

1
r<p<ax|l4+
P < 210g2x)

existiert. Im Jahr 2010 verschérfte er dieses Resultat [14, Proposition 6.8], indem er zeigte, dass fiir alle
x > 396738 stets eine Primzahl p mit

1
<p<z|l4+—F 1.46
rer= ( 25log2x> ( )

existiert und verbesserte das Resultat von RAMARE & SAOUTER fiir alle z > ¢'9%4219  Wir werden nun
das folgende Theorem zeigen und verbessern somit das Resultat von SCHOENFELD fiir alle 2 > 27-653
das Resultat von RAMARE & SAOUTER fiir alle z > €330413 und das Resultat (1.46) von DUSART fiir alle
x> 3185

THEOREM 1.26. Fiir alle x € R mit x > 58833 existiert stets eine Primzahl p mit

1.274
r<p<zxz|l+ 3 .
log” x

Fiir den Beweis dieses Theorems ist das folgende Lemma hilfreich. Dabei seien a,b € R sowie

yl(a):min{kelN|7r(a:)> xl - VmZk}E]NU{oo}
logz —1— logz = log?«x
und
ya(b) =min d k € N | 7(z) < . — Ve>ky e NU{oo}.
logx_l_logx_logzx

LEMMA 1.27. Seiyp € RU{—o00} und sei c: (yo,o0) = [1,00) eine Funktion. Dann gilt

(c(z) — 1)(logz — 1 — =) —log ¢(x) — clellosele)thelz)—a

log = log?
(10g(€<.’17)l‘) -1- log(cl(z)a:) - log2(g(x)z))(logx —-1- loéw - IOgbsz’)

2bc(x) log c(x) + be(zx) log? ¢(x)
log® z log* x

m(e(z)x) — w(x) >

1 a 1 b
(log(c(az)x) - 1= log(c(z)z)  logZ(c(x)x) )(log‘r - 1= logz ~ log2 Jr)

fiir alle x > max{|yo| + 1,y2(b),ys(a)}, wobei y3(a) = min{k € N | kc(k) > y1(a)}.
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Beweis. Sei x > max{yo,y2(b),ys(a)}. Dann gilt

c(x)x x
(cle)e) — w(a) > 1 -
Og( ( )x) ]og(c(z)m) - log2(c(z)z) 0gx — 1 — log x - log?

(e(x) — 1)(logz — 1) — log e(x) — @=L _e@logele) _ be(r)—a

log(c(z)x) logx log((‘(ac)x) log? c(x)x

(log(c(x) ) 1= log(cl(z)m) - log2(g(z)z))(10gx 1= logz logbzgc)
2bc(z) log c(x)
_ log x log? (c(z)x)
1 a 1 b
(log(c(x)x) -1- log(c(z)z) ~ logZ(c(z)x) )(IOg‘T —1- logz  log? ac)

(C($) _ 1)(10g1, _ logx) 10g C( ) _ c(x)loge(z)tbe(z)—a

log? x
B (IOg(C(l')J?) —1- log(c(w)x) " log? (c(w)x))(logx —1- loéw o logl')zw)

QbL(L)IOgc(L) bc(L)log c(x)
log T + log? x

be(x) log? e(x)
log? x log?(c(z)x)

+

(log(e(2)2) = 1 — sy — weremey) (1087 =1~ oz — grs)
Es folgt die Behauptung. O
Es folgt der Beweis von Theorem 1.26.

Beweis. Setzen wir a = 2.648 und b = 3.84, so erhalten wir y;(a) < 38168479 nach Korollar 1.23 und
y2(b) = 10 nach Korollar 1.18. Wie im Beweis von Korollar 1.23 beschrieben, priifen wir mit einem Com-
puter nach, dass y;(a) = 36917561 gilt. Wir setzen aulerdem yo = 1 und

1.274
clz) =1+ ——.
log” x
Dann gilt y3(a) = 36908672. Wir betrachten zuniichst die Funktion

6.16616  9.78432 4.89216 1.623076 12.46522368  7.940347484
- 2 - VR - :

g(x) = 0.0822% — 2.5482 — 1.274 —

x x 3 z 5 9

Dann gilt ¢’(z) > 0.164x — 2.548 > 0 fiir alle z > 15.5. Zusammen mit g(31.7) > 0.1509 erhalten wir, dass
g(x) > 0 fiir alle x > 31.7 gilt. Setzen wir nun
f(x) = (c(z) — 1)(log® z — log* x — log® ) — log* zlog c(x) — (c(x) log ¢(x) + 3.84c(z) — 2.648) log? x
— 2. 3.84¢(z) log ¢(x) log z — 3.84¢(x) log? ¢(x)

1.274 1.274
= 1.2741og? x — 1.274log x — 1.274 — log®* z log (1 + 137> —log ( 1 37 ) log” x
og-x

og” x
1.274 1.274 4.89216 1.274

— log (1 +— > —1.192log?® x — — 7.68log z log (1 + 3)
log z log” x log z log”
9.78432 1.274 1.274 4.89216 1.274

SO (LI g (1 LI 80206
log” x log” x log” x log” x log” x

so erhalten wir mit Hilfe der Ungleichung log(1+1t) < ¢, die fir alle t > —1 erfiillt ist, dass die Ungleichung
f(x) > g(logx) > 0 fiir alle 2 > €317 erfiillt ist. Zusammen mit Lemma 1.27 erhalten wir

1.274 (x)/log™(x)
T lz(l+ —3 >>_7T($)> 1 2.64 1 382 = 0
( ( log T (log(c(a:)x) - 1= log(c(z)z) ~ log2 (c(w)w))(logx ~ logz logzx)

fiir alle z > max{2, 10, 36908672, €317} = €317, Fiir alle 396738 < x < 317 folgt die Behauptung bereits
aus (1.46). Um die Behauptung fiir alle 58889 = ps950 < < 396738 zu zeigen, priifen wir die Ungleichung

1.274
Pn |1+ —5 > Pn+i
log” pn
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fiir alle 5950 < n < 33609 = 7(396738) 4+ 1 mit einem Computer nach. Da auflerdem

1.274
7 (33 + 330) > 5949 = ()
log” x

fiir alle 58833 < x < psg50 = 58889 gilt, folgt die Behauptung. O

Fiir alle hinreichend groBe z lassen sich diese Resultate verbessern. Im Jahr 1930 konnte HOHEISEL [23]
zeigen, dass die asymptotische Relation

0
m(x 4+ 2%) — n(x) ~ loxgz (x — o0)
gilt, wobei
1
1.
33000

Der Wert fiir # wurde im Laufe der Jahre immer weiter verbessert, wobei das zur Zeit beste Resultat von
BAKER, HARMAN & PINTZ [5, Theorem 1] aus dem Jahr 2001 stammt. Sie zeigten, dass das Intervall

(x7x 4 330'525]
fiir alle hinreichend grofle = stets eine Primzahl enthélt.

Unter der Annahme der Riemannschen Vermutung lassen sich jedoch viel kleinere Intervalle angeben,
die stets eine Primzahl enthalten. CRAMER [9] konnte unter Annahme der Riemannschen Vermutung im
Jahr 1936 zeigen, dass fiir eine hinreichend grofle Konstante A > 0 im Intervall

(z,x + Ay/xlog x]

fiir alle hinreichend groBe x stets eine Primzahl liegt. RAMARE & SAOUTER [44, Theorem 1] bewiesen im
Jahr 2003 unter der Annahme der Riemannschen Vermutung, dass das Intervall

(v~ SVloga,a]

fiir alle > 2 stets eine Primzahl enthélt. Abgeleitet aus einer Vermutung von CRAMER [9] aus dem Jahr
1936, stammt jedoch die viel schirfere Vermutung, dass zu jedem k > 1 ein xq(k) existiert, so dass das
Intervall

[z, 2 + klog® x]

fiir alle © > xo(k) stets eine Primzahl enthlt.
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Kapitel 2

Neue Abschiatzungen fiir die n-te
Primzahl

Mit Hilfe des Primzahlsatzes lisst sich leicht zeigen (siehe [2, Theorem 4.5]), dass
pn, ~ nlogn (n — o0) (2.1)
gilt. Bereits im Jahr 1902 lieferte CTPOLLA [8] mit dem folgenden Satz eine genauere Aussage.

SATZ 2.1 (C1poLLA, 1902). Sei m € N. Dann existieren eindeutig bestimmte normierte Polynome Ry, €
Q[z], wobei 1 <k <m und grad(Ry) =k, so, dass

m

(—=1)**1 Ry (loglogn) (n(log log n)m+! )
n=n | logn +loglogn — 1 + +0 | ——=—).
=10 < o8 808 kz::l klogh n log™ ™ n

Insbesondere gilt Ry(x) = x — 2 und Ry(x) = 22 — 62 + 11.
BEMERKUNG. Fiir weitere Terme sieche CIPOLLA [8] oder SALVY [52].

Mit Hilfe dieser asymptotischen Formel fiir die n-te Primzahl p,, folgt sofort, dass die Ungleichung
pn > nlogn (2.2)

fiir alle hinreichend grofie n erfiillt ist. Im Jahr 1939 konnte ROSSER [47, Theorem 1] schliellich zeigen,
dass die Ungleichung (2.2) fiir alle n € IN gilt. Im selben Artikel zeigte ROSSER [47, Theorem 2] auflerdem,
dass die obere Schranke

prn < n(logn + 2loglogn) (2.3)

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 4 gilt. Im Jahr 1961 konnten ROSSER & SCHOENFELD [49, Theorem 3] die
Ungleichungen (2.2) und (2.3) verschérfen, indem sie zeigten, dass die Ungleichung

prn < n(logn + loglogn — 0.5) (2.4)

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 20 gilt. Im Jahr 1998 bewies DUSART ([12, §1.4., Théoreme 1.5], [13]) in
Hinblick auf Satz 2.1, dass die Ungleichung

Pn > n(logn + loglogn — 1) (2.5)

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 erfiillt ist. Unter der Annahme der Riemannschen Vermutung zeigten
Massias & ROBIN [33, Théoreme A(vi)] im Jahr 1996, dass

loglogn — 1.8
Pn SN <10gn+10glogn—1+ ogogn>

2.6
logn (2:6)

25
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fiir alle n > 27076 erfiillt ist. Nur zwei Jahre spéiter zeigte DUSART [12, Théoréme 1.7] in seiner Doktorarbeit,
dass die Ungleichung (2.6) auch ohne die Annahme der Riemannschen Vermutung fiir alle n > 27076 erfiillt
ist. Ferner bewies er dort, dass die untere Schranke

(2.7)

log 1 —2.25
Pn >N (logn+loglogn— 1+ 0g0gn>

logn
fiir alle n > 2 gilt. Die zur Zeit schiirfsten Abschéitzungen stammen von DUSART [14, Proposition 6.6 &

6.7]. Er konnte im Jahr 2010 seine eigenen Abschitzungen (2.6) und (2.7) verschiirfen, indem er zeigte,
dass die Ungleichung

log1 -2
Dn <N <1ogn +loglogn — 1+ ogogn) (2.8)
logn
fiir alle n > 688383 und dass die Ungleichung
log1 —-2.1
D >n <10gn +loglogn — 1+ ogogn> (2.9)
logn

fiir alle n > 3 erfiillt ist.
Unser Ziel in diesem Kapitel ist, mit Hilfe von Proposition 1.15 und Proposition 1.22 die Abschatzungen
(2.8) und (2.9) zu verschirfen. Der Ubersicht halber fithren wir die folgende Notation ein.

NOTATION. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 sei ¢(n) := loglogn.

2.1 Eine neue obere Schranke fiir die n-te Primzahl

In diesem Abschnitt werden wir die obere Schranke (2.8) fiir die n-te Primzahl p,, verschérfen. Dazu zeigen
wir zunéchst die folgende Proposition, mit der wir eine untere Schranke fiir 1/logp,, beweisen. Dabei und
im Folgenden seien

o Pi(z) =322 —62+5

o Py(x) = bx3 — 2422 + 39z — 14

o P3(x) = Tz* — 48x3 + 12022 — 124z + 51

o Py(x) = 92° — 80z* + 28023 — 48022 + 4052 — 124.

PROPOSITION 2.2. Fiir alle n > 688383 gilt

L1 ) Lm)—tmn)+1 1 <P1(€(n)) _ By(l(n)) | Ps(l(n) P4(€(n))>
logp, ~ logn  log’n log? nlog py, logpn \ 2log®n  6log*n  12log°n  20log®n /)’

Fiir den Beweis dieser Proposition sind die folgenden drei Lemmata sehr hilfreich.
LEMMA 2.3. Setzen wir

o P5(z) = 112% — 1202° + 5402* — 128022 + 16802 — 11462 + 325

o Pg(z) = 1327 — 16825 + 9242 — 28002* + 50402° — 537622 + 3143z — 762

o Pr(x) = 42® — 842" + 63025 — 249225 + 59152* — 876423 + 79662* — 4064z + 896,

so gilt
Ps(l(n))  Ps(t(n)) | Pr(f(n))
30 42logn 28 log2 n

>0

fiir alle natirlichen Zahlen n > 2.
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Beweis. Wir setzen
f(z) = 14€** Ps(x) — 10e” Ps(x) + 15P; ().

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass Ps(x) > 0 fiir alle z > 2 ist. Daraus folgt

flz) > (14 (1 Yo+ “j) Ps(z) — 10P6(;z:)> ¢® + 15P; ()

fiir alle x > 2. Setzen wir
2

g(z) = 14 (1 Yoot :”2) Ps(z) — 10Py(x),

so folgt analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass g(x) > 0 fiir alle z > 2 gilt. Sei
2
h(z) = (1 +z+ 2) g(x) + 15P;(z).

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 ergibt sich, dass die Ungleichung h(z) > 0 fiir alle z > 2.3 erfiillt ist.
Daraus folgt
f(z) = e"g(x) + 15P(x) = h(z) 2 0

fiir alle > 2.3. Setzen wir = £(n) in f(z) ein und teilen anschlieend durch 4201log” n, so folgt

P5({(n))  Ps(t(n)) n Pr(t(n) _ f(t(n))
30 42logn  28log®n  420log’n

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 21466 > exp(exp(2.3)). Fiir alle 2 < n < 21465 verifizieren wir die
Ungleichung mit einem Computer. O

Es folgen fiinf Ungleichungen, die fiir alle hinreichend grofie = offensichtlich erfiillt sind.

LEMMA 2.4. Setzen wir

o Qi(x) = 1227 — 1382°% 4 6762° — 1819z* 4 29142 — 278222 + 1468z — 328,
e Qa(2) = 9025 — 7002° + 24052 — 45062 + 480122 — 2732 + 648,

e Q3(x) =502 — 275z* + 6622 — 83322 + 538z — 140,

o Qi(z) = 30x* — 11423 + 18122 — 136z + 40,

o Qs(z) = 1823 — 4322 + 38z — 12,

so gilt Q;(x) > 0, wobei 1 <14 <5, fiir alle x > 2.
Beweis. Jeweils analog zum Beweis von Lemma 1.14. O
Schliefllich gilt das folgende Lemma, das an verschiedenen Stellen dieses Kapitels auftaucht.

LEMMA 2.5. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 31 gilt

fm) =1 ) =2

0<
— logn log?n

Beweis. Die untere Schranke ist fiir alle n > 1619 > exp(exp(2)) offensichtlich erfiillt. Fiir 31 < n < 1618
rechnen wir die untere Schranke mit einem Computer nach. Zusammen mit der Ungleichung logn > 2 4(n),
die fiir alle n > 2 erfiillt ist, folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Proposition 2.2.
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Beweis. Sei n > 688383, d.h. £(n) > 2.59. Der Ubersicht halber schreiben wir w = £(n),y = logn und
z = log p,,. Mit Hilfe der Ungleichung (2.8) erhalten wir

—1 -2
1+ (y —w)z < —w? + (y — w) log <1+wy+ wa ) (2.10)

Da die Ungleichung log(1 + x) < Zzzl(—l)k“xk/k fiir alle z > 0 erfiillt ist, folgt zusammen mit (2.10)
und Lemma 2.5 die Ungleichung

7
(Y —w)z < —w' + (y—w) Y =
k=1

1)k+1 <w—1 w—2>k
+ .
k Y Y

Multiplizieren wir die rechte Seite aus, so erhalten wir die Ungleichung

Pty —w)r < —w? w1 Py (w) . P(w) P(w)  Py(w) Ps(w)  Ps(w) Pr(w)

2y 6y>? 1293 20y* 30y° 4246 28y7
(W =2)Qi(w)  (w—2)°Qz(w) (w—2)’Qs(w) (w—2)'Qu(w)
1298 30y° 10y10 Gyt
(w—2)5Qs(w) (w—2)5(Tw? —8w+2) w(w—2)7
- 6y12 - 7y13 - Tyl

wobei Q1(z),...,Qs(z) wie in Lemma 2.4 definiert sind. Da 72 — 8z + 2 > 0 fiir alle z > 0.8 und
x(x —2)7 > 0 fiir alle x > 2 gilt, erhalten wir zusammen mit Lemma 2.3 und Lemma 2.4 die Ungleichung

P(w) | P(w) Psw)  Py(w)
—y? —w)z < —w? tw—1— 2 - .
v+ @y—wz< —w t+w o + 642 1957 5047
Teilen wir nun beide Seiten durch 32z, so erhalten wir die behauptete Ungleichung. O

Wir erhalten die beiden folgenden Korollare.
KOROLLAR 2.6. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 456914 gilt

1 S 1 n) +€2(n)—£(n)+1+ Pi(ln))  P(n))
logp, ~ logn  log?n log? nlog py, 2log® nlogp, 6log*nlogp,

Beweis. Wir setzen h(x) = 223 4+ 922 — 63z + 79. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass h(z) > 0
fiir alle © > 0 gilt. Setzen wir g(z) = 20(1 + x)Ps(z) — 12P4(x), so folgt ¢’'(x) = 80(x — 1)h(z) > 0 fiir
alle > 1. Zusammen mit g(1) = 120 folgt, dass g(z) > 0 fiir alle z > 1 ist. Analog zum Beweis von
Lemma 1.14 folgt, dass Ps(z) > 0 fiir alle z > 2 ist. Setzen wir f(x) = 20e”Ps(z) — 12P4(x), so folgt
f(x) > g(x) > 0 fiir alle z > 2. Substituieren wir = £(n) in f(x) und teilen anschlieBend durch 240log® n,
so ergibt sich, dass

Py(f(n)) _ Pa(€(n))

12log®>n  20log*n

>0 (2.11)

fiir alle n > 1619 > exp(exp(2)) erfiillt ist. Zusammen mit Proposition 2.2 folgt die Behauptung fiir alle n >
688383. Fiir 456914 < n < 688382 verifizieren wir die behauptete Ungleichung mit einem Computer. O

KOROLLAR 2.7. Fliir alle natiirlichen Zahlen n > 71 gilt

1 - L ln) Jr62(71)—6(71)—%1
logp, ~ logn  logn lognlogp,

Beweis. Wir setzen f(z) = 3e*Py(z) — Py(x). Da Py(z) > 0 fiir alle z > 0 gilt, folgt

f(x) > 3(1 +2)Py(x) — Py(x) = 4a® + 1522 — 422 + 29 =: g(x). (2.12)
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Es gilt ¢'(x) = 6(2z + 7)(z — 1). Wegen ¢’(1) > 0 ist x = 1 ein lokales Minimum. Aus g(1) = 7 folgt
zusammen mit (2.12), dass f(x) > g(z) > 0 fiir alle © > 0 ist. Setzen wir z = {(n) in f(z) ein und teilen
anschlieBend durch 6 log? n, so folgt, dass die Ungleichung

Pi(ln)  P(t(n)
2logn 6log” n

>0 (2.13)

fiir alle n > 3 > exp(exp(0)) erfiillt ist. Mit einem Computer rechnen wir nach, dass die Ungleichung (2.13)
auch fiir n = 2 gilt. Aus Korollar 2.6 folgt somit, dass die Behauptung fiir alle n > 456914 gilt. Mit einem
Computer rechnen wir nach, dass die behauptete Ungleichung auch fiir alle 71 < n < 456913 gilt. O

Wir wollen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren. Dazu fithren wir die folgenden Notationen
ein. Sei Ap € R mit 0 < Ay < 455.596096 und sei Fo : IN>o — R definiert durch

Fo(n) = Ao ((0) = 3.6480(n) + 1435)(C(n) — ) +1) | 2648R(En) | 2645P(¢(n))

log® pn, log* nlog p,, 2log® nlog®p,  2log* nlogp,
| 183526 (n) — () + 1) ( 1 1 > 70.2966(n)  T0.2964(n)  Pa(¢(n)
log?® nlog? p,, logn ~ logp, log®nlog?p, logZnlog®p, 6log*nlogp,

Dann gilt Fy(n) > 0 fiir alle hinreichend groie n und wir definieren
Ny = N(Ap) :=min{k € N | Fo(n) >0 Vn > k}. (2.14)
Sei 0 < A; < 1und F; : N>9 — R gegeben durch
Fi(n) =logn — A;logpy,.
Nach (2.1) gilt Fy(n) > 0 fiir alle hinreichend grofie n und wir definieren
Ny = N(Ay) :=min{k € N | Fy(n) >0 fiir alle n > k}.
Im Folgenden seien a : N> — R eine arithmetische Funktion mit
a(n) > —£*(n) + 6 £(n) (2.15)
und No, N3, Ny > 2 drei Konstanten, die von der arithmetischen Funktion a abhéngen, so dass

ln)—1 N ln)—2 2(n) — 64(n) + a(n)

0<
— logn log®n 2log® n

<1 (2.16)

fiir alle n > Ny sowie
ln)—2 ?%(n) — 64(n) + a(n)
log2 n 2 log3 n

>0 (2.17)

fiir alle n > N3 und

(n) =2 £*(n)—6L(n)+ a(”)) (2.18)

n < n(logn+4(n)—1+
p ( g () logn 210g2n

fir alle n > N4 gilt. Setzen wir

2% —212% 4+ 782 —100.112  z* — 142® + 52.5922% — 101.408z + 17
- 6631 4641
22% — 10z* + 3522 — 11022 + 150z — 42 3z* — 4423 + 15622 — 96z + 64
+ —
10e5 246

G(z)
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sowie

24, 243 N a(n) (1 _ln) =1 l(n) -2 N 20%(n) —124(n) + a(n))

b(n) = 10.296 + = +
() log>n  log*n = logn logn log?n 41ogn

2 p—
—2G(¢(n)) log? n + A1((5.296A; + 8.296) £*(n) (3214; +38) ¢(n) + 145.888 A1 + 10.296)
log”n
. 3(p2(m) _ ) 420N
+2ﬂM%mew ww+n+2ﬂm%&wgm am+n’ o1
log™n log*n

wobei Ay := (455.596096 — Ag) A und Az := 3404.179904A$ seien, so erhalten wir das folgende Theorem.
THEOREM 2.8. Fiir alle n > max{Ny, N1, No, N3, Ny, 688383} gilt

log 1 -2 log 1 2 _6logl b
pn<n<logn+10glogn1+ ogosn 7(og ogn) 6(2)g ogn+ (n))
logn 2log” n

Fiir den Beweis von Theorem 2.8 sind die folgenden zwei Lemmata hilfreich.
LEMMA 2.9. Fir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

13.352P;(¢(n)) = 13.352P;(4(n)) 13.352P,(¢(n))  13.352P5(¢(n))
1 s+ 3 5 T2 5 s+ 1 3.
2log" nlog”p, 2log”nlog” p, 6log’nlog”p, 6log” nlog” p,

Beweis. Die Behauptung folgt aus (2.13). O
Schliefllich notieren wir das letzte Lemma, das fiir den Beweis von Theorem 2.8 hilfreich sein wird.
LEMMA 2.10. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

(€%(n) = 3.648(n) +14.352) Py (¢(n)) | 2.648Py((n) . Ps({(n))

21og” nlog pn 6log’ nlogp,  12log® nlogp,
S (£%(n) — 3.648 £(n) + 14.352) Py (£(n)) n 2.648P>(4(n)) n Py(e(n))
o 61og® nlog p,, 6 log4 nlog®pn  20log®nlogp,

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt Py(z) > 0 fiir alle z > 0.5. Da auflerdem 22 — 3.648x +
14.352 > 0 fiir alle > 0 gilt, folgt zusammen mit (2.11) und (2.13) die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Theorem 2.8.

Beweis. Sei n > max{Ny, N1, No, N3, N4, 688383}. Der Ubersicht halber schreiben wir im Folgenden w =
l(n),y =logn und z = log p,,. Multiplizieren wir die Ungleichung aus Korollar 2.6 mit 1/z, so folgt

1 - 1 w  w—w+1  P(w) _ Py(w) P2(€(n))'

—_ > — - — . 2.20
22 T yz Y’z Y222 2322 6ytz22 7 6ytz2 (2.20)
Multiplizieren wir diese Ungleichung mit z/y, so gilt
1 1 2 - 1 P P.
1,1 w w-wtl Aw P (2.21)
vz Yy Y3z 2tz by°z
Kombinieren wir diese Unlgeichung mit (2.20), so erhalten wir
w w w2 —w+1 w—w+l P (w Pr(w 1 1
i i St Dol 3 2,2 1(3)_ 2(4) 213 (2:22)
z Y Y Y2z Y2z Y2z 293z 6y“z Yy oz
und mit Hilfe von (2.13) folgt daraus
1 1 w w w—w+1 w—-w+1
=> == - — . 2.23
227 2 3 g2 + Y3z + Y222 (2.23)
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Da Fi(n) > 0 ist und da 2.64822 — 16z + 72.944 > 0 fiir alle z > 0 gilt, folgt

2.648 (2(n) — 16 £(n) + 72.944 _ A1(5.206 *(n) — 32 ((n) + 145.888)

2.24
log2 Dn 2lognlog p, ( )

Definieren wir
f(z) = (5.296A; + 8.296):1:2 — (32A; 4 38)x + 145.888 4 + 10.296,

so gilt f(z) > 12.2682% — 70z + 119.712 > 0 fiir alle x > 0. Zusammen mit F;(n) > 0 und (2.24) folgt

2.648*(n) — 164(n) +72.944 | 8.296(*(n) — 384(n) + 10.296

log2 Pn 2log nlogpy,
S A1((5.296A; + 8.296) £2(n) — (324, + 38) £(n) + 145.888A; + 10.296) (2.25)
o log®n ' '

Ferner folgt aus Fj(n) > 0 zusammen mit den Definitionen von As und Az, dass die Ungleichungen

Ao As 455.596096 — Ay 3404.179904
<

+ 2.26
log® n 1og6n - log® p, log® p,, ( )
wnd 70.296A3  70.296 A% 70.296 70.296
T S o T (2.27)
log” n log” n log® nlogp, log”nlog” p,

erfiillt sind. Nach Voraussetzung gilt
~10.296 — b(n) n A1((5.296 A1 + 8.296)w? — (324, + 38)w + 145.8884; + 10.296)

G(w)

292 2yt
A A —1 -2 2w?-—12w+
Jr72+73,+a(n) v w 42w w + a(n)
yo ooyt 28 y y? 4y?
70.296A3(w? —w+1)  70.296A%(w? — w + 1)
+ + :
y° yo

In Kombination mit (2.25), (2.26) und (2.27) gilt somit

10.296 — b(n) n 2.648w? — 16w + 72.944 n 8.296w? — 38w + 10.296 n 455.596096 — A,

292 Y222 2032 5
3404.179904 70.296(11)2 —w+1) 70.296(w2 —w+1)
+ 56 + 323 + Y22
a(n w—1 w—=2 2w?2—12w+aln
- Gl - <3>(1_ w-2, i <>)_
2y Yy y 4y

Zusammen mit Lemma 2.9 und Lemma 2.10 folgt somit

5.148 b(n) n 2.648w? — 16w + 72.944 n 8.296w? — 38w + 10.296 n 455.596096 — Ag n 3404.179904

Y2 292 Y222 232 25 56
L T0206(u? —w 1) | T0.296(u? —w 1) 13.352Pp(w) 13.352Pp(w) , 13.352Pi(u)
Y2t 323 6y 22 6ytz3 2y323
2.648Py(w)  13.352P,(w)  (w? — 3.648w + 14.352) Py (w)  2.648Py(w)  Py(w)
6yt 2yt 22 2y z + 6y° 2z 1252
Py(w)  (w? — 3.648w + 14.352) Py (w)
C20y5z 6yS2

> G(w) —

a(n) (1_w—1 w—2+2w2—12w+a(n))-

23 y 2 Ay’
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Addieren wir die linke Seite dieser Ungleichung mit Fy(n) > 0, so ergibt sich die Ungleichung

5.148  b(n) n 2.648w? — 16w + 2.648  70.296  8.296w? — 38w + 10.296 n 455.596096

Y2 22 222 Y222 232 25
3404.179904  70.296(w? —w +1)  70.296(w? —w +1) 13.352Py(w)  13.352Ps(w)
+ 46 + Y224 + 323 - 6y522 - 6ytz3
13.352P1(w)  2648Py(w) | 13.352Pi(w) | (w? —3.648w 1 14.352)Pi(w) | 2.648Py(w)
29323 6yt 22 2yt 22 2z 6y°z
Pi(w) Pi(w) (w? —3.648w +14.352)Py(w) | 2648P,(w) , 2.648Pi(w) _ 70.206uw
12¢52  20ySz 6162 2y3 22 2ytz Y322
70.206w  (w? — 3.648w + 14.352)(w? —w+1)  Py(w) 13.352w? —w+1) (1 1
R y'z T oyt y?z* (y Z)
a(n) w—1 w-2 2w?—12w+ a(n)
> G(w) — 20 (1 ST + 1 ) . (2.28)

Multiplizieren wir die Ungleichung (2.23) mit 70.296/22 und wenden die so erhaltene Ungleichung auf
(2.28) an, so folgt

5.148 b(n) n 2.648w? — 16w + 2.648 n 70.296 n 8.296w? — 38w + 10.296 n 455.596096

Y2 22 Y222 A 2932 25
3404.179904  13.352P,(w)  13.352Py(w)  13.352P,(w)  2.648P3(w)
+ 46 O 6yPe2 - 6y423 29323 O 6yte?
13.352P1(w) | (w? ~ 3.648w + 14.352)Pi(w) , 2.648Ps(w) | Py(w) _ Py(w)
2yt22 252 6y°z 12952 20ySz
(w? ~ 3.648w + 14.352) Py(w) | 2.648Pi(w) | 2.648P (w)
6ySz 2y322 2ytz
(w? — 3.648w + 14.352)(w? —w + 1)  Py(w) = 13.352(w? —w + 1) (1 1)
+ 4 - ypui 2,2 +
Ytz 6ytz Y2z Yy oz
e )_a(n) (1_w—1 _w—2+2w2—12w+a(n)>.
2y° y y? 4y’
Setzen wir

2?2 —3.648x + 14.352 23 — 3.64822 + 14.35220  2.648x
e3z - e4x o e3z

H(z)=G(z) +

so folgt die Ungleichung
5.148 b(n) n 2.648(w? —w + 1) ~ 13.352w | 70.296 n 8.296w? — 11.296w + 10.296 ~ 13.352w

Y2 22 Y222 Y222 A 232 y3z
| 455596006 , 3404179904  13.352Pp(w)  13.352Py(w) | 13.352Pi(w) _ 2.648Py(w)
20 25 6y° 22 6y*23 2y323 6yt22
13.352P; (w)  P3(w) = (w? — 3.648w + 14.352) P; (w) N 2.648 P (w)
2y 22 12y°2 2Pz 6y° 2
(w? — 3.648w + 14.352) Py(w)  Py(w)  (w? — 3.648w + 14.352)(w? — w + 1)
B 6162 20452 yiz
_ Py(w) | 2.648P(w) | 2.648P(w) N 13.352(w? —w + 1) (1 1)
6ytz 21322 2ytz Y222 y oz
n w? — 3.648w + 14.352 w3 — 3.648w? 4+ 14.352w  2.648w
y? yt y?
> 1y )_a(n!) (l_w—l_w—2+2w2—121{1+a(n)). (2.29)
2y3 y y? Ay’
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Multiplizieren wir die Ungleichung (2.21) mit

2 _
w 3.648w + 14.352 >0
Y

)

und wenden die so erhaltene Ungleichung auf (2.29) an, so erhalten wir

5148 b(n) | 2648w’ —w+1) 13352w 70296  8.296w” — 11.296w +10.296 _ 13.352w

Y2 2y2 Y222 Y222 24 232 Y3z
455596096  3404.179904  13.352P,(w)  13.352P(w)  13.352P(w)  2.648Py(w)
+ 25 + 26 B 6y°22 B 6ytz3 29323 6yt

13.352P (w)  Ps(w) = 2.648P(w) w? —3.648w +14.352  Py(w) Pa(w)

2yt22 12y52 6y°z y2z C20y5z  6ytz
2.648P;(w)  2.648P; (w) N 13.352(w? —w + 1) (1 1) 2648w

213 22 2utz Y222 y oz y3

> H(w) - 4 (1—“’_1—w_2+2w2_12w+a<”)>. (2.30)
2y° y y? 4y’

Indem wir die Ungleichung (2.22) mit 13.352/z multiplizieren, ergibt sich aus der so gewonnenen Unglei-
chung in Kombination mit (2.30) die Ungleichung

5148 b(n) | 2648(w —w+1) 13352 70296 8206w’ —11.296w +10.296  455.506096

Y2 22 Y222 53 A 232 25
n 3404.179904  2.648P(w) | Ps(w) | 2.648P(w) w? — 3.648w + 1  P(w)  Py(w)
26 6yt 22 12952 6y° 2 y2z 205z  6ytz
2.648P; (w)  2.648P,(w)  2.648w
2322 2tz Y
> H(w) a(n{) (1_ w—1 w-2 N 2w2—121{1+a(n))_
2y° y y? 4y’

Diese ist dquivalent zu

5 b(n) 2648 2648w 2648w 2648w’ —w+1) 2648w’ —w+1) 2648Pi(w)

2y2 2y2 Y2 3 - Y2z Y3z y222 2ytz
2.648Pi(w)  2.648Py(w) _ 2.648Py(w) | 13.352 | 70.206  455.596006  3404.179904
24322 6y°z 6yt 22 23 z4 25 28

n w?—w+1  P(w)  P(w) | P(w)  Py(w)

y2z 2y32 6ytz 12y52z  20y5z
-1 -2 2uw?-12
> Hw) - 20 (j_wol w2 2wt - BDuta(n)) (2.31)

2y? y y? 4y?

Multiplizieren wir Ungleichung (2.22) mit 2.648 und wenden die so erhaltene Ungleichung auf (2.31) an,
so folgt

5 b(n) | 2648 13352 70206 455506006 3404170004  wP-w+1  Pi(w) Pa(w)
22 212 22 23 z4 25 26 y2z 23z 6ytz
n Py(w)  Py(w)
12952 20982
a(n) (1_ w—1 w-—2 N 2w2—12w+a(n)>

= Hw) = y Y2 43

2 243
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Mit Hilfe von Proposition 2.2 folgt
5 b(n) 2.648 13.352 70.296  455.596096  3404.179904 1 w 1
+ + + + + - -+

2% 22 22 28 24 2° 28 y oy + z
-1 -2 2uw?-12
ZH(w)—a(n) LY w 42w w + a(n) . (2.32)
2y* y y? dy?
Wie man leicht nachrechnet, gilt
H(w) a(n) {— w—1 w-2 n 2w? — 12w + a(n)
2y° y y? dy?
o wr—6w+a(n) 1 w-1 w-2 w?—6w+a(n) 2+1 w—1+w—2 8
- 2y 2\ y? 2y y y?

Llw=1\" 1T/ w—1)" w?-2w+1
4\ y 5\ v 2

Daher ist die Ungleichung (2.32) dquivalent zu
1 1 2648 13.352 70.296 455.596096  3404.179904 w? — 4w — (4 — b(n))
+ + + + -

y oz 22 23 24 25 28 2y?
S w? — 6w +a(n) 1 w—1+w—2 w? — 6w + a(n) 2+1 w—1+w—2 3
- 2y? 2\ y y? 2y* 3\ y y?

1 w—1\" (w1 °
4 Yy 5 Yy '
Addieren wir beide Seiten dieser Ungleichung mit (w —1)/y + (w — 2)/y? und benutzen, dass g(z) = x3/3

monoton wachsend und h(z) = —2*/4 + 25 /5 monoton fallend auf [0, 1] ist, so ergibt sich zusammen mit
(2.15), (2.16) und (2.17) die Ungleichung

w—2 1 2648  13.352  70.296  455.596096 = 3404.179904 w? — 6w + b(n)
—+-+ + + + + —

Y z 22 23 z4 25 28 292
w—1 w—-2 w—-6w+aln S (1) fw—1 w—2 w?—6w+an)\"
= - 3 ()+Z( ) T 3 ) :
Yy Yy 2y =k Yy Yy 2y

Es ist log(1 + 1) < S20_, (=1)F+1t/k fiir alle ¢ > 0. Mit (2.16) folgt also

w—2 1 2648 13.352  70.296 = 455.596096 =~ 3404.179904 w? — 6w + b(n)
— tit Tt +—+ + - >

23 z 25 26 2y
w—1 w—-2 w?2-—6w+aln
> log <1+ ” + e — 2 ( )>

Addieren wir beide Seiten mit y + w, so ergibt sich mit Hilfe von (2.18) die Ungleichung

w — 2 _ w? — 6w + b(n) > 5 1 _ 2.648 _ 13.352 _ 70.296 _ 455.596096 _ 3404.179904
logn 2log*n - z 22 23 24 25 26 '

Addieren wir beiden Seiten dieser Ungleichung mit —1, setzen die Definition von w,y, z ein und multipli-
zieren anschliefend mit n, so folgt mit Hilfe von Proposition 1.22 die Behauptung. O

In Hinblick auf Satz 2.1 zeigen wir nun die folgende explizite obere Schranke fiir die n-te Primzahl, mit
der wir insbesondere die obere Schranke aus der Ungleichung (2.8) von DUSART [14] verschérfen.

KOROLLAR 2.11. Fiir alle n > 8009824 gilt

log1 -2 log1 2 —6logl 10.2
pn<n<logn+loglogn1+ oglogn _ (loglogn) 60§2g ogn + 10 73)'
logn 2log”n
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Fiir den Beweis benotigen wir die sechs folgenden Lemmata. Mit dem ersten Lemma bestimmen wir fiir
A1 = 0.866 die Konstante N;.

LEMMA 2.12. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 477537210 gilt
logn > 0.866 log p., .

Beweis. Um die Behauptung zu zeigen, setzen wir

-1 -2
f(z) =" — 0.866 <ez + +log (1 T xex * xeaz >) -

Dann gilt

2x _ T —1)—9
f’(x):0.134ew—0.866<1+6 e(x —1) $+5).

e ter(x—1)4+a—2
Da die Ungleichung
e?® —e*(x—1)—2x+5
e 4+e(x—1)+x—2 —
genau dann gilt, wenn 2¢*(x — 1) + 3z > 7 ist, folgt f/(z) > 0.1312¢* — 2 - 0.866 > 0 fiir alle z > 2.
Zusammen mit f(3) > 0.0093 folgt also f(x) > 0 fiir alle > 3. Setzen wir = £(n) in f(x) ein, so folgt

die Behauptung fiir alle n > 5.3 - 10% > exp(exp(3)). Mit Hilfe eines Computer priifen wir nach, dass die
Ungleichung auch fiir alle 477537210 < n < 5.3 - 108 gilt. O

Als néchstes bestimmen wir die Konstante Ny aus (2.14) fiir Ag = 152.2262.
LEMMA 2.13. Sei Ag = 152.2262. Dann gilt Ny = 37350275.
Beweis. Sein > 5.3-108. Der Ubersicht halber schreiben wir w = £(n),y = logn, z = log p,,. BEs gilt

_ 152.2262 n 6wt — 32.888w3 + 161.832w? — 194.664w + 139.832
o 25 6ytz
34.648w? — 183.184w + 39.944  13.352w? — 83.648w + 13.352
+ + .
2y322 Y223

Fo(n)

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass f(z) = 62* —32.8882% 4 161.8322% — 194.6642 + 139.832 > 0
fiir alle x > 0.75 erfiillt ist. Daher gilt f(w)/6y*z > f(w)/6y>2? und es geniigt zu zeigen, dass

152.2262 n 6w* — 32.888w® + 265.776w? — 744.216w + 259.664
25 6y322
- 13.352w? — 83.648w + 13.352

e (2.33)

erfiillt ist. Dazu setzen wir

g(x) = (62 — 32.88823 + 265.77622 — 744.216x + 259.664)(e” + z)
+ 67 (13.3522% — 83.648x + 13.352 + 152.2262 - 0.8667).

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 erhalten wir, dass
hi(x) = 62 — 8.888x3 + 247.2242? — 554.328x — 221.3502877168 > 0
fiir alle x > 2.47 und

ho(x) = 302* — 131.5522° 4 797.3282% — 1488.4322 + 259.664 > 0
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fiir alle x > 2.09 gilt. Somit gilt ¢’(x) = hi(x)e® 4+ ha(x) > 0 fur alle z > 2.47. Zusammen mit g(3) > 0.0087
erhalten wir, dass g(x) > 0 fiir alle z > 3 gilt. Setzen wir = w in g(x) ein, benutzen die Ungleichung
(2.2) und teilen anschliefend durch 61og® nlog® p,, so folgt, dass die Ungleichung

152.2262 - 0.866> L 6w* — 32.888w? + 265.776w? — 744.216w + 259.664
Y223 6y322
S 13.352w? — 83.648w + 13.352

Y223

fiir alle n > 5.3 - 10% > exp(exp(3)) erfiillt ist. Zusammen mit Lemma 2.12 folgt die Ungleichung (2.33)
und somit die Behauptung fiir alle n > 5.3 - 108. Fiir 37350275 < n < 5.3 - 10® priifen wir die behauptete
Ungleichung mit einem Computer nach. O

Der Beweis von Korollar 2.11 besteht aus zwei Schritten. Fiir den ersten Schritt benotigen wir die beiden
folgenden Lemmata, deren Beweise jeweils im Appendix am Ende dieses Kapitels aufgefiihrt sind.

LEMMA 2.14. Sei Wy(x) = 9.84e® — 12023 + 9602? — 2880z + 4806.72. Dann gilt

1352  falls 0 < z < 4.293,
Wi(z) > <289  falls 4.293 <z < 5.7,
102 falls x > 5.7.

LEMMA 2.15. Sei
Wy (x) = Wi(z)e” + 60z — 6002° + 2574.25222 — 8539.022 + 9122.472.

Dann gilt Wa(x) > 6158 fir alle x > 1.21.

Fiir den zweiten Schritt im Beweis von Korollar 2.11 benutzen wir die beiden folgenden Lemmata, deren
Beweise ebenfalls im Appendix am Ende dieses Kapitels aufgefiihrt sind.

LEMMA 2.16. Sei Y;(z) = 5.52¢% — 12023 + 114022 — 3840z + 6292.62. Dann gilt

1476 falls 0 < x < 4.871,
Yi(xz) > ¢ 707 falls 4.871 < z < 5.863
118  falls x > 5.863.

LEMMA 2.17. Setzen wir

Ya(z) = Yi(2)e® 4 60zt — 7202° 4 3234.25222 — 9649.74x + 9377.832.
so gilt Ya(x) > 6229 fiir alle x > 1.16.
Es folgt der Beweis von Korollar 2.11.

Beweis. Der Ubersicht halber schreiben wir w = £(n),y =logn, z = logp,. Wir setzen Ag = 152.2262 und
A7 = 0.866 und erhalten Ny = 37350275 nach Lemma 2.13 sowie N7 = 477537210 nach Lemma 2.12. Dann
gilt

Ay = (455.596096 — Ag) A3 > 153.1194

sowie
Az = 3404.179904 A% > 1435.8856.

Wie bereits erwahnt, verlauft der Beweis dieses Korollars in zwei Schritten ab. Im ersten Schritt setzen wir
a(n) = —w? + 6w. Nach (2.19) gilt dann

b(n) > 10.296 + g(n), (2.34)
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wobei g(n) gegeben ist durch

72103 — 18w? + 60w — 100.112 N w? — 12w® 4 60.9042w? — 203.2212w + 253.6518
3y 292
2w’ — 10w* + 30w? — 70w® + 90w — 1573.194  8w® — 2092.59w? + 2140.6w — 36569.8488
5y3 124 ’

g(n) =

Es gilt N2 = 31 nach Lemma 2.5 und N3 = 1619 > exp(exp(2)) sowie Ny = 688383 nach (2.8). Wir zeigen
nun, dass g(n) > —0.041 fiir alle n > 29 ist. Dazu definieren wir
g1(z) = 2.46e** — 20(22° — 1822 + 60z — 100.112)e3*

+30(z* — 122 + 60.90422% — 203.22122 + 253.6518)e>”

—12(22° — 102" + 302% — 702% 4+ 902 — 1573.194)e”

— 5(82% — 2092.592% + 2140.62 — 36569.8488)
und

Ws(z) = 6158¢” — 242° + 1202° — 24022 4 600x + 17798.328.

Dann gilt offenbar W5(z) > 17798.328 fiir alle = > 0. Sei W (z) wie in Lemma 2.15 definiert. Dann gilt

g1 (z) = Wa(x)e?™ 4 (—242° + 12023 — 24022 + 600z + 17798.328)e” — 12022 + 480x — 480
> Wy(x)e” — 12022 + 20925.92 — 10703,

d.h. ¢g{(z) > 0 fiir alle z > 1.21. Zusammen mit g;(1.21) > 311229.941 erhalten wir, dass g1 (z) > 0 fiir
alle x > 1.21 gilt. Setzen wir nun x = w in g;(z) ein und teilen anschliefend durch 60y, so folgt, dass
g(n) > —0.041 fiir alle n > 29 > exp(exp(1.21)) erfiillt ist. Zusammen mit (2.34) erhalten wir, dass

b(n) > 10.255

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 29 gilt. Aus Theorem 2.8 folgt somit, dass die Ungleichung

w—2 w?—6w+10.255
Ppp<nly+w—1+ — 5
Y 2y

fiir alle n > max{37350275, 31,1619, 688383,477537210,688383,29} = 477537210 erfiillt ist. Mit einem
Computer iiberpriifen wir, dass diese Ungleichung auch fiir 7978451 < n < 477537209 erfiillt ist.

Es folgt der zweite Schritt des Beweises. Dazu setzen wir a(n) = 10.255. Setzen wir f(x) = 2¢”(z —2) —
22462 —10.255, so gilt f'(z) = 2e%(z—2) +2(e® —x) +6 > 0 fiir alle z > 2. Zusammen mit f(2.13) > 0.176
folgt, dass f(x) > 0 fiir alle z > 2.13 gilt. Setzen wir x = w in f(x) ein und teilen anschlieBend durch 2y3,
so ergibt sich, dass die Ungleichung

_ 2 _
w 2_w 6w+10.255>0
y? 2y3 -

fiir alle n > 4514 > exp(exp(2.13)) erfiillt ist. Mit einem Computer rechnen wir nach, dass diese Ungleichung
auch fiir alle 4203 < n < 4513 erfiillt ist, d.h. N3 = 4203. Daraus folgt

w—1 w—-2 w?—~6w+10.255
_ > 2.
” =+ 7 N >0 (2.35)

fiir alle natiirlichen Zahlen n > max{exp(exp(1)),4203} = 4203. Mit Hilfe eines Computers rechnen wir
nach, dass diese Ungleichung auch fiir alle 43 < n < 4202 erfiillt ist. Da w? — 6w + 10.255 > 0 fiir alle n > 3
gilt, folgt mit Lemma 2.5, dass die Ungleichung

w—1 w-—2 w?—6w+10.255
+— - 3 <1
Yy Yy 2y
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fiir alle natiirlichen Zahlen n > 31 erfiillt ist. Zusammen mit (2.35) folgt Ny = 43. Desweiteren gilt, wie im
ersten Schritt gesehen, Ny = 7978451. Nach (2.19) folgt

b(n) > 10.296 + h(n), (2.36)

wobei h(n) gegeben ist durch

2w — 21w? + 78w — 130.877 N w? — 14w? + 74.9042w? — 235.7312w + 274.1618

h(n) = — 3 2
2w® — 10w* + 35w? — 110w? + 201.275w — 1675.744
_ 5
3w — 44w> + 2262.12w? — 2509.78w + 36885.3438
+ o :

Wir werden nun zeigen, dass h(n) > —0.023 fiir alle n > 25 ist. Dazu setzen wir

hyi(x) = 1.38e*" — 20(22® — 2122 + 78z — 130.877)e*”
+ 30(z* — 142® 4 74.90422% — 235.7312x + 274.1618)e?”
—12(22° — 102" + 352 — 11022 + 201.2752 — 1675.744)e”
+ 5(32* — 442® 4 2262.122% — 2509.78z + 36885.3438)

und

Ya(x) = 6229¢” — 242° + 602° + 6022 + 224.7z + 17693.628.

Dann gilt offenbar Y3(x) > 17693.628 fiir alle > 0 und wir erhalten mit Lemma 2.17 die Ungleichung

P (z) = Yo(x)e®® + (—242° + 602° 4 602* + 224.7x + 17693.628)e” + 602> — 66022 + 2175.32 — 2325.9
> Ya(2)e” + 602 — 66022 4 22621.22 — 12548.9,

d.h. Bf(z) > 0 fiir alle > 1.16. In Kombination mit h;(1.16) > 311643.63, folgt, dass hy(x) > 0 fiir alle
x > 1.16 gilt. Setzen wir x = w in hi(x) ein und teilen anschlieBend durch 60y*, so erhalten wir, dass die
Ungleichung h(n) > —0.023 fiir alle n > 25 > exp(exp(1.16)) erfiillt ist. Zusammen mit (2.36) ergibt sich,
dass

b(n) > 10.273

fiir alle natiilichen Zahlen n > 25 gilt. Aus Theorem 2.8 folgt somit, dass die Ungleichung

w—2  w?—6w+ 10.273>
- 2

Pn<nlyt+w-—1+
logn 2y

fiir alle natiilichen Zahlen n > max{37350275, 43,4203, 7978451, 477537210, 688383,25} = 477537210 gilt.
Fiir 8009824 < n < 477537209 priifen wir diese Ungleichung mit einem Computer nach. O

Im folgenden Beispiel notieren wir, wie grof8 der Fehler der Approximation aus Korollar 2.11 und der n-ten
Primzahl p,, fiir n = 10*, wobei n = 7,...,20, ist und vergleichen dies mit dem Fehler der bisher schirfsten
Approximation aus (2.8) und der n-ten Primzahl p,.

BEISPIEL. Bezeichnen wir die rechte Seite der Ungleichung (2.8) mit S(n) und die rechte Seite der Unglei-
chung aus Korollar 2.11 mit T'(n), so erhalten wir mit [57] die folgende Tabelle:
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n Pn [S(n) — pn] [T(n) — pn]
107 1.79424673 - 108 3.9602 - 10* 1.4170 - 10*
108 2.038074743 - 10° 2.99689 - 10° 1.11006 - 10°
109 2.2801763489 - 1010 2.522619 - 10° 1.039366 - 10°
1010 2.52097800623 - 10" 2.0510784 - 107 8.329634 - 10°
10t 2.760727302517 - 10'2 1.72884400 - 108 6.9476053 - 107
10'2 2.9996226887623 - 1013 1.467320920 - 10° 5.67013014 - 108
1013 3.23780508946331 - 10 1.2732767836 - 1010 4.740841143 - 10°
10 3.475385758524527 - 101° 1.12026014682 - 101! 4.0006469680 - 10'°
10%° 3.7124508045065437 - 1016 9.98861791991 - 10'* 3.42135312855 - 101!
106 3.94906913903735329 - 107 9.004342407404 - 10*2 2.959229800111 - 102
107 4.185296581467695669 - 108 8.1924060077026 - 103 2.5855580229579 - 103
1018 4.4211790234832169331 - 1019 7.51154982343786 - 1014 2.27885170895556 - 1014
10% || 4.65675465116607065549 - 1020 | 6.932757377044651 - 10™° | 2.024104632306122 - 10*°
1020 || 4.892055594575155744537 - 102 | 6.4346895915006554 - 1016 | 1.8101441747096207 - 106

2.2 Eine neue untere Schranke fiir die n-te Primzahl

In diesem Abschnitt wollen wir ein Analogon von Theorem 2.8 fiir untere Schranken beweisen. Dazu sein
im Folgenden

o Ps(z) =32% — 6z +5.2

o Py(x) =123 —62% + 1140 — 4.2

Pio(z) = 223 — 7.20% + 8.4x — 4.41
o Py(z) =a2° —4.22% + 4.41x
o Pio(x) = 9.7042% — 12.704x + 11.904.
Wir erhalten die folgende Proposition iiber eine obere Schranke von 1/ log p,,.

PROPOSITION 2.18. Flir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

1 1 {n)  (n)—Ltn)+1 Ps(£(n)) Py(4(n))
< B 7+ 2 + 3 B 4
logp, ~ logn  log®n log” n log py, 2log° nlogp, 2log*nlogp,
Pio(€(n)) — Pu(t(n))

2 log® nlogp, 2log®nlogp,
Zunéchst beweisen wir das folgende Lemma, das fiir den Beweis von Proposition 2.18 hilfreich sein wird.
LEMMA 2.19. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 33 gilt

ln)—1 n ln)—21 <

0< 1.
— logn ]og2 n

Beweis. Fiir alle n > 3520 > exp(exp(2.1)) folgt die Behauptung mit Hilfe von Lemma 2.5. Fiir 33 < n <
3519 priifen wir die Behauptung mit einem Computer nach.

O

Es folgt der Beweis von Proposition 2.18.
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Beweis. Betrachten wir zuniichst den Fall n > 33. Der Ubersicht halber schreiben wir w = ¢(n),y = logn
und z = log p,,. Mit Hilfe von (2.9) erhalten wir die Ungleichung

—1 —2.1
—y2+(y—w)22—w2+(y—w)log(1+wy+wy2 ) (2.37)

Mit der Ungleichung log(1 + t) >t — t2/2, die fiir alle ¢ > 0 erfiillt ist, erhalten wir zusammen mit (2.37)
und Lemma 2.19 die Ungleichung

1)kH1 -1 —2.1\"
Pz et -0 Y S (o
k=1

Multiplizieren wir die rechte Seite aus und teilen anschlieBend beide Seiten durch log® nlog p,, so folgt die
Behauptung. Fiir 2 < n < 32 priifen wir die Ungleichung mit einem Computer nach. O

Wir erhalten die beiden folgenden Abschwéchungen von Proposition 2.18.
KOROLLAR 2.20. Fir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

1 < 1 {n) (n) —£4(n)+1 Ps(t(n))  P(l(n)  Pio(4(n)
logp, ~ logn  log*n log? nlog py, 2log®nlogp, 2log*nlogp, 2log®nlogp,

Beweis. Fiir n > 3 gilt P1(¢(n)) = £(n)({(n) — 2.1)> > 0. Zusammen mit Proposition 2.18 folgt die
Behauptung fiir alle n > 3. Fiir n = 2 iiberpriifen wir die Ungleichung mit einem Computer. O

KOROLLAR 2.21. Flir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

1L _ 1 ) Bn)—tn)+1 Ps(l(n))  Py(l(n))
logpn, ~ logn  log®n log? nlog py, 2log® nlogp, 2log* nlogp,

Beweis. Es gilt Pig(x) = 2(z — 2.1)(2? — 1.52 + 1.05) > 0 genau dann, wenn z > 2.1 gilt. Zusammen mit
Korollar 2.20 folgt die Behauptung fiir alle n > 3520 > exp(exp(2.1)). Fiir 2 < n < 3519 priifen wir die
Behauptung mit einem Computer. O

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, die untere Schranke aus der Ungleichung (2.9) zu verschérfen. Dazu sei
By € R eine Konstante mit By < 1 sowie

Fy(n) =logn — By log py,.
Nach (2.1) folgt, dass Fy(n) > 0 fiir alle hinreichend grofie n gilt. Wir definieren
No := My(By) :=min{k € N | Fy(n) >0 Vn > k}.

Seien

o Qs(x) = (2? —x +1)Ppa(x) + (22 — 2 + 1) Ps(2) — 3.352Py(x) — Pro(x) + 12.648 Py(x)

o Q7(x) =3.352P1(x) + 12.648 Py (x)

o Qs(z) =2(2% — 2+ 1)Py(z) — Ps(x) Pra(z)
und seien By, ..., Big € R positive Konstanten mit

Bg + By + Bg + Bg + Big < 3.352. (2.38)

Dann definieren wir fiir 1 <4 < 10 die arithmetischen Funktionen F; : N>9 — R durch

s R B0 Qo) | Qulm) | Qultn) | 12688Py(t(n)
log® nlogp, 2log°nlogp, 2log’nlog?p, 4log®nlogp, 2 10g4 nlog® p,
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Byl(n)  12.648¢(n) 71704

o F: = —
2( log® nlogp, log?nlog®p, log*p,
Bs {(n) 3.352P(f(n))  12.648(¢%*(n) — £(n) + 1)
b F3(n :1 3 1 - 1 3 1 2 - 1 3 1 2
og'nlogp,  2log”nlog” p, og-nlog” pn
Byt 3.352P (¢ 12.648 P (¢
e Fy(n) = 28 (n) . 2 o (;”L)) _ 1264 s ( gn))
log”nlogp, 2log"nlog”p, 2log~nlog” p,
Bs {(n) Py(€(n)) — 3.352P(¢(n))  12.648(¢2(n) —£(n) +1)  (£%(n) —£(n) +1)?
[ ] F5( = 3 + 4 - 4 - 4
log” nlog py, 2log” nlogp, log™ nlog py, log™ nlog p,
Bg £(n) (12.648 — By — By — B3 — By — Bs) (n)  3.352(£2(n) — £(n) + 1)
° Fs(n) = — + 3 - 2 2
log” nlogp, log” nlogp, log® nlog” pn,
B7l(n) 12.648P5(¢(n))
o Fr(n) = — - 3 S 3
log“nlogp, 2log”nlog” p,
Bsl(n 12.648(%(n) — £(n) + 1
Ry = Bl 126182 ) 1)
log” nlog py, log“ nlog” p,
Byt 466.1
. Fy(n - 29 (n) 466 ?6096
og” nlogpy log” pn
Bigl(n 4726.6
o Fio(n) = o0t

B log2 nlogp, log6 pn'
Fiir 1 <4 <10 gilt F;(n) > 0 fiir jeweils alle hinreichend groie n. Wir definieren

M;(B;) :=min{k € N | F;(n) >0 Vn >k}

und setzen

N1 ‘= maXx Ml(B,)
1<:<10

Im Folgenden sei a : IN>2 — R eine arithmetische Funktion und N3, N3, Ny € IN von a abhéngige Konstan-
ten, so dass

l(n)—2 £%(n) —6€(n)+a(n))
n >n |l +4(n)—1+ - 2.39
Pn > < ogn + £(n) log oz n (2.39)
fiir alle n > Ny und

a(n) > —£*(n) + 6 £(n) (2.40)

fur alle n > N3 gilt sowie

_ — 2 _

0< l(n)—1 N {n)—2  £(n)—64(n) +a(n) <1 (2.41)

logn log®n 21og® n
fir alle n > N4 gilt. Wir definieren ferner die Funktion G : R — R durch
223 — 1502 4+ 422 — 14 N 3.352z  12.648 2® —x+1 2! — 8¢ +242® — 320 +17

G(l’) = 663$ e3:v eSw e3:v 46430
n 23—z +x  Pra(r) 12648z 2% —62° + 1422 — 152+ 6 n Pisy(z)x
643; 2641' e4:c 657; 2657;
94 — 562 + 12922 — 1322 + 52 2% — 72® + 1822 — 202 + 8
o 6eb - eTx :

Setzen wir nun
a(n) _ 230(3.352 — (Bg + B7 + Bs + Bg + B1o)) E(n)

_ B 2
b(n) = 11.704 — 2G(4(n)) log™ n + log 1 logn

. (242)

so erhalten wir das folgende Theorem.
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THEOREM 2.22. Fir alle n € N mit n > max{Ny, N1, N2, N3, Ny, 3520} gilt

log 1 -2 log 1 2 _6logl b
pn>n<logn+1oglogn1+ 008N 7(og ) 6(2)g ogn + (n))
logn 2log”n

Bevor wir mit dem Beweis von Theorem 2.22 beginnen, zeigen wir zunéchst das folgende Lemma.
LEMMA 2.23. Fir allen € N mitn > 6 gilt

12.648 Py (£(n)) N 3.352Pyo(£(n)) N Py1(4(n))

6 6 6 > 0.
2log” nlogp, 2log” nlogp,  2log” nlogp,

Beweis. Setzen wir f(x) = 12.648Py(z) + 3.352P1o(z) + P11 (z), so folgt analog zum Beweis von Lemma
1.14, dass f(¢(n)) > 0 fiir alle n > 588 > exp(exp(1.85)). Fiir alle 6 < n < 587 priifen wir die behauptete
Ungleichung mit einem Computer nach. O

LEMMA 2.24. Fir alle natirlichen Zahlen n > 27 gilt

Py(¢(n))P12(£(n)) n 12.648 P1o(¢(n)) n 3.352P1(4(n)) n 3.352P1(4(n)) S (£(n) — 2)*
4 log7 nlog py, 2 log7 nlogp, 2 log7 nlogp, 2 log6 n log2 pn 4 log8 n

Beweis. Da z > 8log® z fiir alle z > 4913 gilt, folgt zusammen mit (2.4), dass die Ungleichung
n* > n3(2logn)® > n3(logn + loglogn)® > p?

und somit
logn > 0.751og py, (2.43)

fiir alle n > 4913 gilt. Mit einem Computer rechnen wir nach, dass die Ungleichung (2.43) auch fiir alle
255 < n < 4913 erfiillt ist. Wir setzen

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 erhalten wir, dass f(z) > 0 fiir alle z > 1.5 ist. Setzen wir g(z) =
0.75f(z) — (x — 2)*, so folgt, analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass g(x) > 0 fiir alle z > 1.5 ist.
Zusammen mit (2.43) erhalten wir

flm)  (n) =2t 0.75f(l(n) _ (Ln) —2)" _ g({(n)

— = >0
41og” nlogpy, 4log®n T 4log®n 41og®n 4log®n ~

fiir alle n > 255. Da Pi1(z) > 0 fiir alle > 0 ist, erhalten wir mit (2.43), dass die Behauptung fiir alle
n > 255 erfiillt ist. Fiir 27 < n < 254 priifen wir die Behauptung mit einem Computer. O

Es folgt der Beweis von Theorem 2.22.

Beweis. Sei n > max{Ny, N1, Na, N3, Ny,3520}. Der Einfachheit halber schreiben wir w = {(n),y =
logn,z = logp, und d(n) := 11.704 — b(n). Analog zum Beweis von (2.22) ergibt sich mit Hilfe von
Proposition 2.18 die Ungleichung

el 2 y oz y2z 2y32 2ytz 252 2982

_i>_1 IR l_'_l w? —w+ 1 Ps(w)  Py(w)  Pro(w) Pu(w)
27y oy Yz

) L (2.44)

Da Pj;(z) = x(x — 2.1)2 > 0 fiir alle z > 0 und Pyo(x) = 2(x — 2.1)(2? — 1.52 + 1.05) > 0 genau dann gilt,
wenn z > 2.1 ist, folgt Pig(w) > 0, da n > 3520 > exp(exp(2.1)) ist, und somit die Ungleichung

1 1w w  w-—w+1l w-w+1l Bw) P(w) Po(w) Pylw)
225 2 sy y3z Y222 iz 2822 2y5z | 2yha2
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Daraus folgt

7i27i+£+ w 7w27w+1 7w27w+1  B(w)  B(w) | Py(w) Pg(w). (2.45)
23 y2z | yBz | y2z2 y322 Y223 2122 2323 | 252 | 2yis3
Indem wir die Ungleichung aus Korollar 2.20 mit —1/y? > 0 multiplizieren, erhalten wir
1 S 1 L w? —w+1 Pw) Po(w) Pro(w)
yie Tyt oyt yiz w5z 8z 27z
und in Kombination mit (2.45) erhalten wir die Ungleichung
1 - 1+w+ w o w w—w+1 w-w+1l w—-w+l Fw) Pw)
BTy h Ry 22 yiz Y322 y223 Pz 2yiz2
Pg(’w) Pg(’w) Pg(’w) Pg(’w) P10(w) (246)

24323 2y8z  2yPz2 0 29423 272
Nach Definition von b(n) gilt

b(n) —11.704 _ a(n) + B0(3352 — (B6 + B7 + Bg + Bg + Blo))w

G
(w) + 2y2 2y3 y3

=0.

Da Fy(n) > 0 gilt, erhalten wir zusammen mit (2.38) und der Definition von d(n) die Ungleichung

CL(TL) n (3352 — (B(; + B7 + Bs + Bg + B10))w
293 Y2z ’

2 S G(w)_

d(n)
2y
Indem wir die rechte Seite dieser Ungleichung mit Zgl F;(n) > 0 addieren, erhalten wir die Ungleichung

d(n) < Glw) - a(n) n 3352w Qe(w) | Qr(w)  Qs(w)  12.648Py(w)  12.648w  71.704
292 2y3 Y2z 252 29522 4y 2 2yt23 Y222 z4
3.352Ps(w)  12.648(w? —w+1)  3.352Py(w) 12.648Ps(w) Py(w)  3.352Ps(w)
82 y322 2tz 2yi? 2tz 2tz
12.648(w? —w+1)  (w?—w+1)2  12.648w  3.352(w? —w+1)  12.648Ps(w)
o yiz - yiz + Y3z - Y222 - 29323
12.648(w? —w + 1)  466.156096  4726.6
y2z3 25 26

Zusammen mit Lemma 2.23 und Lemma 2.24 ergibt sich die Ungleichung

d(n) < G(w) — a(n) n 3.352w n 12.648Py(w)  3.352Po(w) = Pu(w) Qs(w)  Qr(w) Qs(w)
2y — 213 y2z 2162 2162 2162 2Pz 245 22 4962
12.648P(w)  12.648w  71.704  3.352Ps(w) 12.648(w? —w +1)  3.352P(w)
2423 Y222 oA 29322 - 322 2422
12.648Ps(w)  Po(w)  3.352Pg(w)  12.648(w? —w+1) (w? —w+1)2 N 12.648w
2yt 22 2ytz 2ytz yiz ylz y3z
3.352(w® —w+ 1)  12.648Ps(w) 12.648(w? —w +1) 466.156096  4726.6
o 1222 o 2323 - Y223 - 25 T 46

Pg(’w)Plg(w) 12.648P10(w) 3352P11(w) 3352P11(w) _ (w — 2)4
4yTz 297z 272 29022 4y8
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Setzen wir die Definitionen von Qg(x), Q7(x), Qs(x) und G(x) ein, so folgt die Ungleichung
d(n) < 2w — 15w? + 42w — 14 n 3.352w  12.648 w? —w+1 _ wt — 8w? + 24w? — 32w + 17

2y? ~ 6y® y? y3 y3 4y
w? —w’ +w  Prg(w)  12.648w  w! — 6w® 4 14w® — 15w 46 n Pra(w)w
y! 2y* y! Yo 2y°
Qwt — 56w + 129w? — 132w + 52 w* — Tw? + 18w? — 20w +8 a(n)  3.352w
- 6y0 - Y7 - 293 Y2z
12,648 Py(w)  3.352Pp(w)  Pri(w) (w? —w+1)Pi2(w) (w? —w+ 1)Ps(w)
2162 2462 200z 2y z B 2Pz
3.352Py(w)  Pio(w) 12.648Ps(w)  3.352Pio(w)  12.648Py(w)  12.648Py(w)
2Pz 20z 2Pz 245 22 295 22 2423
L@ —w it DPyw)  Py(w)Pip(w) | 12.648w  TLT04  3.352Py(w)
2162 4962 Y222 z4 24322
12.648(w® —w 1) | 3.352Ps(w) 12.648Ps(w) | Po(w)  3.352Pu(w)
y3 22 2yt 22 2yt 22 2ytz 2ytz
12.648(w? —w+1)  (w?—w+1)2  12.648w  3.352(w? —w+1)  12.648Ps(w)
- yiz - ylz Y3z o 222 - 2323
12648(w? —w+1) 466.156096 47266  Py(w)Pra(w) , 12.648Pip(w)
y2z3 25 26 4y7z 2y7z
3.352Pu (w) | 3.352Pu(w)  (w—2)* (247
297z 210622 4y8 '

Multiplizieren wir die Ungleichung (2.46) mit 12.648 und wenden die so erhaltene Ungleichung auf (2.47)
an, so folgt

d(n) < 2w3 — 15w? + 42w — 14 n 3.302w  12.648 w? —w+1 B w* — 8w? + 24w? — 32w + 17

22 = 6y3 e 53 3 Ay
w? —w? +w ~ Po(w) wt — 6w + 14w? — 15w + 6 n Piy(w)w
y? 2y* yo 2y°
9wt — 56w + 129w? — 132w + 52 w* — Tw® + 18w? — 20w +8 a(n) = 3.352w
- 6y° - Y BETRE
3.352Pjo(w) | Pu(w) (w? —w + 1) Pr2(w) B (w? —w + 1) Pg(w)
2yS2 2yS2 2y°2 2y 2
3.352Py(w)  Pio(w)  3.352Po(w)  (w? —w+1)Py(w)  Pg(w)Pr2(w)
2y z 2y z 295 22 2162 B 4962
71.704  3.352Ps(w) = 3.352Py(w)  Py(w) 3.352Ps(w) (w? —w+1)?
A 282 2yt 22 2tz 2wtz yiz
3352 —w 1) 466156096 47266  Po(w)Pio(w) | 8.352Pia(w)
Y222 25 26 4y7z 2y7z
3.352 P (w)  (w— 2)4' (2.48)
2y522 48
Es gilt
2?2 =20 41 26224120 -7 1(x—1 a-2\" 1(z—-1 z-2\> 1/c—-1 z-2\"
292 3y? _2(y+y2)+3<y+y2)_4<y+y2>
ot — 823 + 2422 — 320 + 17 2* — 62% + 1422 — 152 + 6
= Ayt - e

3 9z — 5623 + 12922 — 132z + 52 3 xt — 723 + 1822 — 20z + 8 (= 2)4
6y° Y7 dys
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Setzen wir in diese Gleichheit @ = w ein, so erhalten wir zusammen mit (2.48) die Ungleichung

d(n) < 2w3715w2+42w714+3.352w 12.648 w? —w+1 +waQerl B w® — 6w? + 12w — 7

2y2 - 6y3 y3 23 y3 2y2 3y3

1 w—1+w—2 2+1 w—1+w—2 3 1 w—1+w—2 4+w3—w2+u)
2\ vy y? 3\ vy y? 4\ vy y? y*

~ P(w) | Po(ww  a(n) | 3352w 3.352P(w) | Pu(w) (w? —w+ 1) Pr2(w)

2y4 2y5 2y3 y2z 2982 2982 2y52
B (w? —w+1)Ps(w) = 3.352Py(w)  Pio(w) = 3.352P1p(w) = (w? —w + 1) Py(w)
2952 2y°z 252 29522 2982
| Py(w)Pip(w) TLT04  3.352Ps(w)  3.352Py(w)  Py(w)  3.352Ps(w)
4962 z4 23 22 29122 2ytz 2ytz
(w? —w+1)?  3.352w? —w+1) 466.156096 4726.6  Py(w)Pro(w)
- - - - +
ylz Y222 25 26 4y7z
3.352P; 3.352P;
11 (w) 11(w). (2.49)
297z 29622

Indem wir die Ungleichung aus Korollar 2.21 mit —Pj2(w)/(2y?) < 0 multipilzieren, ergibt sich mit der so
erhaltenden Ungleichung und (2.49) die Ungleichung

d(n) < 2w3715w2+42w714+3.352w 12.648 w? —w+1 +waQerl B w® — 6w? + 12w — 7

2y2 - 6y3 y3 23 y3 2y2 3y3

1 w—1+w—2 2+1 w—1+w—2 3 1 w—1+w—2 4+w3—w2+u)
2\ vy y? 3\ vy y? 4\ vy y? y*

_ Pia(w)  a(n) | 3.352w | 3.352P(w) | Pu(w) (w? —w+1)Ps(w)  3.352Py(w)

23z 2y3 y2z 2162 2162 25z 2y z
Pio(w)  3.352Pio(w)  (w? —w+1)Py(w) 71704  3.352Ps(w)  3.352Ps(w)
2y z 2yP 22 216z A 2822 2422
Py(w) 3.352Ps(w) (w?—w+1)? 3.352(w® —w+1) 466.156096  4726.6
2tz 2wtz yiz B Y222 B 25 26
3.352P1 1 (w) ~ 3.352P1(w) (2.50)
2y7z 29022

Multiplizieren wir nun die Ungleichung aus Korollar 2.21 mit —(w? —w + 1)/y* < 0, so folgt
w2—w—|—1> w—w+1 w—-w4+w (wW—-w+1)?  (w?—w+1)Ps(w)
v2z = 3 Yt vtz 252
(w? —w + 1) Py(w)
2982 '

In Kombination mit (2.50) erhalten wir die Ungleichung
d(n) < 2w3 — 15w? + 42w — 14 n 3.302w  12.648 w? —w+1 . w? — 2w+ 1 B w® — 6w? + 12w — 7

22 = 6y3 Y3 53 y2z 22 3y3
_1(w—1+w—2)2+1 <M+w_z>3_1<w_1 +w—2>4_Pu<w> _alw)
2\ vy y? 3\ vy y? 4\ y y? 2z 2P
3.352w | 3.352Pio(w) | Pu(w) | 3.352Py(w) | Puo(w) | 3352Pp(w) 71704
y2z 2162 2162 2y z 2z 245 22 z4
3.352Ps(w)  3.352Ps(w) Po(w) 3.352Ps(w) 3.352(w? —w-+1)  466.156096
T 2822 2yt 22 2tz 2tz y2z2 B 20

_ 47266 3.352P;; (w) = 3.352P;; (w)

2.51
26 2y7z 29022 (2.51)
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Es gilt Pia(z) = Ps(x) +2-3.352(2? — 2+ 1). Zusammen mit (2.51) und der Definition von d(n) folgt somit

b—b(n) _ _3.352 N 2w — 15w? + 42w — 14 L 3352w 12648 w? —w+ 1 N w? — 2w+ 1
2?}2 - y2 6y3 y3 2’3 yQZ 2?]2

wd —6w? + 12w —7 1 w-1 w-—2 2+1 w—1 w-2 3
3y3 2 Yy y? 3 Yy y?

1 (w -1 w- 2)4 - B(w) 3.352(w? —w + 1) _a(n) | 3.352w  3.352Pi(w)

4 y y? 2y32 Y3z 2y3 Y2z 2162
L Pu(w) | 3352Py(w) | Puo(w) , 3.352Pi(w) 7TLT04  3.352Ps(w) | 3.352Py(w)
2y6z 2y z 25z 24P 22 z4 29322 2yt 22
L Polw)  3.32Ps(w) 3352wt —w+1) 46615609  4726.6 | 3.852P1(w)
2ytz 2ytz Y222 25 28 2y72
3'3522212@) (2.52)

Indem wir die Ungleichung (2.44) mit 3.352 multiplizieren und die so erhaltene Ungleichung auf (2.52)
anwenden, erhalten wir die Ungleichung

5 — b(n) . 3352 N 2w — 15w? + 42w — 14 12.648 w? —w+1 N w? — 2w+ 1
22 = 2 613 23 Y2z 22

wd— 6w+ 12w—7 1 w—1+w—2 2+1 w—1+w—2 3
3y3 2\ y y? 3\ v y?

1 <w —1 w-— 2)4 _B(w) _a(m) | Pu(w) | Po(w) 71704

4 Y 32 23z 213 2162 2z z4
Py(w) 466156096  4726.6
2z 25 26

Zusammen mit Proposition 2.18 ergibt sich die Ungleichung

5—0b(n) 3.352 2w — 15w? 4+ 42w — 14 12. 648 1 1 w w—2w+l
2 < - s+ 3 3 o B v E—
2y z 6y z z Yy oy 2y
_w3—6w2+12w—7_1 w—l w +w—2 3
3y3 2 y?
B 1 w—1 n w—2\"* B a(n) B 71.704 B 466.156096 B 4726.6
4 y 12 2y3 24 25 28

Diese ist dquivalent zu

< w? — 6w + b(n) LY 2 w?—6w+a(n) 1 3.352 12.648 71.704  466.156096

22 Y2 2y3 o 22 23 A 25

47266 1 (w—1  w-2 2+1 w—1+w—2 ! w—1 w2 4
28 2\ vy y? 3\ y? 4\ y y? '

|
< | =

Addieren wir beide Seiten dieser Ungleichung mit (w — 1)/y, so folgt

w—2<w—1+w2—6w+b(n)+w—2 w?—6w+a(n) 1 /w—-1 w-2 ?

y Ty 2y2 y? 2y3 2\ v y?
+1 w—1 w—2\> 1 w—1+w—2 Y1 3352 12648 71.704
3 Yy y? 4 Yy Y2 z 22 23 24

466.156096  4726.6
o 25 R

(2.53)
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Da g1(z) = —22/2+23/3 und go(x) = —a*/4 auf dem Intervall [0, 1] monoton fallend sind, folgt zusammen
mit (2.40) und (2.41) die Ungleichung

4 k
w—1 w-—2 w—6w+a DFY fw -1 w—2
+ = +Z +—
y y ~ y y

4 1 k
Sz(fl)lﬁ <w1+w2_w 6w+a(n)> . (250)

Yy y? 2y3

4 Nk+14k
log(l—l—t)ZZi( D) t,

die fir alle ¢ > 0 erfiillt ist, folgt zusammen mit (2.41) und (2.54) die Ungleichung

w—1 w-—2 w—6w+a 4 Dk S —1 w—2\"
. IS ray (S

y y Pt y
-1 -2 w2—6w+a(n
< log( + 57— — 3 ( ))
logn log n 2log®n

Zusammen mit (2.53) erhalten wir
w—2 w?—6w+bn w—1 w—-2 w—6w+aln 1 3.352 12.648
- 2 USIO% 1+ T - ) i

y 2y y y 213 z z 23

71.704  466.156096  4726.6
T4 25 6

Addieren wir beide Seiten mit y + w — 1 und benutzen die vorausgesetzte Ungleichung (2.39), so folgt

1 3.352  12.648 71.704 466.156096  4726.6 w—2  w?—6w+bn)
z—1——-— — — — — >y+w—1+ — .
z 22 23 z4 25 26 logn Y
Multiplizieren wir beide Seiten mit n, so folgt mit Hilfe von Proposition 1.15 die Behauptung. O

Als néchstes wollen wir mit Hilfe von Theorem 2.22 die folgende explizite untere Schranke fiir die n-te
Primzahl p,, beweisen, mit der wir insbesondere die Unleichung (2.9) verschérfen.

KOROLLAR 2.25. Fiir allen € N mit n > 2 gilt

log 1 -2  (logl —6logl 11.84
pn>n<logn+1oglogn1+ oglogn _ (log ogn)? —6loglogn + 11.8 7)

logn 2log®n

Die folgende Tabelle liefert fiir 1 < i < 10 bei gegebenen Konstanten B; explizit die in diesem Abschnitt
definierten Konstanten M;(B;), die fiir den Beweis von Korollar 2.25 benotigt werden.

7 1 2 3 4 5

B; 0.2901 4.5868 1.616 0.0605 2.652
M;(B;) || 525022390 | 527049593 | 518359123 | 521742955 | 517219090

7 6 7 8 9 10

B; 0.166 0.0028 0.055 0.2171 0.095
M;(B;) || 498928429 | 485761116 | 516894988 | 526864370 | 525611331

Die jeweiligen Beweise, dass F;(n) > 0, wobei 1 < ¢ < 10, fiir alle n > M;(B;) ist, sind im Appendix am
Ende dieses Kapitels aufgefiihrt. Es folgt der Beweis von Korollar 2.25. Dieser besteht aus drei Schritten.
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Beweis. Der Ubersicht halber schreiben wir w = £(n),y = logn und z = logp,. Wir setzen By = 0.866
und erhalten
Ny = 477537210 (2.55)

nach Lemma 2.12. Mit der obigen Tabelle ergibt sich

3.352 — (Bﬁ + B7 + Bs + By + BlO) = 2.8161 (256)
und
N1 = max Mi(Bi> = 527049593. (2.57)
1<i<10

Der Beweis verlduft in drei Schritten ab. Im ersten Schritt setzen wir a(n) = 0.2y — w? + 6w. Dann gilt
Ny = 3 nach (2.9) sowie Ny = 33 nach Lemma 2.19. Da aulerdem N3 = 2 gilt, erhalten wir zusammen mit
Theorem 2.22, dass die Ungleichung

2w26w+b(n)>

w
pn>nlyt+w—1+ 5
Y 2y

(2.58)

fiir alle n > max{477537210, 527049593, 3, 2, 33,3520} = 527049593 erfiillt ist, wobei

2w® — 18w? + 64.7444556w — 95. 4 — 1203 + 47.408w? — 112w + 40.
b(m) = 11,904 20"~ 18" +6 556w — 95.888  w w® 4 47.408w w + 40.808

3y 2y?
N 2w? — 21.704w3 + 40.704w? — 41.904w + 12 N 9w? — 56w? + 129w? — 132w + 52
y? 3y*
N 2(w* — Tw? + 18w? — 20w + 8)

y5
nach (2.42) und (2.56) ist. Wir zeigen nun, dass b(n) < 11.905 fiir alle n > 5.3 - 10® gilt. Dazu setzen wir
ar) = 0.006e” + 2(223 — 1822 + 64.74445562 — 95.888)e*”
— 3(x* — 122% + 47.4082% — 112z + 40.808)e>”
— 6(22* — 21.7042° 4 40.70422 — 41.9042 4 12)e*”
— (18x* — 1122% 4 25827 — 264x + 104)e”
— 122% + 8423 — 2162% + 240z — 96.

Dann gilt
a(w) = 6(11.905 — b(n))y®. (2.59)

Definieren wir

1 (x) = 3.75¢” + 10242° — 614422 + 17021.1612672 — 22473.4947328,

so gilt, analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass ¢j(z) > 0 fiir alle 2 > 2 gilt. In Kombination mit
q1(2.94) > 555.45 ergibt sich, dass ¢;(x) > 555 fiir alle > 2.94 gilt. Setzen wir nun

ri(x) = qi(x)e® — 2432 4 16202 — 1800.1442% + 7295.616x + 13531.464,

so gilt
ri(z) > 555e” — 2432* 4 16202 — 1800.1442° 4 7295.6162 + 13531.464

fiir alle > 2.94. Bezeichnen wir die rechte Seite dieser Ungleichung mit s;(x), so erhalten wir, analog zum
Beweis von Lemma 1.14, dass s1(z) > 51959 und somit 1 (z) > 51959 fur alle x > 2.94 gilt. Definieren wir

t1(x) = ri(2)e” — 1922* 4+ 547.5842° + 5137.922% + 4840.704x + 1133.568,

so folgt
t1(z) > 51959e” — 192x* + 547.584x3 + 5137.9222 + 4840.704z + 1133
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fiir alle x > 2.94 und wir erhalten zusammen mit e® > z%/(4!), dass die Ungleichung
t1(x) > 19722* 4 547.584x3 + 5137.9222 + 4840.704x + 1133
und somit ¢;(x) > 1133 fiir alle x > 2.94 erfiillt ist. Setzen wir nun
up(z) = t1(z)e® — 18x* — 17623 — 21022 + 504z + 112,

so ergibt sich
4 (L’k
up(z) > 1133 T 182% — 1762% — 21022 4 504 + 112 > 292 + 1223 + 35622 + 1637 4 1245
k=0

fiir alle x > 2.94. Somit erhalten wir
oW (z) = ug(z)e” — 288 >0

fiir alle > 2.94. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass a(z) > 0 fiir alle > 3 gilt. Zusammen
mit (2.59) folgt, dass b(n) < 11.905 fiir alle n > 5.3 - 108 > exp(exp(3)) gilt und wir erhalten mit (2.58),
dass

w—2 w?—6w+ 11.905
pn>nly+w—14+ —
Yy 2y?

fiir alle n > max{527049593,5.3 - 103} = 5.3 - 10® gilt. Mit Hilfe eines Computer rechnen wir nach, dass
diese Ungleichung auch fiir 2 < n < 5.3 - 10® erfiillt ist.

Im zweiten Schritt setzen wir a(n) = 11.905. Wie gerade gesehen, gilt No = 2. Offenbar gilt N3 = 2.
Um Ny zu bestimmen, setzen wir g(z) = 0.2¢* — 22 + 62 — 11.905. Analog zum Beweis von Lemma 1.14
erhalten wir, dass g(z) > 0 fiir alle © > 2.71 gilt. Setzen wir £ = w in g(z) ein und teilen anschlieend
durch 233, so folgt

0.1  w?— 6w+ 11.905
Y2 > 2y3
fiir alle n > 3366135 > exp(exp(2.71)). Zusammen mit Lemma 2.19 folgt, dass

w—1 w—-2 w?—6w+11.905
+— - 3 >
Yy Yy 2y

0 (2.60)

fiir alle fiir alle n > 3366135 gilt. Mit einem Computer rechnen wir nach, dass dies auch fiir alle 49 < n <
3366134 gilt. Da auBerdem w? — 6w + 11.905 > 0 fiir alle n > 2 gilt, folgt aus Lemma 2.5, dass

1

w—1 w-2 w?— 6w+ 11.905
+—- 3 <
y y 2y
fiir alle n > 31 ist. In Kombination mit (2.60) erhalten wir Ny = 49. Zusammen mit (2.55), (2.57) und
Theorem 2.22 erhalten wir, dass die Ungleichung

-2 w’— 6w+ b(n)) (2.61)

Pn >N y—l—w—l—i—w
y 2y?

fiir alle n > max{477537210, 527049593, 2, 2, 49, 3520} = 527049593 erfiillt ist, wobei

2w — 21w? + 82.7444556w — 131.603  w* — 12w3 + 47.408w? — 112w + 40.808
b(n) = 11.704 — +

3y 212
n 2wt — 21.704w> + 40.704w? — 41.904w + 12 n 9wt — 56w> + 129w? — 132w + 52
y3 3yt
n 2(w* — Tw? + 18w? — 20w + 8)

yo
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nach (2.42) und (2.56) ist. Im Folgenden zeigen wir, dass b(n) < 11.85 fiir alle n > 5.3- 108 gilt. Setzen wir

B(x) = 0.876€°* + (4a® — 422% + 165.4889112z — 263.206)e*”
+ (=32 + 362 — 142.2242? + 3362 — 122.424)e”
+ (—12z* + 130.2242% — 244.2242% + 251.424x — 72)e*®
+ (182" + 11223 — 25822 + 264z — 104)e” — 122" + 842° — 2162% + 240x — 96,

so gilt
B(w) = 6(11.85 — b(n))y®. (2.62)

D.h. es geniigt zu zeigen, dass f(x) > 0 fir alle z > 3 gilt. Dazu setzen wir

g2 (z) = 109.5¢” + 25627 — 211222 + 6847.2903168z — 9885.7162624.

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass ¢5(z) > 0 fiir alle z > 2.2 gilt. Zusammen mit ¢2(2.8) > 149
folgt, dass go(z) > 149 fur alle x > 2.8 gilt. Setzen wir

ro(z) = qo(w)e” — 81x? + 6482 — 1248.04822 + 3263.904x + 3422.52,

so folgt
ro(x) > 149e” — 812 4 64823 — 1248.04822 + 3263.904x + 3422.52

fiir alle z > 2.8. Bezeichnen wir die rechte Seite der letzten Ungleichung mit sy(z), so folgt, analog zum
Beweis von Lemma 1.14, dass s(z) > 0 fur alle x > 2.6 gilt. In Kombination mit s(2.5) > 13165 erhalten
wir, dass r3(z) > sa(x) > 13165 fiir alle z > 2.8 gilt. Definieren wir

ta(z) = ra(z)e” — 962 + 465.7922° 4 1870.27222 + 550.08z + 291.744,

so gilt
ta(z) > 13165e” — 962 4 465.7922% + 1870.27222 + 550.08x + 291.744

fiir alle > 2.8. Zusammen mit e* > Zi:o 2% /(K!) ergibt sich die Ungleichung
ta(z) > 4522 + 26592° + 845227 + 137152 + 13456
und somit to(x) > 13456 fiir alle > 2.8. Setzen wir nun
ug(z) = to(x)e” — 18x* — 10423 + 10222 + 300z — 188,
so folgt

4 4
us(z) > 13456 % — 182% — 1042 — 188 > 542" + 213823 4 672822 + 134562 + 13268.
k=0

fiir alle z > 2.8. Damit gilt die Ungleichung
B"(z) = uz(x)e” — 288z + 504 > 0

fiir alle x > 2.8. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass 8(z) > 0 fiir alle z > 3 gilt. In Kombination
mit (2.62) erhalten wir also, dass b(n) < 11.85 fiir alle n > 5.3 - 108 > exp(exp(3)) gilt. Zusammen mit
(2.61) folgt somit, dass

w—2 w?—6w+11.85
Pn>nly+w—1+ -
y 2y*

fir alle n > 5.3 - 10% gilt. Mit einem Computer iiberpriifen wir, dass diese Ungleichung auch fiir alle
2<n<53-108 gilt.
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Im dritten und letzten Schritt setzen wir nun a(n) = 11.85. Wie wir gerade gesehen haben, gilt Ny = 2.
Offenbar gilt N3 = 2 Aus (2.60) folgt, dass

w—1 w—2 w?—6w+11.85
— >0 2.63
Yy * y? 2y3 - (2.63)

fiir alle n > 49 gilt. Wie man leicht mit einem Computer nachrechnet, gilt die Ungleichung auch fiir n = 48.
Da w? — 6w + 11.85 > 0 fiir alle n > 2 ist, folgt mit Lemma 2.5, dass

w—1 w—2 w?—6w+11.85
+ - <1
y y? 2y3

fiir alle n > 31 ist. In Kombination mit (2.63) folgt somit Ny = 48. Wir erhalten zusammen mit Theorem
2.22, dass die Ungleichung

-2 _w2—6w+b(n)> (2.64)

Pn >N y—l—w—l—l—w
y 2y?

fiir alle n > max{477537210, 527049593, 2, 2, 48,3520} = 527049593 erfiillt ist, wobei

2w? — 21w? + 82.7444556w — 131.438 n w? — 12w3 + 47.408w? — 112w + 40.808

b(n) = 11.704 —
(n) 70 3 572
N 2w?* — 21.704w3 + 40.704w? — 41.904w + 12 N 9w? — 56w> + 129w? — 132w + 52
y3 3yt
N 2(w* — Tw?® + 18w? — 20w + 8)

y5

nach (2.42) und (2.56) ist. Wir zeigen, dass b(n) < 11.847 fiir alle n > 5.3 - 10% > exp(exp(3)) gilt. Dazu
setzen wir

v(z) = 0.858e%” 4 (4a® — 4222 + 165.4889112x — 262.876)c**
+ (=321 + 362 — 142.2242? + 3362 — 122.424)e3”
+ (=122 +130.2242° — 244.2242% 4 251.424x — 72)e*”
+ (18" + 11223 — 25822 + 264z — 104)e” — 122" + 842° — 21622 + 2402 — 96.

Wegen
y(w) = 6(11.847 — b(n))y® (2.65)

geniigt es zu zeigen, dass y(z) > 0 fiir alle z > 3 gilt. Dazu definieren wir
g3(x) = 107.25¢% + 2562° — 211222 + 68472903168 — 9864.5962624.

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass ¢4(z) > 0 fiir alle z > 2.2 gilt. Da aulerdem ¢3(2.8) > 133.13
gilt, folgt g3(x) > 133 fiir alle > 2.8. Wir setzen

r3(z) = qz(x)e” — 81a? + 6482 — 1248.04822 + 3263.904x + 3422.52.

Dann gilt
r3(z) > 133e” — 812 + 6482% — 1248.04822 + 3263.904z + 3422.52

fiir alle z > 2.8. Bezeichnen wir die rechte Seite der letzten Ungleichung mit ss3(z), so erhalten wir, analog
zum Beweis von Lemma 1.14, dass s5(x) > 0 fiir alle 2 > 2.7 gilt. Zusammen mit s3(2.7) > 13565.7 erhalten
wir, dass r3(x) > s3(x) > 13565 fiir alle x > 2.8 gilt. Setzen wir nun

t3(z) = r3(z)e” — 962 + 465.7922° 4 1870.27222 + 550.08z + 291.744,
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so folgt
4k
z 4 4 3 2
ta(x) > 13565 » 7~ 960" + 291744 > 4695 + 22602 + 67822% + 135652 + 13856.744
k=0

und somit ¢3(x) > 13856 fiir alle > 2.8. Schliefilich setzen wir
uz(z) = tz(x)e” — 18x* — 104> + 1022% + 3002 — 188.
Dann gilt

4k
ug(z) > 13856 % — 182" — 1042 — 188 > 559z + 22052° + 692822 + 13856 + 13668
k=0

fiir alle x > 2.8. Somit erhalten wir
¥"(z) = uz(x)e® — 288z + 504 > 0

fiir alle > 2.8. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass «y(x) > 0 fiir alle z > 3 ist. Mit Hilfe von
(2.65) folgt somit, dass b(n) < 11.847 fiir allen > 5.3-108 > exp(exp(3)) gilt. Zusammen mit (2.64) erhalten
wir, dass die behauptete Ungleichung fiir alle n > 5.3-108 erfiillt ist. Mit Hilfe eines Computers verifizieren
wir, dass diese Ungleichung auch fiir alle 2 <n < 5.3 - 108 gilt. Damit ist das Korollar bewiesen. O

BEISPIEL. Bezeichnen wir die rechte Seite der Ungleichung (2.9) mit 7(n) und die rechte Seite der Unglei-
chung aus Korollar 2.25 mit s(n), so erhalten wir mit [57] folgende Tabelle:

n Pn [ — ()] [ — ()]
107 1.79424673 - 108 2.2441 - 10* 1.6124 - 10%
108 2.038074743 - 10° 2.43180 - 10° 1.20928 - 10°
10° 2.2801763489 - 1010 2.302876 - 106 7.93195 - 10°
1010 2.52097800623 - 1011 2.2918665 - 107 6.514108 - 106
1011 2.760727302517 - 1012 2.21928766 - 108 5.3199490 - 107
1012 2.9996226887623 - 1013 2.151799763 - 10° 4.63802303 - 108
1013 3.23780508946331 - 104 2.0674500003 - 1019 4.042437292 - 10°
1014 3.475385758524527 - 101° 1.98184329536 - 1011 3.5726900498 - 1019
1015 3.7124508045065437 - 1016 1.896434754032 - 1012 3.17586489582 - 101!
1016 3.94906913903735329 - 1017 1.8139062711550 - 1013 2.839106354115 - 1012
1017 4.185296581467695669 - 1018 1.73543282219005 - 1014 2.5506843835523 - 1013
1018 4.4211790234832169331 - 1019 1.661592139340947 - 101° 2.30254969685124 - 1014
1019 4.65675465116607065549 - 102° 1.5924846933652812 - 1016 2.087734856562025 - 1015
1020 || 4.892055594575155744537 - 102! | 1.52800345036619338 - 1017 | 1.9007909639938812 - 1016

BEMERKUNG. Aus Satz 2.1 folgt insbesondere, dass die Ungleichung

(2.66)

DPn >N (logn +loglogn — 1+ log ll(z)ggz_ 2 (loglog H)ZIOZ;OE gt 11)
fiir alle hinreichend grofle n erfiillt ist. Setzen wir
rg :=min{k € IN | Vn > k gilt (2.66)},
so zeigten ARIAS DE REYNA & TOULISSE [3, Theorem 6.4] im Jahr 2012, dass
39-10% < ry < 39.58 - 10%°

unter Annahme der Riemannschen Vermutung gilt.



2.3 Appendix 53

2.3 Appendix

Es folgen die Beweise von Lemma 2.14, Lemma 2.15, Lemma 2.16 und Lemma 2.17.
Beweis. (LEMMA 2.14) Wir schreiben w(z) = Wi (z) und wy,(z) = w® (z) fiir die k-te Ableitung. Sei
T(z,y) := 9.84¢” — 120y> + 96022 — 2880y + 4806.72.

Dann gilt w(z) > T(xg,yo0) fir alle 2o < z < yo. Als erstes zeigen wir, dass w(xz) > 102 fiir alle z > 5.7
gilt. Es gilt ws(z) = 9.84e® — 720 > 0 fiir alle x > 4.293. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass
w(x) > 102 fir alle z > 6.19 gilt. Um zu zeigen, dass w(x) > 102 fiir alle 5.7 < z < 6.19 gilt, zerlegen wir
das Intervall [5.7,6.19) in zwei Intervalle I; und Is:

(1) I, = [6.18,6.19):
Da wy(6.18) < —11.02 und wy(x) > 0 fiir alle £ > 2 und z > 6.18 gilt, folgt

w(x) > w(6.18) + wy (6.18)(z — 6.18) > w(6.18) + w1 (6.18)(6.19 — 6.18) > 102.07

fir alle x € I4.

(2) I = [5.7,6.18):
Es gilt wa(x) > 0 fiir alle € I5. Zusammen mit w;(6.18) < —11.023 erhalten wir, dass wq(z) < 0
fiir alle x € I ist. Da auflerdem w(6.18) > 102.1 gilt, folgt, dass w(x) > 102 fiir alle z € I5 ist.

Als néchstes zeigen wir, dass w(x) > 298 fiir alle 4.293 < x < 5.7 gilt. Dazu zerlegen wir das Intervall
[4.293,5.7) in drei Teilintervalle.

(3) Iy = [5.24,5.7):
Es gilt wa(x) > 0 fiir alle z € I3. Zusammen mit wy(5.7) < —691.54 folgt, dass wy(x) < 0 fiir alle
x € I3 ist. In Kombination mit w(5.7) > 298.8 erhalten wir, dass w(z) > 298 fir alle z € I3 gilt.

(4) I) = [5.23,5.24):
Fiir alle z € Iy gilt w(z) > T'(5.23,5.24) > 547.

(5) Iy = [4.293,5.23):
Da ws(z) > 0 fir alle z € I ist, folgt mit wy(5.23) < —7.55, dass wq(x) < 0 fiir alle « € I5 gilt. Mit
w1 (5.23) < —847.4 ergibt sich, dass wy(x) < 0 fiir alle 2 € I5 ist. Da aulerdem w(5.23) > 674.46 gilt,
folgt insbesondere, dass w(x) > 298 fiir alle = € I; ist.

Schliefllich zeigen wir, dass w(x) > 1352 fiir alle 0 < z < 4.293 gilt.

(6) I = [4.292,4.293):
Fiir alle z € I erhalten wir w(z) > T'(4.292,4.293) > 1352.39.

(7) Ir = [2.921,4.292):
Es gilt ws(x) < 0 fiir alle 0 < 2 < 4.292. Zusammen mit wy(2.921) < —0.49 folgt, dass wa(x) < 0 fiir
alle x € Iy gilt. Da w1(2.921) < —160.65 ist, erhalten wir also, dass wy(z) < 0 fiir alle z € I gilt. In
Kombination mit w(4.292) > 1361.91 folgt insbesondere, dass w(z) > 102 fiir alle x € Ig gilt.

(8) Iy = [2.92,2.921):
Fiir alle z € Ig erhalten wir w(x) > 7(2.92,2.921) > 1771.3.

(9) Io = [0,2.92):
Es gilt ws(z) < 0 fiir alle € Iy und w2(2.92) > 0.04. Damit gilt we(z) > 0 fiir alle x € Iy. Da
w1(2.92) = —160.65 ist, erhalten wir, dass wq(x) < 0 fiir alle x € Iy gilt. Zusammen mit w(2.92) >
1777.25 folgt insbesondere, dass w(x) > 1352 fiir alle € Iy gilt.

Somit gilt also w(x) > 1352 fiir alle 0 < z < 4.293. Es folgt die Behauptung. O

Als nichstes beweisen wir Lemma 2.15.
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Beweis. (LEMMA 2.15) Wir betrachten als erstes den Fall x > 5.7. Nach Lemma 2.14 gilt dann Wy (x) > 102.
Daraus folgt

Wa(x) > 102e* + 60x* — 6002 + 2574.2522% — 8539.022 4 9122.472 =: Q1 (). (2.67)

Dann gilt Q§4) (x) = 102¢® 4 1440 > 0 fiir alle z > 0. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass
Q' (x) > 0 fiir alle x > 3.3 ist. Mit Q1(5.7) > 26792.18 und (2.67) folgt Wy (z) > 26792 fiir alle z > 5.7.
Als néchstes betrachten wir den Fall 4.293 < 2 < 5.7. Nach Lemma 2.14 ist Wy (x) > 298 und somit

Wa(z) > 298e” + 60z* — 60023 + 2574.2522% — 8539.02z + 9122.472 =: Qo(x). (2.68)

Es gilt le) (z) = 298¢ +1440 > 0 fiir alle z > 0. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass Q45 (x) > 0
fiir alle > 2.4 ist. Zusammen mit )2(4.293) > 14624.82 und (2.68) erhalten wir, dass Wa(x) > 14624 fiir
alle 4.293 < z < 5.7 gilt.

SchlieBlich betrachten wir den Fall 1.21 < z < 4.293. Nach Lemma 2.14 gilt W7 (z) > 1352 und es folgt

Wa(z) > 1352¢® + 602 — 6002 + 2574.2522% — 8539.02x + 9122.472 =: Q3(x). (2.69)

Wir erhalten le)(x) = 1352¢e* + 1440 > O fiir alle z > 0. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt,
dass Q%5(x) > 0 fiir alle x > 1.21 ist. Mit Q3(1.21) > 6158.81 und (2.69) folgt, dass Wa(x) > 6158 fiir alle
1.21 < x < 4.293 gilt. Es folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Lemma 2.16.
Beweis. (LEMMA 2.16) Wir schreiben y(z) = Y1 (z) und yi(x) = y* (z) fiir die k-te Ableitung. Sei
R(z,y) := 5.52¢® — 120y° + 114022 — 3840y + 6292.62.

Es gilt y3(z) = 5.52¢* — 720 > 0 fiir alle > 4.871. Analog zu Lemma 1.14 folgt, dass y;(z) > 0 fiir alle
x > 6.812 gilt. Mit y(6.812) > 118.53 ergibt sich, dass y(x) > 118 fiir alle z > 6.812 gilt. Um zu zeigen, dass
y(x) > 118 fiir alle x € [5.863,6.812) gilt, zerlegen wir das Intervall [5.863, 6.812) wie folgt in Teilintervalle:

(1) J; = [6.811,6.812):
Sei x € J;. Da y1(6.811) < 0 und yi(x) > 0 fiir alle k > 2 gilt, folgt somit

y(x) > y(6.811) + y1 (6.811)(z — 6.811) > y(6.811) + 1, (6.811)(6.812 — 6.811) > 118.53.

(2) J» = [5.863,6.811):
Es gilt yo(x) > 0 fiir alle x € Jy. Da y1(6.811) < —0.28 gilt, folgt, dass y1(x) < 0 fir alle x € Jo ist.
Zusammen mit y(6.811) > 118.53 ergibt sich, dass y(x) > 118 fiir alle x € Jy ist.

Als néchstes zeigen wir, dass y(z) > 707 fiir alle 4.871 < z < 5.863 gilt.

(3) Js = [5.862,5.863):
Fiir alle z € J5 gilt y(z) > R(5.862,5.863) > 707.91.

(4) Jy = [4.871,5.862):
Es gilt y3(x) > 0 fiir alle € Jy. In Kombination mit y2(5.862) < —0.766 erhalten wir, dass y2(z) <0
fiir alle x € Jy ist. Da y,(4.871) < —555.61 gilt, erhalten wir also, dass y1(x) < 0 fiir alle x € Jy ist.
Da auerdem y(5.862) > 724.12 gilt, erhalten wir insbesondere, dass y(x) > 707 fiir alle x € Jy ist.

Es bleibt zu zeigen, dass y(z) > 1476 fir alle 0 < x < 4.871 gilt.

(5) J5 = [4.87,4.871):
Fiir alle z € J5 gilt y(z) > R(4.87,4.871) > 1476.1.

(6) Jg = [3.4,4.87):
Fiir alle x € Jg gilt y3(z) < 0. Da y2(3.4) < —2.59 gilt, folgt y2(x) < 0 fiir alle 2 € Jg. In Kombination
mit yq(3.4) < —84.19 ergibt sich, dass y; (x) < 0 fur alle x € Jg ist. Da y(4.87) > 1488.48 gilt, erhalten
wir insbesondere, dass y(z) > 1476 fur alle z € Jg ist.
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(7) J7 = [3.39,3.4):
Fiir alle z € J; gilt y(z) > R(3.39,3.4) > 1785.07.

(8) Js = [0,3.39):
Da y3(x) < 0 fiir alle 2 € Jg und y2(3.39) > 2.95 gilt, folgt yo(x) > 0 fiir alle € Jg. Zusammen mit

y1(3.39) < —84.19 erhalten wir, dass y;(x) < 0 fiir alle € Jg gilt. In Kombination mit y(3.39) >
1864.96 folgt insbesondere, dass y(z) > 1476 fiir alle x € Jg gilt.

Damit folgt die Behauptung. O
Schliellich bleibt noch Lemma 2.17 zu beweisen.
Beweis. (LEMMA 2.17) Zunéchst zeigen wir die Behauptung fiir alle > 5.863. Nach Lemma 2.16 gilt dann

Ya(z) > 118" + 602* — 7202% + 3234.2522% — 9649.74x + 9377.832 =: Z,(x). (2.70)

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass Z1(z) > 31277 fir alle > 5.863 gilt. Zusammen mit
(2.70) folgt die Behauptung fiir alle 2 > 5.863.
Fiir 4.871 < x < 5.863 gilt Y (x) > 707 nach Lemma 2.16. Daher folgt

Ya(z) > T07e” + 60z* — 7202 + 3234.25222 — 9649.74x + 9377.832 =: Zy() (2.71)

fiir alle 4.871 < z < 5.863. Wir erhalten, analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass Z4(x) > 0 fiir alle
x > 1.7 ist. Mit Z5(4.871) > 81905.98 und (2.71) folgt, dass Ya(z) > 81905 fiir alle 4.871 < = < 5.863 gilt.
Damit bleibt das Intervall [0,4.871) zu betrachten. Mit Hilfe von Lemma 2.16 gilt

Ya(z) > 1476€" + 602* — 7202° 4 3234.2520% — 9649.74x + 9377.832 =: Z3(x) (2.72)

fiir alle 0 < z < 4.871. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass Z5(x) > 0 fiir alle 2 > 1.16 gilt. In
Kombination mit Z3(1.16) > 6229.27 und (2.72) folgt die Behauptung. O

In Abschnitt 2.2 notierten wir in der folgenden Tabelle explizite Werte fiir M;(B;), wobei 1 < i < 10, bei
gegebenen Konstanten B;, die fiir den Beweis von Korollar 2.25 benétigt wurden:

i 1 2 3 4 5

B; 0.2901 4.5868 1.616 0.0605 2.652
M;(B;) || 525022390 | 527049593 | 518359123 | 521742955 | 517219090

1 6 7 8 9 10

B; 0.166 0.0028 0.055 0.2171 0.095
M;(B;) || 498928429 | 485761116 | 516894988 | 526864370 | 525611331

Als néchstes wollen wir beweisen, dass F;(n) > 0 tatséchlich fur alle n > M;(B;) gilt. Dies geschieht durch
eine Reihe von Lemmata.

LEMMA A1l. Es gilt M;(0.2901) = 525022390.

Beweis. Da Q% (x) = 116.1122 — 200.0448 > 0 fiir alle x > 1.8 gilt, folgt analog zum Beweis von Lemma
1.14, dass Q7 (z) > 0 fiir alle > 1.8 gilt. Ferner gilt Q¢ (x) = 63.0662 — 126.132 > 0 fiir alle z > 2. Analog
zum Beweis von Lemma 1.14 erhalten wir, dass Qg(z) > 0 fiir alle > 2.5 gilt. Zusammen mit Lemma
2.12 gilt, dass die Ungleichung
L
Fyy > 1)

2.73
~ 4log® nlogp, ( )

fir alle n > 477537210 erfiillt ist, wobei

f(x) =4-0.29012¢>" — 2Q¢(z)e” + 2 - 0.866Q7 () + 2 - 0.866%Qg(x) + Qo(x).
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Wir wollen zeigen, dass f(z) > 0 fiir alle x > 3 gilt. Dazu setzen wir
g(x) = (125.3232 4 93.9924z)e®® — 25.408z* — 333.0082% — 1174.6722% — 1296.11842 — 510.6568.

Dann gilt
g"(x) = 2130.4944¢** + 751.9392x€>" — 609.7922 — 1998.048 > 0

fiir alle # > 0. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 erhalten wir, dass ¢’(z) > 0 fiir alle > 1.2 gilt. In
Kombination mit g(1.7) > 585.93 ergibt sich, dass g(x) > 585 fiir alle > 1.7 gilt. Dann gilt

F®(z) = g(z)e” + 240z — 1034.688 > 588z + 2402 — 1034.688 > 0

fiir alle > 1.7. Wir erhalten analog zum Beweis von Lemma 1.14, dass f(x) > 0 fiir alle 2 > 3 gilt. Setzen
wir 2 = £(n) in f ein und teilen durch 4log®nlogp,, so erhalten wir mit (2.73), dass Fi(n) > 0 fiir alle
natiirlichen Zahlen n > 5.3 - 108 > exp(exp(3)) ist. Mit Hilfe eines Computers rechnen wir nach, dass die
Ungleichung F;(n) > 0 auch fiir alle 525022390 < n < 5.3 - 10% erfiillt ist. O

Bevor wir die Konstante M2(4.5868) bestimmen, fithren wir die folgende Funktion ein.

DEFINITION. Fiir x > 1 definieren wir

T
er 6232

-1 —21
<I>(x)—e””+ac+log(1+Jrm )

LEMMA A2. Die Funktion ®(z) besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) Fir alle x > 1 gilt

' (z) > e” + 3/4. (2.74)
(i) Fir alle x > 1.25 gilt
O(z) > e + . (2.75)
(iii) Fir alle natirlichen Zahlen n > 3 gilt
®(l(n)) < logpy. (2.76)

Beweis. (i) Es gilt ®'(x) > e* + 3/4 genau dann, wenn
g(z) = € — 3we® + 7" — T +18.7>0

ist. Da ¢"(x) = 4€2® — (3x — 1)e® > 0 fiir alle > 0 gilt folgt zusammen mit ¢/(1) > 10.49, dass ¢’(z) > 0
fiir alle 2 > 1 gilt. Da auerdem g(1) > 29.96 gilt, erhalten wir, dass g(x) > 0 fiir alle 2 > 1 gilt.

(ii) Die zweite Aussage ist genau dann erfiillt, wenn (z—1)e” +x—2.1 > 0 ist. Da die letzte Ungleichung
fiir alle z > 1.25 erfiillt ist, folgt die Behauptung.

(iii) Die dritte Aussage folgt aus (2.9). O

Nun bestimmen wir fiir By = 4.5868 die Konstante Mz (Ba).
LEMMA A3. FEs gilt M5(4.5868) = 527049593.

Beweis. Wir definieren die Funktion
f(z) = 12.648ze"®%(x) + 4.58682®%(2) — 71.704¢>"
und wollen zeigen dass f(x) > 0 fiir x > 3 erfiillt ist. Es gilt
f'(x) = 12.648(1 + x)e“®?(x) 4 25.2962¢” ®(x) P’ (x) + 4.5868D> () + 13.76042:0? (x)d' (x) — 215.112¢3*.
Zusammen mit (2.74) und (2.75) erhalten wir also

f(x) > 12.648¢ (€ + x)? + 26.4084xe” (¥ + )2 + 25.296x¢>” (e” + x) + 4.5868(e” + x)® — 215.112¢3”
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fiir alle > 1.25. Bezeichnen wir die rechte Seite dieser Ungleichung mit h(x), so folgt

R (x) = 26.4084xe” (e® + x)* 4 158.4504xe” (¥ + 1)% 4 475.3512e (¥ + ) (e” + 1)
+ 462.0024z¢*" (e* + 1) + 413.6352z€*" (* + x) + 379.44€**(e® 4 1)
+ 158.4504xe”™ (¥ + ) (e” + 1) + 105.6336e” (e” + x)* + 177.0722¢3® + 234.3384¢" (e” + 1)?
+ 563.1864¢>" (¢” + ) + 75.888€3” + 27.5208(e” + 1)® — 5808.024¢.

Dae®+x >e” und e* + 1 > e” gilt, folgt
R (z) > (1396.0188z — 3946.6656)639” >0

fiir alle z > 2.828 > 3946.6656,/1396.0188. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 erhalten wir, dass h(z) > 0
fiir alle z > 3 gilt. Somit gilt f/(x) > h(z) > 0 fiir alle z > 3. Zusammen mit f(3) > 3.4651 folgt, dass
f(z) > 0 fiir alle x > 3 gilt. Setzen wir nun « = ¢(n) in f ein, so erhalten wir, dass

12.648 £(n)®2(£(n)) log n + 4.5868 £(n)®>(¢(n)) — 71.704log® n > 0
fiir alle n > 5.3 - 10% > exp(exp(3)) gilt. Mit Hilfe von (2.76) folgt also
12.648 £(n) log nlog® p,, + 4.5868 £(n) log® p,, — 71.704log® n > 0

fiir alle n > 5.3 - 108. Teilen wir beide Seiten durch log® nlog* p,,, so folgt F» (n) > 0 fiir alle n > 5.3 - 108.
Mit einem Computer priifen wir nach, dass die Ungleichung F5(n) > 0 auch fiir alle natiirlichen Zahlen
527049593 < n < 5.3 - 108 erfiillt ist. Es folgt die Behauptung. O

LEMMA A4. FEs gilt M3(1.616) = 518359123.
Beweis. Um die Behauptung zu zeigen, setzen wir
f(z) = 3.2322®(x) — 35.35222 + 45.408x — 42.7264.
Mit Hilfe von (2.74) und (2.75) folgt nun
f(x) > 3.232(1 + z)e® — 67.472x > (3.232¢” + 3.232 — 67.472)z > 0

fiir alle z > 3. In Kombination mit f(3) > 0.106 erhalten wir, dass f(z) > 0 fiir alle x > 3 gilt. Substituieren
wir = {(n) in f, benutzen die Ungleichung (2.76) und teilen anschliefflend durch 21og® nlog? p,, so folgt
F3(n) > 0 fiir alle n > 5.3 - 108 > exp(exp(3)). Fiir 518359123 < n < 5.3 - 10® priifen wir mit einem
Computer, dass F3(n) > 0 gilt. Es folgt die Behauptung. O

LEMMA A5. Es gilt My(0.0605) = 521742055.
Beweis. Setzen wir die Definitionen von Ps(z) und Py(x) ein, so folgt

0.06054(n)  3.35203(n) — 58.056 £2(n) + 114.1008 £(n) — 79.1776
F4(n) - 3 + 1 P .
log” n log p, 2log™ nlog” p,

Wir definieren die Funktion
f(z) = 0.121ze"®(z) + 3.3522° — 58.056x2 + 114.1008z — 79.1776.
Zusammen mit (2.74) und (2.75) erhalten wir
f(z) > 0.121(ze"(e” + z) + xe*) 4+ 10.0562? — 116.1122 > (0.121(e”(e® + x) + €*¥) — 85.944)x > 0

fiir alle © > 3. Da auerdem f(3) > 0.149 gilt, folgt f(z) > 0 fiir alle > 3. Setzen wir z = ¢(n) in f ein,
benutzen die Ungleichung (2.76) und teilen anschlieBend durch 2log* nlog? p,, so folgt Fy(n) > 0 fiir alle
n > 5.3-10% > exp(exp(3)). Fiir 521742955 < n < 5.3 - 10® priifen wir die behauptete Ungleichung mit
einem Computer nach. O
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LEMMA A6. Es gilt Ms(2.652) = 517219090.
Beweis. Setzen wir die Definitionen von Pg(x) und Py(z) ein, so ergibt sich

Fy(n) = 2.652£(n) B 204(n) — 5£3(n) + 47.352(%(n) — 60.808 £(n) + 48.7264
7 log® nlog p,, 21og* nlog pn ’

Um die Behauptung zu zeigen, setzen wir
f(z) = 5.304ze® — 2z* + 52® — 47.35222 + 60.808z — 48.7264.

Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass f(x) > 0 fiir alle © > 3 gilt. Setzen wir z = ¢(n) in f ein
und teilen anschlieBend durch 2log* nlogp,, so folgt Fs(n) > 0 fiir alle n > 5.3 - 10% > exp(exp(3)). Fiir
517219090 < n < 5.3 - 108 priifen wir die behauptete Ungleichung mit einem Computer nach. O

Addieren wir die Konstanten By, ..., B; aus Lemma A1, Lemma A3, Lemma A4, Lemma A5 und Lemma
A6, so ergibt sich
12.648 — By — By — B3 — By — B5 = 3.4426.

Setzen wir nun Bg = 0.166, so erhalten wir den folgenden Wert fiir Mg(Bg).
LEMMA A7. Es ist Mg(0.166) = 498928429.

Beweis. Wir setzen
f(z) = (0.166e” + 3.4426)x®(x) — 3.352(2* — z + 1)e”

und wollen zeigen, dass f(z) > 0 fiir alle # > 3 gilt. Dazu definieren wir die Funktion h(zx) = 0.664(1 +
r)e® — 3.1862% — 6.11542. Dann gilt h(2.9) > 2.53 und

() = 0.664¢* + 0.664(1 + 2)e” — 6.372z — 6.1154 > 0

fiir alle x > 2.3. Somit gilt h(z) > 0 fiir alle > 2.83. Setzen wir
3
g(x) = 0.166ze”(e” + x) + (0.166e” + 3.4426)(e” + x) + (0.166e” + 3.4426)x (ew + 4> —3.352z¢" (1 + ),

so gilt

g (x) = 0.166ze” (e” + x) + 0.332e" (e” + x) + 0.166xe” (” + 1) + (0.166€” + 3.4426)(e” + 1)
+0.166z¢” (ez + Z) + (0.166” + 3.4426) (e“’ + i) +(0.166¢” + 3.4426)z¢”
— 10.056z€” — 3.352¢” — 3.352x2%€”

> 0.166xe”(e” + ) + 0.332e%(e” + ) + 0.166ze” (e” + 1) + (0.166e” + 3.4426)(e” + 1) + 0.1662¢>"
+ (0.166€” + 3.4426)e” + (0.166€” + 3.4426)xe” — 10.056z€” — 3.352¢” — 3.352z%€".

Multiplizieren wir die rechte Seite dieser Ungleichung aus, so erhalten wir, dass die Ungleichung
g'(x) > h(z)e” + 3.6992¢” + 3.4426 > 0

fiir alle © > 2.83 gilt. Zusammen mit g(3) > 3.035 erhalten wir, dass g(z) > 0 fiir alle x > 3 gilt. Wir
betrachten nun wieder die eingangs definierte Funktion f. Es gilt

f(z) = 0.166xe” ®(x) + (0.166e” + 3.4426)P(x) + (0.166e” + 3.4426)x &' (x) — 3.352ze™ (1 + x).

Zusammen mit (2.74) und (2.75) erhalten wir, dass f'(z) > g(x) > 0 fiir alle z > 3 gilt. Zusammen mit
f(3) > 0.022 folgt, dass f(z) > 0 fiir alle x > 3 gilt. Substituieren wir nun = ¢(n) in f, benutzen die
Ungleichung (2.76) und teilen anschlieBend durch log® nlog? p,, so folgt Fr(n) > 0 fiir alle n > 5.3 - 108 >
exp(exp(3)). Fiir 498928429 < n < 5.3-108 priifen wir die behauptete Ungleichung mit einem Computer. [
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LEMMA AS8. FEs gilt M7(0.0028) = 485761116.
Beweis. Setzen wir die Definition von Ps(x) ein, so folgt

Fr(n) 0.0028 £(n) ~ 37.944 0%(n) — 75.888 £(n) + 65.7696
e log® nlog p,, 21og® nlog® p,, .

Wir betrachten die Funktion
f(x) = 0.00562¢"®?(x) — 37.94422 + 75.888z — 65.7696.
Mit Hilfe von (2.74) und (2.75) erhalten wir
f'(x) > (0.0056€" (e” + x)? + 0.0112e” (e” + z)e” — 75.888)x > 0

fiir alle > 2.74. Da ferner f(3) > 0.232 gilt, folgt f(z) > 0 fiir alle z > 3. Setzen wir x = ¢(n) in f ein,
benutzen die Ungleichung (2.76) und teilen schlieBlich durch 2log® nlog® p,, so folgt Fy(n) > 0 fiir alle
n > 5.3-10% > exp(exp(3)). Fiir 485761116 < n < 5.3-108 iiberpriifen wir die behauptete Ungleichung mit
einem Computer. O
Fiir Bg = 0.055 erhalten wir den folgenden Wert fiir Mg(Bs).

LEMMA A9. Fs ist Mg(0.055) = 516894988.

Beweis. Wir setzen
f(z) = 0.0552 ®*(z) — 12.648(2* — z + 1).

Wenden wir die Ungleichung (2.74) und (2.75) auf f’(z) an, so folgt
f(x) > 0.055((e” + x)? + 2ze®(e” + x)) — 25.2962 > (0.055(3e” + = + 2% (e” + ) — 25.296)z > 0

fiir alle x > 2.6. Zusammen mit f(3) > 0.139 folgt f(x) > 0 fiir alle x > 3. Setzen wir nun = = £(n)
in f ein, benutzen anschlieBend (2.76) und teilen dann durch log® nlog® p,, so folgt Fg(n) > 0 fiir alle
n > 5.3-10% > exp(exp(3)). Mit Hilfe eines Computers rechnen wir nach, dass Fg(n) > 0 auch fiir alle
516894988 < n < 5.3 - 108 gilt. O
LEMMA A10. Es gilt My(0.2171) = 526864370.

Beweis. Wir definieren
f(z) = 0.21712 ®*(x) — 466.156096¢>.

Wenden wir (2.74) und (2.75) auf f/(z) an, so erhalten wir, dass
f/(z) > (0.2171(e** + 4ze” + 622) + 0.8684ze” (e” + 3z) — 932.312192)e** > 0
fiir alle > 2.73 gilt. In Kombination mit f(3) > 53.224 folgt
f(£(n)) = 0.2171 £(n) ®*(£(n)) — 466.156096 log® n > 0

fiir alle n > 5.3 -10° > exp(exp(3)). Wenden wir darauf nun (2.76) an und teilen dann durch log® nlog® p,,,
so folgt Fy(n) > 0 fiir alle n > 5.3 - 108. Fiir 526864370 < n < 5.3 - 10® priifen wir die Ungleichung mit
einem Computer nach. Es folgt die Behauptung. O

LEMMA A11l. Es gilt M1(0.095) = 525611331.

Beweis. Sei
f(x) = 0.0952 ®°(z) — 4726.6¢%*.

Wegen (2.74) und (2.75) folgt
f/(x) > 0.475z(e” + z)*e” — 9453.2¢*" > (0.475x(e” + x)® — 9453.2)e** > 0

fiir alle > 3. Zusammen mit f(3) > 1446.01 erhalten wir, dass f(z) > 0 fiir alle x > 3 gilt. Setzen
wir £ = £(n) in f ein, benutzen (2.76) und teilen anschlieBend durch log® nlog® p,, so erhalten wir, dass
Fip(n) > 0 fiir alle n > 5.3 - 10% > exp(exp(3)) erfiillt ist. Mit Hilfe eines Computers rechnen wir nach,
dass die Ungleichung Fig(n) > 0 auch fiir 525611331 < n < 5.3 - 108 erfiillt ist. O
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Kapitel 3

Uber die Summe der ersten n
Primzahlen

In diesem Kapitel werden wir die Summe der ersten n Primzahlen

> pu

k<n

studieren. Dazu werden wir eine asymptotische Formel herleiten, die die bisher bewiesenen asymptotischen
Formeln verallgemeinern wird, sowie neue obere und untere Schranken fiir diese Summe zeigen, die die
derzeit in der Literatur bekannten Schranken verschirfen werden.

3.1 Eine asymptotische Formel fiir Zkgn Dk

In diesem Abschnitt wollen wir eine asymptotische Formel fiir die Summe der ersten n Primzahlen herleiten.
Dazu fithren wir zunéchst die folgende Definition ein.

DEFINITION. Seien s,i,7,7 € INg mit 7 > r. Dann seien die Zahlen b,; ;, € Z durch die folgenden
Rekursionsformeln definiert:

o Fiir j =r =20 sei

bs,i0,0 == 1. (3.1)
e Fiir j > 1 sei
bsijy = bsij-15-1- (== (G —1))) (3.2)
o Fiir j > 1 sei
bsijo =bsij—10-(s+j—1). (3.3)
o Fiir j >r >1sei
bsijjr :=bsij—1,r (s +J—1) +bsij-1,-1- (=i —(r—1))). (3.4)
PROPOSITION 3.1. Ist r > i, so gilt
bs,i,j,r =0.
Beweis. Sei r > i. Aus (3.2) folgt
bsii+1,i+1 = 0. (3.5)
Induktiv erhalten wir, dass
bsikk =0 (3.6)

61
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fiir alle £ > ¢ + 1 gilt. Durch wiederholtes Anwenden von (3.4) erhalten wir zusammen mit (3.5), dass
bsikitt =bsik—1i41 (s+k—1)=bsiit1it1-(s+k—1)-...(s+(i+2)—1)=0
fiir alle k& > ¢ + 2 erfiillt ist. In Kombination mit (3.5) folgt also, dass
bsikiv1 =0 (3.7)
fiir alle k > i + 1 erfiillt ist. Wir wollen nun per Induktion nach n zeigen, dass die Gleichheit
bs,ikiqn =0 (3.8)

fiir alle n € IN und alle k > i +n erfiillt ist. Fiir & = i +n ist bs; x,i+n = 0 nach (3.6) erfiillt. D.h. es geniigt,
die Gleichung (3.8) fiir alle n € IN und alle & > ¢ + n 4+ 1 zu beweisen. Fiir n = 1 folgt die Behauptung
bereits aus (3.7). Wir schreiben k =i +n 4 ¢t mit ¢ € IN. Mit (3.4) und der Induktionsvoraussetzung folgt

bs i t+itn,itn = s ittitn—1,itn - (S+ (E+i+n)—1)
=bsiitnitn  (s+E+n+0)—1)-...-(s+(@+n+1)—1).

Da b ; itnitn = 0 nach (3.6) ist, folgt bs; k i+n = Dsit+itn,i+n = 0. Da t € IN beliebig war, erhalten wir
(3.8). Es folgt die Behauptung,. O

Bereits zu Beginn des 20. Jahrhunderts konnte LANDAU [28, §61] zeigen, dass

n2
Zpkrv?logn (n — o0)
k<n

gilt. N1corLas [40] konnte im Jahr 1965 beweisen, dass

2 3
Zpk = % (logn +loglogn — 2) + o(n?) (n — o0) (3.9)
k<n

gilt. Im Jahr 1996 konnten MAssiAS & ROBIN [33] die asymptotische Formel (3.9) prézisieren, indem sie
zeigten, dass

n2

Zpk = — (logn—l—loglogn—

1
5 (3.10)
k<n

3 N loglogn—5/2) 40 (nz(loglzogn)Q)
2 logn log”n

gilt.
Das Ziel dieses Abschnitts ist, die asymptotische Formel (3.10) zu verallgemeinern. Sei m € IN fest.
Nach Satz 2.1 existieren eindeutig bestimmte a;5 € Q, wobei ags = 1 fiir alle 1 < s < m, so, dass

m _1 S-’rl S )
Pn=n (logn +loglogn — 1+ Z (slo?gsn Z a;s(loglog n)l> + O(cm(n)) (3.11)
s=1 =0
gilt, wobei
em(n) = n(loglogn)m+!
m log’m—i-l n
Setzen wir 5
g(n) = logn + loglogn — 3
sowie
- G-
1) =2 T
Jj=1 8

so erhalten wir die folgende asymptotische Formel fiir die Summe der ersten n Primzahlen.
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THEOREM 3.2. Es gilt

m m—s mm{z,g} —r

2 s+1 S
Zpk = % g ’I’L - m Z log n Z Ajs Z Z s L loglogn) + O(ncm(n))

J
k<n s=1 j=0 r=0 210gn

Fiir den Beweis dieses Theorems bené6tigen wir die beiden folgenden Lemmata.
LEMMA 3.3. Seien x,a € R mit x > a > 1. Dann gilt

Totdt

i @ = 11($2) — h(az)
Beweis. Sieche DUSART [12, Lemme 1.6]. O

LEMMA 3.4. Seien m,mg € N mit m > mg und f eine Funktion, die stetig auf [mg,00) und zusdtzlich
nicht-negativ und monoton wachsend auf [m,o0) ist. Dann gilt

> 5w = [ 1@+ 0w,
k—mmo mo
Beweis. Der Beweis erfolgt durch Abschiitzung des Integrals durch Ober- und Untersumme. O
Es folgt der Beweis von Theorem 3.2.
Bewets. Wir setzen
(—1)*+1 &
T(x) =2 (loga: +loglogz — 1 + ; gt s 2%8 loglog x)" ) .

Sei xg = xo(m) € IN mit ¢ > 3 minimal so, dass 7(z) eine monoton steigende und nicht-negative Funktion
fiir alle > x ist. Mit (3.11) erhalten wir, dass die asymptotische Formel

pr = 7(K) + O(cm (k) (3.12)

gilt. Daraus folgt

n

S o= 3 7(k) + O(nen(n)).

k<n k=3

Zusammen mit Lemma 3.4 und (3.12) folgt somit

S = [ re) o+ 0(00) + Oente) = [ 5o+ Ol +Olwen(o),
3

Da p,, ~ nlogn fir n — oo gilt, folgt

Zpk—/ ) dz + O(ncm (n)). (3.13)

Um die Behauptung zu zeigen, integrieren wir zunéchst die ersten drei Terme von 7(z). Es gilt

TL2

n 21
/ xlogxda::n 0gn——+0(1)
5 2 4

sowie
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Mit Hilfe von partieller Integration, Lemma 3.3 und (1.12) folgt

" 2logl 1 [™ad
/ xloglogmd:c:wff/ Lo 0O(1)
3 2 2 J; logzx
n?loglogn  li(n?)
= - o(1
5 5 T0)
n?loglogn  n? < n?
=——— —hp,(n)+ 0| —/—— | .
2 g () log™ ™! n>
Somit erhalten wir mit (3.13) und der Definition von g(n) und h,,(n) die asymptotische Formel
n? 1)t & log log x
S me =3 (on) z > | o+ Olnen (). (3.14)
k<n
Sei 1 < s<mund 0 <i < s. Per Induktion zeigen wir, dass
/ x(loglog x) i Im%ﬁ 5.1, (loglogn) ="
3 log® x = 2i+11og*t n
" mm{l Hy i11.-2(loglog )i~
5 KR r
/ i o do + O(1) (3.15)

fiir alle t > 0 gilt. Mit partieller Integration erhalten wir
/" x(logl;)g:r)i dp — n2(loglts)gn)i B 1/” x(logloglx)i’1 doi s /" x(loglolgz)i iz + 0(1),
3 log® x 2log® n 2 J3 log® ™ 2J;  log*tta

d.h. die Behauptung folgt fiir £ = 0. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt

t—1 min{i,j} min{i,t} ., .

x(loglog x)* bs.i j, +n%(loglogn)i~" / bs.itrx(logloga)—"
—_ S dz + O(1
/3 log® x Z 72 2j+1 1ogs+] n 7_;0 3 2t log* T & z+0(1)

und mit partieller Integratlon ergibt sich
min{z, o min{<,t i—r
/ z(loglog z)? i ij} bs.ij, +n?(log log n) n i } bs.i.t.rn?(log lotg n) Iz
3 log® x 2i+1log®" s 2t+1]og® T

min{i,t} i— . i—r—1
sit.r((s+t)(loglogx) " — (i — r)(loglogz)" " Nz
+ Z / 2t+1 10g8+t+1 T dx + O(l)'

Somit folgt

t min{s, ]} .

z(loglog x) bs,i.j,rn’(loglogn)’
—_ ’ O(1
/:; log T Z TZ 2j+1 logs_“ n + ( )

n mln{z t}

5 z,t,'r‘((s + t) (log 1Og x)i—r _ (7' 1_ T) (log 10g x)i—r—l)m dz. (316)
2t+1Jog* T ¢
Mit einer Indexverschiebung erhalten wir
min{é,t} . .
> beisr((s+t)(loglogz)™" — (i — r)(loglogz)" ")
min{s,t} 4 .
= Z (bs,itr(s+1t) —bsitr_1(i— (r—1)))(loglogx)" ™" + bs s t,0(s +t)(loglog x)*
r=1

- bs,i,t,min{i,t} (Z - min{iv t})(log IOg x)if(min{i,t}+1)
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und mit Hilfe von (3.3) und (3.4) folgt

min{s,t}
Z be,itr((s+t)(loglogz) ™" — (i — r)(loglog z)" ™" 1)
r=0
min{i,t} ' | B
Z bs,i,t+1,r(10g log x)l—T _ bs,i,t,min{i,t}(i — min{@ t})(log log iv)’b—(mln{z,t}-',-l). (3.17)
r=0

Ist ¢ > t, so folgt
b i tmingi,ey (0 — min{i, t}) = —bsi4,0(i — 1)
Zusammen mit (3.2) gilt
—bs it min{iey (0 — min{d, t}) = bg i t41,641- (3.18)
Ist ¢ < t, so folgt
—bs,i ¢, min{ity (1 —min{i, t}) =0
und mit (3.7) erhalten wir die Gleichheit

—bs it min{i,e} (1 — min{i, t}) = bg i 141,641
Zusammen mit (3.18) folgt also, dass

—bs,i.t.minfi,e} (0 — min{i, t}) = by i 141 minfit}+1-

In Kombination mit (3.17) ergibt sich somit

min{i,t} min{s,t}+1
Z bsitr((s+1t)(loglogx)™" — (i — r)(loglog x)" "~ 1) = Z bsii+1,r(loglogx)'~".
— r=0

Da bs,i,t+1,i+1 = 0 nach (37) gﬂt, folgt

min{i,t} min{s,t+1}
> bainr((s +t)(loglogw)' ™ — (i — r)(loglog ) ") = > byisp1.(loglogz) T
= r=0

Setzen wir dies in (3.16) ein, so erhalten wir (3.15). Setzen wir nun ¢t = m — s in (3.15) ein, so folgt
m—smin{i,j}

x(log log x)* bs,i.;,rn*(loglogn)=" n?(loglogn)®
LVOG06L) o 110e9s1)
/3 10g x Z TZ: ]+1 logerj n + 10gm+1 n

und mit (3.14) ergibt sich somit

n2 m (_1)S+1 s m—s min{s,j} b, -Tng(log log n)ifr
3 b= o) )+ Y S e 3 3 R
k<n 2 s=1 § i=0 j=0 =0 27+1 log In
(DS n?(loglogn)’
+0 . ajs—————— | + O(nepm(n
<§ S ; 10gm+1n ( ( ))
2 m m— smln{z,j}

|

_n (g(n) — hm(n)) + Z Zaw Z Z bs, z,g;ﬁl E:jf;g:) - + O(nem(n)).

s=1
Es folgt die Behauptung. O

Wir erhalten das folgende Korollar, mit dem wir insbesondere die asymptotische Formel (3.10) verallge-
meinern werden.
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KOROLLAR 3.5. Sei m € IN. Dann existieren eindeutig bestimmte normierte Polynome Ts € Q[x], wobei
1 < s <m undgrad(Ts) = s ist, so, dass

—~ (—1)**1T,(log1
Zpk—— <logn+loglogn—2+z (log ogn)) + O(nem(n)).

slog®n
k<n g

Insbesondere gilt Ty(z) =z — 5/2 und Ta(z) = 22 — Tx + 29/2.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus Theorem 3.2. Setzen wir m = 2 in Theorem 3.2, so ergeben
sich zusammen mit Satz 2.1 die Polynome 77 und T5. O

BEMERKUNG. Der Vorteil von Theorem 3.2 ist, dass wir, mit Hilfe von Theorem 3.2 und den Rekursi-
onsformeln (3.1)-(3.4) fiir die ganzen Zahlen b ; ; ., die Polynome Ty, wobei 1 < s < m, fiir alle m € N
explizit berechnen koénnen.

BEMERKUNG. Der erste Teil von Korollar 3.5 wurde bereits von SINHA [55, Theorem 2.3] im Jahr 2010
bewiesen. AuBerdem gab er dort die Polynome T} (z) = z — 3 und Ty(x) = 22 — Tz + 27/2 an, die jedoch
beide aufgrund eines Rechenfehlers beim Integral

/" zloglog x
———dx
3 log =

nicht richtig sind.
BEMERKUNG. Ist m € IN, so konnten Massias & ROBIN [33] im Jahr 1996 zeigen, dass
By.1+1(loglogn

Zpk. = — <logn+ Z k1(loglog )> + O(ncm(n))

<n 1og n
gilt, wobei die Polynome By (z),..., Byt1(z) die Gleichung

Bjy1(z) = Bi(z) — (n — 1) By(x)

erfiillen. Dabei ist Bo(x) := 1. Der Nachteil dieser Formel ist, dass sie keines der By, ..., By41 liefert.

Im Folgenden wollen wir obere und untere Schranken fiir die Summe der ersten n Primzahlen beweisen.

3.2 Uber die Differenz C, := np, — Zkgn Dk

Um obere und untere Schranken fiir die Summe der ersten n Primzahlen herzuleiten, betrachten wir
zunéchst die Differenz
Ch = np, — Z Pk-

k<n

Wir werden in diesem Abschnitt zwei asymptotische Formeln sowie untere und obere Schranken fiir die
Differenz C,, herleiten.

3.2.1 Asymptotische Formeln fiir C,
Die erste asymptotische Formel fiir C), erhalten wir mit Hilfe von Theorem 3.2 und (3.11).

PROPOSITION 3.6. Sei m € IN. Dann gilt
2

1
C, = % (logn+ loglogn — 5 + hm(n)>

2

n? o= (
?Zslog

s=1

Z ais | 2(loglogn)® Z Z bs.iir (108 log n) + O(nem(n)).

‘;+1 s m— smln{z]} .
n 27 log’ n
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Beweis. Multiplizieren wir die asymptotische Formel aus (3.11) mit n und subtrahieren anschliefend die
asymptotische Formel aus Theorem 3.2, so folgt die Behauptung. O

Wir erhalten das folgende Korollar.

KOROLLAR 3.7. Seim € IN. Dann ezistieren eindeutig bestimmte normierte Polynome U, € Q[x], wobei
1 < s <m und grad(Us) = s, so dass

2 m

1 —1)*+1U,(logl
C’n:n— <logn+loglogn—2+z( )" Us(log 0gn)> + O(nem(n))

2 slog®n

s=1
gilt. Insbesondere gilt Uy (z) = x — 3/2 und Us(x) = 22 — bz + 15/2.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Proposition 3.6. Setzen wir m = 2 in Proposition 3.6, so erhalten
wir zusammen mit Satz 2.1 und den Rekursionsformeln (3.1)-(3.4) fiir b, ; ;. » die Polynome Uy und Us. O

Wir werden nun im Folgenden mit Hilfe von (1.13) eine weitere asymptotische Formel fiir C,, herleiten.
Dazu sind die folgenden Lemmata hilfreich.

LEMMA 3.8. Seien x,a € R mit x > a > 1. Dann gilt

T otdt x? a?
= 2li(z?) — 2li(a®) — :
/a log?t i) i(e”) log x + loga
Beweis. Siehe DUSART [12, Lemme 1.6]. O

LEMMA 3.9. Seienr,s € R mit s >r > 1 undn € N. Dann gilt

5 wxdx r? 52 2 [° =
n+1 = n . n + = T n . dx
» log"™xz  nlog'r nlog's n /. log'x

Beweis. Die Behauptung erfolgt mittels partieller Integration. O

Die néchste Proposition wird im Folgenden eine wichtige Rolle spielen.

PROPOSITION 3.10. Sei m € IN mit m > 2. Seien as,...,a, € R und r,s € R mit s > r > 1. Dann gilt
m s s m—1 2 2
rdx xdx S r
ak/ =t 71,1/7— tl,k( - >7
P » logh " » log?x kZZQ " loghs log*r
wobei
i .
) 2l_]al+1
ti;=(j _1)!ZT' (3.19)
1=

Wir beweisen diese Proposition per Induktion nach m und mit Hilfe des folgenden Lemmas.
LEMMA 3.11. Seienr,s € R mit s > r > 1. Fiir alle m € N mit m > 2 gilt

/s vdr  2m7? /S zdz mZ:LZm_l_k(k—l)!( 52 r? )
» logma  (m—1)! /. log’z = (m —1)! loghs loghr)’

Beweis. Die Behauptung erfolgt mit Hilfe von Lemma 3.9 per Induktion nach m. O

Es folgt der Beweis von Proposition 3.10.
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Beweis. Fiir m = 2 ist die Behauptung offensichtlich. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

m—+1

Wenden wir nun Lemma 3.9 an, so folgt

Z / xdz /5 zdx Z ; < 52 r? ) N /3
a = m m— . Am
g log" z b » log?z b log" s logl~C r i r

T dx

log™ ™ 2

T dx

m+1 s m—1 2 2
T dx T dx s T 2041
zak/ :mm/z—ztmlk( k)+ .
-

- log x log s log r

2 2
Am+41S Am+1T
mlog™s  mlog™r’

Benutzen wir nun Lemma 3.11, so erhalten wir

m

» logMmz

2
Am+1T

mir:l / xdx /s zdx mz_:lt ( 52 r? ) U182 N
a = - _ — _
“Ir loghz 1.1 » log?z =" Y \logF s log" mlog™ s

2

S

2

r

mlog™r

L 2 (277 / vdx _mi:l om=1=k(f _ 1)I < -
m (m — 1)' r ]0g2 T (m — 1)' logk S

k=2
Daraus folgt

m+1

amy1(m — 1)! 52 r?
m)! log"s log™r )’

Wegen
2m=kg, 1 (k—1)!
m)!

2 a4
Flmorp=(k—1Y —

i=k

1 = tm,k:
1!

und tp, m = ame1(m — 1)!1/(m!), folgt die Behauptung per Induktion nach m.

S

zdx S xdr g 2" K, g (k—1)! )( 2
Z / log" z ’1/T log? g( m! b log" s

log

r

)

2

log

)

O

Um eine weitere asymptotische Formel fiir die Differenz C,, zu zeigen, notieren wir die folgende Identitét,
die eine Moglichkeit liefert, die Differenz C), iiber Abschétzungen fiir 7(z) aus Kapitel 1 einzugrenzen.

LEMMA 3.12. Fir alle natirlichen Zahlen n € IN gilt

Pn
Cp = / m(x) d.
2

(3.20)

Beweis. Da 7(x) auf allen Intervallen der Form [px_1,px) konstant gleich k — 1 ist, erhalten wir

n

JAECIEE S

k=2
fir alle n € IN.

Sei nun m € IN fest. Mit (3.20) und (1.13) erhalten wir

m Pn d DPn d
Cn:Z(kq)!/ e +0(/ szl>
=1 2 log"x 2 log x

Nach Lemma 3.9 gilt

Pn xdx xdx 2 2
|- s 2 [N o =0
2 log x m log Dn m log™ a: mlog™ pn log™ pn

= (kpx — (k — Dpr—1) Zpk—
k=2

)

:o<

;,
log™ py,

)
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Somit ergibt sich die asymptotische Formel

Dn d m Pn d 2
Cn:/ xm+2(/€_1)!/ Lo +o< D )
o logz P 2 loghz log™ pn
und zusammen mit Proposition 3.10 folgt
Pn P m—1 om—k _ )2 2
Cn:/ JdeJr(z"H—l)/ vdr ( Dt )p”>+0< Pn )
2 logx 2 log”z = log" pr, log™ pn

Mit Hilfe von Lemma 3.3 und Lemma 3.8 erhalten wir also

G = n i) - 5 (EEVEES IR o (L)

=1 log™ py,

In Kombination mit der asymptotischen Formel (1.12) folgt

ml 1)pi_mzl<(k—1)!(2z_k_1)pi>+o< i )

k=1 Qk IOg Pn k=1 log” pn log™ py

Fasst man beide Summen zusammen, ergibt sich die folgende asymptotische Formel fir C,,.

PROPOSITION 3.13. Sei m € IN. Dann gilt

Cn = (k—l)!(l—k) o +O< = ) (3.21)
k=1 2 log Pn IOg Pn
Im folgenden Korollar notieren wir die ersten sieben Terme der asymptotischen Formel (3.21). Dabei ist
45p; 93p2 945p2 5715p2
x(n) =

8log*p, 4log’p, 8log’p, 8log"p,
KOROLLAR 3.14. FEs gilt

2 3 2 7 2 2
= on Pn | __Pn +X(n)+0< Pn )
2logpn  4log®p, 4log®py log® py,
Beweis. Wir setzen m = 8 in Proposition 3.13 ein. O

Mit Hilfe von Proposition 3.13 und der asymptotischen Formel (1.12) erhalten wir das folgende Korollar.
KOROLLAR 3.15. Sei m € IN. Dann gilt

p2
ZmzmﬁHO<7ﬁ>-
log™ pn,

k<n

Beweis. Da n = w(p,) ist, folgt mit Hilfe von Proposition 3.13 und der Definition von C,,, dass die
asymptotische Formel

m—1 m—1
(k=1)!p; (k=1)!p; P2
> ok =m(pa)n = ) k + P, TO log™ pn

k<n = log®pn i 2Flogtpa

erfiillt ist. Zusammen mit (1.12) und (1.13) folgt die Behauptung. O

Aus Korollar 3.15 sowie den asymptotischen Formeln (1.12) und (1.13) ergibt sich das folgende Resultat.
KOROLLAR 3.16. Sei m € N. Dann gilt

2
Zpk—ﬂpn)—i-O(l >
og™ pn

k<n

In den beiden folgenden Abschnitten werden wir mit Hilfe von Lemma 3.12 und Abschéitzungen fiir die
Primzahl-Zahlfunktion 7(z) aus Kapitel 1 untere und obere Schranken fiir C,, beweisen.
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3.2.2 Eine untere Schranke fiir (),
DUSART [12, p. 50] bewies, dass die Ungleichung

2 2
O > e D, 3ps,

4 + 3.22
B 2logp, 4 log2 Pn ( )

fiir alle n > 109 erfiillt ist, wobei

2
599 ~ —47.1.
log 599

599
c:/ 7(t) dt — 31i(599%) +
2

Das Ziel dieses Abschnitts ist, eine untere Schranke fiir C, zu beweisen, die die Ungleichung (3.22)

verschérfen wird. Sei m € IN mit m > 2 und seien aq, ..., an, 2o, yo € R so, dass
x " apx
k
m(x) > + 3.23
@2 g+ L (3.23)

fir alle x > 29 und

(3.24)

fiir alle x > yo gilt. Dann ergibt sich fiir C,, die folgende untere Schranke.

PROPOSITION 3.17. Fiir alle n > max{m(xo) + 1, 7(\/yo) + 1} gilt

m—1
(k—1)! p;
Cn > do+ Z (k(l +2tg-11) >
k=1 2 log pn

wobei die t; ; wie in (3.19) definiert sind und die Konstante dy gegeben ist durch

m—1 2

xo T
do = do(m, az, ..., am,x0) = / m(z)de — (14 2tm_1) i(23) + D tmo1p—p
2 k=1

logk To

Beweis. Da n > max{r(zo) + 1,7(y/yo) + 1} vorausgesetzt ist, gilt p, > zo und p2 > pfr(m)+1 > yo.
Zusammen mit (3.20) und (3.24) erhalten wir somit

o Pn o Pr xdx i Pr xdr
C’n:/ 7rxdx+/ ’/TCCd$Z/ 7ra:dx+/ + a/ .
2 (=) T (=) 2 (=) 2o 08T Z g 1ogkx

0 0 k=2 xo

Wenden wir Lemma 3.3 an, so folgt

m Pn

Cp > /; () de —li(22) + i(p?) + Zak/L

k=2 To

Mit Hilfe von Proposition 3.10 erhalten wir

To ) ) Prn o dr m—1 2 72
C, > / m(x) dx — h(w%) + h(pi) + tm71,1/ — — Z b1k ( pkn _ kO ) .
2 z log®z log"p, log” xg
Wenden wir nun Lemma 3.8 an, so folgt
m—1

2

. pn
Cr > do + (14 2tm—1.1) 0(p2) = Y tm-1h—p—.
k=1 log™ pn
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Da p? > yo ist, ergibt sich zusammen mit (3.24) die Ungleichung

m—1
k=1 (k—1) ) P2
Cn >do+ + tn—11— tm— L 3.25
3 0 ; ( 2k 2/€—l m—1,1 m—1,k logkpn ( )

Aus der Definition (3.19) von ¢; ; folgt

k—1)! k—1)!
(Qkfl) tm—l,l - tm—l,k = (2,§7_1) tk—1,1~ (3~26)
Zusammen mit (3.25) folgt die Behauptung. O

Bevor wir m = 9 in Proposition 3.17 setzen werden, zeigen wir zunéchst eine untere Schranke fiir li(z).

LEMMA 3.18. Fiir alle x > 4171 gqult

S 7 T n 2x n 6z 24x 120x 720z 5040x
“logz  log’z  log®z  log'z  log’xz  log®z  log"z  log®z’

li(z)

Beweis. Wir betrachten die Funktion

F() = i) — ( T % 2 N 6x 24x 1202 720« 5040x)
logz  log?z log®z log*z log’z logbz log'z log®z/’
Dann gilt £(4171) > 0.00019 und f(z) = 40320/ log” z. Es folgt die Behauptung. O

Sei nun m = 9. Wihlen wir a; = 1 und a3 = 2, so ist dy = do(9, 1,2, a4, as, ag, ar, as, ag, o) gegeben durch

(A-Dz2 (A-3)22 (A—-7)23 (3A —21—4day)z?

dy = / 7(x) de — Ali(z?) +
2

2log xg 4 log2 o 4 log3 ) 8 10g4 )
(3A — 21 — day — 2a5)x? n (%Jr% @) zl (% aj) x3 agrd
41og® z¢ 6 21 84/ logbzg 7 28/ 1og"zy  8log g’

wobei
das | 205 | dag | dag | Bag | 209

2
3 3 15 45 315 315 (8:27)

ist. Wir erhalten das folgende Resultat.
PROPOSITION 3.19. Fiir alle n > max{m(x¢) + 1,19} gilt

2 2 2 2 2

3 7 21 a 21 a
Cp>do+—ny Pn | _Pn +(+4> Dn +(+a4+5> o
2logpn  4log'p,  Alog’p, \8 2/ log'p, \4 2 ) log’ pn

<105 5a4  bas a6) P2 <315 15a4 15a5  3ag a7> P2

s 72 71 T2 )t \ 3 T2 T T2 TR ) g
2205 n 105a4 105a5 2lag @ ag pi
16 4 8 4 4 2 ) l0g®p,

Beweis. Setzen wir m = 9,a2 = 1 und as = 2 in Proposition 3.17, so folgt zusammen mit Lemma 3.18 die
Behauptung fiir alle n > max{m(zg)+1, m(v/4171)+1}. Da w(1/4171)+1 = 19 ist, folgt die Behauptung. O

Bevor wir ein Korollar aus dieser Proposition folgern werden, zeigen wir zunéchst die folgende Proposition.
PROPOSITION 3.20. FEs gilt

do(9,1,2,5.648, 23.648, 118.24, 709.44, 4966.08, 0, 1332433009) > 5 - 10'°.

Fiir den Beweis von Proposition 3.20 wird die folgende obere Schranke fiir li(z) niitzlich sein.
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LEMMA 3.21. Fiir alle x > 10'6 gilt

. x x 2z 6x 24x 1202 900x
li(z) < tom o st 5 6 7
logz  logx log’xz log*z log’z log”z log'x

Beweis. Wir definieren

x T 2x 6x 24x 120x 900x
f(z)

= + + + + + +
logz  log?z log®x log4 z log’z  logbz 1og7 T

—li(x).

Dann gilt f(10'%) > 366018.118. Da auBerdem f'(z)log®z = 180(logx — 35) > 0 fiir alle z > 10'6 > ¢
gilt, folgt die Behauptung. O
Es folgt der Beweis von Proposition 3.20.

Beweis. Sei zg = 1332433009. Nach Theorem 1.25 gilt

x x 2z 5.648x  23.648x  118.24x  709.44x  4966.08x
m(z) > i 3 1 5 6 7 8
logz  log”z log”xz log"z log” x log” x log' x log® x

fiir alle > xo. Dann ist dg = dp(9, 1,2, 5.648,23.648, 118.24,709.44, 4966.08, 0, xo) gegeben durch

@0 032 01622  186.00822 183.00822  88.68z2  165.5362
do — / r(a)do - 793032 o) | 875.01628 | 186.008aF | 183.008zF | 88.68zf 165536z
2

3log o 3log? xg 3log® xo log® ¢ log® z
354.7223  709.44x2
log® z log” zo

Da 23 > 106 ist, folgt zusammen mit Hilfe von Lemma 3.21, dass die Ungleichung

x3 3z T2 5.449x%  22.72222 11592523  1055.47875x3
2logzo 4 log2 g 4 log3 ) log4 o log5 o log6 o log7 o

xo

do > / m(x) dx —
2

erfiillt ist. Wegen log x¢ > 21.01027, folgt

Zo
do > / 7(x) dr — 4.22502358 - 10*® — 0.30163988 - 10'6 — 0.03349915 - 10*® — 0.00496456 - 10*°
2
—0.00098532 - 10*® — 0.00023926 - 10'® — 0.00010368 - 10'6

o)
= / 7(z) de — 4.56645543 - 101°, (3.28)
2
Da zg = pesrrars1 gilt, rechnet man mit Hilfe von Lemma 3.12 und einem Computer nach, dass

xo
/ m(z) dz = Cogrrarsy = 66772781 pegrrarss —  » pr = 45664611127913487
2 E<66772781
gilt. Zusammen mit (3.28) folgt die Behauptung. O
Definieren wir

. _43.592p2  90.888p2  927.4p?2  702.495p2  4941.7725p?
~ 8logip,  4log’p,  8log®p,  log'p, log® py,

(3.29)

so erhalten wir mit Hilfe von Theorem 1.25 in Hinblick auf Korollar 3.14 das folgende Korollar, mit dem
wir die Ungleichung (3.23) verschiirfen werden.
KOROLLAR 3.22. Fir alle n > 52217015 gilt

P2 3p2 2

C, > + +
"= 2logp, 410g2pn 410g3pn

+ O(n).
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Beweis. Sei x¢p = 1332433009. Nach Theorem 1.25 gilt

x L x 2z 5.648z  23.648r 118.24x  709.44x  4966.08z
logz  log?z log®z  log'z log® « log® log” x log® x

m(z) >

fir alle x > xg. Setzen wir as = 5.648, a5 = 23.648,a¢ = 118.24, a7y = 709.44, ag = 4966.08 und ag = 0 in
Proposition 3.19 ein, so ergibt sich zusammen mit Proposition 3.20, dass die Ungleichung

2 3p2 7p?
2logp,  4log®p, 4log’pn,

fiir alle n > max{m(xo)+1,19} = 66772782 gilt. Fiir 52217015 < n < 66772781 priifen wir die Ungleichung
mit einem Computer nach. Es folgt die Behauptung. O

3.2.3 Eine obere Schranke fiir C,

In diesem Abschnitt werden wir erstmals eine obere Schranke fiir C,, beweisen. Sei m € IN mit m > 2.
Seien as, ..., am, 1 € R so, dass

x aRx
m(z) < +Y— (3.30)
log z iy log" @
fiir alle z > x; gilt und A\, y; € R so, dass
m— 2
Gj—-1) 'x Az (3.31)
m—1 :
]:1 log’ log x
fiir alle z > y; gilt. Setzen wir
1 m—1 12
dl = dl(m,ag,...,am,xl) = / 7T($)d$— (1+2tm,1’1)11($%)+ Ztmfl)k kl 5
2 P log” x4

wobei die t,,,—1 wie in (3.19) definiert sind, so erhalten wir das folgende Theorem.

THEOREM 3.23. Fir alle n > max{m(x1) + 1,m(\/y1) + 1} gilt

Ch <d1+z<

Beweis. Sei n > max{r(z1) + 1,7(,/y1) + 1}. Dann folgt p,, > x1 und p2 > pi(m)ﬂ > y1. Zusammen
mit (3.20) und (3.30) ergibt sich die Ungleichung

z1 Pn T Pn e o m Pn o da
n= 77xdw+/ dexg/ 7rxdm+/ + a/ .
/2 ( ) I ( ) 2 ( ) T logz Z g xr1 logk z

k=2

2 14 2m-1.1)\ " 2
LI S (LS TS
| log

ng Pn 2m-1 m— et

Pn

Mit Hilfe von Lemma 3.3 erhalten wir

m Pn

Cpn < /;1 7(x) de — 1i(2?) + Li(p2) + Zak/z

k=2 1

rdr

logk z
Wenden wir nun Proposition 3.10 an, so ergibt sich

Pn

T dx P2 x?
P Ztm “f( - 3 )

. log”x P log pn log” xq

Co < [ o) do— 1) + 562) + toora [
2 xr
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Aus Lemma 3.8 folgt somit

m—1 2
Cn <di + (14 2ty,_11) li(p2) — Z tm—1,k p,:L .
k=1 1Og pn

In Kombination mit der Ungleichung (3.31) folgt

m—2
(k— 1)' tm—1 1(k—1)' ) p2 (1—|—2tm_1 1))\ p2
C, <d + < + , — n_ ) b _ Pn
n 1 ; ok 2k—1 m—1,k 1ng D gm—1 m—1,m—1 10gm_1pn

und zusammen mit (3.26) und ¢,,—1,m—1 = am/(m — 1) folgt die Behauptung. O
Sei m = 9. Setzen wir ag = 1 und az = 2, so ist d; = d1(9,1,2, ay, as, ag, ar, as, ag, x1) gegeben durch

(A-1Dz? (A-3)2? (A-T)27  (3A—21—4day)z?

dy = / 7(x) dr — Ali(z?) +
2

2log 21 41og? 1 4log® 21 8log? x4
3A — 21 — 4day — 2a5)x? a a a x? a a x? agx?
( s — 205)7) (R+2+2) i+ (2 +2) = L (3.32)
4log” o1 6 21 84/ log’ x4 7 28/ log'wy  8log® xy

wobei A = A(ay, as, ag, a7, as, ag) wie in (3.27) definiert ist, und wir erhalten die folgende Proposition.

PROPOSITION 3.24. Fiir alle n > max{n(x1) + 1,7(\/y1) + 1} gilt

2 2 2 2 2
3 7 21 a 21 a
Cp<di+-tn gy Pn o Pn +(+4> P +<+a4+5> P
210gpn 410g Pn 410g Pn 8 2 log DPn 4 2 log Dn
<105 5ay bas  ag ) p2 <315 15a4  15as 3ag ar ) P2

+ N - -
8 2 4 2)1og%p, log” pi,

L (AA a9 _pn
256 8 ) log®p,

Beweis. Wir setzen m = 9,a2 = 1 und a3 = 2 in Theorem 3.23 ein und erhalten die Behauptung. O

s T2 4 2 2

Mit Hilfe der oberen Schranke fiir 7(z) aus Theorem 1.10 erhalten wir das folgende Korollar. Dabei sei

_ 46.408p%  95.112p2  962.6p2 | 5810.04p2  59429p2
8 log4 DPn 4 log5 Pn 8 log6 Dn 8 log7 Pn 8 log8 DPn '

(3.33)

KOROLLAR 3.25. Fir allen € N gilt

- D 3n TP
"~ 2logp,  4logip, 4log’p,

+ Q(n).

Fiir den Beweis dieses Korollars benotigen wir die beiden folgenden Lemmata.
LEMMA 3.26. Fir alle x > 10'® gilt

. T T 2z 6x 24x 120z 720x 6300x
li(z) < trm ot sttt sttt 8 "
logx  log”x log”x log®x log°z log°xz log'z log°x

Beweis. Sei

T T 2z 6x 24x 120z 720x 6300x
f(z)

= + + +
logz  log?z  log®z log4 r log’z  logbz log7 z  logdz

—li(z).

Dann gilt f/(z) = 1260(logz — 40)/log” z > 0 fiir alle z > 2.36 - 1017 > ¢*°. Zusammen mit f(10'®) >
646355.66 folgt die Behauptung. O
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LEMMA 3.27. Es gilt
dy(9,1,2,6.352,24.352,121.76, 730.56, 6802, 0, 18) < 562.44.

Beweis. Nach Theorem 1.10 gilt

T x 2z 6.352x  24.352x  121.76x  730.56x = 6802z
< 1 tr—s—-t 1 5 6 7 8
ogr log”x logz log 'z log” x log” x log' x log® x

()

fir alle z > 1. Setzen wir also ay = 6.352,a5 = 24.352,a¢ = 121.76,a7; = 730.56,as = 6802,a9 = 0 und
r1 = 18 in (3.32) ein, so erhalten wir zusammen mit 1i(182) > 72.5128,log 18 > 2.89 und 301.86 < A <
301.87 die Ungleichung

150.435- 182 74.7175-18%  73.7175-182  107.40025 - 182

2.89 * 2.892 * 2.893 * 2.894
202.6245 - 182 445.67-18%  971.72 - 182

2.89° * 2.896 i 2.897

d; <434 —301.86 - 72.5128 +

Rechnen wir den Ausdruck auf der rechten Seite aus, so folgt die Behauptung. O
Es folgt der Beweis von Korollar 3.25.

Beweis. Nach Theorem 1.10 und Lemma 3.26 sind die Ungleichungen (3.30) und (3.31) fiir as = 1,a3 =
2,44 = 6.352, a5 = 24.352, a5 = 121.76, a7 = 730.56,ag = 6802, A = 6300,2; = 18 und y; = 10'® erfiillt.
Setzen wir diese Werte in Proposition 3.24 ein, so erhalten wir, dass die Ungleichung

P2 3p2 2 a 0.075p2

Cp <di+ + - +Qn) — ————
1Ty logp, 4 log2 Pn 4 log‘3 Pn 8 log8 Dn

(3.34)

fiir alle n > max{8,7(vV1018) 4 1} = 50847535 erfiillt ist. Setzen wir f(z) = 0.07522/(8log® x), so gilt
f(2-107) > 587.8 und f'(z) = 0.075 - 2z(logz — 4)/(81log” z) > 0 fiir alle z > e*. Mit Hilfe von Lemma
3.27 folgt somit

2

dy < 0.0?g)pn

8log” pn
fiir alle n > 7(2-107) + 1 = 1270608. Zusammen mit (3.34) folgt, dass die behauptete Ungleichung fiir alle
n > 50847535 erfiillt ist. Fiir 1 < n < 50847534 iiberpriifen wir die Ungleichung mit einem Computer. [

3.3 Uber die Differenz D, := np, /2 — > h<n Pk

In einem Artikel von ROSSER & SCHOENFELD [49] aus dem Jahr 1975 wird eine Vermutung von MANDL
iiber eine obere Schranke fiir die Summe der ersten n Primzahlen erwéhnt. Sie besagt, dass

n
> P < oPn (3.35)
k<n

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 9 gilt und wurde im Jahr 1998 von DUSART [12, Théoréme 1.14] bewiesen.
Wir werden in diesem Abschnitt die Differenz

Dy, = gpn - Zpk:

k<n

genauer studieren. Dazu leiten wir im Folgenden erstmals eine asymptotische Formel fiir D,, her und
beweisen, mit Hilfe der in Kapitel 1 bewiesenen Abschétzungen fiir 7(z), untere und obere Schranken fiir
D,,, welche die in der Literatur bisher bekannten Abschéitzungen fiir D,, deutlich verschéirfen werden und
mit deren Hilfe wir obere und untere Schranken fiir die Summe der ersten n Primzahlen herleiten werden.
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3.3.1 Eine asymptotische Formel fiir D,
Mit Hilfe von (3.11) und Theorem 3.2 erhalten wir die folgende asymptotische Formel fiir D,,.

PROPOSITION 3.28. Seim € N. Dann gilt

D, n2 N n2 h n2 zm: s mz:em%g} b, mvﬂ«(loglogn)i*r N O( ( ))
= — + — o § , nem(n)).
4 2 —s log®n = o — 2 log’ n m

Beweis. Multiplizieren wir die asymptotische Formel aus (3.11) mit n/2 und subtrahieren anschliefend die
asymptotische Formel aus Theorem 3.2, so folgt

n? n2 n2 (1)t S mosmindinihy, (loglogn)—"
Dn = — _ is 1 1 S,1,7,T
4 ) 2 2;slognza (loglogn)’ Z TZ 27 log’ n
+ O(nepm(n)). (3.36)
Es gilt
m—smin{i,j} m—smin{,j}
bswrloglogn) -r b“”loglogn) -r
= bs.,;,0,0(loglogn) s
% ; 27 log’ n o.(loglog Z Z 27 log’ n
Da bs ;0,0 = 1 nach (3.1) ist, folgt zusammen mit (3.36) die Behauptung. O

Wir erhalten die beiden folgenden Korollare.

KOROLLAR 3.29. Seim € IN. Dann ezistieren eindeutig bestimmte Polynome Vy € Q[x], wobei2 < s <m
und grad(Vy) = s — 1, so dass

n2 n2 " (1)1, (log log n)
D, = — O(nep, .
i 410gn 2 ; slog®n + Onem(n))
Beweis. Die Behauptung folgt offenbar aus Proposition 3.28. O

KOROLLAR 3.30. FEs gilt

D, =

n? n? n?(loglogn — 7/2 n?(loglogn)?
n _(gg2 /)+O<(g3g)>.
4  4logn 4log”n log”n

Beweis. Wir setzen m = 2 in Proposition 3.28 und zusammen mit Satz 2.1 sowie den Rekursionsformeln

(3.1)-(3.4) fiir by ; ;, folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG. Aus Korollar 3.30 folgt insbesondere, dass Va(z) = © —7/2 ist. SINHA [55, Lemma 3.1] hatte
in seinem Artikel aufgrund von zwei Rechenfehlern das Polynom Va(x) = x — 49/2 angegeben.

3.3.2 Neue untere Schranken fiir D,,
DUSART [12, Théoreéme 1.14] konnte mit dem Beweis der Ungleichung (3.35) zeigen, dass

D, >0

fiir alle n > 9 gilt. Dies konnte HASSANI [22, Kapitel 2] im Jahr 2007 verschiirfen, indem er zeigte, dass
D,, > n?/14 fiir alle n > 10 gilt. Die zur Zeit beste untere Schranke fiir die Differenz D,, stammt von SUN
[59, Theorem 1.1]. Er bewies im Jahr 2012, dass die Ungleichung

n2

Dy > (3.37)

fiir alle n > 417 gilt.
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BEMERKUNG. SINHA [55] vermutete im Jahr 2010, basierend auf mehreren Uberpriifungen, dass die Un-

gleichung

n? n? n?loglogn

D, > — -
T4 +210gn 4log*n

fiir alle n > 835 gilt, womit er die Ungleichung (3.38) deutlich verschéirfen wiirde. Nach Korollar 3.30 ist
diese Ungleichung jedoch fiir alle hinreichend grofle n falsch.

Das Ziel in diesem Abschnitt ist, mit Hilfe von Korollar 3.22 zu beweisen, dass die Ungleichung

n? n? n?(loglogn — 2.092)
4 4logn 4log”n

D, > (3.38)

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 348247 erfiillt ist, womit wir insbesondere die untere Schranke (3.37)
verschirfen werden. Dazu setzen wir

(n) 2.0921log? n n log? p,, log® n + 16.296 log? n — log® p,, log n + log® p,, loglog n
pn) =

4log® pn, 4log® pn
und erhalten das folgende Theorem.

THEOREM 3.31. Fir alle natiirlichen Zahlen n > 842019 gilt

D> n* n? n?loglogn  p(n)n

+ - .
4 " 4logn 4log®n log®n

2

Fiir den Beweis dieses Theorems ist das folgende Lemma hilfreich.

LEMMA 3.32. Fir allen € IN gilt
927p2 log p,, + 5619.96p2 > 118n%log® p,, + 762np,, log® p,,.
Beweis. Aus der oberen Schranke fiir 7(z) aus Satz 1.4 folgt, dass
pn, > n(logp, — 1.1) (3.39)
fiir alle n > 6077 = 7(60184) 4 1 gilt. Sei zuniichst n > 6077. Aus (3.39) folgt dann
927p? log p, > 927np,, (log p,, — 1.1)log p, = 762np,, log? p,, + 165npy, log® p,, — 1019.7np,, log p,,. (3.40)
Da mit Hilfe von (3.39) die Ungleichung
165np,, log® p, > 165n2(log p, — 1.1) log® p,, = 47n2log® p,, + 118n2 log® p,, — 181.5n2 log® p,,
erfiillt ist, erhalten wir zusammen mit (3.40) die Ungleichung
927p? log p,, > 762np,, log? p,, + 47n?log® p,, + 118n? log® p,, — 181.5n2 log? p, — 1019.7npy, log p,,. (3.41)
Da n > 6077 ist, folgt logp, > 11 > 181.5/47. In Kombination mit (3.41) ergibt sich
927p2 log p,, > 762np,, log® p, + 118n%log® p,, — 1019.7np,, log p,,. (3.42)
Es gilt log p, > 1.1/0.75 und zusammen mit (3.39) folgt
prn > n(logp, — 1.1) > 0.25n1og py,.

Somit gilt 5619.96p2 > 1019.7np,, log p,. Zusammen mit (3.42) folgt die Behauptung fiir alle n > 6077.
Fiir 1 <n <6076 priifen wir die Ungleichung mit einem Computer nach. Es folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Theorem 3.31.
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall n > 52217015. Sei ©(n) wie in (3.29) definiert. Wir werden im
Folgenden zeigen, dass die Ungleichung

2 3p? Tp? n n? n? n?loglogn n)n
Pn o Pn o Ph 0> S p, 4+ _nloglogn  pln)
2logpn  4log®p, 4log®p, 2 4 4logn 4log”n log”n

2

(3.43)

erfiillt ist, womit nach Korollar 3.22 die Behauptung folgt, da C,, = D,, + np,/2 ist. Der Ubersicht halber
schreiben wir im Folgenden p = p,,, y = logn und z = log p. Mit Lemma 3.32 und der Definition von p(n)
erhalten wir die Ungleichung
2n22"y? + 4.184n225y? + 32.592n%2%y% + 927.4p%2%y* + 5619.96p> zy> + 39534.18p%y>
> 20228y — 2n%28 logy + 8p(n)n?2® + 117.10328n2 2%y + 761.71624npz>y>. (3.44)
Wir setzen
qfo(.ﬁ) =T — 1.1,

Dann ist die Ungleichung (3.44) dquivalent zu

20?2 y? + 4.184n225¢% + 53.48n% 2192 Wy (2) + 927.4p° 2%y? + 5619.96p° 2% + 39534.18p%y>
> 21228y — 20228 logy + 8p(n)n?2® 4 20.888n22°y% + 58.27528n 21y? + 761.71624npz>1>.

Zusammen mit (3.39) ergibt sich die Ungleichung

2n227y? + 4.184n%2%% + 53.48npzty? + 927.4p% 2%y% + 5619.96p2 2% + 39534.18p%y>
> 20228y — 2n%28 logy + 8p(n)n228 + 20.888n225y? 4 58.27528n224y? 4 761.71624npz3y>.

Diese Ungleichung ist dquivalent zu

20227y + 4.184n2 2597 + 181.776np23y* o (2) + 927.4p? 2%y* + 5619.96p2 29> + 39534.18py>
> 21228y — 20228 logy 4 8p(n)n?2® 4 20.888n22°y% + 58.27528nz4y? + 128.296npz1y?
+ 561.76264npz>y>

und in Kombination mit (3.39) folgt

2n22"y? + 4.184n225y? + 181.776p> 23y? + 927.4p*2%y? + 5619.96p> zy% + 39534.18p%y>
> 2228y — 2n228 logy + 8p(n)n228 +20.888n22°y% + 58.27528n% 242 + 128.296npz*y>
+ 561.76264npz31>. (3.45)

Setzen wir |17
Ui(z)=2—1—- —,
T

so ist die Ungleichung (3.45) #quivalent zu
2n227y? +10.184n%2592 W (2) + 181.776p° 23y? + 927.4p° 2%y% + 5619.96p2 23> + 39534.18p°y>
> 2228y — 2n%28 logy + 8p(n)n2,z8 + 6n22%2% + 10.704n225y? + 46.36n2 2y

+128.296npz*y? + 561.76264np2>y>

und mit (1.38) erhalten wir die Ungleichung

2n227y? 4 10.184np2>y? + 181.776p>23y? + 927.4p° 22y* + 5619.96p? 29 + 39534.18p?y>
> 2n22%y — 2n% 2% logy + 8p(n)n?2® + 6n22%y? + 10.704n2 2%y 4 46.36n%2%y?
+128.296npz1y? + 561.76264np231>.
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Diese Ungleichung ist d4quivalent zu

2n%27y? + 43.592npz YUy (2) + 181.776p 2%y 4 927.4p*2%y? + 5619.96p% 2y? + 39534.18p>y>
> 20228y — 2n%28 logy + 8p(n)n228 + 612252 + 10.704n° 252 + 46.36n221y? + 33.408npz>y>
+ 84.704npz*y? + 510.76npz>y>

und mit Hilfe von (1.38) ergibt sich

2n%27y? 4+ 80(n)28y? > 2n?28y — 2n%2% logy + 8p(n)n?2® + 61220y + 10.704n22°y? 4 46.36n% 21y

+ 33.408npz°y? + 84.704npz*y? + 510.76npz>y>. (3.46)
Setzen wir 1 384
\Ifg(x)::cflfgf?,

so ist die Ungleichung (3.46) #quivalent zu
4n?2%92 Wy (2) + 80 (n)28y? > 2228y — 20228 logy + 8p(n)n?2® + 2n227y? + 2n22%9 4 6.704n% 25y
+ 31n22%% + 33.408np2>y? 4 84.704npz1y? + 510.76npz>y>
und mit (1.36) ergibt sich die Ungleichung
4npzSy? 4+ 80(n)28y? > 20?28y — 2n%28 logy + 8p(n)n?2® 4 2n227y? + 2022592 + 6.704n22%y>
+ 3122 + 33.408np2°y? + 84.704npz"y? + 510.76npz3y>.
Dies ist dquivalent zu
14npz5y? Wy (2) + 80(n) 28y > 20228y — 2n%28 logy + 8p(n)n?28 + 2n227y? + 2n%25y2 + 6.704n2 25>
+ 31n22%y? 4+ 10np2°y? + 19.408npz>y? + 70.704npz"y? + 45Tnpz3y2.
In Kombination mit (1.36) erhalten wir die Ungleichung
14p2 2%y 4+ 80(n)28y? > 2n228y — 2n%28logy + 8p(n)n?28 + 2n227y? 4 2022592 + 6.704n2 25>
+ 31n22%92 + 10npz5y? + 19.408npz>y? + 70.704npz*y? + 45Tnp2>y2.

Setzen wir 1 3352 155
o =z—-1--——— - —
3(‘1:) x T 2 3 ’

so ist die letzte Ungleichung dquivalent zu

20227y W3 (2) + 14p22°y° + 80(n) 282 > 2n228y% + 20228y — 20228 logy + 8p(n)n?28 + 10np25y?

+19.408npz°y? + 70.704npz*y? + 45Tnpz>y>.
Dann folgt zusammen mit (1.34), dass die Ungleichung
2npz"y? + 14p?2°y? + 80 (n)28y? > 2n228y? + 20228y — 2n22% log y + 8p(n)n?2® + 10np25y?
+19.408npz°y? + 70.704npz1y? + 45Tnpz>y>

erfiillt ist. Diese Ungleichung ist dquivalent zu

6npzSy* U3 (2) 4+ 14p?2°y% + 80(n) 28y > 2n228y% + 20228y — 2n%28 logy + 8p(n)n?2® + dnpz"y?

+ dnpzSy? + 13.408np2>y? + 50.592npzty? + 364npz>y?
und mit Hilfe von (1.34) folgt somit
6p22%y? 4 14p22°y% + 80(n) 28y > 2n228y% + 2n228y — 2?28 logy + 8p(n)n?2® + dnpz"y? + dnpzSy?
+13.408np2°1y? + 50.592npz1y? + 364npz>1y>. (3.47)
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Setzen wir schliefllich
() —a_1_ L3392 12648 91
W=7 x x? 3 xt’

so folgt zusammen mit (3.47), dass die Ungleichung
dnpz"y? W 4(2) + 6p22%y? + 14p22°y* + 80(n)25y?
> dnp2®y? + 202282 + 20228y — 2n228 logy + 8p(n)n?2®

erfiillt ist und in Kombination mit (1.32) erhalten wir
4p227y2 4 6P226y2 4 14p225y2 4 8@(”)28’!]2
> dnpzBy? + 2022897 4+ 20228y — 20228 logy + 8p(n)n?2P.
Setzen wir die Definitionen von y und z ein und teilen anschliefend beide Seiten durch 810g8 plog2 7, SO

folgt die Ungleichung (3.43) und somit die Behauptung fiir alle n > 52217014. Fiir 842019 < n < 52217014
priifen wir die behauptete Ungleichung mit einem Computer nach. O

Mit dem folgenden Korollar beweisen wir die untere Schranke (3.38) fiir D,, und verschirfen somit die
Ungleichung (3.37).

KOROLLAR 3.33. Fir alle natiirlichen Zahlen n > 348247 gilt

D> n* N n® n2(1oglogn2— 2.092).
4 4logn 4log”n

Das folgende Lemma wird fiir den Beweis von Korollar 3.33 hilfreich sein.

LEMMA 3.34. Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N mit n > 2 gilt

3.092(loglogn — 2) n 2.092(loglogn — 1) n 2.092(loglogn — 2)

<1
logn logn log® n

Beweis. Sei n € N mit n > 2. Wir setzen f(z) =loga — 3 -3.092(loglog x — 2). Dann gilt f'(z) > 0 genau
dann, wenn z > €%276. Zusammen mit f(e%27%) > 7.166 folgt f(x) > 0 fiir alle > 1. Daraus folgt

3.092(loglogn — 2) n 2.092(log 120gn -2) <9. 3.092(loglogn — 2) < g (3.48)
logn log“n logn 3
Definieren wir g(z) = logz — 3 - 2.092(loglog x — 1), so gilt ¢’(x) > 0 genau dann, wenn = > €276, In
Kombination mit g(e5-27%) > 1.024 folgt, dass g(z) > 0 fiir alle x > 1. Daraus folgt
2.092(loglogn — 1) < 1
logn -3
Zusammen mit (3.48) folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Korollar 3.33.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall n > 842019. Nach Theorem 3.31 geniigt es zu zeigen, dass
p(n) > 2.092/4 gilt. Der Ubersicht halber schreiben wir erneut y = logn und z = logp,,. Da 22 — 5.184x +
16.296 - 0.752 > 0 fiir alle z > 0 gilt, erhalten wir die Ungleichung

(log?y — (1 +4.184) log y + 16.296 - 0.75%)2% + 2.092z log?® y — 2.092z(logy — 1) > 0.
Wenden wir die Ungleichung (2.43) an, so folgt

16.296y% + (log® y — (1 + 4.184) log y) 22 + 2.092z log? y — 2.092z(logy — 1) > 0. (3.49)
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Mit (2.8) gilt

z <y+logy + log <1+ logyyfl + log§22> (3.50)
und mit Hilfe der Ungleichung log(1 4 t) < ¢, die fiir alle t > —1 erfiillt ist, sowie Lemma 2.5 folgt
2 <ytlogy+ BY L +log32_2. (3.51)
Aus (2.2) erhalten wir insbesondere
—z+logy < —y. (3.52)
Somit gilt die Ungleichung
—2.0922%log y + 2.092z log? y < —2.092zylogy
und zusammen mit (3.49) folgt
16.2963° + z*(logy — 1 — 2.092) log y — 2.092zy logy — 2.092z(logy — 1) > 0. (3.53)

Multiplizieren wir die Ungleichung aus Lemma 3.34 mit 22, so erhalten wir zusammen mit (3.53) die
Ungleichung

2% +16.296y° + 2*(logy — 1 — 2.092) log y
2 2 _ 2 _
- (2% +2.0922%)(logy — 2) 2.092z (logy C1g logy 2) .

> J +2.092z(ylogy + logy — 1) +

Da 22 > z und logy — 2 > 0 ist, folgt daraus

2% 4+ 16.296 + 2*(logy — 1 — 2.092) log y
2 _ 2 _
S (22 +2.092z)(logy — 2) 2.092z (logy 14 logy 2>

> ; +2.092z(ylogy + logy — 1) +

und dies ist dquivalent zu

22 4 16.296° + 2.09229° + 2% (logy — 1 — 2.092) log y

> 2,002z (y logy + logy — 1 n logny— 2> n zz(logyy —2) n 2.09222 <10gy 14 logy — 2> .
Zusammen mit (3.51) folgt
22 4 16.2961° + 2.09229° 4 z2(logy — 1 — 2.092) log y
> 2.002:%y + 22(logy — 2) N 2.09222 (logy _14 logy — 2) .
Y
Diese Ungleichung ist dquivalent zu
22 4 16.2961° + 2.092zy% + 22(logy — 1) logy
> 209222 <y tlogy+08Y L, k’gyz_ 2) | #logy —2)
Y Y
Wir erhalten erneut mit Hilfe von (3.51) die Ungleichung
Z*(logy —2)

2% 4 16.2969° 4 2.092zy% + 2%(logy — 1) logy > 2.0922% + ,
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Zusammen mit (3.52) ergibt sich die Ungleichung
2(1 -2
16.296y% + 2.0922y% + 2%(z — y) logy > 2*(logy — 1) + 2.0922> + Zlogy—=2)

und diese ist dquivalent zu

logy—1 logy —2
gy I gy

22y% +16.296y2 + 2.09229° > 2%y <y +logy + 5
Y

> — 22 logy + 2.09223.
Aus (3.51) folgt nun

229 4+ 16.2961° 4 2.0922y° > 23y — 22 logy + 2.09223.
Dividieren wir beide Seiten mit 422, so folgt mit Hilfe der Definition von p(n), dass die Ungleichung

2.092
() > 202

erfiillt ist. Zusammen mit Theorem 3.31 folgt die Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen n > 842019. Fiir
348247 < n < 842018 priifen wir die Ungleichung mit einem Computer nach. O

3.3.3 Neue obere Schranken fiir D,

Als néchstes wollen wir erstmals eine obere Schranke fiir die Differenz D,, herleiten. Aus Korollar 3.30 folgt
insbesondere, dass zu jedem ¢ > 0 ein ng(e) € IN existiert, so dass
D, < n72 n n? B n?(loglogn —2(7/2 +¢))
4 4logn 4log“n

fiir alle n > ng(e) gilt. Dies beziiglich werden wir in diesem Abschnitt mit Hilfe von Korollar 3.25 zeigen,

dass
n? n? n?(loglogn — 5.228)

D, < — - 3.54
< 4 + 4logn 4log*n ( )
fir alle n > 26219 erfiillt ist. Dazu setzen wir

r(z) = 35.4082° + 213.968x% + 1479.238464x + 30203.919424 (3.55)

und definieren wir

(n) log pp log? n + 4.908 log? n — log? p,, log n + log® p,, log log n n r(log p, ) log® n
k(n) = .

41log® py 81log® p,
Dann gilt das folgende Theorem.

THEOREM 3.35. Fir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt

n? n? n%loglogn  k(n)n

R + — .
4 4logn 4log*n log®n

2
D, <

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall n > 66774564. Dann gilt p, > 1332470021. Wir werden im
Folgenden zeigen, dass die Ungleichung

n | 1 2 2]og1 2 3p; P,
b M n n?loglogn  k(n)n P Din Pn_ 4 Qn),

LIS - +
2 4 " 4logn  4log®n | logn ~ 2logp,  4log’p,  4log®p,

2

(3.56)

wobei Q(n) wie in (3.33) definiert ist, erfiillt ist. Nach Korollar 3.25 folgt dann die Behauptung fiir alle
n > 66774564, da C,, = D,,+np, /2 ist. Der Ubersicht halber schreiben wir p = p,,, y = logn und z = log p.
Aus der Definition von k(n) folgt

228y — 228 logy + 8k(n)2® = 227y* 4+ 9.81625¢% + 1(2)2%°.
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Setzen wir die Definition von 7(z) ein und multiplizieren beide Seiten mit n?, so erhalten wir

2n? 28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2®

=n?(227y? + 9.8162%)2 + 35.4082°y> + 213.9682%y? 4 1479.23846423y> + 30203.9194242%y?).
Definieren wir @4 (x) := x, so ist die letzte Gleichung dquivalent zu
20228y — 20228 log y + 8k(n)n?2® 4 3994.647616n%22y>
=2n22"y? 4+ 9.816n225y2 + 35.408n%2%y% + 213.968n221y? + 1479.238464n2 23y
+ 34198.56704n2 292 ® 1 (2). (3.57)
Indem wir = p in (1.10) einsetzen, erhalten wir, dass die Ungleichung
p<ndi(z .
d 3.58
erfiillt ist. In Kombination mit (3.57) folgt also
2n%28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2% + 3994.647616n2 22y>
> 2n227y% 4+ 9.816n%25%y2 + 35.408n%2%y? + 213.968n% 2 y? + 1479.238464n° 231>
+ 34198.56704npzy>.

Diese Ungleichung ist d4quivalent zu

2n228y — 2n228 logy + 8,‘<c(n)nzz8 + 3994.647616n° 2%y + 25230.43296npzy>
> 20227y 4+ 9.8161n225y% + 35.408n% 252 4 213.968n% 212 + 1479.238464n2 23>
+ 59429npy?* @4 (2).

Zusammen mit (3.58) ergibt sich die Ungleichung
21228y — 2n228logy + 8k(n)n?2® 4 3994.647616n%2%y* + 25230.43296npzy>
> 20227y 4+ 9.816n225¢% + 35.408n% 252 4 213.968n% 21y + 1479.238464n2 23>
+ 59429p%y>. (3.59)
Setzen wir ®o(x) := x — 1, so ergibt sich mit (3.59) die Ungleichung
2n?28%y — 2n228 logy + 8k(n)n?z% + 624.000768n%23y? + 1891.408384n%22y? + 25230.43296npzy>

> 2n%27y? 4+ 9.816n% 202 + 35.408n%2%y? + 213.968n%2*y? + 2103.239232n2 22> Dy (2)
+ 59429p2y>. (3.60)

Mit Hilfe der unteren Schranke fiir 7(x) aus Satz 1.4 folgt insbesondere, dass die Ungleichung
p < n®y(z) (3.61)
erfiillt ist. In Kombination mit (3.60) erhalten wir

2?28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 624.000768n%23y? + 1891.408384n2 22y? + 25230.43296npy>
> (20227 + 9.816n225 + 35.408n%2° 4 213.968n%2% 4 2103.239232npz? + 59429p2)y>.

Dies ist dquivalent zu

2?28y — 2n228 logy + 8k(n)n?z% + 624.000768n%23y? + 1891.408384n°22y> + 3706.800768npz>y>
+ 19420.39296npzy>
> (20227 + 9.816n225 + 35.408n%25 + 213.968n 2 + 5810.04npz®y(2) + 59429p2)y?
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und mit (3.61) ergibt sich die Ungleichung

20228y — 2n228 logy + 8k(n)n?z® + 624.000768n223y? + 1891.408384n% 2%y + 3706.800768npz>y>
+ 19420.39296np2y>
> (20227 4 9.816n22° 4 35.408n%2° + 213.968n2* + 5810.04p 2 + 59429p° )y, (3.62)

Wir definieren

Zusammen mit (3.62) gilt
20228y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 113.632n2 2y 4 296.400768n2 231> + 1563.808384n2 22>
+ 3706.800768npz>y? + 19420.39296np2y”
> (20227 +9.816n225 + 35.408n%2° 4 327.6n%23®3(2) 4 5810.04p>z + 59429p?)y2. (3.63)
Aus Korollar 1.24 folgt, dass die Ungleichung
p < n®s3(z) (3.64)
erfiillt ist. In Kombination mit (3.63) erhalten wir die Ungleichung

2n228%y — 2n228 logy + 8k(n)n?28 + 113.632n22%y? + 296.400768n°23y? + 1563.808384n2 22>
+ 3706.800768npz%y* + 19420.39296np21>
> (20227 + 9.816n225 + 35.408n%25 4 327.6np2® + 5810.04p2 2 + 59429p?)y°.

Wie man leicht nachrechnet, ist dies dquivalent zu

2n?28y — 2n228logy + 8k(n)n?2® 4 113.632n%2*y? 4 296.400768n2 23y? + 1563.808384n 22>
+ 635np2>y* + 2744.200768npz%y* + 18457.79296npz1y>
> (20227 + 9.816n225 + 35.408n%2° 4 962.6npz>®3(2) + 5810.04p° 2 + 59429p?)y/>
und mit der Ungleichung (3.64) folgt

20?28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 113.632n22%y? + 296.400768n23y? + 1563.808384n2 22y>
+ 635np2>y* + 2744.200768npz%y* + 18457.79296npz1y>

> (2n%27 +9.816n%25 + 35.408n22° + 962.6p% 2% + 5810.04p% 2 + 59429p? )y (3.65)
Setzen wir L 2648
Py(z) =0 —1-=-—=
a(z) == PR

so ist die Ungleichung (3.65) dquivalent zu
2n228y — 2n228 logy + 8/<;(n)n228 +25.112n%2°y? + 53.112n2% 2%y + 235.880768n2 23y
+1403.551424n2 2%y? + 635npz3y? + 2744.200768npz2y? + 18457.79296npzy>
> (20227 + 9.816n22° + 60.52n2 2 D4 (2) + 962.6p° 22 + 5810.04p 2 + 59429p?)y?. (3.66)
Mit Hilfe von Korollar 1.23 erhalten wir die Ungleichung
p < ndPy(z) (3.67)
und zusammen mit (3.66) folgt
2?28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 25.112n%25y% + 53.112n%2%y? + 235.880768n22%y>
+1403.551424n2 22y + 635npz>y? + 2744.200768npz2y? + 18457.79296npzy>
> (20227 + 9.816n°25 + 60.52npz? 4+ 962.6p% 2% 4 5810.04p>z + 59429p? )12
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Durch Ausklammern erhalten wir die Ungleichung

2n228y — 2n228 logy + 8/<;(n)n2z8 +25.112n%2°y? + 53.112n2% 2%y + 235.880768n2 23y
+1403.551424n2 22y? + 129.704npz*y* + 444.776npz>y? + 2553.976768npz>y>
+ 17954.079808npzy>
> (20227 + 9.816n225 + 190.224np23®4(2) + 962.6p22% + 5810.04p> 2 + 59429p?)y?

und die erneute Anwendung von (3.67) liefert

2?28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 25.112n%25y? + 53.112n%2%y? + 235.880768n223y>
+1403.551424n2 2%y? + 129.704npz*y? + 444.776npz>y? + 2553.976768npz>y>
+ 17954.079808npz1>
> (20227 + 9.816n225 + 190.224p 2% + 962.6p? 2% + 5810.04p? 2 + 59429p?)y>.

Definieren wir 1  2.648 13.352
(I) = — 1 - = '
s(z) == - 72 23

so ist die letzte Ungleichung &quivalent zu
2n228y — 20228 logy + 8k(n)n?28 + 6n22%y% 4+ 9.296n%25y? + 37.296n2 21y + 194n?23y>
+1192.376192n222y? + 129.704npz*y? + 444.776np=>y? + 2553.976768np=2y>
+ 17954.079808npzy>
> (20227 4 15.816n22°®5(2) + 190.224p 2% + 962.6p° 2% + 5810.04p 2 + 59429p%)y%.  (3.68)

Aus Korollar 1.23 folgt, dass die Ungleichung
p < n®Ps5(z) (3.69)
erfiillt ist und zusammen mit der Ungleichung (3.68) erhalten wir
2?28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 61220y 4 9.296n%25y? + 37.296n2 21y 4 194n?23y?
+1192.376192n22%y? + 129.704npz*y? + 444.776npz>y? + 2553.976768npz>y>

+ 17954.079808npz1y>
> (20227 + 15.816npz° + 190.224p° 2% + 962.6p? 2% + 5810.04p% 2 + 59429p?)y>.

Durch Ausklammern ergibt sich die Ungleichung
2?28y — 2n?28 logy + 8k(n)n?2® + 6n22%y% 4+ 9.296n%2%y? + 37.296n2 21y 4 194n?23y?
+1192.376192n22%y? + 30.592npz"y* + 83.296npz*y* + 398.368npz>y>

+ 2431.088384np2%y?* + 17334.440192npzy>
> (20227 + 46.408npz" @5 (2) + 190.224p% 23 + 962.6p% 22 + 5810.04p% 2 + 59429p% )y,
wodurch mit Hilfe von (3.69) und der Definition von Q(n) aus (3.33) die Ungleichung
2n%28y — 2n228 logy + 8k(n)n?28 + 6n22%y% 4+ 9.296n%2%y? + 37.296n22%y* 4 194n?23y?
+1192.376192n° 2%y + 30.592npz"y* + 83.296npz*y? + 398.368npz>y>
+2431.088384npz>y* + 17334.440192npzy>
> 20227y + 8Q(n) 25y
folgt. Setzen wir
12648 13.352  70.296

‘I’G(z):zz—l—;— > = v

)
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so ist die letzte Ungleichung dquivalent zu
2?28y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 2n227y? 4 2022592 + 5.296n22°y% + 26.704n 2 y? + 140.592n2 23>
+911.192192n%2%y% + 30.592npz>y? + 83.296npz"y? + 398.368npz>y? + 2431.088384npz2y>
+ 17334.440192npzy>
> 4n?25y2 B (2) + 8Q(n)28y2. (3.70)
Mit Hilfe von Korollar 1.23 erhalten wir
p < ng(z) (3.71)
und mit (3.70) folgt die Ungleichung
21228y — 2n228logy + 85(n)n2z8 +2n227y% + 2n%2%)% + 5.296n%2%y% + 26.704n°21y? + 140.592n2 234>
+911.192192n222y? 4 30.592npz"y? + 83.296npz*y? + 398.368np2>y* + 2431.088384np2>1>
+ 17334.440192npzy>
> 4npzSy? + 8Q(n) 28y,
welche dquivalent ist zu
21228y — 2n228logy + 8&(n)n2z8 +2n227y% + 2n%2%)% + 5.296n%2%y% + 26.704n°21y? + 140.592n2 234>
+911.192192n2 22y 4+ 10npz5y% + 16.592npz>y* + 69.296np2z*y* + 361.296npz>y>
+ 2244.160384npz%y? 4+ 16350.296192npzy>
> 14npz°y* e (2) + 8Q(n) 25y
Zusammen mit (3.71) erhalten wir die Ungleichung
2n?28y — 2n228logy + 8k(n)n?z® + 2n227y? + 2n225y2 4 5.206n22°y? + 26.704n%2%y? 4 140.592n2 2312
+911.192192n2 2%y 4+ 10npz°y® + 16.592npz>y* + 69.296npz"y* + 361.296npz>y>
+ 2244.160384npz*y? + 16350.296192npzy>
> 14p°25y% + 8Q(n)25y>.

Wir definieren

s (2) 1 1 2648 13.352 70.296  455.596096
r)=r—1——— — — — .
7 x 22 x3 x4 x5
Dann ist die letzte Ungleichung &quivalent zu
2n228y? + 2228y — 2n228 logy + 8&(n)n228 + 10np2°%y? + 16.592np2>y? + 69.296npz"y>
+361.296npz3y? + 2244.160384npz2y? + 16350.296192npzy>
> 20227y Bq(2) 4+ 14p2 202 + 8Q(n) 252 (3.72)
Da aus Proposition 1.22 die Ungleichung
p < n®z(z) (3.73)
folgt, ergibt sich in Kombination mit (3.72) die Ungleichung
2n228y? + 2228y — 2n228 logy + 8/<a(n)n2z8 + 10np2°%y? + 16.592np2>y? + 69.296npz"y>
+361.296npz3y? + 2244.160384npz2y? + 16350.296192npzy>
> 2npzt3y? 4+ 14p? 21y 4 8Q(n) 2 M2
Wie man leicht nachrechnet, ist diese Ungleichung &dquivalent zu
202282 4+ 20228y — 2n228 logy + 8k(n)n?2® + 4npz"y? + AnpzSy? + 10.592np2>y? 4 53.408npzty?
+ 281.184npz3y* + 1822.384384np2y* + 13616.719616npzy>
> 6npzSy> 0 (2) + 14p22°y° 4 8Q(n) 259>
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und mit Hilfe von (3.73) ergibt sich die Ungleichung

2n228y? 4+ 2n228%y — 2n228 logy + 8&(n)n2z8 + dnpz"y? + dnpzSy? 4+ 10.592npz"y? + 53.408npzy?
+ 281.184npz3y? + 1822.384384npz2y? + 13616.719616npzy>
> 6p° 202 + 14p°2°y° 4 8Q(n) 25>,
Setzen wir nun
1 2648 13.352 70.296  455.596096  3404.179904

<I>8(x)::x—1—5— o 1

)

3 T 5 6

so ergibt sich aus der letzten Ungleichung die Ungleichung
dnpzBy? + 2n228y% 4+ 20228y — 20228 logy + 8k(n)n?2®
> dnpz Tyt Bg(2) + 6p? 2597 + 14p° 252 + 8Q(n) 25y (3.74)

Schliellich erhalten wir mit Proposition 1.22 die Ungleichung

p < ndPg(z)
und zusammen mit (3.74) folgt die Ungleichung

dnp2By® + 202282 + 20228y — 20?28 logy + 8k (n)n?2®
> 4p22Ty? 4 6p* 202 + 14p220y? 4 8Q(n) 289>,

Teilen wir beide Seiten durch 828y, so erhalten wir die Ungleichung (3.56) und somit die Behauptung fiir
alle n > 66774564. Mit Hilfe eines Computers rechnen wir nach, dass die behauptete Ungleichung auch fiir
alle 2 < n < 66774563 gilt. Damit folgt die Behauptung. O

Wie bereits zu Anfang des Abschnitts erwihnt, wollen wir nun zeigen, dass die Ungleichung (3.54) fiir alle
n > 26219 erfiillt ist.

KOROLLAR 3.36. Fiir alle n > 26219 gilt

D, < n* N n®  n*(loglog n2— 5.228)
4  4logn 4log"n

Beweis. Wir betrachten zuniichst den Fall n > 5.3-108. Der Ubersicht halber schreiben wir wieder y = logn
und z = log p,,. Wir setzen a; = 0.08 und betrachten die Funktion hi(z) = 8a1z — 8a; — 2log x. Dann gilt
Ry (z) > 0 fiir alle > 3.25 > 1/4a;. Zusammen mit hq(8) > 0.153 folgt, dass hq(z) > 0 fiir alle x > 8 gilt.
Setzen wir
h(z) = 8ar1x — 8ay logx — log2 x + 16aq,
so gilt A’ (x) = hq(z)/x > 0 fiir alle x > 8. Zusammen mit h(8) > 0.554 erhalten wir, dass h(z) > 0 fir alle
x > 8 gilt. Daraus folgt
4ay  dailogz —8a; log’x h(x)
- — = > .
x x? 222 222 ~ 0 (3:75)

fiir alle x > 8. Definieren wir

g(z) = dajxz — 2logx + 1,
so gilt ¢'(z) = 4a; — 2/ > 0 fiir alle z > 6.5 > 1/2a;. In Kombination mit g(14) > 0.033 ergibt sich, dass
g(xz) > 0 fiir alle x > 14 ist. Somit gilt

day — 2logz — 1 _ g(x)

> .
. 20 (3.76)

fiir alle x > 14. Wir betrachten nun die Funktion

1 -1 1 -1 1 -2
f(z) = 4a1(x +logz) + (x + 4aq) log <1+ng> —log? z — log z log (1+ ng + og; )
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und wollen zeigen, dass f(x) > 0 fiir alle z > 20 gilt. Es gilt

da, 8a, — 4aq log x logx — 1 2—logx 2log x
fla) =dat o4 e gy T\t )

x+10gx—1_ x

log;v—1+logx—2> zlog? z — 2zlogx + 2logx — 5
x

1
——1 1 .
T og( + 2 23+ 2%(logx — 1) + z(logx — 2)

T

Fiir > €2 ist der letzte Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung gréfer-gleich 0. Daher folgt

4a, 8a, — 4a; logx logx — 1 2—logzx 2log x
"(z) >4 PRt S S =R | 1 _
flw) z dar+ x +m(x+logx—1)+0g + x +x+log$—1 x
1 1 -1 1 -2
~ L log (1 . ) (3.77)
x x x
fir alle z > €25, Fiir z > €% gilt offensichtlich (logz — 1)/ > 0. Zusammen mit der Ungleichung
log(1 +t) >t —t2/2, die fiir alle t > 0 erfiillt ist, und (3.77) folgt
f’(m)24a1+@ 8a; — 4aq logx logx—l_log2x—2logx+1 2—logzx _2logas
x z(z +logz — 1) x 222 x+logx —1 x
1 logz —1 logx —2
— —log (1 + & + & 5 ) .
x x x

Dalogz — 2 > 0 fiir alle 2 > e? ist, folgt zusammen mit der Ungleichung log(1 +t) < ¢, die fiir alle t > —1
erfiillt ist, dass die Ungleichung

F(z) > dar + daq i 8a, — 4aq log x L logx — 1 B log®z — 2logz + 1 L 2—logzx B 2log x

r x2 x 212 x x
logz —1 logax —2
2 g3
4a;  8ai; —4arlogz  log?z  2logz —1 1 logx — 2
frng 4 —_— - - RSN —
“t x * x? 222 x 222 a3

fiir alle x > €2 gilt. Zusammen mit (3.75) und (3.76) erhalten wir, dass die Ungleichung

1 logz — 2
F@)zgs5-—75— (3.78)
fir alle * > max{e*® 14} = 14 erfiillt ist. Setzen wir s(z) = z — 2logz + 4, so gilt §'(z) =1 -2/ >0
fiir alle z > 2. Da auflerdem s(2) > 4.613 gilt, folgt s(xz) > 0 fir alle > 2. Mit (3.78) folgt somit
f'(z) > s(x)/22® > 0 fiir alle x > 14. Zusammen mit f(20) > 0.0252 erhalten wir, dass f(z) > 0 fiir alle
x > 20 gilt. Dan > 5.3- 108 gilt, folgt y > 20 und wir erhalten die Ungleichung f(y) > 0. D.h.

1 -1 1 -1
daq (y+10gy+ <1+ og:yg>) + ylog (1+ ng;)

1 -1 1 -2
> log? y + log y log (1 + og:yy + Og:ZQ ) . (3.79)
Mit (2.4) folgt die Ungleichung
logy — 1
z >y +logy + log 1+T . (3.80)

Zusammen mit (3.79) folgt

logy — 1

logy—1 logy —2
4a1z+ylog<1+ 1+ gz; + g;/2 >

) > log2y+logylog(
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Dies ist dquivalent zu

logy — 1 logy —1 logy —2
4a12+y10gy+ylog(1+g?;)Zlogy<y+logy+log(1+ gl; + g;/z >)

In Kombination mit (3.50) ergibt sich also die Ungleichung
logy — 1
darz+ylogy +ylog | 1+ T > zlogy.

Diese Ungleichung ist d4quivalent zu

logy — 1
darz+y <y+10gy+10g (1—1— gz;)) > % + zlogy.

Zusammen mit (3.80) folgt, dass die Ungleichung
dayz 4 zy > y? + zlogy
erfiillt ist. Multiplizieren wir beide Seiten der Ungleichung mit 2z°, so erhalten wir die Ungleichung
8a12% > 22°y? — 225y 4+ 228 logy. (3.81)
Wir setzen nun as = 1.227 und wollen zeigen, dass
t(z) := 16a92> log x + 8asx? log® x — r(z) > 0

fiir alle z > 17 gilt, wobei r(z) wie in (3.55) definiert ist. Sei > 17. Da log 17 > 2.83 gilt, folgt 16as log z —
35.408 > 20.15056 und somit

t(z) > 20.150562° + Sazw? log? = — 213.96822 — 1479.2384642 — 30203.919424.
Da aufierdem 20.150562 + 8ay log? 2 — 213.968 > 207.2 gilt, erhalten wir, dass die Ungleichung
t(x) > 207.22% — 1479.2384642 — 30203.919424
erfiill ist. Daraus folgt ¢(x) > 0 fiir alle z > 17 und wir erhalten
16a22°y? log z + 8azz*y? log? z — r(2)y* + 8az25y* — 9.8162%y2 > 0. (3.82)

Da die Funktion w(t) = log(t)/t fiir alle t > e monoton fallend ist, folgt log(y)/y > log(z)/z. Zusammen
mit (3.82) ergibt sich die Ungleichung

8as20y? + 16a22%y logy + 8as2%log® y — r(2)y* — 9.81625¢y% > 0.

Das ist dquivalent zu
8asz%(y +logy)? — r(2)y* — 9.8162%% > 0.

Aus (3.80) folgt, dass z > y + logy ist und wir erhalten somit die Ungleichung
8az2® > r(2)y? + 9.81625¢%.
Zusammen mit (3.81) ergibt sich also
10.4562% = 8(a1 + ag)2® > 227y — 228y + 228 logy + r(2)y? + 9.8162%y2 = 8k (n)25.

Daraus folgt x(n) < 5.228/4. In Kombination mit Theorem 3.35 folgt also die Behauptung fiir alle n >
5.3 -10%. Fiir 26219 < n < 5.3 - 10® priifen wir die Ungleichung mit einem Computer nach. O



90 Kapitel 3. Uber die Summe der ersten n Primzahlen

3.4 Neue obere und untere Schranken fiir ), p:

Sei n € IN. In diesem Abschnitt wollen wir nun mit Hilfe der Schranken fiir D,,, die wir in Abschnitt 3.3
gezeigt haben, die in der Literatur bekannten Abschétzungen fiir die Summe

Zpk

k<n
verschérfen.
Sei m € IN mit m > 2 fest. CIPOLLA [8] hatte mit Satz 2.1 gezeigt, dass eindeutig bestimmte normierte
Polynome Ry, ..., R,, € Q[z] mit grad(Rs) = s, wobei s = 1,...,m, existieren, so dass

—1)S+1Rs(loglogn)> 40 (n(loglogn)m+1> '

Dn =M logn+loglogn—1+z g mt1
( — slog®n log n

In Korollar 3.29 haben wir gezeigt, dass es eindeutig bestimmte normierte Polynome Va,...,V,, € Qlz]
mit grad(Vs) = s — 1, wobei s = 2,...,m, gibt, so dass

D, — n2 2 zm: 1)5t1V; (loglogn) Lo (n2(log10gn)m+1> .

n
o m—+1
4logn 2 & slog®n log n

3.4.1 Eine neue obere Schranke fiir ), _ px

Aus Korollar 3.5 folgt insbesondere, dass zu jedem £ > 0 ein Ny(e) existiert, so dass

2 3 loglogn—5/2 (logl 2 —Tlogl 29/2 —
Zpk <" (logn—l—loglogn— 3 | loglogn /2 (loglogn) ogQOgn—i— /2—¢
k<n 2 2 logn 2log“n

) (3.83)
fiir alle n > Ny(e) gilt. Bereits im Jahr 1989 zeigten MASSIAS, NICOLAS & ROBIN [34, Lemma 4(i)], dass

? 1. logl
Zpk < <10gn+10g10gn 3 + 8660gogn)
k<n 2 2 logn

fiir alle n > 3688 gilt. Wie wir leicht mit einem Computer nachrechnen, gilt dies auch fiir alle 16 < n < 3687.
Massias & ROBIN [33, Théoreme C(vi)] verschérften im Jahr 1996 die letzte Ungleichung, indem sie
zeigten, dass die Ungleichung

2 3 1.805logl
Zpk <% (logn+ loglogn — = + Ogog”)
k<n 2 2 logn

fiir alle n > 18 erfiillt ist. Ferner bewiesen sie [33, Théoréme A(vi)] unter Annahme der Riemannschen
Vermutung, dass
loglogn — 1.8>

.84
logn (3.84)

Pn <N <10gn+10glogn -1+
fiir alle n > 27076 gilt und folgerten [33, Théoreme C(viii)] unter der Annahme von (3.84), dass die
Ungleichung

2 logl —2.2
Zpk < (logn +loglogn — 3 26080 7 28T 9) (3.85)
= 2 2 logn

fir alle n > 10134 erfiillt ist. DUSART [12, Théoréme 1.7] konnte im Jahr 1998 beweisen, dass die Un-
gleichung (3.84) auch ohne die Annahme der Riemannschen Vermutung fiir alle n > 10134 gilt, d.h.
insbesondere, dass die Ungleichung (3.85) in der Tat fiir alle n > 10134 erfiillt ist.
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Das Ziel in diesem Abschnitt ist, die obere Schranke aus (3.85) zu verschérfen. Dazu sei R, € Q[z] ein
Polynom mit grad(R,,) = m sowie Ny = Ny(m, R,,) € IN minimal so, dass

m—1 . 53
(—=1)**1Rs(loglogn)  (—1)"*R,, (loglogn)
_ i 3.86
Pn < n <logn +loglogn — 1+ ;:1 sTog* 1 + Tog" 1 ( )

fiir alle n > Ny gilt. AuBerdem sei V;,, € Q[z] ein Polynom mit grad(V,,) = m—1 sowie Ny = Na(m, V,,) € N
minimal so, dass

n? N ﬁm ! (=1)**1V, (log log n) N n? (—1)m+1‘~/m7(ioglogn) (3.87)
4logn 2 port slog®n 2 mlog™n

Dn>

fiir alle n > Ny gilt. Dann erhalten wir das folgende Resultat.

PROPOSITION 3.37. Flir alle n > max{Ny, Ny} gilt

2 3 Ri(loglogn) —1/2 <= (~1)*T!(R,(loglogn) — V,(log]
Zpk<n7 logn-l‘loglogn—f—&— 1(Og Og?’l / + ( (Og Ogr:’) (Og Ogn))
2 2 logn slog”n
k<n s=2
L 77 (=)™ (R (loglogn) — Vin (loglog )
2 mlog™n '
Beweis. Da ;. pr = npn/2 — Dy, ist, folgt die Behauptung offenbar aus (3.86) und (3.87). O

Setzen wir m = 2, so erhalten wir in Hinblick auf (3.83) die folgende obere Schranke fiir die Summe der
ersten n Primzahlen, mit der wir insbesondere die Ungleichung (3.85) verschérfen.

KOROLLAR 3.38. Fir alle n > 353889 gilt

n2
Zpk < e logn + loglogn —
k<n

§+loglogn—5/2 3 (loglogn)? — 7loglogn + 12. 365)
2 logn 2log® n

Beweis. Sei m = 2. Nach Satz 2.1 gilt Ry(z) = o — 2. Setzen wir Ry(z) = 22 — 62 + 10.273, so ist die
Ungleichung (3.86) nach Korollar 2.11 fiir alle n > Ny = 8009824 erfiillt. Setzen wir Va(z) = x — 2.092, so
ist nach Korollar 3.33 die Ungleichung (3.87) fiir alle n > Ny = 348247 erfiillt. Zusammen mit Proposition
3.37 folgt die Behauptung fiir alle n > max{8009824, 348247} = 8009824. Mit Hilfe eines Computers priifen
wir nach, dass die behauptete Ungleichung auch fiir alle 353889 < n < 8009823 erfiillt ist. O

3.4.2 Eine neue untere Schranke fiir ), _ px

Aus Korollar 3.5 folgt insbesondere, dass zu jedem € > 0 ein N3(e) € IN existiert, so dass

2 3  logl —5/2 log1 2 _7logl 29/2
Zpk . (logn+loglogn— 3 | loglogn /2 (loglogn) ogQOgn—i- /2+¢€
E<n 2 2 logn 2log"n

) (3.88)

fiir alle n > N3(g) gilt. Im Jahr 1996 konnten MAssIAs & ROBIN [33, Théoreme C(i)] zeigen, dass

2
n
> bk > logn

k<n

fiir alle n € IN gilt. Ferner bewiesen sie [33, Théoreme C(iv)], dass die Ungleichung

n? 3 3.568
Zpk>— logn + loglogn — = —
= 2 2 logn
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fiir alle n > 2 erfiillt ist. Unter Annahme der Riemannschen Vermutung zeigten sie [33, Théoreme C(iii)],
dass die untere Schranke

n? 3
Zpk > > logn + loglogn — 3 (3.89)
k<n

fiir alle n > 305494 gilt. DUSART [12, Lemme 1.7] konnte im Jahr 1998 zeigen, dass diese untere Schranke
auch ohne die Annahme der Riemanschen Vermutung fiir alle n > 305494 gilt.

Das Ziel in diesem Abschnitt ist, die Ungleichung (3.89) zu verschirfen. Sei R, € Q[z] ein Polynom
mit grad(ﬁm) = m sowie Ny = Ny(m, Em) € IN minimal so, dass

m—1 fa
—1)**t'R,(log1 —1)™*1R,, (logl
pn >n | logn +loglogn — 1+ E (=1) ‘(sog og ) + (=1) mﬁf’g og ) (3.90)
pt slog”n mlog" n

fiir alle n > Ny gilt. Ferner sei ‘A/m € Q[z] ein Polynom mit grad(‘A/m) =m — 1 sowie N5 = N5(m, ‘A/m) elN
minimal so, dass

2 2 m— 1 s+1 (log1 n2 (—1)™ V. (log]
b o™ L Villoglogn) | n* (~1)"* Vi (loglogn) 0
4 4logn 2 prt slog®n 2 mlog™n

fiir alle n > Nj gilt. Dann erhalten wir die folgende Proposition.

PROPOSITION 3.39. Fiir alle n > max{Ny, N5} gilt

2 3 Ri(loglogn) —1/2 "< (=1)**!(R(loglogn) — Vi(log1
Zpk>n* logn + loglogn — & + (loglogn) — 1/ N R;(log ogz) (loglogn))
2 2 logn slog”n
k<n s=2
N n* (=1)™*+1(R,,(loglogn) — V,,(loglog n))
2 mlog™ n '
Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 3.37. O

Setzen wir m = 2, so erhalten wir mit Hilfe von Korollar 2.25 und Korollar 3.36 in Hinblick auf (3.88)
die folgende untere Schranke fiir ), . p, mit der wir insbesondere die Ungleichung (3.89) verschérfen
werden. B

KOROLLAR 3.40. Fir allen > 2 gilt

n? 3
Zpk>— 1ogn+loglogn—§
k<n

loglogn —5/2 (loglogn)? — 7loglogn + 17. O75)
logn 2log® n

Beweis. Sei m = 2. Nach Satz 2.1 gilt Ry(z) = & — 2. Setzen wir Ry(z) = 2% — 6z + 11.847, so ist die
Ungleichung (3.90) nach Korollar 2.25 fiir alle n > Ny = 2 erfiillt. Setzen wir auflerdem 172(:1:) = 1r—5.228, so
ist nach Korollar 3.36 die Ungleichung (3.91) fiir alle n > N5 = 26219 erfiillt. Zusammen mit Proposition
3.39 folgt die Behauptung fiir alle n > max{2,26219} = 26219. Fiir 2 < n < 26218 priifen wir die
Ungleichung mit einem Computer nach. O

3.5 Neue Schranken fiir die Funktion S(z):=}_ _ p

In diesem Abschnitt betrachten wir die Funktion

=> »

p<z
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die auf allen Intervallen der Form [p;, p;11) konstant ist und S(p,) = >°, -, pi erfiillt. Aus einem Satz von
SzZALAY [60, Lemma 1] aus dem Jahr 1980 geht insbesondere hervor, dass ein a > 0 existiert, so dass die
asymptotische Formel

S(z) = li(z?) + O(a?e—V18 ) (3.92)

gilt, welche die asymptotische Formel aus Korollar 3.15 verschéirft. Unter der Annahme der Riemannschen
Vermutung konnten DELEGLISE & NICOLAS [11, Lemma 2.5] im Jahr 2012 zeigen, dass

)
|S(x) —li(z?)| < mxsﬂ log

fiir alle > 41 gilt. MAss1As & ROBIN [33, Théoreme D] zeigten im Jahr 1996, zum Teil unter Annahme
der Riemannschen Vermutung, weitere explizite Schranken fiir die Funktion S(x).

Das Ziel in diesem Abschnitt ist, diese bestehenden Abschétzungen fiir S(z) zu verschirfen und in
Hinblick auf (3.92) explizite Abschiitzungen fiir S(x) — li(z?) zu beweisen. Dabei betrachten wir als erstes
obere Schranken. Aufgrund der asymptotischen Formel (1.12) erhalten wir zusammen mit (3.92), dass

R — k!
S(x) > (z — o) (3.93)

~ k
2log x e 2k log" x

alle n € IN gilt, d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert ein zo(e) > 1, so dass

x? x? x? (3 +¢e)a?

< + + +
2logz  4log’z  4log’z 8log* x

S(x)

fiir alle > xo(e) gilt. Dies beziiglich zeigen wir das folgende Theorem und verbessern somit insbesondere
die derzeit schiirfste obere Schranke fiir S(x). Sie stammt von MASSIAS & ROBIN [33, Théoréme D(v)] aus
dem Jahr 1996 und besagt, dass

22 322
S(x) < +
( )_210g:r 101og® z

fiir alle z > 24281 gilt.
PROPOSITION 3.41. Fliir alle x > 355992 gilt

< x? n x2 x2 n 7.22422 n 6.5222 n 46.6822 n 224.52x2 n 14881.8222
2logz  4log?z  4log®z  8logtz  4log’z  8loglz 8log’ = 8log® z

S(x)

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall > 1332433009 und bezeichnen die rechte Seite der behaupteten
Ungleichung mit f(z). Dann gilt

t 1.056  0.352 3.52 21.12 1 14881.82
F(t) = <1+ e T (3524)) >0 (3.94)
logt log>t log*t log’t log’t log't logt

fiir alle t > 149 > €5, d.h. f(t) ist auf dem Intervall [149, 00) eine streng monoton wachsende Funktion. Sei
weiter n = m(x). Dann gilt

S(x) =" pr. (3.95)

k<n

Da z > 1332433009 ist, folgt n > 66772781. Mit (3.95), Korollar 3.22 und Theorem 1.10 erhalten wir somit
Py BpnTpp

2logp,  4log’p, 4log®p,

Zusammen mit (3.94) folgt die Behauptung fiir alle x > 1332433009 = peerrars1. Mit einem Computer
priifen wir nach, dass f(p;) > S(p;) fiir alle 30457 < i < 66772781 gilt, womit f(z) > S(z) fiir alle
x > 356023 = pspas7 folgt. Fiir o = psoase gilt f(z) < S(x). Damit bleibt nur noch das Intervall I =
(P30456, P304s7) = (355969, 356023) zu betrachten. Es gilt S(z) = 5171616645 fiir alle € I. Mit einem
Computer rechnen wir nach, dass f(355992) > 5171616645 ist. Es folgt die Behauptung. O
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In Hinblick auf (3.92) und Korollar 3.15 erhalten wir nun das folgende Korollar.
KOROLLAR 3.42. Fir alle x > 355992 gilt

0.528z2  0.88z2  3.962% 224422  1840.54x2
log* z log® = log® z log” = log® x

S(x) < li(z?) +

Beweis. Aus Proposition 3.41 und Lemma 3.18 folgt die Behauptung fiir alle z > 355992. Bezeichnen
wir die rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit f(z), so gilt f(355991) — S(355991) < —1691, d.h.
min{k € N | f(z) > S(x) Vz >k} = 355992. Es folgt die Behauptung. O

Nun wollen wir untere Schranken fiir S(z) beweisen. Mit Hilfe der Abschéitzungen fiir 7(x) aus Kapitel 1
sowie Proposition 3.10 erhalten wir die folgende untere Schranke fiir S(z).

PROPOSITION 3.43. Fiir alle x > 65404349 gilt

9540.128z2  4770.064x%  4770.06422  2373.944x>  4751.5842% 1184222
+ 4 — 4 — 4 — + -
63log x 63log” 63log” x 21log™ x 21log° x 21log° x

11768.0822  4966.082%  19017.256
- 11(.’1? )7

S(z) >

+
7log” x log® 63

Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit g(x) und betrachten zunichst
den Fall > 1332433009. Seien y = 1, f(¢) =t und

{1 falls n € IP,
a(n) =
0 sonst.

Mit Hilfe von Satz 1.7 folgt

x

S@ =3 am)fn) = er(z) - /1 "t dt = wr(z) — 181 — / (t) dt.

1<n<lz 31

Zusammen mit Theorem 1.25 und Theorem 1.10 erhalten wir

x? z? 222 5.648x2  23.648x%  118.242%  709.44x%  4966.08x2
S(x) > R B 1 5 6 7 g 181
logz  log”z log’=x log™ x log” x log” x log" x log® x
B /T ( t n t N 2t n 6.352¢ n 24.352¢ n 121.76t n 730.56t¢ n 680275) it
31 \logt log?t log®t loght log® t log® ¢ log"t  log®t '
Mit Hilfe von Proposition 3.10, Lemma 3.3 und Lemma 3.8 folgt somit
S(z) > E1 + g(x), (3.96)
wobei
B o 19017.256 i(312) 9477.128 - 312 ~ 4707.064 - 312 ~4644.064 - 312 ~2255.336 - 312
b 63 63 log 31 631log” 31 63log” 31 211og” 31
~4254.976 - 312 ~9358.96 - 312 6802 312 181
21 log® 31 211log® 31 7log” 31 )

Da E; > 210.155 > 0 ist, folgt zusammen mit (3.96) die Behauptung fiir alle z > 1332433009. Definieren
wir h(t) = 125t8 — 132t° 4+ 44t* — 4403 — 2640t> — 221990t — 4996080, so gilt offenbar () (t) = 42000t> —
7920t + 1056t — 2640 > 0 fiir alle ¢ > 1. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 erhalten wir, dass h(t) > 0
fiir alle x > 4 gilt. Daraus folgt
() - los)
125log”

fiir alle z > 55 > e, d.h. g(=) ist eine streng monoton wachsende Funktion im Intervall [55, c0). Mit einem
Computer priifen wir nach, dass S(p;) > g(p;+1) fiir alle 3862924 = 7(65404349) < i < 7(1332433009) =
66772781 gilt. Fiir alle 65404344 < x < 65404349 gilt g(z)—S(x) > 2.918-10. Es folgt die Behauptung. [
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Aus der asymptotischen Formel (3.93) folgt insbesondere, dass

z? x?

> +
2logz  4log®x

S(x)

(3.97)

fiir alle hinreichend grofle x gilt. Im Jahr 1984 konnte MASSIAS [32, Lemme 6] zeigen, dass die Ungleichung

x? 9x:2 T

> + +
~ 2logz  52log’z  4logdz

2
S(x)

fiir alle x > 11813 erfiillt ist. MAssiAs & ROBIN [33, THEOREME D(11)] konnten diese Ungleichung im
Jahr 1996 verschirfen, indem sie zeigten, dass die Ungleichung

x? 0.95422
S(x) > +
(z) 2 2logz  4log’x
fiir alle z > 70841 erfiillt ist. Unter Annahme der Riemannschen Vermutung zeigten MASSIAS & ROBIN
[33, THEOREME D(1v)], dass die Ungleichung (3.97) fiir alle z > 302971 gilt. Ohne die Annahme der
Riemannschen Vermutung zeigten sie [33, THEOREME D(1v)], dass die Ungleichung (3.97) fiir alle 302971 <

x < €% und alle x > €384 erfiillt ist. Mit dem folgenden Korollar zu Proposition 3.43 gelingt es uns
insbesondere diese Liicke zu schlieflen.

KOROLLAR 3.44. Fiir alle x > 54936653 gilt

S x? n x? . x? 0.153z%2  0.132%2  2.0852% 16.8152%  2462.5356252>
2logz  4log?z  4log’x log* log® log® z log” log®

S(x)

Beweis. Aus Proposition 3.43 und Lemma 3.26 erhalten wir, dass die behauptete Ungleichung fiir alle
x > 109 erfiillt ist. Bezeichnen wir nun die rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit f(x) und setzen

T 1.056  3.52  21.12  4807.367
g(x)

~ logz logz  log°z log®z log” =

so gilt g(z)log(x)/z > 0.681 fiir alle x > e*. Daraus folgt f’(z) > g(x) > 0 fiir alle x > e*. Mit Hilfe
eines Computers rechnen wir nach, dass S(p;) > f(pit1) fiir alle 3278563 < i < m(10%) = 50847533 gilt.
Damit folgt S(z) > f(z) fiir alle x > psarsses = 54936653, Fiir i = 3278562 gilt f(piy1) — S(pi) =
£(54936653) — S(54936649) > 10° > 0. Da f stetig ist, gibt es ein pzarsse2 < To < P3arsse3, S0 dass
f(z) = S(x) > 0 fiir alle x € [xq, p3arsses) gilt. Es folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG. Da die Ungleichung

1 0.153 0.13 2.085 441.31
>0

4 logz log? a log® z - logtz ~

fiir alle > 823 erfiillt ist, folgt aus Korollar 3.44, dass die Ungleichung (3.97) auch ohne die Riemannsche
Vermutung fiir alle x > 302971 erfiillt ist.

Aus Proposition 3.43 und Lemma 3.26 folgt nun in Hinblick auf (3.92) und Korollar 3.15 die folgende
untere Schranke fiir S(z).

KOROLLAR 3.45. Fir alle x > 65404357 gilt

_ 0.5282%  0.882% 3.962% 224422  2487.1452°

S(z) > li(z? — — — —
(@) @) log* log® log® z log” log®
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Beweis. Mit Hilfe von Proposition 3.43 erhalten wir, dass die Ungleichung

9540.1282%  4770.064x%  4770.0642%  2373.944x2  4751.584x2 1184222
+ 5. T 5.+ roma 5. T 6

63 log x 63log” x 63log” x 21log™ x 21log” x 21log” x
11768.0822  4966.08z2  19080.256 ., ,

- + 3 - li(z*)

Tlog' log® x 63

S(z) > li(z?) +

fir alle 2 > 54936653 erfiillt ist. Zusammen mit Lemma 3.26 folgt die Behauptung fiir alle x > 10°.
Bezeichnen wir die rechte Seite der behaupteten Ungleichung mit f(x), so folgt

1. 52 2112 4817.21
) s (1 056 3.5 817 )20

“logz \© log® x - log® x B log® z - log” x

fir alle # > 55 > e*. Somit geniigt es mit Hilfe eines Computers nachzurechnen, dass S(p;) > f(pit1)
fiir alle 3862926 = 7(65404357) < i < 7(10%) = 50847534 gilt. Damit folgt die Behauptung, Fiir alle
65404356 < o < 65404357 gilt f(z) — S(z) > f(65404356) — S(65404356) > 2 - 107. O



Kapitel 4

Uber k-Ramanujan-Primzahlen

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe der in Kapitel 1 gezeigten Abschétzungen fiir 7(x) eine Reihe von
neuen Resultaten zu den nach SRINIVASA RAMANUJAN benannten Ramanujan-Primzahlen zeigen.

4.1 Ramanujan-Primzahlen und i-Ramanujan-Primzahlen

Erstmalig eingefiihrt wurden Ramanujan-Primzahlen im Jahr 2005 von SoNDOW [58]. Bevor wir die De-
finition einer Ramanujan-Primzahl einfiihren, erinnern wir uns an dieser Stelle zun&chst an BERTRANDs
Postulat, das beispielsweise von TCHEBYCHEV [62] und ERDOS [17] bewiesen wurde.

SATZ 4.1 (BERTRANDs Postulat). Zu jeder natirlichen Zahin € IN gibt es eine Primzahlp mitn < p < 2n.

In einem zweiseitigen Artikel konnte RAMANUJAN [43] im Jahr 1919 eine Verschirfung von BERTRANDs
Postulat beweisen, indem er, mit Hilfe der von ihm in diesem Artikel gezeigten Ungleichung

w(@) -7 (5) > xﬁ_liggf, (4.1)

die fiir alle z > 1 gilt, zeigte, dass
m(z) — 7 (g) >1,2,3.4,5,...
fiir jeweils alle
x>2,11,17,29,41, ... (4.2)

gilt. Dabei folgt aus der Tatsache, dass 7(z) — w(z/2) > 1 fiir alle > 2 gilt, BERTRANDs Postulat. Aus
(4.1) ergibt sich insbesondere, dass m(z) — 7(x/2) — oo fiir  — oo gilt, d.h. zu jedem n € IN existiert ein
xo(n) > 0, so dass m(x) — mw(x/2) > n fir alle x > xo(n) gilt. Dies fithrt zu folgender Definition.

DEFINITION. Sei n € IN. Wir definieren
R, :=min{m € N | n(z) —7(z/2) >n Ya>m}.

RAMANUJAN rechnete mit (4.2) aus, dass Ry =2, Ry = 11, R3 = 17, Ry = 29 und R5 = 41 gilt. Wie man
leicht sieht, gilt R,, € P fiir 1 < n < 5. Das dies fiir alle n € IN der Fall ist, zeigt der folgende Satz.

SATZ 4.2. Fiir alle n € N ist R,, stets eine Primzahl.

Beweis. Angenommen, R,, sei fiir ein n € IN keine Primzahl. Sei z € [R,, — 1, R,;). Dann gilt

w(@) 7 (5) 2 7(Ro—1) 7 (}Z) — (R — 7 (}Z”) > n,

was im Widerspruch zur Minimalitét von R, steht. O

97
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Aufgrund dieser Eigenschaft der Zahlen R,, fithrte SONDOW [58] im Jahr 2005 die folgende Definition ein.
DEFINITION. Die Zahl R,, heifit die n-te Ramanujan-Primzahl.

Dies lésst sich nun wie folgt verallgemeinern. Sei £ € R mit k£ > 1 fest. Mit Hilfe der Abschétzungen aus
Satz 1.4 erhalten wir, dass die Ungleichung
k k—1 logk +0.1
wyw (D)5t Gohr | sllogk0d)
k logz —1 log(x/k)—1.1  k(log(z/k) —1.1)  (log(z/k) — 1.1)(logx — 1)

fiir alle x > 60184k erfiillt ist. Da der Ausdruck auf der rechten Seite fiir z — 0o gegen oo geht, gibt es zu
jedem n € N ein z¢(n, k) > 0, so dass 7(z) — w(x/k) > n fir alle x > xo(n, k) gilt.

DEFINITION. Sei k € R mit k > 1 fest. Fiir n € IN definieren wir

R® .= min{m e N | n(z) — n(z/k) >n Yz >m}.
Analog zum Beweis von Satz 4.2 erhalten wir die folgende Proposition.
PROPOSITION 4.3. Fir alle n € IN ist R%k) stets eine Primzahl.
DEFINITION. Die Zahl R;’“) heifit n-te k-Ramanujan-Primzahl.

BEMERKUNG. Da RSLQ ) = R, fiir alle n € IN gilt, werden die Zahlen RSf’ auch verallgemeinerte Ramanujan-

Primzahlen genannt.
Offensichtlich gelten fiir die k-Ramanujan-Primzahlen die beiden folgenden Eigenschaften.
BEMERKUNG. Sind k1, ke € R mit ko > k1 > 1, so gilt R,(fl) > R,(fz).

BEMERKUNG. Fiir alle n € IN gilt
R > p,. (4.3)

Bevor wir im néchsten Abschnitt obere und untere Schranken fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl bewei-
sen werden, notieren wir zunéchst noch eine Reihe von Eigenschaften der k-Ramanujan-Primzahlen. Wir
beginnen mit der folgenden Proposition.

PROPOSITION 4.4. Fiir alle k > 2 gilt
R*)

x(k) — Pr(k)-
Fiir den Beweis dieser Proposition benétigen wir das folgende Lemma (siche [4, Korollar 1.3.3]).
LEMMA 4.5. Fiir alle m,n € IN gilt
m(m) + 7(n) < w(mn).
Es folgt der Beweis von Proposition 4.4.

Beweis. Seit = |k] und x > k. Sei m € IN so, dass mk < x < (m + 1)k ist. Mit Hilfe von Lemma 4.5 folgt

m(z) - (%) > 1(mk) — w(m) > w(mt) — 7(m) > 7(t) = 7 (k).

Daraus folgt Rfrk()k) <k < pr(k)4+1 fiir alle & > 2. Mit Proposition 4.3 folgt, dass die Ungleichung
(k)
RTr(k:) < Pr(k) (44)
fiir alle k£ > 2 erfiillt ist. Zusammen mit (4.3) folgt die Behauptung. O

PROPOSITION 4.6. Sei k > 1 undn € N mit R%k) = pn. Dann gilt RY = P fiir alle m € N mit m < n.
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Fiir den Beweis dieser Proposition ist das folgende Lemma hilfreich.
LEMMA 4.7. Seien i,7 € N mit i > j. Dann gilt ng) > R;k).

Beweis. Es gilt m(x)—m(x/k) > i > j+1 fiir alle z > Rl(k)7 d.h. R;k) < ng). Da auerdem 7 (z)—m(x/k) > j
fiir alle R —1 < < R gilt, folgt R < R — 1 und somit die Behauptung, O

Es folgt der Beweis von Proposition 4.6.

Beweis. Sein € IN mit R%k) = pn,. Mit Hilfe von Lemma 4.7 erhalten wir rR™. < Rgf) = pp. Mit Proposition

n—1
4.3 folgt Riﬁ_)l < pn—1 und zusammen mit (4.3) folgt RW. = Pn_1. Induktiv folgt die Behauptung. O

n—1 "

PROPOSITION 4.8. Es gelten:

(i) Firl<k<5/3 gilt R >p, fiir alle n € IN.

(ii) Farb5/3 <k <2 gilt R = Pn genau dann, wenn n =1 ist.

(ili) Sei k> 2. Fir allen=1,...,w(k) gilt R = Dn-

Beweis. (1) Wir betrachten zwei Félle. Ist 1 < k < 3/2, so setzen wir = 2k und erhalten 7(z) — 7 (z/k) =

m(2k)—7(2) =0, d.h. ng) > 2k > p1. Zusammen mit Proposition 4.3 und Lemma 4.7 folgt die Behauptung.
Ist 3/2 < k < 5/3 und x = 3k, so folgt analog zum ersten Fall die Behauptung.

(ii) Sei n = 1. Mit Hilfe von (4.3) gilt p; < ng) < R§5/3) =2 =py, also ng) = p1. Sei n > 2. Es gilt
po < 11 = Rg) < Rék). In Kombination mit Proposition 4.3 und Lemma 4.7 folgt die Behauptung.
(iii) Die Behauptung folgt aus Proposition 4.4 und Proposition 4.6. O

Die folgende Eigenschaft werden wir insbesondere in Abschnitt 4.3 benutzen.

PROPOSITION 4.9. Fiir alle n € IN gilt

Beweis. Nach Definition von R gibt es ein tg € [R,(f) -1, R,(f)), so dass m(tg) — m(to/k) < n ist. Es folgt

R to Ry
T(R¥) -« - >n>w(ty) —m (k) +1>7(R® —1) —x 5 + 1. (4.5)
Nach Proposition 4.3 gilt W(R;k) -1)+1= ﬂ’(Rng)). Zusammen mit (4.5) folgt die Behauptung. O

Schliellich notieren wir noch die folgende Eigenschaft der k-Ramanujan-Primzahlen.
PROPOSITION 4.10. Seip € P mit p > 3. Dann gilt

R® = kp—1
fiir alle natirlichen Zahlen n € IN.

Beweis. Ist kp ¢ IN, so ist die Behauptung offensichtlich. Sei also kp € IN. Angenommen, es gibt ein n € IN
mit R = kp — 1. Da kp — 1 € P nach Proposition 4.3 und kp — 1 > 2 gilt, folgt kp ¢ P. Sei r € R mit
0 < r < 1. Mit Hilfe von Proposition 4.9 folgt dann

ﬁ(kp—i—r)—ﬂ(kp]:r) = n(kp—1) — (w(kpk_1>+1> =7T(R$Lk))—7T<R]§k)> —1=n-1,

was im Widerspruch zur Definition von Rslk) steht. O
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4.2 Abschitzungen fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl Rq(zk)

In seinem Artikel aus dem Jahr 2009 konnte SONDOW [58, Theorem 2] mit Hilfe der von ROSSER &
SCHOENFELD [50] gezeigten Ungleichung
m(2x) < 27 (x)

die fiir alle x > 3 gilt, sowie einer unteren Schranke fiir 7(2x) — 7(z) beweisen, dass
Ppon < Ry, < 4nlogdn (4.6)
fiir alle n > 2 gilt. Mit Hilfe von (2.2) folgt somit

Pan < Rn < D4n

fiir alle n > 2. Gleichzeitig bewies er, dass m(psn) — 7(psn/2) > n fir alle n € IN gilt und vermutete
darauthin, dass R,, < ps, fir alle n € IN gilt. Bereits ein Jahr spéter konnte LAISHRAM [27, Theorem 2]
die Ungleichung

Rn < P3n (47)

fiir alle n € IN mit Hilfe einer bekannten Abschétzung fiir die TCHEBYCHEV-Funktion 6(z), die in (1.16)
definiert wurde, beweisen. Im Jahr 2011 verschéirften NICHOLSON, NOE & SoNDOW [39, Theorem 4] die
Ungleichung (4.7), indem sie zeigten, dass

N 41
Rn Bs 41 (4.8)

gilt. Mit Hilfe des Primzahlsatzes verschirfte SONDOW [58, Theorem 3] die rechte Seite von (4.6), indem
er zeigte, dass die Ungleichung

R, < (2+¢)nlogn (4.9)
fiir alle hinreichend grofie n gilt, welche in Kombination mit (4.6) die asymptotische Relation
R, ~ pon (n — o0) (4.10)

zur Folge hat.

BEMERKUNG. LAISHRAM [27, Theorem 1] gab fiir jedes € > 0 ein ng(e) an, so dass die Ungleichung (4.9)
fiir alle n > ng(e) erfillt ist.

Das Ziel in diesem Abschnitt ist, erstmals Abschétzungen fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl zu beweisen,

mit denen wir insbesondere (4.8) verschirfen werden. Dazu seien im Folgenden my € N, ay,...,am, € R,
ma Qs
A(z) = J
Z log’ z
j=1

und X := Xo(ai,...,am,) > 1 so, dass logz —1 — A(x) > 0 und

G L —
logz —1— A(z)
fiir alle x > X gilt. Desweiteren seien im Folgenden my € IN, by,..., by, € R>o,
Ba) =y 2
o log’ =
und X5 := Xq(b1,...,bm,) > 1 so, dass
T

7(x) (4.11)

< logz — 1 — B(x)
fiir alle z > X gilt. Daraus folgt insbesondere, dass logz — 1 — B(z) > 0 fiir alle z > X; gilt.

BEMERKUNG. Aus den Definitionen von A(z) und B(z) folgt unmittelbar, dass B(x) > A(z) fiir alle
x > max{Xo, X1} und somit by > a; ist.
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In diesem Abschnitt wollen wir eine untere Schranke fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl beweisen. SONDOW
[58] konnte mit (4.11) zeigen, dass Ramanujan-Primzahlen die asymptotische Relation

Ry, ~ pan (n — 00) (4.12)
erfiillen. Gleichzeitig bewies er mit (4.6) in Hinblick auf (4.12), dass die untere Schranke

fiir alle n > 2 gilt. AMERSI, BECKWITH, MILLER, RONAN & SONDOW [1, Theorem 1.1] konnten im Jahr
2011 die asymptotische Relation (4.12) auf k-Ramanujan-Primzahlen verallgemeinern. Sie zeigten, dass

RF ~ Dlkn/(k—1)] (n — o) (4.14)
gilt. Da p,11 ~ py,, fiir n — oo gilt, folgt
R} ~ Dlkn/(k—1)] (n — o). (4.15)

Die Frage, die sich nun stellt, ist, ob sich die Ungleichung (4.13) in Hinblick auf (4.14) bzw. (4.15) auch
auf k-Ramanujan-Primzahlen verallgemeinern ldsst. Das dies in der Tat der Fall ist, zeigt das folgende
Theorem. Dabei sei Xo = Xa(ai,...,am,) € R so, dass logz —1 — A(z) > 0 und

m(@) > logz — 1 — A(x)

+1
fiir alle z > X5 gilt. AuBlerdem sei X3 = X3(k,a1,...,am,,b1,-..,bm,) € R so, dass
logk — B(kz) + A(z) > 0 (4.16)
fiir alle x > X3 gilt.
THEOREM 4.11. Sei Xy = Xy(k,a1,...,am,,b1,...,bm,) := max{ X1, kX2, kX3}. Dann gilt
R > prinsie-1) (4.17)
fiir alle natirlichen Zahlen n € N mit

k—
k
Beweis. Sein > (k—1)(m(X4) +1)/k und > X, /k. Dann ist die Ungleichung (4.16) dquivalent zu

n > ! (m(X4) +1).

x x
>
logz — 1 — A(z) ~ log(kz) — 1 — B(kx)

und wir erhalten, dass die Ungleichung

(x) > - +1> ° +1>7T(kx)
m(z
logz —1— A(x) ~ logkx — 1 — B(kz) k

+1 (4.18)

erfiillt ist. Es gilt prin/(k—1)] = Pr(x)+1 = Xa. Setzen wir also & = pripn/(k—1y1/k in (4.18) ein, so folgt

1 >l _nk_ 11> 4
T\ 7 Pren/(k=1)] Elk—1 T k-1 ‘

Daraus folgt

( ) 1 < nk n | < nk 1 n 1=
T(Plkn/(k—1)] m k Plkn/(k—1)] kE—1 k—1 — k-1 k—1 -

womit die Behauptung bewiesen ist. O
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Setzen wir nun m; = 1,ms = 2,a1 = 1,by = 1 und by = 3.84, so erhalten wir das folgende Korollar. Dabei

ist
1 3.84
r(k) := T &Xp (\/max{logk — 1,0}) .

KOROLLAR 4.12. Sei X5 = X5(k) := k- max{470077,r(k)}. Dann gilt

R > prinse-1))

fiir alle natirlichen Zahlen n € N mit

>k—1
n
-k

Fiir den Beweis des Korollars benstigen wir das folgende Lemma, wonach Xy = X5(1) = 470077 gilt.

(m(X5) +1).

LEMMA 4.13. Fir alle x > 470077 gilt
m(x) z — + L

> e —
logx — 1 — a7

Beweis. Wir betrachten die Funktion g(z) = 2.648z — log* 2. Dann gilt #2¢” (x)/log? z = 4(logx — 3) > 0
fiir alle x > €. Analog zum Beweis von Lemma 1.14 folgt, dass g(x) > 0 fiir alle z > e” gilt. Setzen wir

f(z) = 2.648zlogz — (log® x — log® = — log x — 2.648)(log” = — log x — 1),

so folgt f(z) > g(z)logx > 0 fiir alle z > e”. Daraus ergibt sich, dass die Ungleichung

1 1 2.648
z|llogr —1——— | >x(logx —1— - —
log logxz  log”x

1 2.648 1
+|logz —1—— - —— | [logz —1-—
logz  log”x log x

fiir alle z > €7 erfiillt ist. Da logz — 1 — 1/logz > 0 sowie logz — 1 — 1/logz — 2.648/log® z > 0 fiir alle
x > e’ gilt, erhalten wir, dass die Ungleichung

€T €T

1 2.648 >
log z logZ x

— +1
logz

logx — 1 — loge —1—

fiir alle z > 1097 > €7 gilt. Zusammen mit Korollar 1.23 folgt die Behauptung fiir alle z > 38168479. Setzen
wir g(z) = x/(logz — 1 — 1/log z), so gilt, wie im Beweis von Korollar 1.24 gesehen, dass die Ungleichung
g'(z) > 0 fiir alle z > 12.8. Es geniigt also mit Hilfe eines Computers nachzurechnen, dass 7(p;) > g(pi+1)+1
fiir alle 39227 = 7(470077) < i < 7(38168479) = 2328673 gilt. Fiir alle 470076 < = < 470077 gilt
m(z) = 39226 < g(z) + 1. Es folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Korollar 4.12.

Beweis. Damy = 1 und a; = 1 ist, gilt A(z) = 1/logz. Dalogz—1—A(z) > 0 fiir alle 2 > 5.1 > (1+V5)/2
ist, folgt zusammen mit Lemma 4.13, dass Xo = 470077 ist. Da auflerdem my = 2,b; = 1 und by = 3.84 ist,
folgt mit Hilfe von Korollar 1.17, dass die Ungleichung (4.11) fiir alle z > X; = 9.3 erfiillt ist. Sei 2 > r(k).
Dann gilt log? kx > 3.84/ log k — 1. Daraus folgt

3.84
(log2 kx — @ + 1) logx + logk > 0.

Diese Ungleichung ist dquivalent zu
log klog z log? kx — log z log kx — 3.841log x + log® kx > 0.

Teilen wir nun durch log xlog? kz > 0, so erhalten wir die Ungleichung (4.16). Nach Theorem 4.11 folgt
somit die Behauptung fiir alle n € N mit n > (k — 1)(7(X5) + 1)/k. O
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Eine Frage, die sich in natiirlicher Weise stellt, ist die nach einem minimalen ng(k), so dass die Ungleichung
(4.17) fiir alle n > ng(k) erfiillt ist. Dazu fithren wir die folgende Definition ein.

DEFINITION. Fiir £ > 1 definieren wir

N(k) :=min{m e N | R%®) > Plkn/(k—1)] Y7 > m}. (4.19)
Aus Korollar 4.12 folgt, dass die Ungleichung
—1

N(k) < [k (m(max{470077k, kr(k)}) + 1)—‘ (4.20)

fiir alle k& > 1 erfiillt ist. Fiir alle k > 745.8 erhalten wir die folgende obere Schranke fiir N (k).
THEOREM 4.14. Fiir alle k > 745.8 gilt
N(k) < 7(3k) — 1.
Fiir den Beweis von Theorem 4.14 ist das folgende Lemma niitzlich.
LEMMA 4.15. Sei k > 1. Dann gilt
R;k) > Dl

fir alle n > w(3k) — 1.
Beweis. Da w(3k) — n(3k/k) = n(3k) — 2 < w(3k) — 1 gilt, folgt Rfrk(;k)_l > 3k > pr(sk). Zusammen mit
Proposition 4.3 und Lemma 4.7 folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Theorem 4.14.

Beweis. Wir setzen A(x) = —7.1/logz. Dann gilt logz — 1 — A(x) > 0 fiir alle z > 1. Analog zum Beweis
von Lemma 4.13 erhalten wir, dass die Ungleichung

x
() > ———=——+1
(z) logac—1+lgé1$

fiir alle x > 3 gilt, d.h. X5 = 3. Setzen wir B(x) = 1.17/log x, so ist die Ungleichung (4.11) nach Korollar
1.19 fiir alle x > X, = 5.43 erfiillt. Sei

1 827\? 1 8.27
(k) = 1+ - (logk — — —(logk —
7(k) := exp \/7 +4 <0gl<; logk) 5 <ogk logk>

und sei z > 7(k). Dann gilt

8.27
log?z + (logk — —— ) logz — 7.1 > 0.
log k
Multiplizieren wir diese Ungleichung mit log k und teilen anschlieBend durch logx log kx, so folgt die Un-
gleichung (4.16). Setzen wir nun Xg = Xg(k) := max{5.43, 3k, k7(k)}, so gilt RP > Plkn/(k—1)] nach
Theorem 4.11 fiir alle

n > ’ (7(Xe) + 1).
Aus der Definition von N (k) folgt somit
N(k) < F“ - L (o) + 1)} . (4.21)
Es gilt
7.1

(k) = exp

2
\/7.1 + 3 (logh — £22) + § (logh - £21)
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Offenbar ist 7(k) monoton fallend. Zusammen mit 7(745.8) < 2.999966 erhalten wir, dass 7(k) < 3 und
somit Xg = 3k fiir alle k > 745.8 gilt. Mit Hilfe von Satz 1.5 erhalten wir die Ungleichung

7r(3k:)+1< 3 +1<1
k k= logdk—1— I;ésglk k—

0<

fiir alle k > 745.8. Da N (k) € IN ist, ergibt sich mit (4.21) die Ungleichung N (k) < w(3k) + 1. Zusammen
mit den Ungleichungen

(k) _
R Gry—1 > Pr(3k) = Plk(r(3k)—1)/(k—1)]

und "
R 31y > Pr(3k)+1 = Plk(x(3K))/ (k=115
die nach Lemma 4.15 erfiillt sind, folgt die Behauptung. O

BEISPIEL. Bezeichnen wir die rechte Seite von (4.20) bzw. (4.21) mit L(k) bzw. M (k) und setzen P(k) :=
min{L(k), M (k)}, so erhalten wir mit Hilfe von NOEs Algorithmus [39] zur Berechnung von k-Ramanujan-
Primzahlen die folgende Tabelle:

k 11 [ 12 ] 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 1.9 2 3
P(k) || 3894 | 7730 | 11256 | 15263 | 18980 | 22651 | 26308 | 29927 | 26312 | 12092 | 434
Nk [ 1 1 1 1 1 3 2 1 4 2 1

k 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 | 14
P(k) || 163 [ 103 | 80 69 63 59 57 56 55 53 | 52
NE) | 6 7 8 9 10 12 13 14 15 16 | 17

Als néchstes wollen wir eine untere Schranke fiir N (k) beweisen. Wie man leicht aus der Tabelle ablesen
kann, gilt N (k) > w(k) fir die jeweiligen k. Da
RY) < Prin(iy/e—1)) (4.22)

nach (4.4) fiir alle k& > 2 gilt, folgt, dass die Ungleichung

N(k) > n(k) (4.23)
fiir alle k& > 2 erfiillt ist. Da (4.23) auch fiir alle 1 < k < 2 erfiillt ist, erhalten wir das folgende Resultat.
PROPOSITION 4.16. Fiir alle k > 1 gult

N (k) > n(k).

Im Folgenden beweisen wir eine schirfere untere Schranke fiir N (k). Dazu zeigen wir zuniichst die folgende
Proposition, die insbesondere Lemma 4.5 verschérft.

PROPOSITION 4.17. Fiir alle m,n € N mit m,n > 5 und max{m,n} > 18 gilt

mn

m(m)+7(n) < (?) .

Fiir den Beweis dieser Proposition ist das folgende Lemma hilfreich.

LEMMA 4.18. Seienr,s € R mit r > s > 0. Dann gilt

7(r) £ () < 7 (”) .

S

fir allet € R mitt > s/r - RE:’(/T;‘)
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Beweis. Seit > s/r- RE:(/T;) Dann gilt rt/s > RE:(/T;) und wir erhalten

™ (mj) —7n(t)=m= <7ﬁt) -7 <Tt/8> > m(r),
s s r/s
womit die Behauptung folgt. O

Es folgt der Beweis von Proposition 4.17.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung m > n. Wir betrachten zunichst den Fall m > n > 20. TROST [63, §40]
konnte zeigen, dass

m(x) < sz
5logx
fiir alle > 1 gilt. Zusammen mit (1.10) erhalten wir
W(@)—W(m)> mn _ 8m S _mn_ 8m  m(5n —48) 8m > (n)
3 ~ 3log(mn/3) 5logm ~ 6logm 5logm  30logm — 5logm ’

Damit folgt die Behauptung fiir alle m > n > 20. Mit Hilfe des Algorithmus von NOE [39] zur Berechnung
von k-Ramanujan-Primzahlen erhalten wir die folgende Tabelle:
m 20 | 19 | 18

[3/m-Rf:E’m§’)1 515 ] 4

Setzen wir s = 3,7 = m und ¢t = n in Lemma 4.18, so folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe von Proposition 4.17 erhalten wir die folgende untere Schranke fiir N (k).

THEOREM 4.19. Fir alle k > 1 gilt
N(k) > n(3k) — 1.

Beweis. Fiir 1 < k < 5/3 ist die Behauptung offensichtlich. Fiir 5/3 < k < 7/3 gilt 7(3k) — 2 =1 und
(k) _ pk) (5/3) _ o _
R7r(3k)72 =Ry <R =2=p1 < Pri(x(3k)—2)/(k—1)7>
d.h. N(k) > n(3k) — 2. Ist 7/3 < k < 11/3, so folgt m(3k) — 2 = 2. Dann gilt
(k) _ pk) (7/3) _ = _
Reary—2 = Ry < Ry ™™ =5 =p3 < Pli(r(3k)-2)/(k-1)]
und wir erhalten N (k) > w(3k) — 2. Fiir 11/3 < k < 13/3 gilt 7(3k) — 2 = 3 und somit
(k) _ pk) (1/3) _ ¢ _
Rﬂ(gk)fz =Ry’ < Ry =5 =p3 < Pr(x(3k)—2)/(k—1)1>
d.h. N(k) > n(3k) — 2. Ist 13/3 < k < 17/3, so folgt 7(3k) — 2 = 4 und
(k) _ p(k) (13/3) _ 11 —
Rogry—o = Ry < By™7 =11 = ps < Pri(a(sk)-2)/(k-1)1>
also N(k) > w(3k) — 2. Sei 17/3 < k < 19/3. Dann gilt 7(2k) = 5 und
k k 17/3
R‘Er(?}k)—Z =R < RUP =13 =ps < Plh(r(3k)—2)/(k—1)]>

also N(k) > m(3k) — 2. Somit folgt die Behauptung fiir alle 1 < k < 19/3. Sei nun k£ > 19/3. Ist
Pr3k)—1 < @ < 3k, so erhalten wir die Ungleichung

m(z) — (%) > 7(3k) — 1 — 7(2) = 7(3k) — 2.

Sei 3k < x < 5k. Dann gilt
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Sei also x > 5k und m € IN mit m > 5 so, dass mk < x < (m+ 1)k gilt. Setzen wir n = [3k], so gilt n > 19
und mit Hilfe von Proposition 4.17 erhalten wir sogar die Ungleichung

m(3k)

m(z) -7 (%) > w(mk) — w(m) =7 (3) —(m) > (%) — 7(m) > m(n) = 7 (3k).

Also ist die Ungleichung
m(z) — (%) > m(3k) — 2

fiir alle & > pr(gp)—1 erfiillt ist. Daraus ergibt sich

(k)
R a2 < Pr@ak)—1 < Plr(r(3k)-2)/(k—1)] (4.24)
und wir erhalten die Ungleichung N (k) > 7(3k) — 2. Es folgt die Behauptung. O

Fiir alle k > 745.8 erhalten wir nun die folgende explizite Formel fiir N (k).
KOROLLAR 4.20. Fiir alle k > 745.8 gilt
N(k) =n(3k) — 1.
Beweis. Die Behauptung folgt aus Theorem 4.14 und Theorem 4.19. O
Ersetzen wir die definierende Eigenschaft von N (k) durch die schwiichere Bedingung
R > prigr-1y) Y1 > m,
so fithrt dies zu folgender Definition.
DEFINITION. Fiir £ > 1 sei
No(k) := min{m € N | R > prn (k-1 Y > m}.

Offensichtlich gilt Ny(k) < N(k). Da offenbar Ny(k) > (k) fiir alle 1 < k < 2 gilt, folgt zusammen mit
(4.22), dass
No(k) > (k)

fiir alle k£ > 1 gilt. Fiir alle £k > 11/3 erhalten wir die folgende schérfere untere Schranke fiir No(k).
THEOREM 4.21. Fir alle k > 11/3 gilt

No(k) > m(2k).

Beweis. Sei k > 11/3. Wir zeigen zunéchst, dass die Ungleichung

w(z) — (%) > m(2k) — 1 (4.25)

fir alle 2 > pr(op)—1 erfiillt ist. Fiir propy—1 < o < 2k und 2k < 2 < 3k ist die Ungleichung (4.25) jeweils
offensichtlich erfiillt. Sei 3k < x < 5k. Da

#(3) — w(2t) = 7(31) — 7 (;}2) >1

fir allet > 11/3=1/3- Rgg/z) gilt, folgt
m(z) — (%) > 7(3k) — 2 > m(2k) — 1.

Sei > 5k und I € N mit [ > 5 so, dass [k <z < (I + 1)k gilt. Analog zum Beweis von Proposition 4.17
ergibt sich, dass die Ungleichung

m(m) +7m(n) <7 (%) (4.26)
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fiir alle natiirlichen Zahlen m,n > 4 mit max{m,n} > 6 erfiillt ist. Setzen wir n = |2k, so gilt n > 7 und
mit Hilfe von (4.26) erhalten wir sogar die Ungleichung

l
m(z) — (%) > n(lk) —n(l) > 7 (;) — () > 7(n) = 7(2k). (4.27)
Damit ist die Ungleichung (4.25) fiir alle x > py(ar)—1 bewiesen. Wir erhalten die Ungleichung
k
Rir()Qk)—l < Pr(2k)—1 < Plk(n(2k)~1)/(k—1)] (4.28)
und somit die Behauptung. O

Mit Hilfe von (4.28) erhalten wir fiir & > 11/3 die folgende Verschérfung von Proposition 4.8(iii).
KOROLLAR 4.22. Sei k > 11/3. Dann gilt Rslk) = py, fir alle 1 <n <7(2k)— 1.
Beweis. Aus (4.3), der linken Ungleichung von (4.28) und Proposition 4.6 ergibt sich die Behauptung. [
Fiir k£ > 29/3 gelten sogar die folgenden Resultate.
PROPOSITION 4.23. Sei k > 29/3. Dann gelten:

(i) Es gilt R = Dn genau dann, wenn 1 <n < 7(2k) — 1.

(ii) FEs gilt R = DPnt1 genau dann, wenn 7(2k) <n < 7(3k) — 2.
Fiir den Beweis dieses Theorems benétigen wir das folgende Lemma.

LEMMA 4.24. Fir alle k > 29/3 gilt
(k)  _
Rﬂ(gk) = Pr(2k)+1-

Beweis. Bs gilt 7(2k) — 7(2k/k) = m(2k) — 1 < w(2k), dh. Royyy > 2k. Da priary < 2k < Priawyr gilt,

folgt Rfrk(’)%) > DPr(2k)+1 Dach Proposition 4.3.
Schliefllich zeigen wir, dass die Ungleichung

k
R7(r()2k) < Pr(2k)+1
fiir alle k£ > 29/3 erfiillt ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass die Ungleichung
x
— - > .
m(x) —7 (k‘) > 7(2k) (4.29)
fir alle & > pr (o)1 erfiillt ist. Fiir alle pr(ox)41 < @ < 3k erhalten wir die Ungleichung
x
w(x) —7 (%) > w(2k)+1—7(2) = n(2k).
Sei 3k < x < 5k. Da
3t
w(3t) —w(2t) = w(3t) — 7 <3/2> > 2
fiir alle t > 29/3=1/3- Rég/Q) gilt, folgt

xT

m(z) — (k) > n(3k) — 2 > m(2k).

Da wir bereits in (4.27) bewiesen haben, dass die Ungleichung (4.29) auch fiir alle x > 5k erfiillt ist,
erhalten wir insgesamt, dass die Ungleichung (4.29) fiir alle £ > py(ox)+1 gilt. Es folgt die Behauptung. [
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BEMERKUNG. Die Zahl 29/3 in Lemma 4.24 ist im folgenden Sinne minimal. Wir definieren

0 :=min{s € R | R;%k) = Pr(2k)+1 VK > s}
Aus Lemma 4.24 folgt 6 < 29/3. Sei 0 < ¢ < 1/6 und k = 29/3 — . Dann gilt 7(2k) = 8. Setzen wir
x =29 — 3¢, so folgt w(x) —w(x/k) =7, d.h. Rfrk()%) = Rék) > 29 = p1o > P9 = Pr(2k)+1- Also gilt § = 29/3.
Es folgt der Beweis von Proposition 4.23.

Beweis. (1) Aus Lemma 4.24 und Proposition 4.3 folgt insbesondere, dass R > p, fir alle n > w(2k)

gilt. Zusammen mit Korollar 4.22 folgt die Behauptung.

(ii) Wie gerade gesehen, gilt R > Pt fiir alle n > 7(2k). Angenommen, es existiert ein ng €
{m(2k),...,7(3k) — 2} mit R;’? > Dpy+1- Dann erhalten wir mit Proposition 4.3 und Lemma 4.7 die
Ungleichung

(k)
R 1y > Pr(3k)-15
was im Widerspruch zu (4.24) steht. Zusammen mit (i) und Lemma 4.15 folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe von Lemma 4.24 beweisen wir nun, dass in Theorem 4.21 fiir alle k > 144 sogar Gleichheit gilt.

THEOREM 4.25. Fiir alle k > 144 gilt
No(k) = 7(2k).

Fiir den Beweis dieses Theorems ist die folgende Proposition hilfreich. Dabei ist X3 wie in (4.16) definiert.

PROPOSITION 4.26. Sei X7 = X7(k) := max{kXy, X1,kX3}. Dann gilt

k
RF) > prin -1y
fiir alle natiirlichen Zahlen n € IN mit

k—1
k

n > (m(X7) +2).

Beweis. Sei x > X7/k. Dann ist die Ungleichung (4.16) dquivalent zu

x x
>
logx — 1 — A(x) ~ log(kx) — 1 — B(kx)

und es folgt
(2) > x - x N m(kx)
™
logz — 1 — A(x) ~ logkx — 1 — B(kz) k

(4.30)

Es gilt prin/(k—1)1-1 = Pr(x7)+1 = X7. Setzen wir & = prpy,/(k—1)]-1/k in (4.30) ein, so folgt

1 1 kn
™ Ep(kn/(k—m—l >E 1 -1].

Daraus ergibt sich die Ungleichung

1 k—1 kn
T(Plkn)(k=1)]=1) — T 7 Prn/G--1 ) < = g7 |~ L) =

also R%k) > Plkn/(k—1)]—1- Zusammen mit Proposition 4.3 folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Theorem 4.25.
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Beweis. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Ungleichung No(k) < m(2k) fiir alle k > 144 erfiillt
ist. Zusammen mit Theorem 4.21 folgt dann die Behauptung. Wir setzen A(x) = —3.3/logx. Dann gilt
logx —1— A(x) > 0 fiir alle > 1. Analog zum Beweis von Korollar 1.24 ergibt sich, dass die Ungleichung

- x
logw — 1+ 23

log z

()

fiir alle 2 > 2 erfiillt ist, d.h. Xy = 2. Setzen wir B(z) = 1.17/log x, so erhalten wir, dass die Ungleichung
(4.11) nach Korollar 1.19 fiir alle > X; = 5.43 gilt. Sei

1 447\% 1 4.47
= 34+ - (logk - ") — = (loghk— —==
2(k) := exp \/334— 1 (ogk‘ logk> 5 (ogk logk)

und sei z > z(k). Dann gilt

4.4
log? z + (logk — 447 logz — 3.3 > 0.
log k

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit log & und teilen anschlieflend durch log z log kx, so ergibt sich die
Ungleichung (4.16). Setzen wir nun X5 = Xg(k) := max{2k,5.43,kz(k)}, so gilt R > Plkn/(k—1)] nach
Proposition 4.26 fiir alle n € IN mit n > (k — 1)(7w(Xs) + 2)/k. Aus der Definition von Ny (k) folgt somit

k-1

No(k) < { (m(Xs) + 2)-‘ . (4.31)

Im Beweis von Theorem 4.14 haben wir gezeigt, dass 7(k) < 3 fiir alle k > 745.8 gilt. Analog ergibt sich,
dass z(k) < 2 und somit Xg = 2k fiir alle £ > 144 gilt. Sei nun k£ > 144. Da mit Hilfe von Satz 1.5 die
Ungleichung

r(2k) 2 2 2
0< - < - <1
F kS logok —1- ootk *
erfiillt ist, folgt mit (4.31), dass
2k 2
No(k) < {7?(2/@ +2- ”(k ) _ J = m(2k) + 2. (4.32)

Aus Lemma 4.24 folgt
RrR* _
w(2k) — Pr(2k)+1 = Plkx(2k)/(k—1)]

sowie
(k) _
R k)41 2 Pr(2k)+2 = Plk(r(2k)+1)/(k—1)] -
Zusammen mit (4.32) folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG. Aus dem Beweis von Theorem 4.25 geht hervor, dass die Ungleichung (4.31) fiir alle k > 1
erfiillt ist.

Anhand von mehreren Uberpriifungen stellen wir an dieser Stelle die folgende Vermutung auf, welche
Theorem 4.25 verschérft.

VERMUTUNG 4.27. Fiir alle k > 11/3 gilt

No(k) == 71'(2]{5).
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4.2.2 Eine obere Schranke fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl

Nachdem wir mit Theorem 4.11 eine untere Schranke fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl bewiesen haben,
werden wir in diesem Abschnitt ein Theorem {iber obere Schranken fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl
beweisen. Grundlegend dafiir ist die folgende Proposition. Dabei ist

B x ( 1 1logk— A(z) + B(xz/k)
~ logz —1— A(x) B )

T =7 : - =
k(z) kst ensimy D11 sbmy (T) k" F Toa(w/k) — 1= B(a/k)

PROPOSITION 4.28. Fiir alle x > max{Xo,kX1} gilt

xT

m(z) — (E) > Tu(z).

Beweis. Sei x > max{Xo, kX;}. Dann gilt

m(x) —m (E) “logr—1—A(z) log(z/k) — 1 — B(z/k)

(1-1/k)xz(log(x/k) — 1 — B(z/k)) — z(log(k)/k + B(z/k)/k — A(z)/k)
(log — 1~ A(z))(loa(w/k) — 1 — B(a/k))

Da der letzte Ausdruck gleich Ty (z) ist, folgt die Behauptung. O
Wir erhalten das folgende Korollar, mit dem wir insbesondere fiir k£ = 2 die Ungleichung (4.1) verschiirfen.

KOROLLAR 4.29. Sei A € R mit A <1—1/k. Dann gilt

z \x
@) =7 (2) > mr 1 A

fiir alle hinreichend grofie x.

Beweis. Sei A € R mit A <1 —1/k. Dann existiert ein X9 = Xg(\, k,a1,...,Gm,,b1,...,bm,), so dass

1 1logk—A B(z/k
Nl = 0og (z) + B(z/k) (4.33)
k  klog(x/k)—1— B(z/k)
fir alle x > Xy gilt. Zusammen mit Proposition 4.28 folgt die Behauptung. O

Wir notieren noch eine Eigenschaft von Yy (z), die im Laufe dieses Kapitels an mehreren Stellen auftritt.
PROPOSITION 4.30. Fiir alle hinreichend grofie x gilt Y}, (z) > 0.

Beweis. Setzen wir .

F(2) = Fay,.ap, () = logz —1— A(z)

sowie

()= 1— 1 1logk— A(z) + B(z/k)
---- G Pbme T T e Tog (2 /k) — 1 — Bla/k)’

so gilt F'(z) > 0 fur alle z > Xy. Nach (4.33) gibt es fiir A =0 ein X9 = Xg(k,a1,...,Gm,,01,...,bm,), sO
dass G(z) > 0 fiir alle z > Xy gilt. Es gilt

mo mi

4 = 1 .7 i bj _ 7- a;
) = logta/ i~ 1= B/ |\ 2= 1op T ah) 25 Tog 'z
1 <~ j-b logk — A(z) + B(z/k)
e Z zlog’ ™ (z/k) | k(log(z/k) — 1 — B(x/k))?

j=1



4.2.2 Obere Schranken fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl 111

Da k > 1 ist, folgt B(z/k) > B(x) > A(z) sowie log(x/k) < logx und log(xz/k) — 1 — B(z/k) > 0 fiir alle
x > max{ Xy, kX, } gilt. Daraus folgt

1 A - b; <\ i-a;
G'(z) > - — 4.34
() k(log(z/k) — 1 — B(z/k)) logjJrl Z logﬂ'1 ( )
fiir alle x > max{Xo, kX1 }. Da by > a; ist, existiert ein X190 = Xi0(a1,...,am,,01,-..,bm,), so dass
mo mi .
1-a;
Z J-‘rl - Z i+ z0

1 log 7 log

fiir alle x > X3 gilt. Damit gilt G'(x) > 0 fiir alle z > max{Xo, kX1, X19}. Desweiteren existiert ein
X11 = X1(a1, ..., am,), so dass

my

logx—Q—A(x)—Zix

=1

fir alle x > X1, gilt. Daraus folgt

F'(z) = (ogz — 117 A@)? <logx —2— A(z) — Z“fﬁ) >0

log

fir alle # > max{Xo, X11} und wir erhalten, dass Y} (z) = F'(z)G(z) + F(z)G'(z) > 0 fiir alle z >
max{Xg, kX1, X9, X109, X11} erfiillt ist. Damit folgt die Behauptung.

O

Um ein Theorem iiber obere Schranken fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl zu beweisen, setzen wir m; =
mg =1, d.h. A(z) = a1/logz und B(x) = b;/logz, und fithren die folgenden Notationen ein.

NOTATION. Seien €1,e9 > 0 mit &1 + €9 > 0. Wir setzen

L {51 falls £1 # 0,

€9 sonst

sowie

A= g + g2 - sign(eq) (1 + %) .

Ferner sei S = S(k,a1,b1,e1,e2) durch

2(1+¢) ay logk 1 (1+e&)logk\> 1 (14¢)logk
= b+ ——5(b1— B Sl s = Bl SelL Y et = 2
S :=exp \/14‘ (k= 1D)e <1 a1+10g/€X1 + 2—|— = 1) +2—|— 1)

sowie T' = T(ay,by,€1,£2) durch

by —a1  aylog(l+eq) 1 log(1+e)\> 1 log(l+ey)
T = — _— —_—
exp \/b1 + \ + \ + 3 + N + -+ o
definiert.

Nach Proposition 4.30 existiert ein X2 := Xq2(k,a1,b1) > 1, so dass Y/ (z) > 0 fiir alle x > X5 gilt.
Ferner sei ng = ng(b1) € IN so, dass

pn > n(logp, — 1 —b1/logp,)
fiir alle n > ng ist. Definieren wir nun X153 = X13(k, a1, b1, Xo, X1,€1, €2, X12) durch

Xo  kXy kS(k,a1,bi,e1,62)
X13 = Imax 5 )
l+e’ 146 I+e

X
,T(ay,bi,e1,€2), 1 —i—li: } , (4.35)
1

so erhalten wir in Hinblick auf (4.15) das folgende Theorem.



112 Kapitel 4. k-Ramanujan-Primzahlen

THEOREM 4.31. Fir alle natiirlichen Zahlen n c IN mit
> kol { ( ) 1 }
n max{m(X -+ ,n
- ]{5(1 + 52) 13 0

gilt die Ungleichung
R < (14 E1)P[(14e)kn/ (h—1)]-

Beweis. Der Ubersicht halber schreiben wir ¢ = t(n, k,e2) := [(1 + e2)nk/(k — 1)]. Da

k-1 Xo kX1 X12
> — 1 1 1
nk(1+62)max{w<1+51>+ ,7r<1+81)+ ,7r<1+€1>+ }

vorausgesetzt ist, folgt

(1 + 51)pt Z maX{Xo, ]{)Xl, Xlg}.
Zusammen mit Proposition 4.28 folgt, dass die Ungleichung

w(e) =7 () > T(@) = T(L+e0)p)

fiir alle > (1 + &1)p; erfiillt ist. Um die Behauptung zu beweisen, geniigt es also zu zeigen, dass
Y((1+e1)p) >n (4.36)
gilt. Dazu zeigen wir zunéchst, dass
1

logk —ai/log((1+e1)pt) + b1/ log((1 +e1)pe/k) _ k—1 €
L (- m5a)

1
ko k log((1+e1)pe/k) — 1 —bi/log((1+e1)pi/k) k 1+e) (4.37)

k—1 k‘S(k‘,al,bl,El,&‘Q)
> 1
" k(1 + e) (”( 1+e )+ )

ist, folgt (1 +¢e1)pi/k > S(k,a1,b1,€1,€2) und wir erhalten die Ungleichung

gilt. Da

2 (k—1)e

2(1+5)<1a1+allogk) (1 (1+5)10gk>2 ;+(1(—]|C—i)ic))§k

log((1+e1)pi/k) > \/bl + m log kX

Daraus folgt

10g2((1 +e)pe/k) — (1 + W) log((1+e1)pe/k) > b1 + m (b1 —a; + i)lngi]j>

und somit
e(k—1)
2(1+¢)

ailogk
loghkX,"

(log2((1 +e1)pe/k) —log((1 4+ e1)pe /k) — b1) > log klog((1+e1)p:/k)+b1—a1+

n > k-1 m ! +1
~ k(14 e9) 1+e ’
also (1 +e1)pt/k > X1 > 1. Zusammen mit (4.38) ergibt sich die Ungleichung

e(k—1)
2(1+¢)

(4.38)

Nach Voraussetzung gilt

aq log((1 +€1)Pt/k’).

(logQ((l +e1)pi/k) —log((1 +e1)pt/k) — b1) > logklog((1+e1)p:/k)+ b1 — Tog (1 1)1

Teilen wir nun beide Seiten der letzten Ungleichung durch klog((1 4 1)p:/k) > 0, so erhalten wir

by ) log k b1 ai

e(k—1) 3 N
log((1+e1)pe/k)

2k(1+¢)

<log((1 +ep/k) —1 k klog((1 4+ e1)p:/k) B klog(1+¢e1)p:
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Teilen wir nun durch log((1+ e1)p:/k) — 1 — b1/ log((1 + €1)p:/k) > 0, so folgt

e(k—1) 1logk—ai/log((1+e1)pt) +b1/log((1 +e1)pe/k)
2k(1+¢) k  log((1+e1)p/k) —1—0b1/log((1+e1)pe/k)

Addieren wir beiden Seiten dieser Ungleichung mit (k — 1)/k, so folgt die Ungleichung (4.37). Fiir den
Beweis der Ungleichung (4.36) geniigt es somit zu zeigen, dass die Ungleichung

> 0.

k—1 € 1+¢
k (1 201+ e)) log(1+e1)ps —( 1+— cil)ijtlog((l +€1)pe) = (4.39)
erfiillt ist. Nach Voraussetzung ist
n > 7k —1
k(1 +e2)

d.h. p > T(a1,b1,e1,€2). Mit der Definition von T'(a1, b1,£1,€2) erhalten wir die Ungleichung

<logpt—<_|_0g(+81)>> Zb1+b1)\a1+a1 og( +€1)+(+0g(+51)> '

(ﬂ'(T(CLl, b1,51,62)) + 1),

2 2\ A 2 2\
Daraus folgt

log(1 by — log(1
log? py — <1+ og( A+€1))1ngt—b1 ! )\a1 > @ og(/\ +51).

Da pi = p[(14es)kn/(k—1)] = Pnt1 = 3 gilt, erhalten wir

lo 14¢ by —a ap lo 14¢
1 2 . (1 g( )\ 1))1 . ll 1 )\ 1 > All ((gl( 1)1)t).
Dies ist dquivalent zu
log(1+¢ b ailogp
1og2pt—logpt—b1 > 7( h\ 1) logpt—i—*; —m.

Teilen wir beide Seiten der Ungleichung durch log(p;)/A > 0, so folgt
Alogp:s — 1 —by/log(ps)) > log(l +e1) + b1/ log(p:) — a1/ log((1 + €1)p:)
und wir erhalten mit Hilfe der Definition von A, dass die Ungleichung
) €
(1 + 22 -sign(en)) (14 5 ) (ompe — 1~ by/log(p)) > log((1+ e1)py) — 1 — ar/los((1 +<1)p.)

erfiillt ist. Teilen wir beide Seiten durch log((1 +e1)p:) —1 — a1/ log((1 + €1)p¢), so folgt mit

(1+e,-sign(ey)) (1 + g) = (14¢e1)(14¢2) <1 _ 2(115))

die Ungleichung

Y

< € > (1+e1)(1+e2)(logpr — 1 —b1/log(pt)) 1
2( '

1+¢)) log((1+e1)p) — 1 —ai/log((1 +e1)pr)
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Ungleichung mit n, so folgt

k-1 (1_ e ) nk  (1+e1)(1+e2)(logps — 1 — by /log(pr))
k 2(1+¢€)) k=1 log((1+¢e1)p) — 1 —ai/log((1+¢e1)pt)

>n

und somit erst recht
k—1 € (1+e1)t(logps — 1 —b1/log(pe))
_ . > n. 4.40
z ( 21 +e>> log (1 =1)pe) — 1 —ar/log((1 + c1)pr) — (4.40)

Dan > (k—1)ng/(k(1+e2)) nach Voraussetzung gilt, folgt ¢ > ng und somit p; > t(logpr —1—b1/log(p:)).
Zusammen mit (4.40) erhalten wir die Ungleichung (4.39) und es folgt die Behauptung. O
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Wir setzen nun m; = mg = 1,a; = 1 und b; = 1.17. Dann ist A(z) = 1/logz und B(z) = 1.17/log x. Mit
dem néchsten Lemma bestimmen wir ein X14 = X14(k), so dass Y} (z) > 0 fiir alle z > X4 gilt. Dabei sei

2 2k —1)

1.17 1 logk \° 1 logk
2 2(k—1)

X15=X15(k) = exXp \/117+k—1+

LEMMA 4.32. Setzen wir X14 = X14(k) := max{kXi5,12.8,5.43k}, so gilt T} (x) > 0 fir alle x > Xy4.
Beweis. Wir setzen F(z) = z/(logz — 1 — 1/logx) und

k—1 1logk—1/logz +1.17/log(z/k)

Gla) == % log(z/k) =1 —1.17/log(x/k) -

Da x > 12.8 ist, folgt F(x) > 0 und, wie im Beweis von Korollar 1.24 gesehen, F’(x) > 0. Fiir alle 2z > 5.43k
gilt log(z/k) — 1 —1.17/log(x/k) > 0 und zusammen mit (4.34) erhalten wir die Ungleichung G'(z) > 0.
Wie wir leicht nachrechnen, ist die Ungleichung = > kX35 dquivalent zu

log k + 1.17/ log(z /k)
E—1> log(z/k) — 1 —1.17/log(z/k)"

Somit gilt

Gl) — k-1 1logk—1/logx+1.17/log(x/k) < k—1 1 logk 4+ 1.17/log(x/k)
@ ==z log(x/k) —1—1.17/log(z/k) = k  klog(x/k) —1—1.17/log(x/k) =

und wir erhalten, dass Y} (z) = F'(2z)G(z) + F(z)G'(x) > 0 fur alle 2 > max{kX5,12.8,5.43k} gilt. [
Somit erhalten wir das folgende Korollar zu Theorem 4.31.

KOROLLAR 4.33. Fliir alle natiirlichen Zahlen n € IN mat

_ k-1
"=

W(W(Xlﬁ) +1),

wobei X16 = X16(k,e1,€2) 1= X13(k,1,1.17,468049, 5.43,¢1, 9, X14), gilt die Ungleichung

R < (1+ €1)P(1+e0)kn/ (k—1)]-

Beweis. Nach Korollar 1.24, Korollar 1.19 bzw. Lemma 4.32 kénnen wir Xy = 468049, X; = 5.43 bzw.
X12 = X14 in Theorem 4.31 withlen. Zusammen mit (1.38) folgt die Behauptung. O

Fiir Ramanujan-Primzahlen erhalten wir mit Hilfe von Korollar 4.33 und des Algorithmus von NOE [39] zur
Berechnung von k-Ramanujan-Primzahlen das folgende Resultat, mit dem wir insbesondere die Ungleichung
(4.7) von LAISHRAM [27] verschérfen.

PROPOSITION 4.34. Seit > 48/19. Dann gilt fiir alle n € N die Ungleichung
Ry < prend-

Beweis. Seit > 48/19 und sei s = 48/19. Wir setzen k = 2, 1 = 0 und €2 = 5/19 in Korollar 4.33 ein und
erhalten, dass die Ungleichung R,, < prgy, fiir alle n > 19536 erfiillt ist. Mit Hilfe des Algorithmus von
NOE [39] verifizieren wir, dass die Ungleichung R,, < Plsn] fiir alle 20 < n < 19535 und fiir alle 1 <n < 18
mit einem Computer. Fiir n = 19 gilt Rig = 227 = pyg < prigs1- Es folgt die Behauptung. O

KOROLLAR 4.35. Fiir alle natiirlichen Zahlen n € IN gilt
Ry < prassnd-

Die folgende Proposition zeigt, dass Korollar 4.35 eine Verschérfung von (4.8) liefert.
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PROPOSITION 4.36. Fir alle natirlichen Zahlen n € N mit n > 11 gilt

41

Pr2.53n] < 4*7p3n-

Beweis. Wir setzen f(z) = log3x — log(2.53x + 1). Da f'(z) = 1/(x(2.53z + 1)) > 0 fiir alle z > 0
gilt, folgt zusammen mit f(4) > 0.076, dass f(xz) > 0.076 fiir alle > 4 gilt. Setzen wir ferner g(x) =
(loglog 2.53x — 2)/log 2.53x, so gilt

loglog 2.53z + 3

/
€Tr) =
g() zlog? 2.53x

Also gilt ¢/(z) = 0 genau dann, wenn = = e /2.53 ist. Offenbar ist to = 663/2.53 ein lokales Maximum
und wir erhalten g(z) < g(tg) = 1/e€® < 0.05 fiir alle z > 1. Daraus folgt f(x) > g(x) fiir alle x > 4. Fiir
x > 1200 > 662'1/3 folgt somit

loglog 3z — 2.1
log 3z

loglog 2.53x — 2

log(2.53z + 1) + loglog(2.53z + 1
> log(2:532 + 1) + loglog(2.53x + 1) + = 50

log 3x + log log 3x + (4.41)

Wir betrachten zunéchst den Fall n > 272088. Dann gilt [2.53n] > 688383. Mit Hilfe von [2.53n] <
2.53n + 1 sowie (2.8) und (2.9) folgt

41 41 -3
77 P3n  Pl2.53n] >

loglog3n — 2.1
n<10g3n+10glog3n—1+0gogn>

log 3n

loglog[2.53n] — 2
— (2.53n + 1) <10g(2.53n+1)+10g10g(2.53n+1)1+ 0glog|2.53n] )

log[2.53n]
Definieren wir nun h(z) = (loglogz)/log z, so gilt h'(z) < 0 fiir alle z > e®. Daraus folgt

41 41 -3
77 P3n = Pl2.53n] >

log1 —-2.1
n <1og3n + loglog3n — 1+ 0gog3n>

log 3n

log log 2.53n — 2
—(2.53n +1) <log(2.53n +1) +loglog(2.53n +1) — 1 + Ogogn)

log 2.53n

Da 3n-41/47 > 2.53n+1 fiir alle n > 12 gilt, folgt zusammen mit (4.41) die Behauptung fiir alle n > 272088.
Fiir 11 < n < 272087 priifen wir die behauptete Ungleichung mit einem Computer nach. O

BEMERKUNG. Im Algorithmus von NOE [39] zur Berechnung von k-Ramanujan-Primzahlen wird eine
obere Schranke fiir die n-te Ramanujan-Primzahl benétigt, die fiir alle n € IN erfiillt ist. Bislang wurde im
Algorithmus die Abschétzung (4.7) verwendet. Durch Korollar 4.35 kann der Algorithmus von NOE [39]
effizienter angewendet werden.

4.3 Uber den Fehlerterm von R%k) — Dnk/(k-1)]

Eine Frage, die sich in Bezug auf (4.15) stellt, ist die nach der Gréfle des Fehlerterms von

R{E = prak/ 1)1 (442)

AMERSI, BECKWITH, MILLER, RONAN & SONDOW [1, Theorem 1.1] konnten im Jahr 2011 in Hinblick auf
(4.14) zeigen, dass es eine Konstante 87 = f1(k) > 0 gibt, so dass

|R$Lk) = Plnk/(k—-1))| < Binloglogn (4.43)

fiir alle hinreichend groie n gilt. Mit Theorem 4.11 haben wir bereits eine untere Schranke fiir (4.42)
bewiesen, die die untere Schranke in (4.43) verschérft. Mit dem néchsten Theorem beweisen wir nun eine
obere Schranke fiir (4.42). Dazu setzen wir A(x) = 0 und B(z) = 1.17/logz. Dann folgt analog zum
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Beweis von Lemma 4.32 unter Verwendung von Satz 1.4, dass Y} (z) > 0 fiir alle z > Xy7 = Xq7(k) :=
max{kX1s5,5393,5.43k} gilt. Desweiteren sei

1+1 > 141
n(k) = k \/2.34+< +2ng> + +2°gk

sowie X183 = X1g(k) := max{7477,5.43k,n(k)} und £1,e2 > 0. Wir setzen auBerdem
X19 = X1o(k,e1) = X13(k,0,1.17,5393,5.43, 1,0, X17)

und
Xoo = Xog(k,e2) := X13(k,0,1.17,5393,5.43,0, €2, X17),

wobei X13(a1,b1, Xo, X1,k,€1,€2, X12) wie in (4.35) definiert ist, sowie

(2logk + 2)(1 + £2) 4 log 13(1 + 51)> . k

Y1 = 71(]?751’52) = (

Definieren wir nun
= Imax 9
21 21 51,2 18 ) k 1 7k(1 ) 20 )

so erhalten wir das folgende Theorem.

THEOREM 4.37. Fiir alle natiirlichen Zahlen n € N mit n > Xo1 gilt die Ungleichung

R™ — prok /1)) < Mine
Fiir den Beweis des Korollars bendtigen wir das folgende Lemma.

LEMMA 4.38. Fir alle x > 7477 gilt

T

m(x) +1.

>7
logx — 1

Beweis. Aus Lemma 4.13 folgt die Behauptung bereits fiir alle 2 > 470077. Setzen wir f(z) = 2/(logz—1),
so gilt f/(z) > 0 fiir alle z > 12.8 > €2. Es geniigt also mit Hilfe eines Computers nachzurechnen, dass
7(ps) > f(pis1) + 1 fiir alle 946 = 7(7477) < i < 7(470077) = 39227 gilt. Fiir alle 7476 < x < 7477 gilt
m(x) — (g(z) + 1) < —0.0045. Es folgt die Behauptung. O

Es folgt der Beweis von Theorem 4.37.
Beweis. Mit Hilfe von Satz 1.4 und Korollar 1.19 gilt

x x x/k
m(@) - (%) ” logz —1 logz/k —1— 1.17/log(z/k)
(k—1)zx x logk 4+ 1.17/log(x/k)

= Mlogz —1)  K(logz —1) loga/k — 1 — 1.17/ log(x/k) (4.44)

fiir alle > max{5393,5.43k}. Da

1 1 (1 logk + 1.17/log(xz/k) ) < 2

logz/k—1— 1olg'i3k T logz— 1 logz/k —1—1.17/log(z/k)) ~ logz — 1

fiir alle x > n(k) erfiillt ist, erhalten wir zusammen mit (4.44) und der Ungleichung 1.17 < log z/k, die fiir
alle > ke!"!7 erfiillt ist, dass die Ungleichung
(k—1z  2(loghk +1) x

m(z) = (E) - k(logx — 1) k “(logw — 1)2 (4.45)
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fiir alle x > Xjg erfiillt ist. Da n > 7(Xj5) + 1 ist, folgt mit Hilfe von (4.3), dass die Ungleichung
R > pn > Xig erfiillt ist. Setzen wir nun x = RY in (4.45) ein, so folgt mit Proposition 4.9 die
Ungleichung

k-1 RYP 2(logk + 1) R
" ™5k ® _ 12
log Ry’ — 1 (log Ry’ — 1)

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Ungleichung mit %(log RW — 1)/(k —1) > 0, so ergibt sich

(k)
R _ kn log B < 2logk +2 R(T;) _ _kn .
k-1 k-1 logRY —1 k-1

Da R&k) > X1g > 7477 ist, folgt mit Hilfe von Lemma 4.38 die Ungleichung

kn 2logk + 2 kn
v (k) o 25T 2
R o8 < K1

Dan > (k— 1)(m(Xa20) + 1)/(k(1 + €2)) ist, erhalten wir mit Hilfe von Theorem 4.31 und (1.38), dass
R < P[(1+4e2)nk/(k—1)] und somit w(Rﬁ’”) < (14e9)nk/(k—1)+1 erfiillt ist. Zusammen mit (4.46) folgt

kn (2logk 4+ 2)(1 + e2)kn kn
(k) _ M7 (k) _
R, k—llOan < =172 1

Rgﬁ) _

(m(RY) —1) — (4.46)

Daraus folgt

(2logk +2)(1 +e2)kn  kn kn

R — prorje—1y] < e P — log R — pron/(e—1)1- (4.47)

Mit Hilfe von (2.5) erhalten wir die Ungleichung

kn kn kn
> — — .
Plnk/(k—1)] = 1 <log [k — 1-‘ + log log {k — 1-‘ 1) (4.48)

Dan > (k—1)(m(X19) +1)/k ist, ergibt sich mit Hilfe von Theorem 4.31 und (1.38), dass die Ungleichung
R < (14 €1)Prnk/(k—1)) erfiillt ist. Zusammen mit (2.4) erhalten wir

kn kn kn kn kn kn [ kn
log R®) < 2= log(1 1 log ( log | —— | +log]l :
poqioeth = g lee(l4e) & g log | g |+ g log (log | = | +loglog | g
Da loglogx < 3/10 - log « fiir alle > 380 gilt und n > w(X35) + 1 > 712 ist, folgt
kn kn 13(1 +¢1) kn kn kn kn
e (k) « e
o1 loefn’ < gl g g log g | oy leglog |
Zusammen mit (4.48) erhalten wir die Ungleichung
kn & kn 13(1 +¢1)
= log R — pros /1)) < 1 (log 10 +1).
In Kombination mit (4.47) folgt die Behauptung. O]

BEMERKUNG. Die obere Schranke fiir Rgﬁ) aus Theorem 4.37 liefert eine Verschirfung der oberen Schranke
aus (4.43). Ist namlich nk/(k — 1) € N, so gilt pruk/(k—1)] = Pnk/(k—1)] und wir erhalten mit Theorem
4.37 offensichtlich eine schérfere obere Schranke fiir die n-te k-Ramanujan-Primzahl. Ist nk/(k — 1) ¢ N,
so setzen wir m = |nk/(k — 1)) und erhalten mit Hilfe von (2.4) und (2.5), dass die Ungleichung

Pmt1 — Pm < (m + 1)(log(m 4+ 1) + loglog(m + 1)) — m(log m + loglogm — 1)

log(1+1/m)

1
< mlog (1 + ) +log(m + 1) +mlog (1 +
m logn

) +loglog(m + 1) +m

<2+42log(m+1)+m
< n(p1loglogn — 1)
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fiir alle hinreichend grofie n erfiillt ist. Daraus folgt

Plnk/(k—1)] T N7 < Dnk/(k—1)] + Binloglogn

fiir alle hinreichend grofle n.

4.4 TUber die Anzahl der k-Ramanujan-Primzahlen < z

Wir fithren die folgende Definition ein.

DEFINITION. Mit 7, (x) bezeichnen wir die Anzahl der k-Ramanujan-Primzahlen < z.
Mit Hilfe des Primzahlsatzes erhalten wir das folgende Resultat.

PROPOSITION 4.39. Sei k > 1. Dann gilt

(@) ~ (1 - ;ﬂ) m(z)  (z— o0).

Beweis. Wie wir bereits aus (4.15) wissen, gilt Rﬁf) ~ Prnk/(k—1)] flit n — oo und zusammen mit (2.1)
folgt

k
Rl ~ o 7 (@) logmi(z) (2 = 00). (4.49)
Somit ergibt sich Rfr?(z)ﬂ ~ R;i)(z) fir £ — oo. Da R;’Z)(I) <z< Rgri)(x)Jrl gilt, erhalten wir = ~ Rfri)(z)

fiir  — oo. In Kombination mit (4.49) erhalten wir

T~ k_lwk(x)logﬂ'k(x) (x — 00)
und somit
1y = 7y, () log my, ()
1 I ~Y ~ .
( k) logz  log(k/k — 1) + log 7 (z) + loglog 7k () () (x — o0)
Mit Hilfe des Primzahlsatzes folgt nun die Behauptung. 0

AMERSI, BECKWITH, MILLER, RONAN & SoNDOW [1] studierten die Grée des Fehlerterms von

k—1 mp(x)

und konnten zeigen [1, Theorem 1.1], dass eine Konstante 33 = S2(k) > 0 existiert, so dass

< B2 loglogn

k—1 mr(n)
‘ - oun (4.50)

k m(n)

fiir alle hinreichend grofle n gilt. In Hinblick auf Proposition 4.39 beweisen wir nun die folgende Proposition,
mit der wir die untere Schranke aus (4.50) verschérfen. Dabei ist N (k) wie in (4.19) definiert.

PROPOSITION 4.40. Fir alle x > RE\’;E,C) gilt
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Beweis. Sei n € IN mit n > N (k) so, dass R <az< Rﬁfjl gilt. Dann gilt m(x) = n. Da n > N(k) gilt,

folgt R%k) > Prnk/(k—1)] und wir erhalten zusammen mit Proposition 4.3 die Ungleichung

k nk
> (k) - > v
m(x) > 7w(R,) > ’Vk_l-‘ Z 11

Damit ergibt sich
7 (x) < E—1

m(z) k"—_kl k

und es folgt die Behauptung. O

Mit der selben Beweismethode, die AMERSI, BECKWITH, MILLER, RONAN & SONDOW [1] in ihrem Artikel
benutzt haben, werden wir die obere Schranke aus (4.50) mit Hilfe des folgenden Lemmas verschirfen.

LEMMA 4.41. Seis € R mit s > 0 und sei
co(s) := max{4,4s, (m(2+ s) — 1) log 2}.

Dann ist die Ungleichung
Ccon

ﬂ-(pn + Sn) - W(pn) < 1og pn

fiir alle n € IN erfiillt.

Beweis. Fiir s = 0 ist die Behauptung offensichtlich. Sei also s > 0. Ist n =1, so gilt

(r(2+s) — 1)log2.

T(pp +sn) —w(pn) =7(2+3s) —7(2) = log 2 (4.51)
Sei n > 2. Ist n < 3/s, so gilt
n
7(pp + sn) — m(pp) <1< oap. (4.52)
Sei also n > max{2,3/s}. MONTGOMERY & VAUGHAN [37, Theorem 2| bewiesen, dass
2N
M+ N)—n(M) <
R+ N) = 7)< 2

fiir alle M, N € IN mit N > 2 erfiillt ist. Setzen wir nun M = p, und N = |sn], so folgt die Ungleichung

2| sn] 2sn
— < < .
(P + sn) = 7(pn) < log|sn| ~ logsn

Zusammen mit der Ungleichung p,, < n?, die fiir alle n > 2 erfiillt ist, folgt

2max{1l, s}n < 4max{l,s}n
logn - logp,

w(pn + sn) — 7(pn) <

Zusammen mit (4.51) und (4.52) folgt die Behauptung. O

Mit dem folgenden Theorem verschérfen wir die obere Schranke aus (4.50). Dabei sei

M = M(k,e1,e2) := max {X21(1f7517€2>’10g k ﬁ 1} .

THEOREM 4.42. Fir alle x > praye—1))4+1 gilt

k—1 ¢ <7Tk(x)
k logz = m(x)

b

wobei ¢ = c(k,e1,e2) := 2(1.02 + (1)) ist.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir x = p,,. Nach Theorem 4.37 gilt
R%k) < Plnk/(k—1)] T 71N (4.53)

fiir alle n € IN mit n > M. Sei n > [kM/(k —1)] + 1 und sei m € N so, dass [mk/(k —1)] = n gilt. Dann
folgt

mk | S kM 1

7= I Pl
d.h. m > M. Aus (4.53) folgt somit R%) < pp +y1m. Da m < n ist, erhalten wir

R¥) < p, +yin. (4.54)

Es gilt
Tk (Pn) = T (Pn +111) — (TR (Pr, + 711) — T (Pr))-

Zusammen mit (4.54) erhalten wir
Te(Pn) = m = (me (P + 710) — T (pn))-
Da im Intervall (p,, p, + v1n] hochstens so viele k-Ramanujan-Primzahlen wie Primzahlen liegen, folgt
Tk(pn) = m — (7(pn +710) — 7(pn))-
Zusammen mit Lemma 4.41 erhalten wir die Ungleichung

_ co(n)n
logpn

Ti(Pn) > m

Teilen wir beide Seiten der Ungleichung durch 7 (p,) = n, so folgt

Tk (pn)

S co(71) (4.55)
m(pn) — n logpn
Es gilt
_ —1)2 _
m__m > m_ k-1 (k—1) Zk 17l' (4.56)
n mk] T mk o4 k mk? + k(k—1) k m

Mit Hilfe der Ungleichung (2.4) sowie n = [mk/(k —1)] < (m + 1)k/(k — 1) und loglog x < logz folgt

log p,, < log

k-1

+log(m + 1) + log (210g 1

+ 2log(m + 1)) :

Zusammen mit m > M > log(k/(k — 1)) folgt daraus
log pp, < m 4+ log(m + 1) 4 log(2m + 2log(m + 1)).

Dam > M > Xo1(k,e1,62) > m(X1g)+1 > m(7477)+1 = 947 gilt, folgt log(m+1)+log(2m+2log(m+1)) <
m/50 und somit log p,, < 1.02m. In Kombination mit (4.56) erhalten wir, dass die Ungleichung
k—1 1.02

> -
-k log pn,

s|3

erfiillt ist. In Kombination mit (4.55) folgt also die Ungleichung

Tk (Pn) S k-1 Co

_ ; 4.57
ﬂ-(pn) Tk log pp, ( )

wobei ¢ = 1.02 + ¢o(7y1). Damit gilt die Behauptung fiir = p,,.
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Sei nun x* € R mit > prrar/(k—1)141- Wir wihlen n € IN so, dass p, < x < pp41 gilt. Dann ist
n>kM/(k—1)+ 1. Mit (4.57) erhalten wir

m(x)  me(pn) _ k-1 Cy

w(e)  wpa) Tk logpa
Aus Satz 4.1 folgt insbesondere, dass p2 > 2p,, > pn41 fiir alle n € IN gilt. Somit ergibt sich die Ungleichung
ﬂk($)>k71_ Co >k71_ 2¢o >k71_ c_
m(x) — k logp, = k logpni1 —  k log =
Es folgt die Behauptung. O

4.5 Uber eine Vermutung von Mitra, Paul & Sarkar

Im Jahr 2009 stellten MITRA, PAUL & SARKAR [36, Conjecture 3] die folgende Vermutung auf.
VERMUTUNG 4.43 (MITRA, PAUL & SARKAR, 2009). Fir alle m,n € N mit n > [1.1log2.5m] gilt
w(mn) —w(n) >m— 1.

Wir werden beweisen, dass diese Vermutung fiir alle hinreichend grofie m richtig ist. Dazu zeigen wir die
folgende Proposition, welche die Vermutung 4.43 fiir alle hinreichend grofle m impliziert.

PROPOSITION 4.44. Seie > 0. Dann gilt
m(mx) —w(z) >m—1
fiir alle hinreichend groffe m € N und alle v € R mit x > (1 + &)pm/m.

Beweis. Fiir m = 1 ist die Aussage trivial. Sei also m > 2. Wir setzen A(z) = 0 und B(x) = 1.17/logz.
Dann gilt Xo = 5393 nach Satz 1.4 und nach (1.37) ist die Ungleichung (4.11) fir alle x > X; = 5.43
erfiillt. Sei 0 < 7 < 0.1 und e = 0. Nach Theorem 4.31 und (1.38) folgt somit, dass die Ungleichung

R < (14 €)Pfamn/(m-1)] (4.58)
fiir alle n € N mit n > (m — 1)(7(Xa2) + 1)/m erfiillt ist, wobei

4 1.1 X
5393’ 5 3m, mS(m, 0, 7’5’0),T(0, 1.17,¢,0) mXia(m)
14+¢e 14¢ 14¢ 14¢

X22 = XQQ(m,E) = max{

Sei nun m € IN so grof, dass
7T(X22) =+ 1 S
m

1

gilt. Dann folgt
m—1

(m(X22) +1)

(m)
m—1

m
und zusammen mit (4.58) erhalten wir die Ungleichung R < (14 &)pm,. Daraus folgt
m(mz) —w(z) >m—1

fiir alle > (1 4 €)py,, /m. Es folgt die Behauptung. O
Die Vermutung 4.43 ldsst sich nun fiir alle hinreichend grofle m leicht aus Proposition 4.44 folgern.
KOROLLAR 4.45. Die Vermutung von MITRA, PAUL & SARKAR ist fiir alle hinreichend grofie m richtig.
Beweis. Sei 0 < e < 0.1. Mit Hilfe von (2.4) erhalten wir, dass die Ungleichung

(14 &)pm/m < (1+¢) (logm + loglogm) < [1.11og 2.5m]

fiir alle hinreichend grofie m erfiillt ist. Zusammen mit Proposition 4.44 folgt die Behauptung. O
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