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2.1 Endliche Präsentationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 Zeta-Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Einleitung

Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und sei S ein Erzeugendensystem von G. Dann
lassen sich für G folgende Zeta-Funktionen definieren

ζG,Sprim(s) =
∞∑
n=1

ann
−s

und

ζG,S(s) =
∞∑
n=1

bnn
−s

mit s ∈ C. Die Koeffizienten an und bn sind definiert als

an = Anzahl der primitiven Konjugationsklassen der Wortnorm n

und
bn = Anzahl der Konjugationsklassen der Wortnorm n.

Eine Konjugationsklasse heißt primitiv, falls sie kein Element enthält, das eine ech-
te Potenz eines anderen Elementes aus G ist. Die Wortnorm eines Elementes aus
G ist das Minimum der Längen der Worte, die das Element darstellen. Und die
Wortnorm einer Konjugationsklasse ist das Minimum der Wortnormen der Elemente
dieser Konjugationsklasse. Damit hängen die Zeta-Funktionen von dem gewählten
Erzeugendensystem S ab. Diese Begriffe werden in den Abschnitten 1.1 und 1.2 ge-
nauer definiert. Über die hier gemachten Definitionen hinaus gibt es noch andere
Möglichkeiten, eine Zeta-Funktion für endlich erzeugte Gruppen zu definieren. In
[Aut90] wird z.B. ein anderer Ansatz für Fuchssche Gruppen verfolgt. Darauf wird
im Abschnitt 1.4 näher eingegangen.

In dieser Arbeit wird ζG,Sprim(s) und ζG,S(s) für die 2-dimensionalen kristallographi-
schen Gruppen untersucht. Diese Gruppen sind die Bewegungsgruppen einer 2-
dimensionalen Figur in der Ebene. Es gibt 17 solcher Gruppen, wenn man die
Gruppen nicht mitzählt, die nur Bewegungen in eine Richtung enthalten. Die 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppen lassen sich als Erweiterungen von Z×Z
durch endliche Gruppen darstellen. Die in dieser Arbeit verwendeten Erzeugenden-
systeme S enthalten alle die Erzeugenden x und y, die jeweils Z×Z als Untergruppe
erzeugen. Abschnitt 2.1 enthält eine Liste dieser Erzeugendensysteme, die im Fol-
genden als zugehörige Erzeugendensysteme bezeichnet werden.
Für die Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen mit die-
sen Erzeugendensystemen gilt der folgender Satz.

Satz: Sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zugehörige
Erzeugendensystem. Dann sind die Zeta-Funktionen ζG,Sprim(s) und ζG,S(s) für s ∈ C
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mit Re(s) > 2 absolut konvergent. Beide Zeta-Funktionen besitzen eine meromorphe
Fortsetzung nach ganz C.

Zum Beweis dieser Aussage werden ζG,Sprim(s) und ζG,S(s) für jede dieser Gruppen
berechnet. Dazu müssen die Worte, die die Elemente von G repräsentieren, ge-
nauer untersucht werden. Für jedes Wort wird geprüft, ob es konjugiert ist zu ei-
nem bereits untersuchten Wort oder zu einem kürzeren Wort, und ob es primitiv
ist oder nicht. Mit diesen Informationen lassen sich dann die Zeta-Funktionen be-
rechnen. Die meisten der dabei auftretenden unendlichen Reihen konvergieren ge-
gen Funktionen, die sich aus der Riemannschen Zeta-Funktion ζ(s) zusammenset-
zen. Weiter kommen noch Reihen der Form Hϕ(2, s) =

∑∞
n=0 ϕ(n)(n + 2)−s und

F (x, s) =
∑∞
n=0(2n + x)−s mit x ∈ R

+ vor. Bei der genaueren Untersuchung der
allgemeineren Reihe Hd(x, s) =

∑∞
n=0 dn(n+ x)−s erhält man den folgenden Satz

Satz: Sei s ∈ C. Sei Dd(s) =
∑∞
n=1 dnn

−s eine Dirichlet-Reihe, sodass

1. Dd(s) konvergiert absolut für s ∈ C mit Re(s) > α für ein geeignetes α ∈ R

2. Dd(s) hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Weiter sei x ∈ R+ und

Hd(x, s) =
∞∑
n=0

dn(x+ n)−s.

Dann hat Hd(x, s) eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Und für die Reihe F (x, s) gilt der folgende Satz.

Satz: Es sei s ∈ C und x ∈ R+. Weiter sei

F (x, s) =
∞∑
n=0

(2n + x)−s.

F (x, s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Beide Sätze werden mit einer Methode nach Weil [Wei76] bewiesen. Damit hat dann
jede der berechneten Zeta-Funktionen eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Da für die Berechnung der Zeta-Funktionen die Worte, die die Elemente einer 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppe repräsentieren, untersucht werden, sind
mit der Erstellung der Liste dieser Worte bereits alle Informationen zur Berechnung
der Wachstumsfunktion vorhanden. Die Wachstumsfunktion ist definiert als die for-
male Potenzreihe

WG,S(z) =
∞∑
n=0

cnz
n
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mit den Koeffizienten

cn = Anzahl der Elemente von G der Wortnorm n.

Auch die Wachstumsfunktion ist wieder von dem gewählten Erzeugendensystem S
abhängig. Es zeigt sich die folgende Aussage.

Satz: Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zugehörige
Erzeugendensystem. Dann ist die Wachstumsfunktion WG,S(z) rational.

Wendet man den Taubersatz von Ikehara auf die erhaltenen Zeta-Funktionen an, so
lässt sich noch eine Aussage über das Wachstum der Koeffizienten an und bn machen.

Satz: Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zugehörige
Erzeugendensystem. Es seien an und bn die Koeffizienten der Zeta-Funktionen. Dann
gibt es αprim ∈ R und α ∈ R, sodass

∞∑
n≤x

an ∼
αprim

2
· x2

und ∞∑
n≤x

bn ∼
α

2
· x2.

Weiter sind α und π2 · αprim rational.

Es wird nun der Aufbau der Arbeit näher beschrieben.
Zu Beginn werden im Kapitel 1 die verwendeten Begriffe definiert. Zunächst wird
eine kurze Einführung in die kombinatorische Gruppentheorie gegeben. Dann wer-
den die Zeta-Funktionen eingeführt. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird noch
kurz auf andere Definitionen einer Zeta-Funktion für endlich präsentierte Gruppen
eingegangen.
Kapitel 2 enthält eine Beschreibung der 2-dimensionalen kristallographischen Grup-
pen. Für jede dieser Gruppen wird eine endliche Präsentation angegeben. Damit wird
jeder Gruppe ein Erzeugendensystem zugeordnet, das dann immer für diese Gruppe
im weiteren Verlauf der Arbeit verwendet wird. Weiter wird hier der Hauptsatz über
die Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen formuliert.
Schließlich wird noch die Vorgehensweise bei der Berechnung der Zeta-Funktionen
erläutert, d.h. es wird der Aufbau der einzelnen Abschnitte des Kapitels 5 näher
beschrieben.
Um die Berechnungen der Zeta-Funktionen übersichtlich zu halten, werden im Ka-
pitel 3 allgemeine Aussagen bewiesen, die in mehreren Berechnungen angewendet
werden. So enthält z.B. jede 2-dimensionale kristallographische Gruppe die Gruppe
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Z×Z als Untergruppe. Die Worte, die nur aus den Erzeugenden von Z×Z gebildet wer-
den und kurz in ihren Äquivalenzklassen sind, werden daher vorab aufgelistet und auf
Primitivität untersucht. Ebenso gibt es Relationen, die in mehreren 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen gelten. Es kommen immer wieder Erzeugende vor, die
einen der Erzeugenden der Untergruppe Z×Z invertieren. Auch Relationen der Form
xt = xεxyεy treten in mehreren 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen auf,
wobei x einer der Erzeugenden von Z× Z ist, t ein weiterer Erzeugender der Gruppe
und εx, εy ∈ {−1, 1} ist. Die Auswirkungen dieser Relationen auf die Worte, die die
Elemente der Gruppe darstellen, werden ebenfalls in Kapitel 3 vorab betrachtet.
Im darauf folgenden Kapitel werden dann Funktionen und Reihen näher betrachtet,
die bei der Berechnung der einzelnen Zeta-Funktionen für die 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen eine Rolle spielen. Es werden die Definitionen der Eulerschen
Funktion und der Riemannschen Zeta-Funktion angegeben. Weiter wird die Reihe
Hd(x, s) =

∑∞
n=1 dn(n+ x)−s untersucht. Der Beweis der Konvergenz wird analog zu

einem Konvergenzbeweis einer ähnlichen Reihe in [Wei76] geführt. Mit derselben Be-
weismethode wird auch die Konvergenz der Reihe F (x, s) =

∑∞
n=0(2n + x)−s gezeigt.

Im Kapitel 5 werden dann die einzelnen Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen berechnet. Dazu werden zunächst die Worte, die die Elemente
jeder einzelnen Gruppe repräsentieren, aufgelistet. Diese werden dann auf Primiti-
vität untersucht und in Konjugationsklassen eingeteilt. Mit den dadurch gewonnenen
Informationen lassen sich die Koeffizienten der Zeta-Funktionen bestimmen und die
Zeta-Funktionen berechnen. Zur Übersicht befinden sich am Anfang des Kapitels
Listen der berechneten Funktionen ζG,Sprim(s) und ζG,S(s).
Da bei der Berechnung der Zeta-Funktionen bereits für jede Gruppe die Worte, die
die Elemente der Gruppe bezüglich des gewählten Erzeugendensystems repräsen-
tieren, aufgelistet wurden, können im Kapitel 6 die Wachstumsfunktionen der 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppen berechnet werden. Es werden zuerst
einige allgemeine Aussagen zur Berechnung gezeigt, bevor dann eine Liste der be-
rechneten Wachstumsfunktionen angegeben wird.
Schließlich wird im Kapitel 7 der Taubersatz von Ikehara auf die berechneten Zeta-
Funktionen angewendet. Dadurch lässt sich die Anzahl der primitiven Konjugations-
klassen bzw. der Konjugationsklassen überhaupt bei wachsender Wortnorm asym-
ptotisch beschreiben.

Zum Schluß möchte ich mich insbesondere bei Herrn Prof. Fritz Grunewald für das
interessante Thema dieser Arbeit und die geduldige Unterstützung bei der Erstel-
lung der Arbeit bedanken. Außerdem möchte ich mich bei Christine Priplata, Colin
Stahlke, Wolfgang Huntebrinker und Dietrich Burde dafür bedanken, dass sie mir
stets freundlich zur Seite gestanden haben. Einen entscheidenden Beitrag zur Fer-
tigstellung der Arbeit haben auch Thorsten und Dominic Meiser geleistet, wofür ich
ihnen sehr dankbar bin.
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1 Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel wird der Begriffsapparat für diese Arbeit bereitgestellt. Dazu wer-
den zunächst einige Aspekte der kombinatorischen Gruppentheorie dargestellt. Da-
zu gehört der Begriff des Wortes und die Definition einer Wortnorm. Anschließend
wird der Begriff der primitiven Konjugationsklasse eingeführt und eine Wortnorm für
Konjugationsklassen definiert. Weiter werden die in dieser Arbeit untersuchten Zeta-
Funktionen angegeben. Schließlich werden noch kurz andere Ansätze einer Definition
einer Zeta-Funktion für endlich präsentierte Gruppen vorgestellt.

1.1 Worte

In diesem Abschnitt werden nur einige Grundbegriffe der kombinatorischen Grup-
pentheorie eingeführt. Eine ausführlichere Darstellung findet sich z.B. in [LS77].
Es sei nun G = 〈S,R〉 eine endlich erzeugte Gruppe. Die Elemente von S heißen Er-
zeugende von G. Weiter sei S−1 = {s−1 | s ∈ S}. Die Elemente von S ∪ S−1 werden
Buchstaben genannt. Schließlich bezeichnet man die Elemente von R als Relationen.
Buchstaben werden durch einfaches Hintereinanderschreiben miteinander verknüpft.
Diese Verknüpfung wird im Folgenden immer ohne Operationszeichen dargestellt.
Ein Wort w entsteht durch Hintereinanderschreiben von Buchstaben

w = s1 . . . sn.

Das zu w inverse Wort w−1 ist durch w−1 = s−1
n . . . s−1

1 definiert. Weiter wird das
leere Wort mit e bezeichnet. |w| = n heißt die Länge von w. Die Länge des leeren
Wortes ist gleich 0, die Länge der Buchstaben ist gleich 1. Die Buchstaben sind die
einzigen Worte der Länge 1.
Jedes Wort stellt ein Gruppenelement g ∈ G dar. Und zwar erhält man g aus w =
s1 . . . sn, in dem man die Buchstaben si in der Reihenfolge, in der sie in w vorkommen,
mit der Gruppenoperation verknüpft. Es ist also

g = s1 · . . . · sn,

wobei · die Operation in G darstellt. Dabei können mehrere Worte dasselbe Gruppen-
element darstellen, aber zwei Gruppenelemente können nicht durch dasselbe Wort
dargestellt werden.
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird meist nicht mehr zwischen dem Wort und dem
von diesem Wort dargestellten Gruppenelement unterschieden. Diese mögliche Zwei-
deutigkeit vereinfach die Sprache, da dadurch z.B. von der Potenz eines Wortes w
gesprochen werden kann anstelle von einem Wort, das die Potenz des von dem Wort
w dargestellten Gruppenelements darstellt.
In einem reduzierten Wort gibt es keine Teilwörter der Form ss−1 bzw. s−1s, wobei
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s und s−1 zueinander inverse Buchstaben sind. Durch Streichen von Teilwörtern der
obigen Form kann man aus jedem Wort ein reduziertes Wort erzeugen. Die Länge
des reduzierten Wortes wird als reduzierte Länge l(w) bezeichnet. Offensichtlich gilt
l(w) ≤ |w|.
Eine weitere Möglichkeit ein Wort zu verkürzen besteht in der Dehn-Reduktion des
Wortes. Dabei bezeichnet man rl als langen Relationenteil, falls es ein r ∈ R gibt
mit r = rlrk oder r = rkrl und |rk| < |rl|. rk heißt dann kurzer Relationenteil.
Ersetzt man nun in einem Wort alle langen Relationenteile durch die Inversen der
entsprechenden kurzen Relationenteile, so nennt man dieses Wort Dehn-reduziert.
Ein Dehn-reduziertes Wort stellt immer noch dasselbe Element von G dar, ist aber
kürzer als das ursprüngliche Wort.
Es läßt sich nun eine Äquivalenzrelation zwischen Worten definieren. Zwei Worte w1

und w2 heißen äquivalent, wenn w2 durch endlich viele Umformungen von folgender
Form aus w1 entsteht

• Streichen oder Hinzufügen eines Teilwortes der Form ss−1 oder s−1s

• Ersetzen eines langen Relationenteils durch das Inverse des entsprechenden
kurzen Relationenteils bzw. Ersetzen eines kurzen Relationenteils durch das
Inverse des entsprechenden langen Relationenteils.

D.h. zwei Worte sind genau dann äquivalent, wenn sie dasselbe Gruppenelement
darstellen. Hierbei handelt es sich offensichtlich um eine Äquivalenzrelation. Jede
Äquivalenzklasse stellt genau ein Element aus G dar. Diese Zuordnung ist bijektiv.
Damit kann man jetzt für ein Gruppenelement eine Länge definieren.

Definition 1.1.1 Für g ∈ G heißt

‖ g ‖:= min{|w| | w liegt in der Äquivalenzklasse, die g darstellt}

die Wortnorm von g. Ein Wort w aus der Äquivalenzklasse, die g darstellt, heißt
kurz, falls |w| =‖ g ‖.

Das Problem besteht nun darin, einen geeigneten kurzen Repräsentanten einer Äqui-
valenzklasse auszuwählen. Es kann nämlich mehrere kurze Wörter in einer Äquiva-
lenzklasse geben.

1.2 Primitive Konjugationsklassen

Für ein Element g ∈ G bezeichnet {g} die Konjugationsklasse von g, d.h. {g} =
{hgh−1 | h ∈ G}. Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt definierten Wortnorm eines
Elementes g ∈ G lässt sich nun auch die Wortnorm einer Konjugationsklasse defi-
nieren.
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Definition 1.2.1 Die Wortnorm einer Konjugationsklasse ist definiert als

‖ {g} ‖:= min{‖ h ‖ | h ∈ {g} }.

Sei w ein Wort aus einer Äquivalenzklasse, die ein Element aus {g} darstellt. Dann
heißt w kurz in seiner Konjugationsklasse, wenn |w| =‖ {g} ‖.
Auch hier besteht wieder das Problem, einen geeigneten kurzen Repräsentanten einer
Konjugationsklasse auszuwählen, da es mehrere Worte geben kann, die kurz sind in
derselben Konjugationsklasse. Als nächstes werden jetzt die primitiven Konjugati-
onsklassen definiert.

Definition 1.2.2 Ein Element g ∈ G heißt primitiv, wenn aus g = hn mit h ∈ G
bereits n = 1 folgt. Eine Konjugationsklasse {g} heißt primitiv, wenn alle Elemente
aus {g} primitiv sind.

Insbesondere kann ein Element g ∈ G von endlicher Ordnung n nicht primitiv sein, da
dann gn+1 = g. Damit sind auch alle Konjugationsklassen, die ein Element von endli-
cher Ordnung enthalten, nicht primitiv. Damit eine Konjugationsklasse {g} primitiv
ist, genügt es zu zeigen, dass sie ein primitives Element enthält, da alle Elemente,
die zu einem primitiven Element konjugiert sind, selbst primitiv sind.

1.3 Zeta-Funktionen

Es sei G = 〈S,R〉 eine endlich erzeugte Gruppe. Ziel dieser Arbeit ist es, Aussagen
über die Verteilung von Konjugationsklassen zu machen. Da in einigen Gruppen, z.B.
Fuchsschen Gruppen, jede Konjugationsklasse einen kurzen Repräsentanten enthält,
der die Potenz eines kurzen Repräsentanten einer primitiven Konjugationsklasse ist,
und diese Beziehung eindeutig ist, liegt es nahe, zunächst die primitiven Konjugati-
onsklassen zu betrachten. Daher wird zuerst die Folge (an)n∈N durch

an = Anzahl der primitiven Konjugationsklassen der Wortnorm n

definiert. Mit Hilfe dieser Folge kann nun eine Zeta-Funktion über primitive Konju-
gationsklassen definiert werden:

ζG,Sprim(s) :=
∞∑
n=1

ann
−s

mit s ∈ C. Ebenso lässt sich durch die Folge (bn)n∈N mit

bn = Anzahl der Konjugationsklassen der Wortnorm n

eine Zeta-Funktion über alle Konjugationsklassen definieren. Es ist

ζG,S(s) :=
∞∑
n=1

bnn
−s

mit s ∈ C.
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1.4 Andere Ansätze

Es gibt noch andere Möglichkeiten, auf der Grundlage von Konjugationsklassen eine
Zeta-Funktion für endlich erzeugte Gruppen zu definieren. So untersucht Autenrieth
in [Aut90] die Zeta-Funktion

ζG(z) :=
∏

{g}prim
(1− z‖{g}‖)

für Fuchssche Gruppen G. Auch diese Definition hängt von dem gewählten Erzeu-
gendensystem ab. Er zeigt, dass diese Zeta-Funktion für nichtexzeptionelle Fuchssche
Gruppen mit den von ihm gewählten Erzeugendensystemen rational ist. Diese De-
finition lehnt sich an die Defintion einer Zeta-Funktion an, die von Ruelle [Rue76]
und Pollicott [Pol85] verwendet wird.
Gromov betrachtet in [Gro87] eine Zeta-Funktion, die auf stabilen Konjugations-
klassen basiert. Allerdings wird dort eine etwas andere Definition der Wortnorm
verwendet.
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2 2-dimensionale kristallographische Gruppen

Zuerst werden in diesem Kapitel die 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen
eingeführt. Dabei wird jeder Gruppe ein Erzeugendensystem zugeordnet, das dann
im weiteren Verlauf dieser Arbeit bei der Berechnung der Zeta-Funktionen dieser
Gruppe verwendet wird. Weiter werden die Hauptsätze über die Zeta-Funktionen
für 2-dimensionale kristallographische Gruppen formuliert und die Beweisführung
näher erläutert. D.h. es wird der Aufbau der einzelnen Abschnitte von Kapitel 5
beschrieben.

2.1 Endliche Präsentationen

Um aus einer 2-dimensionalen Figur ein Muster der Ebene zu bilden, ohne die Figur
selbst zu verändern, benötigt man Rotationen, Translationen und Gleitreflektionen.
Diese Operationen bilden für jede Figur eine Gruppe. Diese Gruppen lassen sich in
24 Isomorphieklassen einteilen. Jede Klasse repräsentiert eine Möglichkeit, eine Figur
in der Ebene zu wiederholen. 7 Klassen verschieben die Figur nur auf einem Streifen
und nicht in der ganzen Ebene. Diese Gruppen sind also weniger interessant. Daher
werden in dieser Arbeit nur die übrigen 17 sogenannten 2-dimensionalen kristallo-
graphischen Gruppen betrachtet.
Bereits die alten Ägypter und Chinesen kannten viele dieser Gruppen. Die Mauren
verwendeten alle 17 Möglichkeiten bei der Gestaltung der Alhambra auf Granada.
Aber auch modernere Künstler wie z.B. M.C. Escher verwenden die 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen bei der Gestaltung ihrer Bilder.
In dieser Arbeit werden für die 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen die Be-
zeichnungen von Hermann und Mauguin [HL52] verwendet, die in der Literatur am
häufigsten gebraucht werden. Eine ausführliche Beschreibung der 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen findet sich bei Coxeter und Moser [CM84]. Es wird
jetzt für jede der 17 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen ein Erzeugen-
densystem ausgewählt. Diese Erzeugendensysteme finden sich in einem Artikel von
du Sautoy [dSMS99]. Den ausgewählten Erzeugendensystemen liegt zu Grunde, dass
die Gruppen Erweiterungen von Z×Z durch endliche Gruppen sind. D.h. in jedem der
ausgewählten Erzeugendensysteme kommen die Erzeugenden x und y vor, die Z× Z
als Untergruppe in den 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen erzeugen. Die
folgende Liste enthält alle 17 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen und die
zugehörigen ausgewählten Erzeugendensysteme. Dabei wird folgende Schreibweise
verwendet:

xr = r−1xr,

wobei x und r beliebige Elemente der Gruppe sind.
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p1 = 〈x, y | [x, y]〉
p2 = 〈x, y, r | [x, y], r2, xr = x−1, yr = y−1〉
pm = 〈x, y,m | [x, y],m2, xm = x, ym = y−1〉
pg = 〈x, y, t | [x, y], t2 = x, yt = y−1〉
p2mm = 〈x, y, p, q | [x, y], [p, q], p2, q2, xp = x, xq = x−1, yp = y−1, yq = y〉
p2mg = 〈x, y,m, t | [x, y], t2,m2 = y, xt = x, xm = x−1, yt = y−1,mt = m−1〉
p2gg = 〈x, y, u, v | [x, y], u2 = x, v2 = y, xv = x−1, yu = y−1, (uv)2〉
cm = 〈x, y, t | [x, y], t2, yt = y−1, xt = xy〉
c2mm = 〈x, y,m, r | [x, y],m2, r2, ym = y−1, xm = xy, yr = y−1, xr = x−1,

rm = r−1〉
p4 = 〈x, y, r | [x, y], r4, yr = x−1, xr = y〉
p4mm = 〈x, y, r,m | [x, y], r4,m2, yr = x−1, xr = y, xm = y, rm = r−1〉
p4gm = 〈x, y, r, t | [x, y], r4, t2, yr = x−1, xr = y, xt = y, rt = r−1x−1〉
p3 = 〈x, y, r | [x, y], r3, xr = x−1y, yr = x−1〉
p31m = 〈x, y, r, t | [x, y], r2, t2, (tr)3, xr = x, yt = y, xt = x−1y, yr = xy−1〉
p3m1 = 〈x, y, r,m | [x, y], r3,m2, rm = r−1, xr = x−1y, yr = x−1, xm = x−1,

ym = x−1y〉
p6 = 〈x, y, r | [x, y], r6, xr = y, yr = x−1y〉
p6mm = 〈x, y, r,m | [x, y], r6,m2, yr = x−1y, xr = y, xm = x−1, ym = x−1y,

rm = r−1y〉

2.2 Zeta-Funktionen

Es wird zuerst die primitive Zeta-Funktion

ζG,Sprim(s) =
∞∑
n=1

ann
−s

mit den Koeffizienten

an = Anzahl der primitiven Konjugationsklassen der Wortnorm n

betrachtet. Für diese Zeta-Funktion gilt der folgende Satz.

Satz 2.2.1 Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und es sei S
das in Abschnitt 2.1 für G ausgewählte Erzeugendensystem. Weiter sei s ∈ C. Dann
gilt:

• ζG,Sprim(s) konvergiert absolut für Re(s) > 2.

• ζG,Sprim(s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

• Bei s = 2 liegt ein Pol 1. Ordnung von ζG,Sprim(s).
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Für die Zeta-Funktion

ζG,S(s) =
∞∑
n=1

bnn
−s

mit den Koeffizienten

bn = Anzahl der Konjugationsklassen der Wortnorm n

gilt ein entsprechender Satz.

Satz 2.2.2 Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und es sei S
das in Abschnitt 2.1 für G ausgewählte Erzeugendensystem. Weiter sei s ∈ C. Dann
gilt:

• ζG,S(s) konvergiert absolut für Re(s) > 2.

• ζG,S(s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

• Bei s = 2 liegt ein Pol 1. Ordnung von ζG,S(s).

Beide Sätze werden bewiesen, in dem die Zeta-Funktionen aller 17 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen berechnet werden. Die dabei auftretenden Funktionen
werden dann hinsichtlich der Aussagen der beiden obigen Sätze untersucht. Dies ge-
schieht in den folgenden Kapiteln.
Für die 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen lassen sich die Konjugations-
klassen nicht eindeutig aus den primitiven Konjugationsklassen erzeugen. So sind
z.B. in pm die Worte x und mx kurz in ihren primitiven Konjugationsklassen. Aber
es ist (mx)2 = x2. D.h. die Konjugationsklasse {x2} lässt sich aus den primitiven
Konjugationsklassen {x} und {mx} erzeugen. Daher gibt es für 2-dimensionale kri-
stallographische Gruppen keinen direkten Zusammenhang zwischen den Koeffizien-
ten von ζG,Sprim(s) und ζG,S(s), und es müssen beide Zeta-Funktionen für jede Gruppe
einzeln ausgerechnet werden.

2.3 Beweisführung

Es sei G = 〈S,R〉 eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe, wobei S das in
Abschnitt 2.1 für G ausgewählte Erzeugendensystem ist. Für die Berechnung von
ζG,Sprim(s) bzw. ζG,S(s) ist es notwendig, die Anzahl der primitiven Konjugationsklas-
sen bzw. der Konjugationsklassen überhaupt der Wortnorm n für jedes n ≥ 1 zu
bestimmen.
Im ersten Schritt wird zunächst für jedes Element g ∈ G aus der g darstellenden
Äquivalenzklasse ein kurzes Wort ausgewählt. Dazu werden zuerst die Worte un-
tersucht, die nur aus x, y und ihren Inversen erzeugt werden. Danach werden die
Worte betrachtet, die aus den Erzeugenden x,y, einem weiteren Erzeugenden und



16 2 2-DIMENSIONALE KRISTALLOGRAPHISCHE GRUPPEN

ihren Inversen gebildet werden. Am Ende steht die Untersuchung der Worte, die aus
allen Buchstaben gebildet werden. Dabei wird festgestellt, ob ein Wort äquivalent
ist zu einem kürzeren Wort oder zu einem bereits untersuchten Wort. Ist dies nicht
der Fall, ist das Wort ein geeigneter kurzer Repräsentant seiner Äquivalenzklasse.
Dieses Vorgehen ist sinnvoll, da die Erzeugenden x und y in jedem der hier aus-
gewählten Erzeugendensysteme der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen
vorkommen. Da x und y in allen Gruppen miteinander vertauschbar sind, besitzen
die aus x, y und ihren Inversen erzeugten Worte eine einfache Struktur. Je mehr Er-
zeugende man hinzunimmt, um so komplizierter kann die Struktur werden. Bei der
Untersuchung dieser Worte kann man aber oft auf Erkenntnisse zurückgreifen, die
Teilwörter betreffen, die bereits als Wörter untersucht worden sind. Weiter können
oft auch Ergebnisse aus anderen Gruppen verwendet werden, da viele 2-dimensionale
kristallographische Gruppen andere 2-dimensionale kristallographische Gruppen als
Untergruppen enthalten. Schließlich erhält man eine Liste der Worte, die die Ele-
mente von G darstellen.
Im zweiten Schritt werden die Worte dieser Liste in Konjugationsklassen einge-
teilt und aus jeder primitiven Konjugationsklasse wird ein kurzer Repräsentant aus-
gewählt. Dazu wird jedes Wort zunächst auf Primitivität untersucht. Ist ein Wort
nicht primitiv, so ist die Untersuchung dieses Wortes beendet, da es in keiner pri-
mitiven Konjugationsklasse liegen kann. Ist das Wort dagegen primitiv, so wird es
mit allen Buchstaben und gegebenenfalls mit bestimmten Wörtern konjugiert, um
festzustellen, ob es konjugiert ist zu

• einem kürzeren Wort

• einem bereits untersuchten gleichlangen Wort.

Ist das Wort konjugiert zu einer dieser Möglichkeiten, dann ist auch die Untersuchung
dieses Wortes beendet, da

• es nicht kurz ist in seiner Konjugationsklasse

• es bereits einen Repräsentanten gleicher Länge dieser Konjugationsklasse gibt.

Trifft dies aber alles nicht zu, so ist dieses primitive Wort ein geeigneter kurzer Re-
präsentant der von ihm erzeugten primitiven Konjugationsklasse.
In einem letzten Schritt werden dann aus diesen Informationen die Koeffizienten der
Zeta-Funktion ζG,S(s) bestimmt. Dazu müssen noch die nicht primitiven Worte in
Konjugationsklassen eingeteilt werden.
Da es Typen von Relationen gibt, die in mehreren der ausgewählten Präsentationen
der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen vorkommen, werden die von der
speziellen Gruppe unabhängigen Auswirkungen dieser Relationen auf die Ergebnisse
der Schritte 1 bis 3 vor den einzelnen Berechnungen im Kaptitel 3 untersucht.
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Um nun schließlich ζG,Sprim(s) bzw. ζG,S(s) zu berechnen, muß nur noch die Länge der
ausgewählten kurzen Repräsentanten der (primitiven) Konjugationsklassen festge-
stellt werden und in die Formel für ζG,Sprim(s) bzw. ζG,S(s) eingetragen werden. Ab-
schließend müssen die dabei auftretenden unendlichen Reihen noch auf Konvergenz
untersucht werden. Da nur wenige verschiedene unendliche Reihen vorkommen, wird
das Konvergenzverhalten dieser Reihen vorab in Kapitel 4 behandelt. Die einzelnen
Berechnungen werden dann in Kapitel 5 durchgeführt.
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3 Einige Relationen

Einige Typen von Relationen kommen in mehreren der ausgewählten Präsentationen
der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen vor. Um nicht bei jeder Gruppe,
in deren Präsentation eine dieser Relationen vorkommt, die gleichen Untersuchun-
gen neu durchführen zu müssen, werden die Auswirkungen dieser Relationen auf die
Worte, die die Gruppenelemente darstellen, und gegebenenfalls auf das Verhalten
dieser Worte unter Konjugation, in den Abschnitten dieses Kapitels allgemein un-
tersucht. Insbesondere werden in diesem Kapitel die kurzen Repräsentanten der in
jeder 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe enthaltenen Untergruppe Z × Z
betrachtet.

3.1 Z× Z

Jede 2-dimensionale kristallographische Gruppe enthält die Untergruppe Z × Z, die
aus den Translationen x und y gebildet wird. Dabei gilt [x, y] = 1. Der folgende Satz
gibt die kurzen Repräsentanten der Elemente aus Z× Z an.

Satz 3.1.1 1. Gilt in einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe keine
Relation der Form xt = xεxyεy bzw. yt = xεxyεy mit εx, εy ∈ {−1, 1}, so sind
die Worte

xayb mit a, b ∈ Z

die kurzen Repräsentanten der Elemente aus Z× Z.

2. Gilt in einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe eine Relation der
Form xt = xεxyεy bzw. yt = xεxyεy mit εx, εy ∈ {−1, 1}, so sind die kurzen
Repräsentanten der Elemente aus Z× Z von folgender Form

x−εxayεyb, xεxay−εyb mit a, b ≥ 0

xεxayεyb, x−εxay−εyb mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2

Beweis: Die freie abelsche Gruppe wird in jeder 2-dimensionalen kristallographi-
schen Gruppe durch die Erzeugenden x und y als Untergruppe erzeugt. Damit gibt
es in jeder 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe die Worte xayb mit a, b ∈ Z.
Es muß jetzt nur noch untersucht werden, ob diese Worte auch kurz sind in ihren
Äquivalenzklassen.

1. Wenn in der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe keine Relation der
Form xt = xεxyεy bzw. yt = xεxyεy mit εx, εy ∈ {−1, 1} gilt, so gibt es keine
Möglichkeit, Teilwörter von xayb durch kürzere Worte zu ersetzen. Damit sind
die Worte der Form xayb die kurzen Repräsentanten der Elemente aus Z× Z.
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2. i. Da genau einer der Exponenten das umgekehrte Vorzeichen im Vergleich
zur rechten Seite der zusätzlichen Relation hat, gibt es keine Möglich-
keit, Teilworte von x−εxayεyb und von xεxay−εyb durch kürzere Worte zu
ersetzen. Damit sind diese Worte kurze Repräsentanten der Elemente aus
Z× Z.

ii. Es sei m = min(a, b) und es sei xt = xεxyεy . Dann gilt

xεxayεyb = t−1xmtxεxa−εxmyεyb−εbm.

Damit xεxayεyb kürzer ist als t−1xmtxεx(a−m)yεy(b−m), muß

a+ b ≤ 2 +m+ a−m+ b−m

gelten. Dies ist genau dann der Fall, wenn m = min(a, b) ≤ 2 ist. Dasselbe
gilt natürlich für x−εxay−εyb.
Genauso lässt sich die Behauptung zeigen, falls yt = xεxyεy . 2

Bei der Untersuchung dieser Worte auf Primitivität erhält man das folgende Ergebnis:

Satz 3.1.2 Für die Untergruppe Z× Z gilt:

1. Die Worte
xa, ya

sind für |a| > 1 nicht primitiv.

2. Die Worte
xayb

sind für (|a|, |b|) > 1 nicht primitiv.

Beweis:

1. Ist |a| > 1, so gibt es offensichtlich ein anderes Wort in der Gruppe, so dass
das zu untersuchende Wort eine Potenz dieses Wortes ist.

2. Es sei (|a|, |b|) = t > 1. Dann ist a = t · a′ und b = t · b′ und man erhält

xayb = (xa
′
yb
′
)t.

2

Inwiefern diese Worte zueinander konjugiert sind, hängt ausschließlich von den wei-
teren Erzeugenden und den weiteren Relationen der Gruppe ab, da die Konjugation
eines der obigen Worte mit x oder y aufgrund der Relation [x, y] = 1 wieder dieses
Wort ergibt. Daher muß diese Frage für jede Gruppe neu untersucht werden.
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3.2 Invertierende Erzeugende

Es sei r ein Erzeugender einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe, sodass
xr = x−1. Wenn diese Relation gilt, lässt sich eine Aussage über die Ordnung von r
machen:

Satz 3.2.1 Wenn xr = x−1, dann ist r von gerader oder unendlicher Ordnung.

Beweis: Sei k = 2 · k′ + 1 die endliche Ordnung von r.
Aus der Relation xr = x−1 folgt, dass xr = rx−1 und xr−1 = r−1x−1.
Es ist xr2 = rx−1r = r2x oder allgemeiner xr2k′ = r2k′x.
Da aber r2k′ = r−1 und x von unendlicher Ordnung, ist dies ein Widerspruch zu
xr−1 = r−1x−1. 2

Bei den in dieser Arbeit ausgewählten Präsentationen der 2-dimensionalen kristallo-
graphischen Gruppen kommen nur 2 der möglichen Fälle vor

• die Ordnung von r ist gleich 2

• die Ordnung von r ist unendlich, aber r2 = y.

Deshalb werden auch nur diese beiden Fälle im Weiteren betrachtet. Falls die Ord-
nung von r unendlich ist, lassen sich Worte, in denen der Betrag des Exponenten von
r größer als 1 ist, durch das Ersetzen des Teilwortes r2 durch das Wort y verkürzen.
Falls die Ordnung von r gleich 2 ist, können Wörter, in denen der Betrag des Expo-
nenten von r größer als 1 ist, ebenfalls verkürzt werden. Daher werden im Folgenden
nur Worte betrachtet, in denen der Exponent von r gleich 1 oder -1 ist. Das Ergebnis
dieser Untersuchung stellt der folgende Satz dar.

Satz 3.2.2 Es sei xr = x−1. Weiter sei die Ordnung von r entweder gleich 2 oder,
falls die Ordnung von r unendlich ist, sei r2 = y. Dann gilt:

1. Ist die Ordnung von r gleich 2, so sind die Worte rxa nicht primitiv.

2. Die Worte r±1xayb sind für |a| ≥ 2 konjugiert zu kürzeren Worten.

3. Falls die Ordnung von r gleich 2 ist und zusätzlich gilt yr = y−1, so sind die
Worte rxayb nicht primitiv.

4. Falls die Ordnung von r gleich 2 ist und zusätzlich gilt yr = y, so sind die
Worte rxayb für |b| = (2k + 1)|b′| mit k ≥ 1, |b′| ≥ 1 nicht primitiv.

Analoge Aussagen kann man natürlich zeigen, falls r den Erzeugenden y invertiert.

Beweis: Aus der Relation xr = x−1 folgt insbesondere xr = rx−1 und rx = x−1r
bzw. r−1x= x−1r−1. Diese Beziehung wird in den einzelnen Teilbeweisen immer wie-
der verwendet.
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1. Es ist
(rxa)2 = rxarxa = rrx−axa = r2 = e.

D.h. rxa ist von endlicher Ordnung und damit nicht primitiv.

2. Es ist
r±1xayb = x−1r±1ybxa−1 falls a ≥ 1

bzw.
r±1xayb = xr±1ybxa+1 falls a ≤ −1.

Demach ist r±1xayb ∼ r±1xa−2yb, wenn a ≥ 2, bzw. r±1xayb ∼ r±1xa+2yb, wenn
a ≤ −2. D.h. r±1xayb ist für |a| ≥ 2 konjugiert zu kürzeren Worten.

3. Es ist
(rxayb)t = rxaybrxayb = rrx−ay−bxayb = r2 = e.

D.h. rxayb ist von endlicher Ordnung und damit nicht primitiv.

4. Es ist

rxay(2k+1)b′ = y2kb′rxayb
′

= (y2b′)k(rxayb
′
)

= (r2y2b′)k(rxayb
′
)

= (rrx−axayb
′
yb
′
)k(rxayb

′
)

= (rxayb
′
rxayb

′
)k(rxayb

′
)

= (rxayb
′
)2k+1.

D.h. rxay(2k+1)b′ läßt sich für k ≥ 1 und |b′| ≥ 1 als Potenz eines anderen Wor-
tes schreiben. 2

3.3 Die Relation xt = xεxyεy

Sei t ein Erzeugender einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe mit t2 = e
und es sei xt = xεxyεy mit εx, εy ∈ {−1, 1} eine Relation dieser Gruppe. Dann lassen
sich in einem kurzen Wort nicht alle x auf einer Seite von t zusammenfassen.
Betrachtet man zunächst nur die Worte, die aus x und t gebildet werden, so sind
diese allgemein von der Form

tε0xa1tε1 . . . xaktεk

mit ai ∈ Z\{0}, εi = 1 für 0 < i < k und ε0, εk ∈ {0, 1}. Mit Hilfe der Relation
xt = xεxyεy kann man das Wort xatxbtxc wie folgt so umformen, dass ein zu xatxbtxc

äquivalentes Wort entsteht

xatxbtxc = xaxεxbyεybxc = xa+cxεxbyεyb = xa+ctxbt.
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Daraus folgt, dass alle Worte, die nur aus den Erzeugenden x und t gebildet werden,
äquivalent sind zu Worten der Form tε0xatxbtε1 mit a, b ∈ Z und ε0, ε1 ∈ {0, 1}. Nun
ist aber txatxbtε = xεxayεyaxbtε = xbxεxayεyatε = xbtxattε. D.h. bei Worten der Form
txatxbtε lässt sich das führende t ans Ende verschieben, wobei die Länge nicht größer
wird. Also sind nur noch die Worte der Form

xatxbtε

mit a, b ∈ Z und ε ∈ {0, 1} zu betrachten. Aus der Relation xt = xεxyεy folgt, dass
ein kurzes Wort das Teilwort txat nur dann enthalten kann, wenn |a| ≥ 3. Weiter
kann in einem kurzen Wort kein Teilwort der Form xatx−εxb, x−εxatxb, x−atxεxb oder
xεxatx−b mit a, b ≥ 1 vorkommen, da z.B. für b ≥ a

xatx−εxb = txεxayεyax−εxb = tx−εx(b−a)yεya

und für b < a

xatx−εxb = txεx(a−b)yεya = ttxa−btyεy(a−(a−b)) = xa−btyεyb

ein zu xatx−εxb äquivalentes kürzeres Wort liefert. Genauso kann man zeigen, dass
auch die anderen Teilwörter nicht auftreten können. Fasst man all diese Überlegungen
zusammen, so kommt man zu folgendem Ergebnis:

Satz 3.3.1 In einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe G gelte t2 = e und
xt = xεxyεy mit εx, εy ∈ {−1, 1}. Die kurzen Repräsentanten von Elementen aus G,
die nur aus den Erzeugenden x und t gebildet werden, lassen sich so wählen, dass
sie von einer der folgenden Formen sind:

1. txb mit b ∈ Z

2. xat mit a ∈ Z\{0}

3. xatxεxb, x−atx−εxb mit a, b ≥ 1

4. txbt mit |b| ≥ 3

5. xatxεxbt, x−atx−εxbt mit a ≥ 1 und b ≥ 3

Beweis: Ausgehend von den obigen Überlegungen erhält man diese Aussage aus der
allgemeinen Form der kurzen Worte xatxbtε, wenn

1. ε = 0, a = 0 und b 6= 0

2. ε = 0, a 6= 0 und b = 0
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3. ε = 0, a 6= 0 und b 6= 0
In diesem Fall liefern die vier Möglichkeiten xatxεxb, xεxatxb, x−atx−εxb und
x−εxatx−b nur zwei nicht zueinander äquivalente Worte.

4. ε = 1 und a = 0

5. ε = 1 und a 6= 0
Wie oben bleiben auch hier nur zwei nicht zueinander äquivalente Worte von
den vier Möglichkeiten übrig. 2

Nimmt man jetzt den Erzeugenden y hinzu und ist yt = yσ mit σ ∈ {−1, 1}, so ist

tε0xa1yb1tε1 . . . xakybktεk

mit ai, bi ∈ Z, εi = 1 für 0 < i < k und ε0, εk ∈ {0, 1} die allgemeine Form der
Worte aus diesen drei Erzeugenden. Analog zu oben zeigt man, dass |ai| ≥ 3 sein
muß, wenn εi−1 = εi = 1. Da yatyb = ya+σbt ist, gibt es zu jedem dieser Worte ein
äquivalentes gleichlanges Wort, sodass bi = 0 für i ≥ 2 ist in diesem Wort. Für die
möglichen Teilwörter tε0xaybtε1 am Anfang eines solchen Wortes gilt, wenn a′, b′ ≥ 1,
m = min(a′, b′) und z.B. ε0 = 1 ist,

txεxa
′
yεyb

′
tε1 = ttxmtxεx(a′−m)yεy(b′−m)tε1

= xmtxεx(a′−m)yεy(b′−m)tε1

=

{
xmyσεy(b′−m)tε

′
für m = a′ und ε′ ∈ {0, 1}

xmtxεx(a′−m)tε1 für m = b′

D.h. diese Worte sind äquivalent zu kürzeren Worten. Für tε0x−εxa
′
y−εyb

′
tε1 und für

ε1 = 1 zeigt man diese Aussage entsprechend. Damit kommen nur

tε0xεxay−εybtε1 und tε0x−εxayεybtε1

mit a, b ≥ 1 als mögliche Teilwörter am Anfang eines solchen Wortes in Frage. Aus
dem obigen Satz folgt nun, dass sich damit die kurzen Repräsentanten von Elementen
von G so wählen lassen, dass sie von folgender Form sind:

tε0xεxay−εybtε1xc oder tε0x−εxayεybtε1x−c

mit a, b, c ≥ 0.
Lassen sich weiter y−εybtε1xc bzw. yεybtε1x−c mit Hilfe der Relation yt = yσ so um-
formen, dass diese Teilwörter gleich tε1(xεxcyεyb)±1 sind, so gibt es wie oben gezeigt
zu tε0xεxay−εybtε1xc und tε0x−εxayεybtε1x−c äquivalente kürzere Worte. Damit lassen
sich in diesem Fall die kurzen Repräsentanten von Elementen aus G, die nur aus den
Erzeugenden x, y und t gebildet werden, so wählen, dass sie von der Form

tε0xεxay−εybtε1 und tε0x−εxayεybtε1

mit a, b ≥ 1 und ε0, ε1 ∈ {0, 1} sind.
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4 Funktionen und Reihen

Bei der Berechnung der Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen
Gruppen treten einige bekannte Funktionen immer wieder auf. Die Riemannsche
Zeta-Funktion und die Eulersche ϕ-Funktion spielen dabei eine wichtige Rolle. In den
folgenden Abschnitten werden allgemeine Eigenschaften dieser Funktionen und der
auftretenden unendlichen Reihen angegeben. Einen großen Raum nimmt dabei die
Untersuchung der Reihen Hd(x, s) =

∑∞
n=0 dn(n+x)−s und F (x, s) =

∑∞
n=0(2n+x)−s

ein.

4.1 Riemannsche Zeta-Funktion

Die Riemannsche Zeta-Funktion ist definiert als die Dirichlet-Reihe

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s,

wobei s ∈ C. Eine äquivalente Definition lieferte Euler durch das Produkt

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

.

Über das Konvergenzverhalten von ζ(s) gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 4.1.1 ζ(s) ist absolut konvergent für Re(s) > 1 und besitzt eine meromorphe
Fortsetzung nach ganz C. An der Stelle s = 1 hat ζ(s) einen Pol 1. Ordnung.

Dieser Satz wird unter anderem in [Tit67] bewiesen, wo auch eine detailliertere Be-
schreibung der Riemannschen Zeta-Funktion zu finden ist.

4.2 Eulersche Funktion

Die Eulersche Funktion ϕ(n) für n ∈ N ist definiert als die Anzahl der positiven
ganzen Zahlen m, für die gilt:

0 < m ≤ n und (m,n) = 1.

ϕ(n) besitzt folgende Eigenschaft:

Lemma 4.2.1 Für n ≥ 3 ist ϕ(n) gerade.
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Beweis: Es sei 1 ≤ a < n
2

mit (a, n) = 1. Dann ist n
2
< n−a < n und (n−a, n) = 1.

Also gibt es zu jedem a mit 1 ≤ a < n
2

und (a, n) = 1 ein b mit n
2
< b < n und

(b, n) = 1.
Falls n ≥ 4 gerade ist, so ist (n

2
, n) 6= 1. 2

Für eine genauere Untersuchung der Eulerschen Funktion siehe z.B. [HW54].
Bei der Berechnung der Zeta-Funktionen für die einzelnen 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen tritt die Eulersche Funktion in folgendem Kontext auf:
Gesucht ist die Anzahl der Zerlegungen einer positiven ganzen Zahl n in zwei tei-
lerfremde Summanden. Sei n = a + b mit a, b ∈ N\{0} eine solche Zerlegung. Da
(a, b) = 1, ist auch (a, n) = 1 = (b, n). Umgekehrt gibt es zu jedem a mit (a, n) = 1
ein b, nämlich b = n−a, so dass a+ b = n und (a, b) = 1. Also ist die Anzahl solcher
Zerlegungen von n gerade die Anzahl der zu n teilerfremden ganzen Zahlen m mit
0 < m ≤ n, und damit gleich ϕ(n).
Für die spätere Berechnung der Zeta-Funktionen ist das Verhalten von

∑∞
n=1 ϕ(n)n−s

von Interesse.

Satz 4.2.2 Für Re(s) > 2 gilt

ζ(s− 1)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

ϕ(n)n−s.

Dieser Satz wird unter anderem in [HW54] bewiesen.

4.3 Binomischer Lehrsatz

Bei der Untersuchung der Reihe Hd(x, s)
∑∞
n=0 dn(n+ x)−s und der Reihe F (x, s) =∑∞

n=0(2n+x)−s spielt der Binomische Lehrsatz eine wichtige Rolle. Aus Formelsamm-
lungen ist folgende Aussage bekannt:

Satz 4.3.1 Sei s ∈ C, n ∈ N und x ∈ R. Dann gilt:

(n+ x)s =
∞∑
i=0

(
s

i

)
ns−ixi

konvergiert für |x| < n.

Dabei ist der Binomialkoeffizient
(
s
i

)
wie folgt definiert:

(
s

i

)
=
s(s− 1) · · · (s− i+ 2)(s− i+ 1)

i!
.

Im folgenden Abschnitt wird eine Variante dieser Aussage benötigt.
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Satz 4.3.2 Sei s ∈ C, n ∈ N und x ∈ R. Dann gilt:

(n+ x)s =
∞∑
i=0

(
−s+ i− 1

i

)
ns−i(−x)i

konvergiert für |x| < n.

Beweis:
∑∞
i=0

(
−s+i−1

i

)
ns−i(−x)i entsteht aus

∑∞
i=0

(
s
i

)
ns−ixi durch

Umformen der einzelnen Summanden. Es gilt:

(
s

i

)
ns−ixi =

s(s− 1) · · · (s− i+ 2)(s− i+ 1)

i!
· ns−ixi

= (−1)i
−s(−s+ 1) · · · (−s+ i− 2)(−s+ i− 1)

i!
· ns−ixi

=
(−s+ i− 1) · · · (−s+ i− 1− i+ 1)

i!
· ns−i(−x)i

=

(
−s+ i− 1

i

)
· ns−i(−x)i

2

4.4 Hd(x, s)

Weil betrachtet in [Wei76] die Reihe

H(x, s) =
∞∑
n=0

(x+ n)−s

für x > 0 und Re(s) > 1. Er zeigt, dass H(x, s) eine meromorphe Fortsetzung nach
ganz C besitzt.
Im Folgenden soll die Beweismethode von Weil angewendet werden auf die erweiterte
Reihe

Hd(x, s) =
∞∑
n=0

dn(x+ n)−s.

Es soll damit folgender Satz bewiesen werden:
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Satz 4.4.1 Sei s ∈ C. Sei Dd(s) =
∑∞
n=1 dnn

−s eine Dirichlet-Reihe, sodass

1. Dd(s) konvergiert absolut für s ∈ C mit Re(s) > α für ein geeignetes α ∈ R

2. Dd(s) hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Weiter sei x ∈ R+ und

Hd(x, s) =
∞∑
n=0

dn(x+ n)−s.

Dann hat Hd(x, s) eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.

Beweis: Es sei N ≥ 0. Um eine Aussage über Hd(x, s) machen zu können, wird
folgende Gleichung betrachtet:

Hilfssatz 4.4.1 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.4.1 gilt:

Hd(x, s)−
N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)
Dd(s+ i)(−x)i

= d0x
−s +

∞∑
n=1

dnn
−s
[(

1 +
x

n

)−s
−

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i]

Das Verhalten von Hd(x, s) hängt also maßgeblich von der rechten Seite dieser Glei-
chung ab. Eine genauere Untersuchung dieser Reihe liefert

Hilfssatz 4.4.2 Die Reihe

ΛN(s) =
∞∑
n=1

dnn
−s
[(

1 +
x

n

)−s
−

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i]

konvergiert absolut für Re(s) > −N − 1 + α.

Da N beliebig gewählt werden kann, konvergiert ΛN also auch für Re(s) < 0.
Da nun alle Teile der Gleichung aus Hilfssatz 4.4.1 meromorph sind auf ganz C bzw.
eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzen, muß auch Hd(x, s) eine mero-
morphe Fortsetzung nach ganz C haben. 2

Nun müssen nur noch die Hilfssätze bewiesen werden.

Beweis von Hilfssatz 4.4.1: Um die Gleichung des Hilfssatzes zu beweisen, wird
die rechte Seite der Gleichung näher betrachtet.

d0x
−s +

∞∑
n=1

dnn
−s
[(

1 +
x

n

)−s
−

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i]
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= d0x
−s +

∞∑
n=1

dnn
−s
(

1 +
x

n

)−s
−
∞∑
n=1

dnn
−s

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i

= d0x
−s +

∞∑
n=1

dn(n+ x)−s −
N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

) ∞∑
n=1

dnn
−(s+i)(−x)i

=
∞∑
n=0

dn(n+ x)−s −
N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)
Dd(s+ i)(−x)i

= Hd(x, s)−
N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)
Dd(s+ i)(−x)i

2

Für den Beweis von Hilfssatz 4.4.2 sind zwei weitere Hilfssätze nötig.

Hilfssatz 4.4.3 Die Folge
∣∣∣(s+j+N
j+N+1

)∣∣∣
j≥0

ist für Re(s) > 1 monoton wachsend.

Beweis: Da alle Folgenglieder den selben Imaginärteil haben, wird in der folgenden
Rechnung nur der Realteil betrachtet. Sei Re(s) = s′.(

s′ + j +N

j +N + 1

)
<

(
s′ + j + 1 +N

j +N + 2

)

⇔ (s′ + j +N)(s′ + j +N − 1) · · · (s′ + j +N − j −N − 1 + 1)

(j +N + 1)!

<
(s′ + j + 1 +N)(s′ + j + 1 +N − 1) · · · (s′ + j + 1 +N − j −N − 2 + 1)

(j +N + 2)!

⇔ (s′ + j +N)(s′ + j +N − 1) · · · s′

(j +N + 1)!
<

(s′ + j + 1 +N)(s′ + j +N) · · · s′

(j +N + 2)!

⇔ 1 <
s′ + j + 1 +N

j +N + 2

⇔ j +N + 2 < s′ + j + 1 +N

⇔ 1 < s′

2

Hilfssatz 4.4.4 Es sei s ∈ C, n,N ∈ N und x ∈ R. Weiter seien x und n so gewählt,
dass |x

n
| < 1. Dann ist die Reihe

hN(s, n, x) := (−x)N+1
∞∑

i=N+1

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i−N−1

absolut konvergent für Re(s) > 1.
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Beweis: Durch Umnummerierung der Reihe erhält man

hN(s, n, x) = (−x)N+1
∞∑
j=0

(
s+ j +N

j +N + 1

)(−x
n

)j
.

Sei ε > 0 gegeben. Und es sei k > l ≥ 0. Da nach Hilfssatz 4.4.3 die Folge
∣∣∣(s+j+N
j+N+1

)∣∣∣
j≥0

für Re(s) > 1 monoton wachsend ist, gilt∣∣∣∣∣∣
∣∣∣(−x)N+1

∣∣∣ k∑
j=l

∣∣∣∣∣
(
s+ j +N

j +N + 1

)(−x
n

)j∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣
(
s+ k +N

k +N + 1

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣(−x)N+1
∣∣∣ k∑
j=l

∣∣∣∣∣
(−x
n

)j∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(
s+ k +N

k +N + 1

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣(−x)N+1
∣∣∣ k∑
j=l

∣∣∣∣xn
∣∣∣∣j

Da
∣∣∣x
n

∣∣∣j > ∣∣∣x
n

∣∣∣j+1
ist, gibt es zu jedem ε ein n(ε), so dass für alle k > l ≥ n(ε) gilt

∣∣∣∣∣
(
s+ k +N

k +N + 1

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣(−x)N+1
∣∣∣ k∑
j=l

∣∣∣∣xn
∣∣∣∣j < ε.

2

Beweis von Hilfssatz 4.4.2: Sei n0 minimal, sodass x
n
< 1 für alle n ≥ n0. Zu

jedem fest gewählten x gibt es ein n0 mit dieser Eigenschaft.
Dann ist mit Hilfe von Satz 4.3.2

∞∑
n=n0

dnn
−s
[(

1 +
x

n

)−s
−

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i]

=
∞∑

n=n0

dnn
−s
[ ∞∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i
−

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i]

=
∞∑

n=n0

dnn
−s

 ∞∑
i=N+1

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i
=

∞∑
n=n0

dnn
−s

(−x
n

)N+1 ∞∑
i=N+1

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i−N−1


=
∞∑

n=n0

dnn
−(s+N+1)

(−x)N+1
∞∑

i=N+1

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i−N−1
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Für die Konvergenz der Reihe ist das Verhalten des Ausdrucks in den eckigen Klam-
mern entscheidend. Deshalb wurde

hN(s, n, x) := (−x)N+1
∞∑

i=N+1

(
s+ i− 1

i

)(−x
n

)i−N−1

bereits vorab untersucht. Nach Hilfssatz 4.4.4 konvergiert hN(s, n, x) absolut.
Da in der folgenden Differenz zweier Partialsummen die Reihe hN(s, n, x) nur endlich
oft auftritt, wobei s und x immer den gleichen Wert haben, gibt es ein n1, so dass
für alle n mit n′ ≤ n ≤ n′′ gilt

|hN(s, n, x)| ≤ |hN(s, n1, x)|.

Damit gilt dann für n0 ≤ n′ ≤ n′′:∣∣∣∣∣∣
n′∑

n=n0

∣∣∣dnn−(s+N+1)hN(s, n, x)
∣∣∣− n′′∑

n=n0

∣∣∣dnn−(s+N+1)hN(s, n, x)
∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

=
n′′∑
n=n′

∣∣∣dnn−(s+N+1)hN(s, n, x)
∣∣∣

=
n′′∑
n=n′

∣∣∣dnn−(s+N+1)
∣∣∣ |hN(s, n, x)|

≤
n′′∑
n=n′

∣∣∣dnn−(s+N+1)
∣∣∣ |hN(s, n1, x)|

= |hN(s, n1, x)|
n′′∑
n=n′

∣∣∣dnn−(s+N+1)
∣∣∣

Laut Voraussetzung konvergiert Dd(s) absolut für s ∈ C mit Re(s) > α. Und da das
Hinzufügen von endlich vielen Summanden das Konvergenzverhalten nicht verändert,
konvergiert damit auch ΛN für Re(s+N + 1) > α, d.h. für Re(s) > −N − 1 + α. 2

4.5 Hϕ(x, s)

Die Anwendung des Satzes 4.4.1 für an = ϕ(n) liefert

Satz 4.5.1 Sei x ∈ R+ und s ∈ C. Die Reihe

∞∑
n=0

ϕ(n)(n+ x)−s

hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.
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Beweis: Da nach 4.2.2
∑∞
n=1 ϕ(n)n−s absolut konvergent ist für Re(s) > 2, kann

Satz 4.4.1 angewendet werden. 2

-

4.6 F (x, s)

Mit Hilfe der im Abschnitt 4.4 angewendeten Beweismethode nach Weil läßt sich
auch zeigen, dass die Reihe

F (x, s) =
∞∑
n=0

(2n + x)−s

mit x ∈ R
+ eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzt. Dazu wird diese

Aussage zunächst für den Fall x = 0 bewiesen.

Satz 4.6.1 Es sei s ∈ C. Weiter sei

F (s) =
∞∑
n=0

(2n)−s.

F (s) konvergiert absolut für Re(s) > 0 und besitzt eine meromorphe Fortsetzung
nach ganz C.

Beweis: F (s) läßt sich wie folgt umschreiben

F (s) =
∞∑
n=0

(2−s)n.

Die geometrische Reihe
∑∞
n=0 z

n konvergiert absolut für |z| < 1. Also konvergiert
F (s) absolut, falls |2−s| < 1 gilt. Diese Bedingung ist genau dann erfüllt, wenn
Re(s) > 0 ist. Damit gilt

F (s) =
1

1− 2−s

und somit besitzt F (s) eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. 2

Nun kann diese Aussage für die Reihe F (x, s) bewiesen werden.

Satz 4.6.2 Es sei s ∈ C und x ∈ R+. Weiter sei

F (x, s) =
∞∑
n=0

(2n + x)−s.

F (x, s) besitzt eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C.
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Beweis: Es sei N ≥ 0. Es wird folgende Gleichung betrachtet:

Hilfssatz 4.6.1 Es sei s ∈ C und x ∈ R+. Dann gilt:

F (x, s)−
N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)
F (s+ i)(−x)i

=
∞∑
n=0

2−ns
[(

1 +
x

2n

)−s
−

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
2n

)−s]

Um etwas über F (x, s) heraus zu finden, wird die rechte Seite dieser Gleichung näher
untersucht. Es gilt folgende Aussage:

Hilfssatz 4.6.2 Es sei s ∈ C und x ∈ R+. Dann konvergiert die Reihe

ΛN =
∞∑
n=0

2−ns
[(

1 +
x

2n

)−s
−

N∑
i=0

(
s+ i− 1

i

)(−x
2n

)−s]

absolut für Re(s) > −(N + 1).

Da N beliebig gewählt werden kann, konvergiert ΛN für Re(s) < 0. Damit sind alle
Teile der Gleichung aus Hilfssatz 4.6.1 meromorph auf ganz C bzw. besitzen eine
meromorphe Fortsetzung nach ganz C. Also besitzt auch F (x, s) eine meromorphe
Fortsetzung nach ganz C. 2

Die verwendeten Hilfssätze lassen sich genauso beweisen wie die entsprechenden
Hilfssätze im Abschnitt 4.4.
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5 Berechnungen der Zeta-Funktionen

In diesem Kapitel werden nun die Berechnungen der Zeta-Funktionen für die einzel-
nen 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen durchgeführt. Dabei werden die
Ergebnisse der letzten zwei Kapitel verwendet. In den ersten Abschnitten dieses Ka-
pitels stehen Listen der berechneten Zeta-Funktionen. Diese Listen dienen nur der
Übersicht.

5.1 Liste der ζG,Sprim

Die folgende Liste dient lediglich der Übersicht. Sie beinhaltet die berechneten Zeta-
Funktionen ζG,Sprim der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen bzgl. des in Ab-
schnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S. In den nächsten Abschnitten wer-
den dann die jeweiligen Berechnungen ausgeführt.

p1

ζp1,Sprim(s) = 4 · ζ(s− 1)

ζ(s)

p2

ζp2,Sprim(s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)

pm

ζpm,Sprim (s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 2)−s + 1

pg

ζpg,Sprim(s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 1 + 2−(s−1)

p2mm

ζp2mm,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 2)−s + 1

p2mg

ζp2mg,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 1 + 2−s

p2gg

ζp2gg,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 3
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cm

ζcm,Sprim (s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2(3− 2−s)ζ(s) + 2

∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s

− 5− 2−(s−1) − 4 · 3−s − 2 · 5−s

c2mm

ζc2mm,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ (3− 2−s)ζ(s) +

∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s

+
∞∑
n=0

(2n + 2)−s − 2− 2−s − 3−s − 5−s

p4

ζp4,Sprim(s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)

p4mm

ζp4mm,Sprim (s) =
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+
∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s +
∞∑
n=0

(2n + 3)−s +
1

2
− 2−(s+1)

p4gm

ζp4gm,Sprim (s) =
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 1

2
+ 3 · 2−(s+1)

p3

ζp3,Sprim(s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)

p31m

ζp31m,S
prim (s) =

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 1 + 2−(s−1)

p3m1

ζp3m1,S
prim (s) =

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 2−s

p6

ζp6,Sprim(s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)

p6mm

ζp6mm,Sprim (s) =
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s − 1

2
− 2−(s+1)
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5.2 Liste der ζG,S

Die folgende Liste dient lediglich der Übersicht. Sie beinhaltet die berechneten Zeta-
Funktionen ζG,S der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen bzgl. des in Ab-
schnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S. Die einzelnen Berechnungen werden
in den nächsten Abschnitten ausgeführt.

p1

ζp1,S(s) = 4 · ζ(s− 1)

p2

ζp2,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 1 + 2−(s−1) + 3−s

pm

ζpm,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 3− 2−s

pg

ζpg,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2

p2mm

ζp2mm,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2 + 2−s + 2 · 3−s + 4−s

p2mg

ζp2mg,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2 + 2−s + 3−s

p2gg

ζp2gg,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s) + 2−(s−1)

cm

ζcm,S(s) = 3 · ζ(s− 1) + 2−sζ(s) + 1 + 2 · 3−s

c2mm

ζc2mm,S(s) =
5

2
· ζ(s− 1) +

1

2
(5 + 2−s)ζ(s)− 1− 2−s − 2 · 3−s − 4−(s−1) − 5−(s−1)

p4

ζp4,S(s) = ζ(s− 1) + 2 + 3 · 2−s + 3−s + 4−s

p4mm

ζp4mm,S(s) =
1

2
· ζ(s− 1) +

1

2
(7 + 2−s)ζ(s)− 1 + 2−s + 3−s + 4−s

p4gm

ζp4gm,S(s) =
1

2
· ζ(s− 1) +

1

2
(9 + 2−s)ζ(s)− 1 + 2−s + 3−s
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p3

ζp3,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 2 + 2−(s−2)

p31m

ζp31m,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 3 + 2−s + 2 · 3−s

p3m1

ζp3m1,S(s) = ζ(s− 1) + (2 + 2−s)ζ(s) + 2−(s−1)

p6

ζp6,S(s) = ζ(s− 1) + 2 + 2−(s−1) + 3−(s−1) + 4−s

p6mm

ζp6mm,S(s) =
1

2
ζ(s− 1) +

1

2
(11 + 2−s)ζ(s)− 3 + 3−(s−1) + 4−s

5.3 p1

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p1 = 〈x, y | [x, y]〉

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.3.1 Die Elemente von p1 werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensystems
S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:
Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z

Beweis: p1 ist mit dem ausgewählten Erzeugendensystem die freie abelsche Gruppe
aus zwei Erzeugenden. Damit erhält man nach Satz 3.1.1 genau die angegebenen
Worte als kurze Repräsentanten der Äquivalenzklassen der Elemente aus p1. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.3.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p1 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp1,Sprim(s) = 4 · ζ(s− 1)

ζ(s)
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Beweis: Da p1 isomorph ist zu Z× Z, folgt aus Satz 3.1.2 zusammen mit Abschnitt
4.2, dass es 4 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 4 · ϕ(n) primitive
Konjugationsklassen je Wortnorm n ≥ 2 gibt. Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp1,Sprim(s) = 4 + 4
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s

= 4
∞∑
n=1

ϕ(n)n−s

= 4 · ζ(s− 1)

ζ(s)
für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.3.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p1 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp1,S(s) = 4 · ζ(s− 1)

Beweis: Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 4n Konjugationsklassen
der Wortnorm n ≥ 1 gibt. Es ist also

ζp1,S(s) = 4
∞∑
n=1

n · n−s

= 4 · ζ(s− 1) für Re(s) > 2

2

5.4 p2

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p2 =
〈
x, y, r | [x, y] , r2, xr = x−1, yr = y−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.4.1 Die Elemente von p2 werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensystems
S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z
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2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rxayb mit a, b ∈ Z

Beweis:

1. Da r die Erzeugenden x und y invertiert, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Da r die Erzeugenden x und y beim Vertauschen invertiert und r Ordnung 2
hat, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende r nur einmal auftreten. Aus
demselben Grund lassen sich die Erzeugenden x und y alle auf einer Seite von
r sammeln. Man erhält also die Worte rxayb als kurze Repräsentanten ihrer
jeweiligen Äquivalenzklasse in p2. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.4.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2,Sprim(s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)

Beweis:

1. Zueinander inverse Elemente aus Z×Z liegen in derselben Konjugationsklasse,
da durch Konjugation mit r ein Element aus Z × Z in sein Inverses überführt
wird. Es gibt also 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 2 ·ϕ(n)
primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n ≥ 2.

2. Nach Satz 3.2.2 sind die Worte rxayb von endlicher Ordnung und liegen damit
nicht in einer primitiven Konjugationsklasse.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp2,Sprim(s) = 2 + 2
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s

= 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion
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Satz 5.4.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 1 + 2−(s−1) + 3−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n Konjugationsklassen der
Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Da r die Erzeugenden x und y invertiert, sind die Worte rxayb für |a| > 1 bzw.
für |b| > 1 konjugiert zu kürzeren Worten. Weiter gilt rxayb ∼ rxa

′
yb
′
, wenn

|a| = |a′| und |b| = |b′|. Damit sind die Worte r, rx, ry und rxy kurz in ihrer
jeweiligen Konjugationsklasse.

Es ist also

ζp2,S(s) = 2
∞∑
n=1

n · n−s + 1 + 2 · 2−s + 3−s

= 2 · ζ(s− 1) + 1 + 2−(s−1) + 3−s für Re(s) > 2

2

5.5 pm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

pm =
〈
x, y,m | [x, y] ,m2, xm = x, ym = y−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.5.1 Die Elemente von pm werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:

mxayb mit a, b ∈ Z
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Beweis:

1. Da m mit x vertauschbar ist und den Erzeugenden y invertiert, folgt die Be-
hauptung aus Satz 3.1.1.

2. Da m mit x vertauschbar ist, den Erzeugenden y beim Vertauschen invertiert
und m Ornung 2 hat, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende m nur ein-
mal auftreten. Aus demselben Grund lassen sich die Erzeugenden x und y alle
auf einer Seite von m sammeln. Man erhält also die Worte mxayb als kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse in pm. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.5.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für pm ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζpm,Sprim (s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 2)−s + 1

Beweis:

1. Da x nur y in sein Inverses überführt, gibt es 3 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1 und 2 · ϕ(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm
n ≥ 2.

2. Nach Satz 3.2.2 gilt:

• mxayb ist für a = 0 nicht primitiv

• mxayb ist für |b| ≥ 2 konjugiert zu einem kürzeren Wort mit

• mx(2k+1)a′yb ist für k ≥ 1 und |a′| ≥ 1 nicht primitiv.

Damit bleiben nur noch die Worte mx±2a , mx±2ay, mx±2ay−1 für a ≥ 0
als mögliche kurze Repräsentanten einer primitiven Konjugationsklasse übrig.
Worte, die sich nur durch das Vorzeichen des Exponenten von y unterscheiden,
liegen in derselben Konjugationsklasse. D.h. es gibt 2 primitive Konjugations-
klassen der Wortnormen 2n + 1 und 2n + 2 mit n ≥ 0.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann
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ζpm,Sprim (s) = 3 + 2
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 2)−s

= 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 2)−s + 1 für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.5.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für pm ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζpm,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 3− 2−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte mxa und mxay mit
a ∈ Z kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also

ζpm,S(s) = 2
∞∑
n=1

n · n−s +
∞∑
n=1

n−s + 1 + 2−s + 2
∞∑
n=2

n−s + 2
∞∑
n=3

n−s

= 2 · ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 3− 2−s für Re(s) > 2

2

5.6 pg

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

pg =
〈
x, y, t | [x, y] , t2 = x, yt = y−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.6.1 Die Elemente von pg werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensystems
S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z
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2. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:

txayb, t−1x−ayb mit a ≥ 0 und b ∈ Z

Beweis:

1. Da t mit x vertauschbar ist und den Erzeugenden y invertiert, folgt die Be-
hauptung aus Satz 3.1.1.

2. Da t mit x vertauschbar ist und den Erzeugenden y beim Vertauschen inver-
tiert, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende t nur einmal auftreten. Aus
demselben Grund lassen sich die Erzeugenden x und y alle auf einer Seite von
t sammeln. Da aber t2 = x, kann der Betrag des Exponenten von t nicht größer
als 1 sein. Weiter sind Worte, in denen der Exponent von x und der Expo-
nent von t unterschiedliche Vorzeichen haben, äquivalent zu kürzeren Worten.
Damit erhält man die Worte txayb, t−1x−ayb mit a ≥ 0 und b ∈ Z als kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.6.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für pg ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζpg,Sprim(s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 1 + 2−(s−1)

Beweis:

1. Da t den Erzeugenden y in sein Inverses überführt, liegen Worte, die sich nur
durch das Vorzeichen des Exponenten von y unterscheiden, in derselben Kon-
jugationsklasse. Der Erzeugende x ist nicht primitiv, da x = t2. Daher gibt es
1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm 1 und 2 · ϕ(n) primitive Konju-
gationsklassen der Wortnorm n ≥ 2.

2. Es wird zunächst txayb betrachtet. Nach Satz 3.2.2 ist txayb für |b| ≥ 2 kon-
jugiert zu einem kürzeren Wort. Weiter ist txayb für b = 0 und a ≥ 1 nicht
primitiv, da txa = t2a+1. Da t den Erzeugenden y in sein Inverses überführt,
liegen txay und txay−1 in derselben Konjugationsklasse. Es ist aber

txay = (t2)aty = (t2y−1y)aty = (tyty)aty = (ty)2a+1

D.h. txay ist nicht primitiv für a ≥ 1. Dieselben Aussagen gelten für t−1x−ayb.
Daher erhält man 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 2 pri-
mitive Konjugationsklassen der Wortnorm 2.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζpg,Sprim(s) = 1 + 2
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s + 2 + 2 · 2−s

= 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 1 + 2−(s−1) für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.6.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für pg ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζpg,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Nach den Bemerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten sind
die Worte t, t−1, ty, t−1y, txa, t−1x−a, txay und t−1x−ay mit a ≥ 1 kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

Es ist also

ζpg,S(s) = 2
∞∑
n=1

n · n−s +
∞∑
n=1

n−s + 2 + 2 · 2−s + 2
∞∑
n=2

n−s + 2
∞∑
n=3

n−s

= 2 · ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2 für Re(s) > 2

2

5.7 p2mm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p2mm =
〈
x, y, p, q | [x, y] , [p, q] , p2, q2, xp = x, xq = x−1, yp = y−1, yq = y

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.7.1 Die Elemente von p2mm werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:
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1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und p:

pxayb mit a, b ∈ Z

3. Worte aus den Erzeugenden x, y und q

qxayb mit a, b ∈ Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, p und q:

pqxayb mit a, b ∈ Z

Beweis:

1. Da p und q jeweils einen der Erzeugenden x und y invertieren und mit dem
anderen vertauschbar sind, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Die Gruppe pm wird von p, x und y in p2mm als Untergruppe erzeugt. Nach
Satz 5.5.1 werden die Elemente von pm durch die kurzen Worte pxayb mit
a, b ∈ Z repräsentiert.

3. Genauso erzeugen q, x und y die Gruppe pm als Untergruppe von p2mm.
Wieder nach Satz 5.5.1 werden die Elemente von pm durch die kurzen Worte
qxayb mit a, b ∈ Z repräsentiert.

4. Aus den zwei vorherigen Punkten und der Relation [p, q] folgt, dass die Worte
pqxayb mit a, b ∈ Z kurze Repräsentanten von Elementen von p2mm sind. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.7.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2mm ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2mm,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 2)−s + 1

Beweis:

1. Da p den Erzeugenden y invertiert und q den Erzeugenden x, liegen Worte, die
sich nur durch ein Vorzeichen im Exponenten von x oder y unterscheiden, in
derselben Konjugationsklasse. Daher gibt es 2 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1 und ϕ(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n ≥ 2.
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2. Nach Satz 5.5.2 kommen die Worte px±2a und px±2ay für a ≥ 0 als Repräsen-
tanten einer primitiven Konjugationsklasse in Frage. Durch Konjugation mit
q liegen aber Worte, die sich nur durch das Vorzeichen im Exponenten von x
unterscheiden in derselben Konjugationsklasse. Daher gibt es 1 primitive Kon-
jugationsklasse der Wortnormen 2n + 1 und 2n + 2 mit n ≥ 0.

3. Analog zu dem vorherigen Punkt kann man zeigen, dass es 1 primitive Konju-
gationsklasse der Wortnormen 2n + 1 und 2n + 2 mit n ≥ 0 gibt.

4. Nach Satz 3.2.2 sind die Worte pyb und qxa von endlicher Ordnung. Da p und
q Ordnung 2 haben und p mit x und q mit y vertauschbar ist und [p, q] = 1
ist, sind auch die Worte pqxayb von endlicher Ordnung. Daher kann es keinen
kurzen Repräsentanten einer primitiven Konjugationsklasse geben, in dem p
und q zusammen auftreten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp2mm,Sprim (s) = 2 +
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s + 2 ·
∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2 ·
∞∑
n=0

(2n + 2)−s

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 2)−s + 1 für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.7.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2mm ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2mm,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2 + 2−s + 2 · 3−s + 4−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Nach den Bemerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten sind
die Worte pxa und pxay mit a ≥ 0 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Kon-
jugationsklasse.

3. Analog zum vorherigen Punkt sind die Worte qya und qxya mit a ≥ 0 kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

4. Daraus ergibt sich für diese Worte, dass nur die Worte pq, pqx, pqy und pqxy
kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.
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Es ist also

ζp2mm,S(s) =
∞∑
n=1

n · n−s +
∞∑
n=1

n−s + 2 + 2 · 2−s + 2
∞∑
n=2

n−s + 2
∞∑
n=3

n−s

+ 2−s + 2 · 3−s + 4−s

= ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2 + 2−s + 2 · 3−s + 4−s für Re(s) > 2

2

5.8 p2mg

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p2mg =
〈
x, y,m, t | [x, y] , t2,m2 = y, xt = x, xm = x−1, yt = y−1,mt = m−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.8.1 Die Elemente von p2mg werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:

txayb mit a, b ∈ Z

3. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:

mxayb,m−1xay−b mit a ∈ Z und b ≥ 0

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, t und m:

tmxayb, tm−1xay−b mit a ∈ Z und b ≥ 0

Beweis:

1. Da sowohl t als auch m einen der Erzeugenden x und y invertiert und mit dem
anderen vertauschbar ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. p2mg enthält die Gruppe pm als Untergruppe. Und zwar wird hier pm durch
x, y und t erzeugt. Nach Satz 5.5.1 sind damit die Worte txayb mit a, b ∈ Z
kurz in ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse.
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3. Ebenso enthält p2mg die Gruppe pg als Untergruppe. Und zwar wird hier pg
durch x, y und m erzeugt. Nach Satz 5.6.1 sind damit die Worte mxayb und
m−1xay−b mit a ∈ Z und b ≥ 0 kurz in ihrer jeweiligen Äquivalenzklasser.

4. Aus den zwei vorherigen Punkten und der Relation mt = m−1 folgt, dass die
kurzen Repräsentanten von Elementen aus p2mg, die aus allen vier Erzeugen-
den gebildet werden, gerade die Worte tmxayb udn tm−1xay−b mit a ∈ Z und
b ≥ 0 sind. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.8.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2mg ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2mg,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 1 + 2−s

Beweis:

1. Worte, die nur von x und y erzeugt werden und sich lediglich durch ein Vorzei-
chen im Exponenten von x oder y unterscheiden, liegen in derselben Konjuga-
tionsklasse. Da y nicht primitiv ist, gibt es 1 primitive Konjugationsklasse der
Wortnorm 1 und ϕ(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n ≥ 2.

2. Nach Satz 5.5.2 können die Worte tx±2a und tx±2ay für a ≥ 0 Repräsentanten
einer primitiven Konjugationsklasse sein. Aber die Konjugation mit m von
txa

′
y mit a′ beliebig liefert:

mtxa
′
ym−1 = tm−1xa

′
m2m−1 = tx−a

′
.

D.h. txa
′
y mit a′ beliebig ist konjugiert zu einem kürzeren Wort. Damit sind

nur tx±2a mit a ≥ 0 Repräsentanten einer primitiven Konjugationsklasse, d.h.
man erhält 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 2n + 1 mit n ≥ 0.

3. Aus Satz 5.6.2 folgt, dass nur die Worte m,m−1,mx und m−1x−1 Repräsentan-
ten einer primitiven Konjugationsklasse sein können. Konjugation mit t bzw.
mt zeigt aber, dass m ∼ m−1 und mx ∼ m−1x−1. Es gibt also 1 primitive
Konjugationsklasse der Wortnorm 1 und 1 der Wortnorm 2.

4. Durch Konjugation mit t zeigt sich, dass tmxayb ∼ tm−1xay−b. Damit müssen
nur noch die Worte tmxayb betrachtet werden. Nach Satz 3.2.2 sind diese Worte
sowohl für b > 1 als auch für |a| > 1 konjugiert zu kürzeren Worten. Konjuga-
tion mit m zeigt, dass tmxayb ∼ tm−1x−ayb. Diese Worte sind aber für b ≥ 1
äquivalent zu tmx−ayb−1, d.h. zu kürzeren Worten. Weiter folgt durch Konju-
gation mit tm, dass tmxa ∼ tmx−a. Schließlich ist (tm)2 = e und (tmx)2 = e,
d.h. diese Worte sind nicht primitiv.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp2mg,Sprim (s) = 1 +
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 1 + 2−s

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 1 + 2−s für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.8.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2mg ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2mg,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2 + 2−s + 3−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Nach den Bemerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten sind
nur die Worte txa mit a ∈ Z kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugati-
onsklasse.

3. Aus Satz 5.6.3, der Relation xm = x−1 und der Tatsache, dass t sowohl m als
auch y invertiert, folgt, dass nur die Worte mya und mxya mit a ≥ 0 kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

4. Aus den Bermerkungen im Beweis des vorigen Satzes zu diesen Worten folgt,
dass die Worte tm und tmx kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugati-
onsklasse sind.

Es ist also

ζp2mg,S(s) =
∞∑
n=1

n · n−s +
∞∑
n=1

n−s + 1 + 2
∞∑
n=2

n−s +
∞∑
n=1

n−s +
∞∑
n=2

n−s + 2−s + 3−s

= ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 2 + 2−s + 3−s für Re(s) > 2

2
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5.9 p2gg

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

pg =
〈
x, y, u, v | [x, y] , u2 = x, v2 = y, xv = x−1, yu = y−1, (uv)2

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.9.1 Die Elemente von p2gg werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und u:

uxayb, u−1x−ayb mit a ≥ 0 und b ∈ Z

3. Worte aus den Erzeugenden x, y und v:

vxayb, v−1xay−b mit a ∈ Z und b ≥ 0

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, u und v:

uvx−ayb, u−1vxayb, uv−1x−ay−b, u−1v−1xay−b mit a, b ≥ 0

Beweis:

1. Da u und v einen der Erzeugenden x und y invertieren und mit dem anderen
vertauschbar sind, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Die Gruppe pg wird in p2gg von u, x und y als Untergruppe erzeugt. Nach
Satz 5.6.1 sind dann die Worte uxayb und u−1x−ayb mit a ≥ 0 und b ∈ Z kurz
in ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse.

3. Genauso wird die Gruppe pg in p2gg von v, x und y als Untergruppe erzeugt.
Wieder nach Satz 5.6.1 sind damit die Worte vxayb und v−1xay−b mit a ∈ Z
und b ≥ 0 kurz in ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse.

4. Aus den zwei vorherigen Punkten und der Relation (uv)2 folgt, dass die kur-
zen Repräsentanten von Elementen von p2gg, die aus allen vier Erzeugenden
gebildet werden, die Worte uvx−ayb, u−1vxayb, uv−1x−ay−b und u−1v−1xay−b

mit a, b ≥ 0 sind. 2
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Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.9.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2gg ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2gg,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 3

Beweis:

1. Da u den Erzeugenden y invertiert und v den Erzeugenden x, liegen Worte,
die sich nur durch ein Vorzeichen im Exponenten von x oder y unterscheiden,
in derselben Konjugationsklasse. Die Erzeugenden x und y selbst sind nicht
primitiv. Es gibt also ϕ(n) primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n ≥ 2.

2. Nach Satz 5.6.2 kommen nur die Worte u, u−1, uy und u−1y als Repräsentanten
einer primitiven Konjugationsklasse in Frage. Konjugation mit v zeigt aber,
dass u ∼ u−1y und u−1 ∼ uy. Es gibt also nur 2 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1.

3. Wie im vorherigen Punkt zeigt man, dass es 2 primitive Konjugationsklassen
der Wortnorm 1 gibt.

4. Diese Worte sind nicht primitiv. So ist z.B.

(uvx−ayb)2 = uvx−aybuvx−ayb = uvuvxay−bx−ayb = e

Analog läßt sich die Aussage für die anderen Worte zeigen.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp2gg,Sprim (s) =
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s + 2 + 2

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 3 für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.9.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p2gg ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp2gg,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s) + 2−(s−1)



5.10 cm 51

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Aus Satz 5.6.3 folgt, dass die Worte uxa, u−1x−a, uxay und u−1x−ay mit a ≥ 0
als kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse in Frage kommen.
Allerdings zeigt die Konjugation mit v, dass Worte, die den Erzeugenden y
enthalten, konjugiert sind zu kürzeren Worten.

3. Analog zu den Aussagen des vorigen Punktes folgt, dass die Worte vya und
v−1y−a mit a ≥ 0 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse
sind.

4. Aus den beiden vorherigen Punkten folgt, dass Worte, die die Erzeugenden u
und v und mindestens einen der beiden Erzeugenden x und y enthalten, konju-
giert sind zu kürzeren Worten. Weiter ist uv ∼ u−1v−1 und u−1v ∼ uv−1. Also
sind nur uv und u−1v kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklas-
se.

Es ist also

ζp2gg,S(s) =
∞∑
n=1

n · n−s +
∞∑
n=1

n−s + 4 + 4
∞∑
n=2

n−s + 2 · 2−s

= ζ(s− 1) + 5 · ζ(s) + 2−(s−1) für Re(s) > 2

2

5.10 cm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

cm =
〈
x, y, t | [x, y] , t2, yt = y−1, xt = xy

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.10.1 Die Elemente von cm werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

x−ayb, xay−b mit a, b ≥ 0

xayb, x−ay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2
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2. Worte aus den Erzeugenden x und t:

txa, xat mit a ∈ Z\{0}

xatxb, x−atx−b mit a, b ≥ 1

txat mit |a| ≥ 3

xatxbt, x−atx−bt mit a ≥ 1 und b ≥ 3

3. Worte aus den Erzeugenden y und t:

tya mit a ∈ Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:

txay−b, tx−ayb, xay−bt, x−aybt mit a, b ≥ 1

txay−bt, tx−aybt mit a ≥ 3 und b ≥ 1

Beweis:

1. Die Behauptung fogt aus Satz 3.1.1.

2. Nach Satz 3.3.1 sind die angegebenen Worte kurze Repräsentanten von Ele-
menten aus cm.

3. Da t den Erzeugenden y beim Vertauschen invertiert, kann in jedem kurzen
Wort, das aus den Erzeugenden y und t gebildet wird, der Erzeugende t nur
einmal auftreten. Aus demselben Grund lassen sich alle auftretenden y auf einer
Seite von t sammeln. Man erhält also die Worte tya als kurze Repräsentanten
ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse.

4. Aus Abschnitt 3.3 folgt, dass die angegebenen Worte kurze Repräsentanten
von Elementen von cm sind. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.10.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für cm ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζcm,Sprim (s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2(3− 2−s)ζ(s) + 2

∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s

− 5− 2−(s−1) − 4 · 3−s − 2 · 5−s
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Beweis:

1. Allgemein gilt für a′, b′ ∈ Z

txa
′
yb
′
t = xa

′
ya
′−b′

Zusammen mit der Tatsache, dass t nur y in sein Inverses überführt, folgt
daraus, dass es 3 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm 1 und 2 · ϕ(n)
primitive Konjugationsklassen der Wortnorm n ≥ 2 gibt, die von den Worten
x−ayb und xay−b mit (a, b) = 1 repräsentiert werden.
Aus der obigen Gleichung folgt, dass xayb für a = 1 und b ≥ 1 und für a = 2
und b ≥ 2 konjugiert ist zu kürzeren Worten. Da x2y = (xt)2 ist, ist x2y
nicht primitiv. xayb kann also nur für a ≥ 3 Repräsentant einer primitiven
Konjugationsklasse sein. Wegen min(a, b) ≤ 2 muß dann b = 1 oder b = 2
sein. Es ist aber nach der obigen Gleichung x3y2 ∼ x3y. Weiter ist xay2 für
gerade a nicht primitiv. Analoge Aussagen lassen sich für x−ay−b beweisen.
Damit repräsentieren xayb und x−ay−b für geeignete a und b 2 primitive Kon-
jugationsklassen der Wortnorm n ≥ 4 und 2 primitive Konjugationsklassen der
ungeraden Wortnorm n ≥ 7.

2. Es ist txa ∼ xat. Und damit erzeugt txa zwei primitive Konjugationsklassen
für jede Wortnorm n ≥ 2.
Die Worte xatxb und x−atx−b sind konjugiert zu txa+b bzw. tx−(a+b). Also liegen
diese Worte in den von txa erzeugten primitiven Konjugationsklassen.
Weiter ist txat ∼ xa, d.h. diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.
Schließlich müssen noch die Worte xatxbt und x−atx−bt mit b ≥ 3 betrachtet
werden. Es ist xatxbt ∼ txatxb und x−atx−bt ∼ tx−atx−b, d.h. diese Worte
sind für a ≤ 2 konjugiert zu kürzeren Worten. Weiter ist xatxbt = xa+byb und
x−atx−bt = x−(a+b)y−b. Also sind diese Worte für (a + b, b) > 1 nicht primi-
tiv. Die Bedingung (a + b, b) = 1 ist aber gleichbedeutend mit der Bedingung
(a, b) = 1. xatxbt und x−atx−bt erzeugen damit 2 · ϕ(n) primitive Konjugati-
onsklassen für jede Wortnorm n+ 2 ≥ 8.

3. Konjugiert man tya mit xa, so erhält man x−atyaxa = x−attxat = t. Damit
sind diese Wörter konjugiert zu kürzeren Wörtern. t selbst ist nicht primitiv.

4. Zunächst ist txay−b ∼ xay−bt und tx−ayb ∼ x−aybt. Konjugation mit y liefert
y−1txay−by = tyxay−(b−1) = xtxa−1y−(b−1) bzw. tx−ayb = x−1tx−(a−1)yb−1. Also
sind diese Worte konjugiert zu kürzeren Worten.
Die Worte txay−bt und tx−aybt sind ebenfalls konjugiert zu kürzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζcm,Sprim (s) = 3 + 2
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s + 2
∞∑
n=4

n−s + 2
∞∑
n=3

(2n+ 1)−s + 2
∞∑
n=2

n−s
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+ 2
∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s

= 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2(3− 2−s)ζ(s) + 2

∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s

− 5− 2−(s−1) − 4 · 3−s − 2 · 5−s für Re(s) > 2

Nach 4.5.1 hat ζcm,Sprim damit eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. 2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.10.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für cm ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζcm,S(s) = 3 · ζ(s− 1) + 2−sζ(s) + 1 + 2 · 3−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n+5 Konjugationsklassen der
Wortnorm n ≥ 6 und 3 Konjugationsklasse der Wortnorm 1, 5 der Wortnorm
2, 9 der Wortnorm 3, 11 der Wortnorm 4 und 13 Konjugationsklassen der
Wortnorm 5 gibt.

2. Die Worte txa mit a ∈ Z\{0} sind sogar Repräsentanten einer primitiven Kon-
jugationsklasse. Ebenfalls aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass xatxb

mit a · b > 0 und txat konjugiert sind zu kürzeren Worten. Weiter folgt, dass
xatxbt ∼ xbtxat ist. Daher sind die Worte xatxbt nur für |a| ≥ |b| ≥ 3 und
a · b > 0 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

3. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass diese Worte konjugiert sind zu
kürzeren Worten. Nur t ist ein kurzer Repräsentant seiner Konjugationsklasse.

4. Diese Worte sind ebenfalls konjugiert zu kürzeren Worten.

Es ist also

ζcm,S(s) = 2
∞∑
n=6

n · n−s + 5
∞∑
n=6

n−s + 3 + 5 · 2−s + 9 · 3−s + 11 · 4−s + 13 · 5−s

+ 2
∞∑
n=2

n−s + 2
∞∑
n=4

(n− 3)(2n)−s + 2
∞∑
n=4

(n− 3)(2n+ 1)−s + 1

= 3 · ζ(s− 1) + 2−sζ(s) + 1 + 2 · 3−s für Re(s) > 2

2



5.11 c2mm 55

5.11 c2mm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

c2mm = 〈x, y,m, r | [x, y] ,m2, r2, ym = y−1, xm = xy, yr = y−1, xr = x−1,

rm = r−1
〉

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.11.1 Die Elemente von c2mm werden bzgl. des ausgewählten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

x−ayb, xay−b mit a, b ≥ 0

xayb, x−ay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2

2. Worte aus den Erzeugenden x und m:

mxa, xam mit a ∈ Z\{0}

xamxb, x−amx−b mit a, b ≥ 1

mxam mit |a| ≥ 3

xamxbm,x−amx−bm mit a ≥ 1 und b ≥ 3

3. Worte aus den Erzeugenden y und m:

mya mit a ∈ Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:

mxay−b,mx−ayb, xay−bm,x−aybm mit a, b ≥ 1

mxay−bm,mx−aybm mit a ≥ 3 und b ≥ 1

5. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rx−ayb, rxay−b mit a, b ≥ 0

rxayb, rx−ay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2
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6. Worte aus den Erzeugenden x, m und r:

rmxa, rxam mit a ∈ Z\{0}

rxamxb, rx−amx−b mit a, b ≥ 1

rmxam mit |a| ≥ 3

rxamxbm, rx−amx−bm mit a ≥ 1 und b ≥ 3

7. Worte aus den Erzeugenden y, m und r:

rmya mit a ∈ Z

8. Worte aus den Erzeugenden x, y,m und r:

rmxay−b, rmx−ayb, rxay−bm, rx−aybm mit a, b ≥ 1

rmxay−bm, rmx−aybm mit a ≥ 3 und b ≥ 1

Beweis: In c2mm wird die Gruppe cm durch die Erzeugenden x, y und m als Un-
tergruppe erzeugt. Die Worte der Punkte 1. - 5. sind nach Satz 5.10.1 die kurzen
Repräsentanten der Elemente von cm.
Da der Erzeugende r selbstinvers ist und die anderen Erzeugenden entweder inver-
tiert oder mit ihnen vertauschbar ist, kann in jedem kurzen Wort der Erzeugende r
nur einmal auftreten. Aus demselben Grund gibt es zu jedem Wort ein äquivalentes
Wort gleicher Länge, in dem der Erzeugende r am Anfang steht. Lässt man nun in
einem solchen Wort den Erzeugenden r weg, so muß das daraus resultierende Wort
ein Wort aus cm sein. Wenn man vor jedes Wort aus cm den Erzeugenden r schreibt,
so erhält man umgekehrt einen kurzen Repräsentanten eines Wortes aus c2mm. Dies
ergibt genau die Worte der Punkte 6. - 10. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.11.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für c2mm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζc2mm,Sprim (s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ (3− 2−s)ζ(s) +

∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s

+
∞∑
n=0

(2n + 2)−s − 2− 2−s − 3−s − 5−s
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Beweis:

1. Da diese Worte in der Untergruppe cm von c2mm liegen, folgt aus Satz 5.10.2
und der Tatsache, dass r sowohl x als auch y invertiert, dass es 2 primitive
Konjugationsklassen der Wortnorm 1, ϕ(n) primitive Konjugationsklassen der
Wortnorm n ≥ 2, 1 primitive Konjugationsklasse für jede Wortnorm n ≥ 4
und 1 primitive Konjugationsklasse für jede ungerade Wortnorm n ≥ 7 gibt.

2. Auch diese Wörter sind Wörter der Untergruppe cm. Weil r den Erzeugenden
x invertiert, gibt es damit 1 primitive Konjugationsklasse für jede Wortnorm
n ≥ 2 und ϕ(n) primitive Konjugationsklassen für jede Wortnorm n+ 2 ≥ 8.

3. Diese Worte sind bereits in cm konjugiert zu kürzeren Worten bzw. nicht pri-
mitiv.

4. Diese Worte sind ebenfalls bereits in cm konjugiert zu kürzeren Worten.

5. Da r die Erzeugenden x und y beide invertiert und die Ordnung von r gleich
2 ist, sind nach Satz 3.2.2 die Worte rxayb für a, b ∈ Z von endlicher Ordnung
und damit nicht primitiv.

6. Es ist xrmxax−1 = rx−1mxa−1 = rmy−1xa−2 und xrxamx−1 = rxa−2y−1m.
D.h. diese Worte sind für |a| ≥ 2 konjugiert zu kürzeren Worten. Weiter ist
rmx ∼ rmx−1 ∼ rxm ∼ rx−1m. Man erhält also 1 primitive Konjugations-
klasse der Wortnorm 3.
Durch Konjugation mit r erhält man rxamxb ∼ rx−amx−b. Und da rxamxb =
x−armxb und a, b ≥ 1, sind diese Worte konjugiert zu kürzeren Worten.
Ebenso ist rmxam = mrxam konjugiert zu einem kürzeren Wort.
Schließlich ist xrxamxbmx−1 = rxa−1mxb−1y−1m und außerdem rxamxbm ∼
rx−amx−bm, d.h. diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

7. Konjugation mit r liefert rmya ∼ rmy−a. Da aber

(rmya)2k = y2ka

und damit
(rmya)2k+1 = y2krmya = rmy(2k+1)a,

gibt es jeweils 1 primitive Konjugationsklasse für jede Wortnorm 2n + 2 mit
n ≥ 0.

8. Konjugation mit r bzw. m zeigt, dass rmxay−b ∼ rmx−ayb ∼ rx−aybm ∼
rxay−bm. Weiter ist xrmxay−bx−1 = rmxa−2y−(b+1), d.h. für a > 1 sind diese
Worte konjugiert zu kürzeren Worten. Es ist aber

(rmx)2k = y−k
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und damit

(rmx)2k+1 = rmxy−k.

D.h. rmxy−b ist für alle b nicht primitiv.
Die Worte rmxay−bm und rmx−aybm sind konjugiert zu kürzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζc2mm,Sprim (s) = 2 +
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s +
∞∑
n=4

n−s +
∞∑
n=3

(2n+ 1)−s +
∞∑
n=2

n−s

+
∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s + 3−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ (3− 2−s)ζ(s) +

∞∑
n=6

ϕ(n)(n+ 2)−s

+
∞∑
n=0

(2n + 2)−s − 2− 2−s − 3−s − 5−s für Re(s) > 2

Nach 4.5.1 hat ζc2mm,Sprim damit eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C. 2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.11.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für c2mm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζc2mm,S(s) =
5

2
· ζ(s− 1) +

1

2
(5 + 2−s)ζ(s)− 1− 2−s − 2 · 3−s − 4−(s−1) − 5−(s−1)

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n+3 Konjugationsklassen der
Wortnorm n ≥ 6 und 2 Konjugationsklasse der Wortnorm 1, 3 der Wortnorm 2,
5 der Wortnorm 3, 6 der Wortnorm 4 und 7 Konjugationsklassen der Wortnorm
5 gibt.

2. Aus Satz 5.10.3 und der Tatsache, dass r den Erzeugenden x invertiert, folgt,
dass die Worte mxa mit a ≥ 1 und xamxbm für a ≥ b ≥ 3 kurze Repräsentanten
ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

3. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten. Nur m ist ein kurzer Re-
präsentant seiner Konjugationsklasse.

4. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.
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5. Da r, x und y die Gruppe p2 als Untergruppe von c2mm erzeugen, kommen
nach Satz 5.4.3 die Worte r, rx, ry und rxy als kurze Repräsentanten ihrer
jeweiligen Konjugationsklasse in Frage. Allerdings ist mrxym = rx.

6. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass nur rmx ein kurzer Repräsentant
seiner Konjugationsklasse ist. Alle anderen Worte sind konjugiert zu kürzeren
Worten.

7. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rmya mit a ≥ 0 kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

8. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rmxy−b kurze Re-
präsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also

ζc2mm,S(s) = 2
∞∑
n=6

n · n−s + 3
∞∑
n=6

n−s + 2 + 3 · 2−s + 5 · 3−s + 6 · 4−s + 7 · 5−s + 1

+
∞∑
n=2

n−s +
∞∑
n=4

(n− 3)(2n)−s +
∞∑
n=4

(n− 3)(2n+ 1)−s + 1 + 2 · 2−s

+ 3−s +
∞∑
n=2

n−s +
∞∑
n=4

n−s

=
5

2
· ζ(s− 1) +

1

2
(5 + 2−s)ζ(s)− 1− 2−s − 2 · 3−s − 4−(s−1) − 5−(s−1)

für Re(s) > 2

2

5.12 p4

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p4 =
〈
x, y, r | [x, y] , r4, yr = x−1, xr = y

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.12.1 Die Elemente von p4 werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z
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2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rxayb, r−1xayb, r2xayb mit a, b ∈ Z

Beweis:

1. Da es in p4 keine Relation der Form xr = xεxyεy bzw. yr = xεxyεy gibt, folgt
die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Aufgrund der Relationen yr = x−1 und xr = y lassen sich die Erzeugenden x
und y alle auf einer Seite von r sammeln. Da die Ordnung von r gleich 4 ist,
können nur die Zahlen 1, -1 und 2 als Exponenten von r auftreten. Man erhält
damit die Worte rxayb, r−1xayb, r2xayb mit a, b ∈ Z als kurze Repräsentanten
ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.12.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p4 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp4,Sprim(s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)

Beweis:

1. Konjugiert man xayb mit einer Potenz von r, so sieht man, dass xayb ∼ xby−a ∼
x−bya ∼ x−ay−b. Damit gibt es 1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm
1 und ϕ(n) primitive Konjugationsklassen für jede Wortnorm n ≥ 2.

2. Es sei ε = −1, 1, 2. Die Worte rεxayb sind nicht primitiv. Denn für ε 6= 2
ist (rεxayb)4 = (r2xa

′
yb
′
)2, wobei a′ und b′ von ε abhängen. Da aber r2 die

Erzeugenden x und y invertiert, ist (r2xa
′
yb
′
)2 = e = (r2xayb)2.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp4,Sprim(s) = 1 +
∞∑
n=2

ϕ(n)n−s

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion
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Satz 5.12.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p4 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp4,S(s) = ζ(s− 1) + 2 + 3 · 2−s + 3−s + 4−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n Konjugationsklassen der
Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Betrachtet man die Konjugationsklassen, in denen diese Worte liegen, so stellt
sich heraus, dass die Worte r, r−1, r2, rx, r−1x, r2x und r2xy kurze Repräsen-
tanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also

ζp4,S(s) =
∞∑
n=1

n · n−s + 2 + 3 · 2−s + 3−s + 4−s

= ζ(s− 1) + 2 + 3 · 2−s + 3−s + 4−s für Re(s) > 2

2

5.13 p4mm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p4mm =
〈
x, y, r,m | [x, y] , r4,m2, yr = x−1, xr = y, xm = y, rm = r−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.13.1 Die Elemente von p4mm werden bzgl. des ausgewählten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rxayb, r−1xayb, r2xayb mit a, b ∈ Z
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3. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:

mxayb mit a, b ∈ Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, r und m:

mrxayb,mr−1xayb,mr2xayb mit a, b ∈ Z

Beweis: Die Gruppe p4mm enthält die Gruppe p4 als Untergruppe. Sie wird von
x, y und r erzeugt. Die Worte der Punkte 1. und 2. sind gerade die Worte, die die
Elemente aus p4 repräsentieren.
Da m den Erzeugenden r invertiert und die Erzeugenden x und y vertauscht, lassen
sich in den Äquivalenzklassen die kurzen Repräsentanten so wählen, dass sie mit m
beginnen, gegebenenfalls gefolgt von einer Potenz von r und mit Potenzen von x
und y enden. Also sind die Worte der Punkte 3. und 4. kurze Repräsentanten von
Elementen von p4mm. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.13.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p4mm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp4mm,Sprim (s) =
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+
∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s +
∞∑
n=0

(2n + 3)−s +
1

2
− 2−(s+1)

Beweis:

1. Diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. Daher folgt aus Satz 5.12.2, dass
xayb ∼ xby−a ∼ x−bya ∼ x−ay−b. Konjugiert man jetzt xayb mit m, so erhält
man xbya. Damit liegen xayb, xby−a, x−bya, x−ay−b, xbya, xay−b, x−ayb und
x−by−a in einer Konjugationsklasse. Außerdem ist (mx)2 = xy, d.h. xy ist
nicht primitiv. Es gibt also 1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm 1
und 1

2
ϕ(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n ≥ 3.

2. Auch diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. In Satz 5.12.2 wird bereits
gezeigt, dass diese Worte nicht primitiv sind.

3. Es sei jetzt a, b ≥ 0. Dann sind mxay−b und mx−ayb konjugiert zu kürzeren
Worten, da mxay−b = x−bmxa und mx−ayb = xbmx−a.
Konjugiert man mxayb mit m, r, r−1 und r2, so erhält man mxayb ∼ mxbya ∼
mr2xby−a ∼ mr2x−bya ∼ mx−ay−b. Außerdem ist mxayb = xbmxa ∼ mxa+b.
D.h. mxa,mx−a,mya, my−a, mxa

′
yb
′
, mx−a

′
y−b

′
, mxb

′
ya
′

und mx−b
′
y−a

′
mit

a′ + b′ = a liegen in einer Konjugationsklasse. Es ist aber

(mxb)2k+1 = mx(k+1)bykb.
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Wenn also a = (k + 1)b+ kb = (2k + 1)b ist, ist die Konjugationsklasse {mxa}
nicht primitiv. Damit repräsentieren die Worte mx2b mit b ≥ 0 primitive Kon-
jugationsklassen der Wortnorm 2b + 1.

4. Es seien auch hier a, b ≥ 0. Konjugiert man mrxayb und mr−1xayb mit m,
r, r−1 und r2, so zeigt sich, dass sich diese Worte auf 3 Konjugationsklassen
verteilen:

i. mryb,mry−b,mr−1xb,mr−1x−b

ii. mrxa,mrx−a,mr−1ya,mr−1y−a

iii. mrxayb,mrxay−b,mrx−ayb,mrx−ay−b,
mr−1xayb, mr−1xay−b, mr−1x−ayb, mr−1x−ay−b

Betrachtet man nun diese Konjugationsklassen, so gilt

i. Es ist
(mrya)2k = ((mrya)2)k = (y2a)k = y2ka

und damit

(mrya)2k+1 = y2kamrya = mx2karya = mry(2k+1)a.

Damit repräsentieren die Worte mry2b mit b ≥ 0 primitive Konjugations-
klassen der Wortnorm 2b + 2.

ii. Es gilt
mrxa = x−1mrxa−1.

D.h. diese Worte sind für a > 1 konjugiert zu kürzeren Worten. Da
(mrx)2 = e ist, ist mrx nicht primitiv.

iii. Zunächst ist mrxayb = x−1mrybxa−1, d.h. für a > 1 sind diese Worte
konjugiert zu kürzeren Worten. Für a = 1 gilt

(mrxyb)2k = ((mrxyb)2)k = (y2b)k = y2kb

und damit

(mrxyb)2k+1 = y2kbmrxyb = mx2kbrxyb = mrxy(2k+1)b.

Damit repräsentieren die Worte mrxy2b mit b ≥ 0 primitive Konjugati-
onsklassen der Wortnorm 2b + 3.

Schließlich gilt für die Worte mr2xayb:

mr2xayb = r−1my−axbr

für a, b ∈ Z. Also sind diese Worte konjugiert zu kürzeren Worten.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp4mm,Sprim (s) = 1 +
1

2

∞∑
n=3

ϕ(n)n−s +
∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s

+
∞∑
n=0

(2n + 3)−s

=
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+
∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s +
∞∑
n=0

(2n + 3)−s

+
1

2
− 2−(s+1) für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.13.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p4mm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp4mm,S(s) =
1

2
ζ(s− 1) +

1

2
(7 + 2−s)ζ(s)− 1 + 2−s + 3−s + 4−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und n Konjugationsklassen der Wortnorm 2n− 1 mit n ≥ 1
gibt.

2. Aus Satz 5.12.3 und der Tatsache, dass m den Erzeugenden r invertiert, folgt,
dass nur die Worte r, r2, rx, r2x und r2xy kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen
Konjugationsklasse sind.

3. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte mxa mit a ≥ 0 kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

4. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte mrya und mrxya mit
a ≥ 0 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

Es ist also

ζp4mm,S(s) =
∞∑
n=1

(n+ 1) · (2n)−s +
∞∑
n=1

n(2n− 1)−s + 1 + 2 · 2−s + 3−s + 4−s

+
∞∑
n=1

n−s +
∞∑
n=2

n−s +
∞∑
n=3

n−s

=
1

2
ζ(s− 1) +

1

2
(7 + 2−s)ζ(s)− 1 + 2−s + 3−s + 4−s für Re(s) > 2

2
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5.14 p4gm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p4gm =
〈
x, y, r, t | [x, y] , r4, t2, yr = x−1, xr = y, xt = y, rt = r−1x−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.14.1 Die Elemente von p4gm werden bzgl. des ausgewählten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb mit a, b ∈ Z

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rxayb, r−1xayb, r2xayb mit a, b ∈ Z

3. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:

txayb mit a, b ∈ Z

4. Worte aus den Erzeugenden x, y, r und t:

trxay−b, r−1txayb mit a ∈ Z und b ≥ 0

tr−1xayb, rtx−ayb mit a ≥ 0 und b ∈ Z
tr2xay−b, r2tx−ayb mit a, b ≥ 0

rtr−1xayb, r−1trx−ay−b mit a, b ≥ 0

Beweis: Die Gruppe p4gm enthält die Gruppe p4 als Untergruppe. Dabei wird p4
von x, y und r erzeugt. Die Worte der Punkte 1. und 2. stellen gerade die Elemente
aus p4 dar.
Aufgrund der Relation xt = y sind Worte, die nur aus den Erzeugenden x, y und t
gebildet werden, äquivalent zu Worten, die mit t beginnen. Und da t Ordnung 2 hat,
kann auch nur ein t auftreten und zwar mit dem Exponenten 1. Man erhält also die
Worte txayb mit a, b ∈ Z als kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse.
Nimmt man nun noch den Erzeugenden r hinzu, so sind diese Worte äquivalent zu
Worten, die mit einem Teilwort w′ aus t und r beginnen und in denen die Erzeugen-
den t und r nicht weiter auftreten. Allerdings sind die Worte w = w′xayb aufgrund
der Relation rt = r−1x−1 für bestimmte Vorzeichen von a und b äquivalent zu kürze-
ren Worten. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit
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Satz 5.14.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p4gm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp4gm,Sprim (s) =
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 1

2
+ 3 · 2−(s+1)

Beweis:

1. Diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. Daher folgt aus Satz 5.12.2, dass
xayb ∼ xby−a ∼ x−bya ∼ x−ay−b. Konjugiert man jetzt xayb mit t, so erhält
man xbya. Damit liegen xayb, xby−a, x−bya, x−ay−b, xbya, xay−b, x−ayb und
x−by−a in einer Konjugationsklasse. Aufgrund der Relation rt = r−1x−1 ist x−1

nicht primitiv. Weiter ist xy = (tx)2, d.h. xy ist ebenfalls nicht primitiv. Es
gibt also 1

2
ϕ(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n ≥ 3.

2. Auch diese Worte stellen Elemente aus p4 dar. In Satz 5.12.2 wird bereits
gezeigt, dass diese Worte nicht primitiv sind.

3. Da txayb = xbtxa ist, ist txayb konjugiert zu kürzeren Worten, wenn a und b
unterschiedliche Vorzeichen haben.
Seien ab jetzt a, b ≥ 0. Da txayb = xbtxa ist, sind txa

′
yb
′ ∼ txa mit a′, b′ ≥ 0

und a′ + b′ = a. Es gilt aber

(txb)2k = xkbykb

und daher

(txb)2k+1 = xkbykbtxb = tx(k+1)bykb ∼ tx(2k+1)b.

Entsprechende Aussagen lassen sich zeigen, wenn a, b < 0 sind. Damit repräsen-
tieren die Worte tx±2b mit b ≥ 0 primitive Konjugationsklassen, d.h. es gibt 2
primitive Konjugationsklassen je Wortnorm 2n + 1 mit n ≥ 0.

4. Zunächst sind alle Worte, in denen der Erzeugende r zweimal auftritt, konju-
giert zu kürzeren Worten, da sich diese Worte so umformen lassen, dass sie mit
einer Potenz von r beginnen und enden, wobei sich die Länge höchstens um 1
vergrößert.
Betrachtet man die übrigen Worte, so stellt man als erstes fest, dass trxayb

∼ rtxayb und tr−1xayb ∼ r−1txayb. Außerdem ist trxayb ∼ tr−1x−by−(a+1)

∼ tr−1x−bya−1 bzw. tr−1xayb ∼ trx−(b−1)y−a ∼ trxb+1y−a. D.h. die Worte
trxayb und tr−1xayb sind konjugiert zu tryc oder tr−1xc, wobei c = a oder
b. Nun ist aber y−1 = (tr)2 und x = (tr−1)2. Damit sind tryc und tr−1xc

für c ≥ 1 nicht primitiv. Es bleiben also 2 primitive Konjugationsklassen der
Wortnorm 2 übrig.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp4gm,Sprim (s) =
1

2

∞∑
n=3

ϕ(n)n−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 1)−s + 2 · 2−s

=
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 1

2
+ 3 · 2−(s+1) für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.14.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p4gm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp4gm,S(s) =
1

2
ζ(s− 1) +

1

2
(9 + 2−s)ζ(s)− 1 + 2−s + 3−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und n Konjugationsklassen der Wortnorm 2n− 1 mit n ≥ 1
gibt.

2. Aus Satz 5.12.3 und der Relation rt = r−1x−1 folgt, dass nur die Worte r, r−1,
r2 und r2x kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

3. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte txa mit a ∈ Z kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

4. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte try−a und trxa mit a ≥
0 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind. Alle anderen
Worte sind entweder konjugiert zu diesen Worten oder konjugiert zu kürzeren
Worten.

Es ist also

ζp4gm,S(s) =
∞∑
n=1

(n+ 1) · (2n)−s +
∞∑
n=1

n(2n− 1)−s + 2 + 2−s + 3−s

+ 1 + 2
∞∑
n=2

n−s + 2
∞∑
n=2

n−s

=
1

2
ζ(s− 1) +

1

2
(9 + 2−s)ζ(s)− 1 + 2−s + 3−s für Re(s) > 2

2
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5.15 p3

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p3 =
〈
x, y, r | [x, y] , r3, xr = x−1y, yr = x−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.15.1 Die Elemente von p3 werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb, x−ay−b mit a, b ≥ 0

x−ayb, xay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rxayb, xaybr−1 mit a · b ≥ 0

r−1xayb, xaybr mit a · b ≥ 0 und a 6= 0

xaryb, ybr−1xa mit a · b > 0

rxaybr−1 mit a · b > 0 und |b| ≥ 3

r−1xaybr mit a · b > 0 und |a| ≥ 3

Beweis:

1. Da in p3 die Relation xr = x−1y gilt, folgt die Behauptung aus Satz 3.1.1.

2. Nimmt man jetzt den Erzeugenden r hinzu, so lassen sich auf Grund der Rela-
tionen von p3 die Erzeugenden x und y nicht alle auf einer Seite von r sammeln.
Zunächst lassen sich folgende allgemeine Aussagen machen:

i. Da yr = x−1 ist, repräsentieren die Worte r−1ya und x−ar−1 dieselben
Elemente von p3. Dasselbe gilt für die Worte yar und rx−a. Dabei ist
a ∈ Z. Aus demselben Grund kann es auch die Teilworte ybrxa und xar−1yb

mit a, b ∈ Z\{0} nicht geben. Weiter kann es damit auch keine Teilworte
der Form rxar−1 und r−1yar mit a ∈ Z geben.
Die Worte r−1xar = ryar−1 sind wegen der Relation xr = x−1y für |a| ≤ 2
äquivalent zu kürzeren Worten. Damit sind auch alle Worte, die r−1xar
mit |a| ≤ 2 als Teilwort enthalten, äquivalent zu kürzeren Worten.
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ii. Es kann keine kurzen Worte geben, in denen der Erzeugende r und die
Erzeugenden x und y auftreten und die Exponenten von x und y un-
terschiedliche Vorzeichen haben. Diese Worte sind äquivalent zu kürzeren
Worten, in denen die Exponenten von x und y dasselbe Vorzeichen haben.

iii. Es kann keine kurzen Worte geben, in denen der Erzeugende r zweimal mit
demselben Exponenten auftritt. Diese Worte sind äquivalent zu kürzeren
Worten, in denen der Erzeugende r nur noch einmal mit diesem Exponen-
ten vorkommt.

iv. Worte, in denen der Erzeugende r zweimal auftritt und eine Potenz von
r zwischen zwei Potenzen von x oder zwei Potenzen von y oder zwischen
einer Potenz von x und einer von y steht, brauchen nicht betrachtet zu
werden. Diese Worte sind immer äquivalent zu Worten, in denen die Po-
tenzen von r eine Potenz von x und eine Potenz von y einrahmen, ohne
dass sich die Länge ändert.

Aus diesen Aussagen und der Tatsache, dass die Worte rxaybr−1 und r−1xaybr
nicht als Teilworte längerer Worte auftreten können, ergeben sich die obigen
Formen für die kurzen Repräsentanten von Elementen aus p3, die aus den
Erzeugenden r, x und y gebildet werden. Die Worte rxaybr−1 und r−1xaybr
können nicht als Teilworte längerer Worte auftreten, da solche Worte entwe-
der äquivalent wären zu kürzeren Worten oder aber äquivalent wären zu den
Worten gleicher Länge r−1xa

′
yb
′
r bzw. rxa

′
yb
′
r−1. Es ist z.B. für c ≥ 1

rxaybr−1yc = rxaybx−cr−1 = rxa−cybr−1

und mit d = min(c, a) ist

rxaybr−1xc = rybr−1y−axc = rybrx−dry−(a−d)xc−d = ryb+dr−1y−(a−d)xc−d

und hier ist die Länge um d kleiner. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.15.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p3 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp3,Sprim(s) = 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
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Beweis:

1. Es seien a, b ∈ Z. Konjugiert man xayb mit einer Potenz von r, so sieht man,
dass xayb ∼ xby−(a+b) ∼ x−(a+b)ya. Also ist xayb konjugiert zu einem kürzeren
Wort, falls a und b unterschiedliche Vorzeichen haben. Es gibt somit 2 · ϕ(n)
primitive Konjugationsklassen für jede Wortnorm n ≥ 1.

2. Es ist rxayb = y−aryb, r−1xayb = x−br−1xa, xaybr = xarx−b und xaybr−1 =
ybr−1y−a. Da a und b dasselbe Vorzeichen haben, sind diese Worte damit für
a 6= 0 6= b konjugiert zu kürzeren Worten. Falls a = 0 oder b = 0, sind diese
Worte nicht primitiv, da z.B.

(rxa)3 = y−arrxarxa = y−ar−1xarxa = y−ax−ayaxa = e

und

(ryb)3 = (r−1x−ar−1)3 = r−1x−arx−arx−ar−1 = xay−ax−ayarr−1 = e.

Die anderen Fälle kann man analog zeigen.
Da xaryb ∼ rxayb und ybr−1xa ∼ r−1xayb, liegen diese Worte in bereits unter-
suchten Konjugationsklassen.
Die Worte rxaybr−1 und r−1xaybr sind offensichtlich konjugiert zu kürzeren
Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp3,Sprim(s) = 2
∞∑
n=1

ϕ(n)n−s

= 2 · ζ(s− 1)

ζ(s)
für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.15.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p3 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp3,S(s) = 2 · ζ(s− 1) + 2 + 2−(s−2)

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n Konjugationsklassen der
Wortnorm n ≥ 1 gibt.
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2. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rxa, rya, r−1xa und
r−1ya mit a ≥ 0 mögliche kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugations-
klasse sind. Es gilt aber

rxa = x−1ryxa−1,

d.h. rxa ist für a > 1 konjugiert zu kürzeren Worten. Analoge Aussagen lassen
sich für die andere Worte zeigen. Damit sind nur r, r−1, rx, ry, r−1x und r−1y
kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse.

Es ist also

ζp3,S(s) = 2
∞∑
n=1

n · n−s + 2 + 4 · 2−s

= 2 · ζ(s− 1) + 2 + 2−(s−2) für Re(s) > 2

2

5.16 p31m

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p31m =
〈
x, y, r, t | [x, y] , r2, t2, (tr)3, xr = x, yt = y, xt = x−1y, yr = xy−1

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.16.1 Die Elemente von p31m werden bzgl. des ausgewählten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb, x−ay−b mit a, b ≥ 0

x−ayb, xay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2

2. Worte aus den Erzeugenden x und r:

rxa mit a ∈ Z

3. Worte aus den Erzeugenden y und r:

rya, yar mit a ∈ Z\{0}
yary−b, y−aryb mit a, b ≥ 1

ryar mit |a| ≥ 3

yary−br, y−arybr mit a ≥ 1, b ≥ 3
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4. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rxayb, rx−ay−b, xaybr, x−ay−br mit a, b ≥ 1

5. Worte aus den Erzeugenden x und t:

txa, xat mit a ∈ Z\{0}

xatx−b, x−atxb mit a, b ≥ 1

txat mit |a| ≥ 3

xatx−bt, x−atxbt mit a ≥ 1, b ≥ 3

6. Worte aus den Erzeugenden y und t:

tya mit a ∈ Z

7. Worte aus den Erzeugenden x, y und t:

txayb, tx−ay−b, xaybt, x−ay−bt mit a, b ≥ 1

8. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r und t:

rtxa, trxa, xart, xatr mit a ∈ Z

trtxa, xatrt, trxat mit a ∈ Z

rtya, yatr mit a ∈ Z\{0}

xartxb, xatrxb, xatrtxb mit a · b < 0

xatrxbt, trxatxb mit a · b < 0

yartyb, yatryb mit a · b < 0

9. Worte aus den Erzeugenden x, y, r und t:

rxaybt, txaybr mit a · b > 0

Beweis:

1. Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relationen xt = x−1y
und yr = xy−1.
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2. Da r mit x vertauschbar ist und r Ordnung 2 hat, kann der Erzeugende r nur
einmal und nur mit dem Exponenten 1 in einem kurzen Wort vorkommen. Aus
demselben Grund gibt es zu jedem kurzen Wort, das nur aus den Erzeugenden x
und r gebildet wird, ein äquivalentes kurzes Wort, in dem r der erste Buchstabe
des Wortes ist.

3. Da yr = xy−1 ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.3.1.

4. Da r mit x vertauschbar ist, ist jedes Wort, in dem r zwischen einer Potenz
von x und einer von y steht, äquivalent zu einem gleichlangen Wort, in dem
die Potenzen von x und y nebeneinander stehen. Damit kann man die kurzen
Worte auch so wählen, dass der Erzeugende r entweder der erste oder der letzte
Buchstabe des Wortes ist. Die Vorzeichen der Exponenten von x und y können
dabei nicht verschieden sein, da solche Worte äquivalent sind zu kürzeren Wor-
ten. Kommt der Erzeugende r zweimal vor, so sind diese Worte äquivalent zu
gleichlangen Worten, die nur aus den Erzeugenden t und x gebildet werden
und die daher als Repräsentanten ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse ausgewählt
werden.

5. Da xt = x−1y ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.3.1.

6. Da t mit y vertauschbar ist und t Ordnung 2 hat, kann der Erzeugende t nur
einmal und nur mit dem Exponenten 1 in einem kurzen Wort vorkommen. Aus
demselben Grund gibt es zu jedem kurzen Wort, das nur aus den Erzeugenden y
und t gebildet wird, ein äquivalentes kurzes Wort, in dem t der erste Buchstabe
des Wortes ist.

7. Da t mit y vertauschbar ist, ist jedes Wort, in dem t zwischen einer Potenz
von x und einer von y steht, äquivalent zu einem gleichlangen Wort, in dem
die Potenzen von x und y nebeneinander stehen. Damit kann man die kurzen
Worte auch so wählen, dass der Erzeugende t entweder der erste oder der letzte
Buchstabe des Wortes ist. Die Vorzeichen der Exponenten von x und y können
dabei nicht verschieden sein, da solche Worte äquivalent sind zu kürzeren Wor-
ten. Kommt der Erzeugende t zweimal vor, so sind diese Worte äquivalent zu
gleichlangen Worten, die nur aus den Erzeugenden r und y gebildet werden
und die daher als Repräsentanten ihrer jeweiligen Äquivalenzklasse ausgewählt
werden.

8. In einem kurzen Wort, in dem die Erzeugenden r und t vorkommen, kann die
Anzahl der vorkommenden r und t nicht größer als 3 sein, da sonst das Wort
aufgrund der Relation (tr)3 äquivalent ist zu einem kürzeren Wort. Weiter ist
rtxa = y−art und xatr = try−a. Außerdem sind Worte, die Teilworte der Form
txat oder ryar enthalten, wegen der Relationen xt = x−1y und yr = xy−1
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äquivalent zu kürzeren Worten. Schließlich können in einem kurzen Wort nicht
mehr als zwei durch andere Erzeugende voneinander getrennte Potenzen von x
bzw. y vorkommen, da solche Worte äquivalent sind zu Worten, die ein Teilwort
der Form rxayb, xaybr, txayb oder xaybt mit a · b < 0 enthalten, und diese
Worte wiederum sind äquivalent zu kürzeren Worten. Zieht man all dies in
Betracht, so bleiben nur die genannten Worte übrig als kurze Repräsentanten
von Elementen aus p31m, die aus den Erzeugenden r, t und x oder y gebildet
werden.

9. Worte, in denen einer der Erzeugenden r und t alleine zwischen einer Potenz
von x und einer Potenz von y steht, sind immer äquivalent zu Worten, in denen
die Potenzen von x und y nebeneinander stehen. Zusammen mit den Überle-
gungen aus dem vorigen Punkt folgt dann, dass die genannten Worte die kurzen
Repräsentanten von Elementen aus p31m sind, die aus den Erzeugenden r, t,
x und y gebildet werden. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.16.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p31m ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp31m,S
prim (s) =

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 1 + 2−(s−1)

Beweis:

1. Konjugiert man xayb mit a, b ∈ Z mit den Erzeugenden r und t, so sieht man,
dass xayb ∼ xa+by−b ∼ x−(a+b)ya ∼ x−by−a ∼ xby−(a+b) ∼ x−aya+b. Daraus
folgt, dass xayb konjugiert sind zu kürzeren Worten, falls a und b unterschied-
liche Vorzeichen haben. Weiter ist y = (tx)2 und x = (ry)2. D.h. es gibt ϕ(n)
primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n ≥ 2.

2. Die Worte rxa, rya, yar mit a ∈ Z\{0} und rxayb, rx−ay−b, xaybr und x−ay−br
mit a, b ≥ 1 liegen in denselben Konjugationsklassen. Offensichtlich ist rya ∼
yar, rxayb ∼ xaybr und rx−ay−b ∼ x−ay−br. Weiter ist

y−arxaybya = ryax−axaya+b = ry2a+b.

D.h. es ist rxa ∼ ry2a und rxayb ∼ ry2a+b. Also erzeugt rya eine Konjugations-
klasse für jedes |a| ≥ 1, wobei für |a| ≥ 2 das Wort rya nicht kurz ist in seiner
Konjugationsklasse. Da für a ≥ 0 und b ≥ 1

(rxayb)2k = ((rxayb)2)k = x2ka+kb
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und damit
(rxayb)2k+1 = x2ka+kbrxayb = rx(2k+1)a+kbyb

und weiter rx(2k+1)a+kbyb ∼ ry(2k+1)(2a+b) ist, ist eine Konjugationsklasse nur
dann primitiv, wenn sie ein Wort der Form ry2a mit a ≥ 0 enthält. In diesen
Konjugationsklassen ist rx2a−1

, falls a ≥ 1 ist, und ry, falls a = 0 ist, kurz.
Entsprechende Aussagen gelten, wenn a und b negativ sind. Der Erzeugende r
ist nicht primitiv. Es gibt also 2 primitive Konjugationsklassen der Wortnorm
2 und 2 primitive Konjugationsklassen je Wortnorm 2n + 1 mit n ≥ 0.

3. Die Worte rya und yar sind bereits im vorigen Punkt betrachtet worden.
Die Worte yary−b, y−aryb und ryar sind konjugiert zu kürzeren Worten.
Konjugiert man yary−br mit dem Erzeugenden t, so erhält man

tyary−brt = yatx−bybt = xbya.

Und genauso ist y−arybr ∼ x−by−a. D.h. diese Worte sind konjugiert zu kürze-
ren Worten.

4. Diese Worte sind bereits im Punkt 2. betrachtet worden.

5. Offensichtlich ist txa ∼ xat. Weiter ist

trtxart = trtrxat = trtrtx−aya = rx−aya = y−ar.

D.h. txa ∼ ry−a, und diese Konjugationsklasse wurde bereits in Punkt 2. be-
handelt.
Die Worte xatx−b, x−atxb und txat sind konjugiert zu kürzeren Worten.
Konjugiert man xatx−bt mit r, so erhält man

rxatx−btr = xarxby−br = xayb.

Und genauso ist x−atxbt ∼ x−ay−b. D.h. diese Worte sind konjugiert zu kürzeren
Worten.

6. Es ist
trtyart = trtrxay−at = trtrtx−a = rx−a.

D.h. tya ∼ rx−a, und diese Konjugationsklasse wurde bereits in Punkt 2. be-
handelt.

7. Wieder ist

trtxaybrt = trtrxa+by−bt = trtrtx−(a+b)ya = rx−(a+b)ya = x−by−ar.

Und natürlich ist txayb ∼ xaybt und tx−ay−b ∼ x−ay−bt. Damit liegen diese
Worte in Konjugationsklassen, die bereits in Punkt 2. behandelt wurden.
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8. Offensichtlich ist rtxa ∼ trxa ∼ xart ∼ xatr. Weiter ist

(rtxa)3 = rtrxatrxatxa = rtrtx−ayartx−ayaxa = trry−atya = e.

D.h. diese Worte sind nicht primitiv.
Es ist trtxa ∼ xatrt und trtxa = trx−ayat = ty−art, d.h. diese Worte sind
konjugiert zu kürzeren Worten. trxat ist ebenfalls konjugiert zu einem kürzeren
Wort.
Da rtya ∼ yatr und trrtyart = yart = rxay−at = rtx−a, liegen diese Worte in
einer bereits behandelten Konjugationsklasse.
Die Worte xartxb, xatrxb und xatrtxb sind wegen a·b < 0 konjugiert zu kürzeren
Worten.
Es ist xatrxbt = try−axbt und trxatxb = txay−brt. Und damit sind diese Worte
auch konjugiert zu kürzeren Worten.
Schließlich sind yartyb und yatryb wegen a·b < 0 konjugiert zu kürzeren Worten.

9. Es gilt

rrxaybtr = ybtx−ayar = ybtry−a

und

rtxaybrr = rx−ayatyb = y−artyb.

D.h. diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp31m,S
prim (s) =

∞∑
n=2

ϕ(n)n−s + 2 · 2−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 1)−s

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 1 + 2−(s−1) für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.16.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p31m ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp31m,S(s) = ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 3 + 2−s + 2 · 3−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm n ≥ 1 gibt.
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2. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rxa mit a ∈ Z und
rxay, rx−ay−1 mit a ≥ 0 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugations-
klasse sind.

3. Diese Worte sind entweder konjugiert zu bereits untersuchten Worten oder
konjugiert zu kürzeren Worten.

4. Diese Worte sind in den Konjugationsklassen des Punktes 2. enthalten.

5. Diese Worte liegen entweder in den Konjugationsklassen von Punkt 2. oder
sind konjugiert zu kürzeren Worten.

6. Diese Worte sind in den Konjugationsklassen des Punktes 2. enthalten.

7. Diese Worte sind in den Konjugationsklassen des Punktes 2. enthalten.

8. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass nur die Worte rtxa mit a ∈ Z\{0}
mögliche kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind. Es ist
aber

rtxa = rx−1ytxa−1 = x−1rytxa−1.

Also sind nur die Worte rt, rtx und rtx−1 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen
Konjugationsklasse.

9. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

Es ist also

ζp31m,S(s) =
∞∑
n=1

n · n−s +
∞∑
n=1

n−s + 1 + 2
∞∑
n=2

n−s + 2
∞∑
n=2

n−s + 2−s + 2 · 3−s

= ζ(s− 1) + 5 · ζ(s)− 3 + 2−s + 2 · 3−s für Re(s) > 2

2

5.17 p3m1

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p3m1 = 〈x, y, r,m | [x, y] , r3,m2, rm = r−1, xr = x−1y, yr = x−1, xm = x−1,

ym = x−1y
〉

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.
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Satz 5.17.1 Die Elemente von p3m1 werden bzgl. des ausgewählten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb, x−ay−b mit a, b ≥ 0

x−ayb, xay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2

2. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

rxayb, xaybr−1 mit a · b ≥ 0

r−1xayb, xaybr mit a · b ≥ 0 und a 6= 0

xaryb, ybr−1xa mit a · b > 0

rxaybr−1 mit a · b > 0 und |b| ≥ 3

r−1xaybr mit a · b ≥ 0 und |a| ≥ 3

3. Worte aus den Erzeugenden x und m:

mxa mit a ∈ Z

4. Worte aus den Erzeugenden y und m:

mya, yam mit a ∈ Z\{0}
yamyb, y−amy−b mit a, b ≥ 1

myam mit |a| ≥ 3

yamxbm, y−amy−bm mit a ≥ 1, b ≥ 3

5. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

mxayb,mx−ay−b, xaybm,x−ay−bm mit a, b ≥ 1

6. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r und t:

rmxa, r−1mxa, xarm, xar−1m mit a ∈ Z
r−1mya, ryam mit a ∈ Z\{0}
xarmxb, xar−1mxb mit a · b > 0

yarybm,myaryb, yar−1ybm mit a · b < 0

ryamyb mit a · b > 0



5.17 p3m1 79

Beweis:

1. Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relationen xr = x−1y
und ym = x−1y.

2. Die Elemente r, x und y erzeugen die Gruppe p3 als Untergruppe in p3m1.
Nach Satz 5.15.1 werden die Elemente von p3 durch die Worte diese Punktes
repräsentiert.

3. Da m den Erzeugenden x invertiert und m Ordnung 2 hat, kann m nur einmal
und nur mit dem Exponenten 1 in einem kurzen Wort vorkommen. Aus demsel-
ben Grund gibt es zu jedem kurzen Wort, das nur aus den Erzeugenden x und
m gebildet wird, ein äquivalentes kurzes Wort, in dem m der erste Buchstabe
des Wortes ist.

4. Da ym = x−1y ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.3.1.

5. Nach Abschnitt 3.3 können nur

• mxayb,mx−ay−b, xaybm,x−ay−bm mit a, b ≥ 1

• mxaybm,mx−ay−bm mit a ≥ 1 und b ≥ 3

kurze Worte sein, die Elemente aus p3m1 repräsentieren. Es ist aber mxaybm =
r−1yaxbr mit a, b ∈ Z, d.h. für die Elemente, die von diesen Worten repräsentiert
werden, ist bereits ein kurzer Repräsentant ausgewählt worden.

6. In einem kurzen Wort, in dem die Erzeugenden r und m gemeinsam vorkom-
men, kann jeder der Erzeugenden r und m jeweils nur einmal vorkommen, da
das Wort sonst aufgrund der Relation rm = r−1 äquivalent wäre zu einem kürze-
ren Wort. Steht in einem Wort eine Potenz von x zwischen dem Erzeugenden
m und einer Potenz von r, so ist dieses Wort äquivalent zu einem gleichlangen
Wort, in dem m neben der Potenz von r steht. Worte, in denen Teilworte der
Form yar und r−1ya auftreten, und Worte, die zu solchen Worten äquivalent
sind, sind äquivalent zu Worten, die aus den Erzeugenden r, m und x gebildet
werden. Die Vorzeichen der Exponenten von x und y ergeben sich dann aus
den Relation xr = x−1y und ym = x−1y. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.17.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p3m1 ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp3m1,S
prim (s) =

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 2−s
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Beweis:

1. Da p3m1 die Gruppe p3 als Untergruppe enthält, folgt aus Satz 5.15.2, dass
xayb ∼ xby−(a+b) ∼ x−(a+b)ya. Konjugiert man diese Worte mit m, so erhält
man zusätzlich xayb ∼ x−(a+b)yb ∼ xay−(a+b) ∼ xbya. Also sind die Worte xayb

mit a · b < 0 konjugiert zu kürzeren Worten. Weiter ist (my)2 = x−1y−1 bzw.
(my−1)2 = xy. D.h. es gibt 1 primitive Konjugationsklasse der Wortnorm 1
und ϕ(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n ≥ 3.

2. Diese Worte repräsentieren Elemente von p3 und liegen nach Satz 5.15.2 nicht
in primitiven Konjugationsklassen.

3. Die Worte mxa mit a ∈ Z sind nicht primitiv, da (mxa)2 = e.

4. Die Worte mya, yam mit a ∈ Z\{0} und ya
′
myb

′
mit a′ · b′ > 0 und a′ + b′ = a

liegen in derselben Konjugationsklasse. Da

(mxayb)2k = x−kby2kb

und daher
(mxkbyb)2k+1 = my(2k+1)b,

gibt es 2 primitive Konjugationsklassen für jede Wortnorm 2n + 1 mit n ≥ 0.
Die Worte myam sind offensichtlich konjugiert zu kürzeren Worten. Und für
die Worte yamybm bzw. y−amy−bm gilt

r−1ymybmr = x−ar−1mmx−bybr = x−ar−1ry−b = x−ay−b,

d.h. diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

5. Es gilt mxayb ∼ xaybm und mx−ay−b ∼ x−ay−bm. Weiter ist

xmxaybx−1 = ymxa−1yb−1

und analog x−1mx−ay−bx = y−1mx−(a−1)y−(b−1), d.h. diese Worte sind konju-
giert zu kürzeren Worten.

6. Die Worte rmxa, r−1mxa, xarm, xar−1m, xa
′
rmxb

′
und xa

′
r−1mxb

′
mit a′+b′ =

a liegen alle in derselben Konjugationsklasse. Es ist aber

rrmxar−1 = r−1mr−1y−a = my−a,

d.h. diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.
Weiter ist r−1mya konjugiert zu ryam. Da

r−1r−1myar = rmrx−a = mx−a,

sind auch diese Worte konjugiert zu kürzeren Worten.
Schließlich liegen auch die Worte yarybm, myaryb, yar−1ybm und ryamyb in
einer Konjugationsklasse, in der es ein kürzeres Wort gibt.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp3m1,S
prim (s) = 1 +

∞∑
n=3

ϕ(n)n−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 1)−s

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s − 2−s für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.17.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p3m1 ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp3m1,S(s) = ζ(s− 1) + (2 + 2−s)ζ(s) + 2−(s−1)

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es 2n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und 2n − 1 Konjugationsklassen der Wortnorm 2n − 1 mit
n ≥ 1 gibt.

2. Aus Satz 5.15.3 folgt, dass die Worte r, r−1, rx, ry, r−1x und r−1y mögliche
kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind. Konjugiert man
diese Worte aber mit m, x und y, so zeigt sich, dass r ∼ r−1, rx ∼ r−1y und
ry ∼ r−1x.

3. Diese Worte sind für |a| ≥ 1 konjugiert zu kürzeren Worten. Also ist nur m ein
kurzer Repräsentant seiner Konjugationsklasse.

4. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte mya mit |a| ≥ 1 kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

5. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

6. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

Es ist also

ζp3m1,S(s) =
∞∑
n=1

(2n+ 1)(2n)−s +
∞∑
n=1

(2n− 1)(2n− 1)−s + 2 + 2 · 2−s + 2
∞∑
n=2

n−s

= ζ(s− 1) + (2 + 2−s)ζ(s) + 2−(s−1) für Re(s) > 2

2
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5.18 p6

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p6 =
〈
x, y, r | [x, y] , r6, xr = y, yr = x−1y

〉
bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.18.1 Die Elemente von p6 werden bzgl. des ausgewählten Erzeugendensy-
stems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb, x−ay−b mit a, b ≥ 0

x−ayb, xay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2

2. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r:

rxa, xar, r−1xa, xar−1, r2xa, xar2, r−2xa, xar−2, r3xa mit a ∈ Z

yar, r−1ya, r2ya, yar−2, r3ya mit a ∈ Z\{0}

xarxb, xar−1xb, yaryb, yar−1yb mit a · b > 0

xar2xb, xar−2xb, yar2yb, yar−2yb mit a · b < 0

rxar−1 mit |a| ≥ 3

rxar2 mit a ∈ Z\{0}

xarxbr, yar−1ybr−1, xarxbr2, yar−1ybr−2 mit a · b > 0

ryar2yb mit a · b < 0

xarxbr−1, yar−1ybr mit a · b > 0, |b| ≥ 3

3. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

ybrxa, xar−1yb mit a · b < 0

Beweis:

1. Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relation yr = x−1y.
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2. Besteht das Wort aus einer Potenz von x oder y und zwei Potenzen von r, so
können dabei keine Potenzen von r auftreten, so dass durch die Relation xr = y
die Potenz von x in eine Potenz von y bzw. die Potenz von y in eine Potenz
von x umgewandelt werden kann. Treten in einem Wort zwei Potenzen von x
bzw. y und zwei Potenzen rε1 und rε2 von r auf, so muß |ε1 + ε2| ≥ |ε1|+ |ε2|
oder |ε1 + ε2| = 0 gelten. Die Vorzeichen der Exponenten von x bzw. y werden
durch die Relation yr = x−1y bestimmt.

3. Die Behauptung folgt aus denselben Gründen wie im vorigen Punkt. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.18.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p6 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp6,Sprim(s) =
ζ(s− 1)

ζ(s)

Beweis:

1. Konjugiert man xayb mit den verschiedenen Potenzen von r, so zeigt sich,
dass die Worte xayb, xa+by−a, xby−(a+b), x−ay−b, x−(a+b)ya und x−bya+b in einer
Konjugationsklasse liegen. Demnach sind die Worte xayb konjugiert zu kürzeren
Worten, wenn a und b unterschiedliche Vorzeichen haben. Es gibt also ϕ(n)
primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n ≥ 1.

2. Es ist
rxa ∼ xar ∼ yar ∼ xarxb ∼ yaryb ∼ ybrxa.

Da yrxay−1 = rxa−1, sind diese Worte konjugiert zu r, und r ist von endlicher
Ordnung, d.h. nicht primitiv. Genauso ist

r−1xa ∼ xar−1 ∼ r−1ya ∼ xar−1xb ∼ yar−1yb ∼ xar−1yb

und weiter sind diese Worte konjugiert zu dem Buchstaben r−1, der wieder von
endlicher Ordnung und damit nicht primitiv ist. Offensichtlich ist auch

r2xa ∼ xar2 ∼ r2ya ∼ xar2xb ∼ yar2yb ∼ xarxbr.

Konjugation von r2xa mit x zeigt, dass diese Worte konjugiert sind zu r2 oder
zu r2x je nach dem, ob a gerade oder ungerade ist. Sowohl r2 als auch r2x sind
von endlicher Ordnung und damit nicht primitiv. Analog zeigt man, dass

r−2xa ∼ xar−2 ∼ yar−2 ∼ xar−2xb ∼ yar−2yb
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und dass diese Worte konjugiert sind zu r−2 oder r−2x, welche wieder von
endlicher Ordnung und damit nicht primitiv sind. Weiter ist

r3xa ∼ r3ya ∼ rxar2 ∼ xarxbr2 ∼ yar−1ybr−2 ∼ ryar2yb.

Diese Worte sind nun alle konjugiert zu r3x oder r3, die wiederum von endlicher
Ordnung und damit nicht primitiv sind . Schließlich ist

xarxbr−1 ∼ yar−1ybr.

Diese Worte sind nun konjugiert zu xbya, d.h. zu kürzeren Worten.

3. Für diese Worte gilt mit a, b ≥ 1

y−1ybrx−ay = ybrx−(a−1)

und
yx−ar−1yby−1 = x−(a−1)r−1yb.

Entsprechende Aussagen gelten für y−brxa und xar−1y−a. Damit sind diese
Worte konjugiert zu kürzeren Worten.

Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp6,Sprim(s) =
∞∑
n=1

ϕ(n)n−s

=
ζ(s− 1)

ζ(s)
für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.18.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p6 ausgewählte Erzeugendensystem.
Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp6,S(s) = ζ(s− 1) + 2 + 2−(s−1) + 3−(s−1) + 4−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n Konjugationsklassen der
Wortnorm n ≥ 1 gibt.

2. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte r, r−1, r2, r2x, r−2,
r−2x, r3 und r3x kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse
sind.
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3. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

Es ist also

ζp6,S(s) =
∞∑
n=1

n · n−s + 2 + 2 · 2−s + 3 · 3−s + 4−s

= ζ(s− 1) + 2 + 2−(s−1) + 3−(s−1) + 4−s für Re(s) > 2

2

5.19 p6mm

Der folgende Satz beinhaltet die Liste der Worte, die die Elemente von

p6mm = 〈x, y, r,m | [x, y] , r6,m2, yr = x−1y, xr = y, xm = x−1, ym = x−1y,

rm = r−1y
〉

bzgl. des in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugendensystems S darstellen.

Satz 5.19.1 Die Elemente von p6mm werden bzgl. des ausgewählten Erzeugenden-
systems S durch die folgenden kurzen Worte dargestellt:

1. Worte aus den Erzeugenden x und y:

xayb, x−ay−b mit a, b ≥ 0

x−ayb, xay−b mit a, b ≥ 1 und min(a, b) ≤ 2

2. Worte aus den Erzeugenden x oder y und r:

rxa, xar, r−1xa, xar−1, r2xa, xar2, r−2xa, xar−2, r3xa mit a ∈ Z
yar, r−1ya, r2ya, yar−2, r3ya mit a ∈ Z\{0}
xarxb, xar−1xb, yaryb, yar−1yb mit a · b > 0

xar2xb, xar−2xb, yar2yb, yar−2yb mit a · b < 0

rxar−1 mit |a| ≥ 3

rxar2 mit a ∈ Z\{0}
xarxbr, yar−1ybr−1, xarxbr2, yar−1ybr−2 mit a · b > 0

ryar2yb mit a · b < 0

xarxbr−1, yar−1ybr mit a · b > 0, |b| ≥ 3
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3. Worte aus den Erzeugenden x, y und r:

ybrxa, xar−1yb mit a · b < 0

4. Worte aus den Erzeugenden x und m:

mxa mit a ∈ Z

5. Worte aus den Erzeugenden y und m:

mya, yam mit a ∈ Z\{0}

yamyb, y−amy−b mit a, b ≥ 1

myam mit |a| ≥ 3

yamybm, y−amy−bm mit a ≥ 1, b ≥ 3

6. Worte aus den Erzeugenden x, y und m:

mxayb,mx−ay−b, xaybm,x−ay−bm mit a, b ≥ 1

mxaybm,mx−ay−bm mit a, b ≥ 1

7. Worte aus den Erzeugenden r und m:

rm,mr, r−1m,mr−1, r2m,mr2, r−2m,mr−2, r3m,mr−3

rmr−1, r−1mr, rmr−2, r−2mr, r−1mr2, r2mr−1

8. Worte aus den Erzeugenden x, r und m:

rmxa, xarm, r−1mxa mit a ∈ Z\{0}

r2mxa mit a ∈ Z\{−2, 0}
r−2mxa, r3mxa,mxar3 mit a > 0

mrxa,mr−1xa, xamr−1,mr2xa, xamr2,mr−2xa mit a < 0

rmxar−1, rmr−1xa, r2mxar−1, r2mr−1xa, r−1mxar2 mit a > 0

rmr−2xa, r−1mr2xa mit a < 0

xarxbm,xar−1xbm mit a · b > 0

rmxar−1xb, xar2mxb, xar−2mxb, r2mxar−1xb mit a, b > 0

xamr2xb, xamr−2xb, xarxbmr−1, rxamr−2xb, r−1xamr2xb mit a, b < 0

xmr2,mr3x
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9. Worte aus den Erzeugenden y, r und m:

r−1mya, r−2mya,mr2ya mit a ∈ Z\{0}

rmya,myar,mrya, r2mya, r2yam, r3mya mit a > 0

mr−1ya, r−1yam,mr−2ya,myar−2, r−2yam mit a < 0

r−1mrya, r−1mr2ya, r−2mrya, y−1r2yam mit a > 0

rmr−1ya, rmr−2ya mit a < 0

myaryb, yarybm, yamybr, r2yamyb mit a, b > 0

r−1yamyb,myar−1yb, yar−1ybm, yar−1ybmr2, r−2yamyb, yamybr−2 mit a, b < 0

myar2y−b, yar2mr−1y−b mit a, b > 0

r2mr−1y−1

10. Worte aus den Erzeugenden x, y, r und m:

xyamr2 mit a > 0

rmxayb, r−2mxayb, r3mxayb,mxar2yb mit a, b > 0

xaybmr−1 mit a, b < 0

Beweis:

1. Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.1 angewendet auf die Relationen yr = x−1y
und ym = x−1y.

2. Die Buchstaben x, y und r erzeugen die Gruppe p6 als Untergruppe in p6mm.
Daher folgt die Behauptung aus 5.18.1.

3. Die Buchstaben x, y und r erzeugen die Gruppe p6 als Untergruppe in p6mm.
Daher folgt die Behauptung aus 5.18.1.

4. Da m den Erzeugenden x invertiert und m Ordnung 2 hat, kann der Erzeugende
m nur einmal in einem kurzen Wort auftreten und zwar mit dem Exponenten
1 und alle vorkommenden Potenzen von x lassen sich auf einer Seite von m
zusammenfassen.

5. Die Behauptung folgt aus Satz 3.3.1 angewendet auf die Relation ym = x−1y.

6. Die Behauptung folgt aus Abschnitt 3.3 angewendet auf die Relation ym =
x−1y.
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7. Wendet man die Relation rm = r−1y auf die möglichen Worte aus r und m an,
so sieht man, dass die obigen Worte kurze Worte in ihrer jeweiligen Äquivalenz-
klasse sind und dass alle möglichen Worte durch die obigen Worte repräsentiert
werden.

8. – 10. Jedes kurze Wort, in dem die Erzeugenden r, m und mindestens einer
der Erzeugenden x und y vorkommen, ist äquivalent zu einem Wort der Form

rεmxayb mit ε ∈ {−2,−1, 1, 2, 3} und a, b ∈ Z.

Diese Worte sind eindeutig, d.h. zwei solche Worte sind nicht äquivalent zuein-
ander. Geht man umgekehrt von den Worten rεmxayb aus und bestimmt für
alle ε und alle a, b die dazu äquivalenten kurzen Worte, so zeigt sich, dass die
Worte, die in den Punkten 8. bis 10. aufgezählt sind, gerade die kurzen Worte
aus den Erzeugenden r, m, x und y sind. 2

Für die primitive Zeta-Funktion ergibt sich damit

Satz 5.19.2 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p6mm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp6mm,Sprim (s) =
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s − 1

2
− 2−(s+1)

Beweis:

1. Diese Worte liegen in der Untergruppe p6 von p6mm. Aus Satz 5.18.2 und der
Tatsache, dass mxaybm = x−(a+b)yb ist, folgt, dass xayb, xa+by−a, xby−(a+b),
x−ay−b, x−(a+b)ya, x−bya+b, x−(a+b)yb, x−by−a, xay−(a+b), xa+by−b, xbya und
x−aya+b in einer Konjugationsklasse liegen. Damit sind diese Worte konjugiert
zu kürzeren Worten, wenn a · b < 0. Da y = (rm)2 und xy ∼ x−1y2 = (my)2

ist, gibt es 1
2
ϕ(n) primitive Konjugationsklassen je Wortnorm n ≥ 3.

2. Diese Worte repräsentieren Elemente der Untergruppe p6 in p6mm. Aus Satz
5.18.2 folgt, dass diese Worte entweder nicht primitiv sind oder konjugiert sind
zu kürzeren Worten.

3. Diese Worte repräsentieren ebenfalls Elemente von p6 und sind damit nach
Satz 5.18.2 entweder nicht primitiv oder konjugiert zu kürzeren Worten.

4. Die Worte mxa sind nicht primitiv, da (mxa)2 = e.
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5. Offensichtlich liegen die Worte mya, yam und ya
′
myb

′
mit a′ · b′ > 0 und

a′ + b′ = a in derselben Konjugationsklasse. Weiter ist

(mxayb)2k = x−kby2kb

und damit
(mxkbyb)2k+1 = x−kby2kbmxkbyb = my(2k+1)b.

D.h. es gibt 2 primitive Konjugationsklassen für jede Wortnorm 2n + 1 mit
n ≥ 0.
Die Worte myam sind konjugiert zu kürzeren Worten. Und Konjugation mit r
zeigt, dass yamybm bzw. y−amy−bm konjugiert ist zu xayb bzw. x−ay−b, d.h.
zu kürzeren Worten.

6. Es gilt mxayb ∼ xaybm und mx−ay−b ∼ x−ay−bm. Und es gilt

xmxaybx−1 = xymxayb−1 = ymxa−1yb−1

bzw.
x−1mx−ay−bx = x−1y−1mx−ay−(b−1) = y−1mx−(a−1)y−(b−1).

D.h. diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.
Die Worte mxaybm und mx−ay−bm sind ebenfalls konjugiert zu kürzeren Wor-
ten.

7. Zunächst ist rm ∼ mr, r−1m ∼ mr−1, r2m ∼ mr2, r−2m ∼ mr−2 und r3m ∼
mr3. Weiter ist r−1r2mr = ym, rr−2mr−1 = my−1 und r−1r3mr = rym, d.h.
diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

8. – 10. Die Worte dieser Punkte verteilen sich auf 2 Konjugationsklassen. Das
Kriterium ist dabei die Summe der Beträge der in einem Wort vorkommenden
Exponenten des Erzeugenden r. Es gilt

i. Worte, für die die Summe der Beträge der Exponenten des Erzeugenden
r gleich 2 sind, sind für geeignete Exponenten von x und y konjugiert.

ii. Worte, für die die Summe der Beträge der Exponenten des Erzeugenden r
gleich 1 oder 3 sind, sind für geeignete Exponenten von x und y konjugiert.

Es werden zunächst die Worte betrachtet, für die die Summe der Beträge der
Exponenten von r gleich 2 ist. Diese Worte enthalten entweder r±2 oder sie
enthalten r und r−1, wobei zwischen diesen Teilwörtern der Erzeugende m
steht. In beiden Fällen ist das Wort w äquivalent zu einem Wort w′, für das
gilt:

i. w′ beginnt entweder mit r und endet mit r−1 oder beginnt mit r−1 und
endet mit r.
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ii. l(w′) ≤ l(w) + 2, da beim Vertauschen von r bzw. r−1 mit m maximal 2
Buchstaben dazukommen.

Damit ist w konjugiert zu einem Wort w′′, dessen Länge nicht größer ist als
die Länge von w und in dem der Erzeugende r nicht vorkommt. Diese Worte
wurden bereits in den vorherigen Punkten betrachtet.
Die Worte, für die die Summe der Beträge der Exponenten von r gleich 1 oder
3 ist, sind konjugiert zu rmxa für geeignetes a ∈ Z\{0}. Es sei zunächst a = 2b
mit b ∈ Z\{0}. Dann gilt:

rmx2b = rx−bmxb = x−bybrmxb.

D.h. rmx2b ∼ rmyb. Da y = (rm)2 ist, ist rmyb sowohl für positive als auch
für negative b nicht primitiv. Sei jetzt a = 2b + 1. Dann ist rmx2b+1 ∼
rmxyb und rmx−(2b+1) ∼ rmx−1y−b, wobei jetzt b ≥ 0 ist. Außerdem ist
(mr2y)rmx−1y−b(y−1r−2m) = rmxyb−1 für b ≥ 1 und (rmx−1)2 = e. Es müssen
also nur die Worte rmxyb mit b ≥ 0 betrachtet werden. Es gilt

(rmxa)2k = yk(a+1)

und damit

(rmxa)2k+1 = yk(a+1)rmxa = rmxayk(a+1).

Also ist rmxyb nicht primitiv, wenn b gerade ist. Weiter gilt

(rmxayc)2k = yk(a+2c+1)

und damit

(rmxayc)2k+1 = yk(a+2c+1)rmxayc = rmxay(2k+1)c+k(a+1).

Folglich ist rmxyb nicht primitiv, wenn b = (2k+ 1)c+ 2k ist. rmxyb repräsen-
tiert damit eine primitive Konjugationsklasse, wenn

b 6= (2k + 1)c+ 2k

b+ 1 6= (2k + 1)(c+ 1)

b+ 1 = 2l

b = 2l − 1

Diese Worte sind dann auch kurz in ihrer jeweiligen Konjugationsklasse. Es
gibt somit eine primitive Konjugationsklasse für jede Wortnorm 2n + 2 mit
n ≥ 0.
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Zusammen mit Satz 4.2.2 ist dann

ζp6mm,Sprim (s) =
1

2

∞∑
n=3

ϕ(n)n−s + 2
∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s

=
1

2

ζ(s− 1)

ζ(s)
+ 2

∞∑
n=0

(2n + 1)−s +
∞∑
n=0

(2n + 2)−s − 1

2
− 2−(s+1)

für Re(s) > 2

2

Und damit folgt für die Zeta-Funktion

Satz 5.19.3 Es sei S das in Abschnitt 2.1 für p6mm ausgewählte Erzeugendensy-
stem. Dann gilt für s ∈ C mit Re(s) > 2:

ζp6mm,S(s) =
1

2
ζ(s− 1) +

1

2
(11 + 2−s)ζ(s)− 3 + 3−(s−1) + 4−s

Beweis:

1. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass es n + 1 Konjugationsklassen
der Wortnorm 2n und n Konjugationsklassen der Wortnorm 2n− 1 mit n ≥ 1
gibt.

2. Aus Satz 5.18.3 und der Relation rm = r−1y folgt, dass die Worte r, r2, r2x,
r3 und r3x kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

3. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

4. Diese Worte sind für |a| > 1 konjugiert zu kürzeren Worten. Da ymxy−1 = m
ist, ist nur m ein kurzer Repräsentant seiner Konjugationsklasse.

5. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte mya mit a ∈ Z\{0}
kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

6. Diese Worte sind konjugiert zu kürzeren Worten.

7. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rm und r−1m kurze
Repräsentanten ihrer jeweiligen Konjugationsklasse sind.

8. – 10. Aus dem Beweis des vorigen Satzes folgt, dass die Worte rmx, rmx−1,
rmya, rmy−a und rmxya mit a ≥ 1 kurze Repräsentanten ihrer jeweiligen
Konjugationsklasse sind.
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Es ist also

ζp6mm,S(s) =
∞∑
n=1

(n+ 1)(2n)−s +
∞∑
n=1

n(2n− 1)−s + 1 + 2−s + 2 · 3−s + 4−s + 1

+ 2
∞∑
n=2

n−s + 2 · 2−s + 2 · 3−s + 2
∞∑
n=3

n−s +
∞∑
n=4

n−s

=
1

2
ζ(s− 1) +

1

2
(11 + 2−s)ζ(s)− 3 + 3−(s−1) + 4−s für Re(s) > 2

2
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6 Wachstumsfunktionen

Zur Berechnung der Zeta-Funktionen werden die Worte, die die Elemente einer 2-
dimensionalen kristallographischen Gruppe repräsentieren, untersucht. Damit sind
alle Informationen für die Berechnung der Wachstumsfunktion für diese Gruppen be-
reits vorhanden. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden noch einige allgemeine
Aussagen zur Berechnung der Wachstumsfunktion gemacht, bevor dann im zweiten
Abschnitt die Wachstumsfunktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Grup-
pen angegeben werden.

6.1 Berechnung der Wachstumsfunktion

Die Wachstumsfunktion einer Gruppe G ist definiert als die formale Potenzreihe

WG(z) :=
∑
g∈G

z‖g‖ =
∞∑
n=1

bnz
n,

wobei bn die Anzahl der Elemente von G ist, die die Wortnorm n haben. Um die
Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen zu berechnen,
werden die Worte untersucht, die die Elemente der Gruppe repräsentieren. D.h. es
wird zunächst eine Liste dieser Worte angegeben. Aus dieser Liste kann man den
Koeffiezienten bn der Wachtumsfunktion ablesen.
Die meisten Worte einer 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe sind von einer
der folgenden Formen

1. Es kommt genau eine Potenz von einem der Erzeugenden x oder y vor.

2. Es kommen genau zwei Potenzen von einem der Erzeugenden x oder y vor oder
es kommt genau eine Potenz von x und eine Potenz von y vor.

Der Beitrag eines solchen Wortes zur Wachstumsfunktion läßt sich wie folgt berech-
nen:

1. Es sei a der Exponent von x oder y und m die Länge des Wortes, falls a = 0
ist. Es gibt damit ein oder zwei Worte der Länge m+a mit a 6= 0, je nach dem
ob a = ±a′ mit a′ ∈ N oder a ∈ Z ist. Also liefern Worte von dieser Form den
Summanden

α
∞∑

n=m+1

zn = α

(
1

1− z
−

m∑
n=0

zn
)
,

wobei α ∈ {1, 2} ist und |z| < 1 ist.

2. Es seien a und b die Exponenten von x bzw. y und m die Länge des Wortes, falls
a = 0 = b ist. Damit gibt es α · (a+ b+m) viele Worte der Länge a+ b+m+ 1
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mit a, b 6= 0, wobei α gleich 1, 2 oder 4 ist je nach dem, ob a bzw. b in Z oder
in ±N liegen. Also liefern Worte von dieser Form den Summanden

α
∞∑
n=1

nzm+1+n = αzm+1 z

(1− z)2
= α

zm+2

(1− z)2
,

wobei |z| < 1 ist.

Da es in jeder 2-dimensionalen kristallographischen Gruppe nur endlich viele Worte
gibt, die nicht von einer der obigen Formen sind, erhält man den folgenden Satz.

Satz 6.1.1 Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das zu-
gehörige Erzeugendensystem. Dann ist die Wachstumsfunktion WG,S(z) rational.

Die Liste der Wachstumsfunktionen im nächsten Abschnitt zeigt diese Aussage.

6.2 Liste der Wachstumsfunktionen

Die folgende Liste beinhaltet die Wachstumsfunktionen der 2-dimensionalen kristal-
lographischen Gruppen.

p1

Wp1(z) =
(1 + z)2

(1− z)2

p2

Wp2(z) =
(1 + z)3

(1− z)2

pm

Wpm(z) =
(1 + z)3

(1− z)2

pg

Wpg(z) =
(1 + z)(3z + 1)

(1− z)2

p2mm

Wp2mm(z) =
(1 + z)4

(1− z)2

p2mg

Wp2mg(z) =
(1 + z)2(3z + 1)

(1− z)2
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p2gg

Wp2gg(z) =
(1 + 3z)2

(1− z)2

cm

Wcm(z) =
(1 + z)(2z4 − 2z3 + 3z2 + 2z + 1)

(1− z)2

c2mm

Wc2mm(z) =
(1 + z)2(2z4 − 2z3 + 3z2 + 2z + 1)

(1− z)2

p4

Wp4(z) =
(1 + z)4

(1− z)2

p4mm

Wp4mm(z) =
(1 + z)5

(1− z)2

p4gm

Wp4gm(z) =
z4 + 13z3 + 12z2 + 5z + 1

(1− z)2

p3

Wp3(z) =
2z5 + 2z3 + 9z2 + 4z + 1

(1− z)2

p31m

Wp31m(z) =
−2z6 + 5z5 + 6z4 + 11z3 + 11z2 + 4z + 1

(1− z)2

p3m1

Wp3m1(z) =
4z5 + 2z4 + 11z3 + 15z2 + 5z + 1

(1− z)2

p6

Wp6(z) =
(1 + z)(3z4 + 3z3 + 8z2 + 3z + 1)

(1− z)2

p6mm

Wp6mm(z) =
z7 − 2z6 + 4z5 + 22z4 + 26z3 + 19z2 + 5z + 1

(1− z)2
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7 Anwendung des Taubersatzes

Mit Hilfe eines Spezialfalles des Taubersatzes von Ikehara läßt sich eine Aussage über
das Wachstum der Koeffizienten der Zeta-Funktionen der 2-dimensionalen kristallo-
graphischen Gruppen machen. Zunächst wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels
der Spezialfall des Taubersatzes angegeben. Im zweiten Abschnitt wird dann dieser
Satz auf die ausgerechneten Zeta-Funktionen angewendet.

7.1 Taubersatz von Ikehara

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des Taubersatzes von Ikehara.

Satz 7.1.1 Es sei D(s) =
∑∞
n=1 ann

−s eine Dirichlet-Reihe, die die folgenden Vor-
aussetzungen erfüllt:

1. an ≥ 0 für alle n,

2. D(s) konvergiert absolut für s ∈ C mit Re(s) > 2,

3. D(s) hat eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C,

4. D(s) hat bei s = 2 einen Pol 1. Ordnung,

5. Auf der Geraden Re(s) = 2 liegt kein weiterer Pol von D(s).

Dann gilt ∑
n≤x

an ∼
α

2
· x2

für x→∞. Dabei ist α das Residuum von D(s) bei s = 2.

Eine ausführliche Behandlung des Taubersatzes von Ikehara findet sich in [Del55].

7.2 Anwendung auf Zeta-Funktionen

Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und S das im Abschnitt 2.1
ausgewählte Erzeugendensystem von G. Es seien

ζG,Sprim(s) =
∞∑
n=1

ann
−s

und

ζG,S(s) =
∞∑
n=1

bnn
−s

die zu G gehörigen Zeta-Funktionen. Dann läßt sich über das Wachstum der Koeffi-
zienten an und bn folgende Aussage machen:
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Satz 7.2.1 Es sei G eine 2-dimensionale kristallographische Gruppe und es sei S
das zugehörige Erzeugendensystem. Weiter seien an und bn die Koeffizienten der
Zeta-Funktionen. Dann gibt es αprim, α ∈ R, so dass

∞∑
n≤x

an ∼
αprim

2
· x2

und ∞∑
n≤x

bn ∼
α

2
· x2.

Weiter sind α und π2 · αprim rational.

Beweis: Die Reihen ζG,Sprim(s) und ζG,S(s) erfüllen die Voraussetzungen des Tauber-
satzes von Ikehara. Da an die Anzahl der primitiven Konjugationsklassen und bn die
Anzahl der Konjugationsklassen überhaupt der Wortnorm n sind, sind diese per Defi-
nition größer oder gleich 0. Im Kapitel 5 wurde gezeigt, dass für alle 2-dimensionalen
kristallographischen Gruppen G mit den in Abschnitt 2.1 ausgewählten Erzeugen-
densystemen S die Zeta-Funktionen ζG,Sprim(s) und ζG,S(s) für s ∈ C mit Re(s) > 2
absolut konvergent sind und eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C besitzen. Bei
genauerer Betrachtung der Zeta-Funktionen sieht man, dass auch die Voraussetzun-
gen 4. und 5. erfüllt sind.
Nach dem Taubersatz sind αprim bzw. α die Residuuen von ζG,Sprim(s) und ζG,S(s) an

der Stelle s = 2. Da res2ζ(s − 1) = 1 und res2
ζ(s−1)
ζ(s)

= 6
π2 , sind π2 · αprim und α

rational. 2
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