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Kurzfassung

Die unzerlegharen Moduln {iiber einer zusammenhédngenden, endlich-
dimensionalen, wilden, erblichen Algebra H lassen sich in drei Klassen
unterteilen: In préinjektive, préaprojektive und regulare Moduln. Die unzer-
legbaren préaprojektiven und préinjektiven Moduln kann man mittels ihrer
Dimensionsvektoren, durch die sie eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt sind,
konstruieren. Bei reguldren Moduln ist das jedoch im allgemeinen nicht der Fall.
Elementare Moduln spielen fiir das Verstdndnis der reguldren Moduln eine
wichtige Rolle: Die volle Unterkategorie H —reg der regulédren Moduln iiber einer
wilden erblichen Algebra ist abgeschlossen unter Bildern und Erweiterungen,
jedoch nicht unter Kernen und Cokernen.

Die Klasse der elementaren Moduln ist die kleinste Klasse von Moduln, deren
Erweiterungs-Abschluss H — reg ist.

Es gibt nur endlich viele Coxeter-Bahnen von Dimensionsvektoren von elemen-
taren Moduln. Das bedeutet jedoch im allgemeinen nicht dass es nur endlich
viele 7-Bahnen von elementaren Moduln gibt, da Moduln im allgemeinen durch
ihren Dimensionvektor nicht eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt sind.
Unzerlegbare Moduln ohne Selbsterweiterungen hingegen schon, es gibt also
bis auf Isomorphie nur endlich viele 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne
Selbsterweiterungen.

In jeder zusammenhéngenden, wilden erblichen Algebra mit mindestens drei
Isomorphieklassen von einfachen Moduln gibt es elementare Moduln ohne
Selbsterweiterungen, es ist jedoch im allgemeinen nicht bekannt wie viele.

Es gibt jedoch einen Zusammenhang zwischen elementaren Moduln ohne Selbst-
erweiterungen und préaprojektiven Kippmoduln: Man kann elementare Moduln
ohne Selbsterweiterungen konstruieren, indem man reguldre Komplemente zu
fast vollstdndigen praprojektiven Kippmoduln findet. Damit erhilt man alle
7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen.

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist eine, auf diese Weise erstellte, vollstandige
Liste aller 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen fiir
Wegealgebren iiber einem Ko&cher mit 3 oder 4 Punkten. Eine wilde erbliche
Algebra mit 4 Punkten hat maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne
Selbsterweiterungen; eine wilde erbliche Algebra mit 3 Punkten maximal 3.

Weiterhin wurde fiir eine Wegealgebra H {iber einem Ko&cher ohne Spitze
gezeigt:

Ist E ein elementarer H-Modul ohne Selbsterweiterungen, dann gibt es ein [ € N
und einen préprojektiven Kippmodul M, so dass fiir H' = Endgy (M) der Modul
7 Homp (M, 75'E) priprojektiv iiber einer Faktoralgebra von H’ nach einem
Idempotent ist.



Abstract

The indecomposable modules over a connected finite-dimensional wild hereditary
algebra H can be distinguished into three classes: preinjective, preprojective and
regular ones. Since the indecomposable preprojective and preinjective modules
are, up to isomorphism, uniquely determined by their dimension vectors, they
can be constructed. For regular modules this is in general not the case.

Elementary modules play an important role for the understanding of regu-
lar modules: The full subcategory H — reg of regular modules over a wild
hereditary algebra is closed under images and extensions, but not under kernels
and cokernels. The class of elementary modules is the smallest class of modules
whose extension-closure is H — reg.

There are only finitely many Coxeter-orbits of dimension vectors of ele-
mentary modules. In general this does not mean that there are only finitely
many 7-orbits of elementary modules, since in general modules are not uniquely
determined by their dimension vector up to isomorphism.

But indecomposable modules without selfextensions are. Therefore there are,
up to isomorphism, only finitely many 7-orbits of elementary modules without
selfextensions.

However, there are indecomposable modules without selfextensions in any
connected wild hereditary algebra with at least three isomorphism classes of
simple modules. But it is not known how many there are.

There is a connection between elementary modules without selfextensions
and preprojective tilting modules:

One can construct elementary modules without selfextensions by finding regular
complements of almost complete preprojective tilting modules. Thereby one
obtains all 7-orbits of elementary modules without selfextensions.

The main result of this elaboration is a complete list of all 7-orbits of ele-
mentary modules without selfextensions for all pathalgebras over quivers with
4 or 3 points. There are at the most 8 7-orbits of elementary modules without
selfextensions in the four point case, and at most three in the thee point case.

Furthermore, for a pathalgebra H over a quiver without a tip a second
result is presented: For each elementary H-module £ without selfextensions the-
re is an [ € N and a preprojective tilting module M, such that for H' = End g (M)
the module 7 Homy (M, 7 E) is preprojective over a factoralgebra of H' by
an idempotent.
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Einleitung

Die unzerlegbaren Moduln {iber einer zusammenhéngenden, endlich-
dimensionalen, wilden, erblichen Algebra H lassen sich in drei Klassen
unterteilen: In préinjektive, préaprojektive und regulare Moduln. Die unzer-
legbaren préaprojektiven und préinjektiven Moduln kann man mittels ihrer
Dimensionsvektoren, durch die sie eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt sind,
konstruieren. Bei den reguldren Moduln ist das jedoch im allgemeinen nicht der
Fall.

Elementare Moduln spielen fiir das Verstdndnis der reguldren Moduln eine
wichtige Rolle: Die volle Unterkategorie H —reg der reguldren Moduln {iber einer
wilden erblichen Algebra ist abgeschlossen unter Bildern und Erweiterungen,
jedoch nicht unter Kernen und Cokernen.

Ein reguldrer Modul E, der keinen reguldren Untermodul U # 0 hat, so dass
0+ E/U wieder regular ist, heifit elementar.

Die Klasse £ der elementaren Moduln ist dann die kleinste Klasse von Moduln,
so dass jeder reguldre Modul R eine Filtrierung R = X9 D X; D ... D X,1 D
X, = 0 von reguldren Moduln besitzt, so dass X;/X; 1 wieder in dieser Klasse
liegt.

In dieser Hinsicht entsprechen die elementaren Moduln in wilden erblichen
Algebren den quasi-einfachen Moduln von zahmen erblichen Algebren (Gemein-
samkeiten und Unterschiede siehe [12], [14]).

€ ist also die kleinste Klasse von Moduln deren Erweiterungs-Abschluss H — reg
ist.

Jetzt ist natiirlich interessant, wie “klein” die Klasse & ist: Es gibt nur
endlich viele Coxeter-Bahnen von Dimensionsvektoren von elementaren Moduln
[12]. Das bedeutet jedoch im allgemeinen nicht, dass es nur endlich viele
7-Bahnen von elementaren Moduln gibt, da Moduln im allgemeinen durch ihren
Dimensionvektor nicht eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt sind.
Unzerlegbare Moduln ohne Selbsterweiterungen hingegen schon. Also folgt
aus [12] direkt, dass es, bis auf Isomorphie, nur endlich viele 7-Bahnen von
elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen gibt.



In jeder zusammenh#ngenden, wilden erblichen Algebra mit mindestens
drei Isomorphieklassen von einfachen Moduln gibt es elementare Moduln ohne
Selbsterweiterungen.

Dariiberhinaus gibt es unendlich viele Algebren, in denen alle elementaren
Moduln keine Selbsterweiterungen haben; in denen es also, bis auf Isomorphie,
nur endlich viele 7-Bahnen von elementaren Moduln gibt [12].

Es ist jedoch nicht bekannt, wieviele 7-Bahnen von elementaren Moduln mit
oder ohne Selbsterweiterungen es gibt. Es gibt jedoch einen Zusammenhang
zwischen elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen und préprojektiven
Kippmoduln:

Ein regularer Modul E ohne Selbsterweiterungen ist genau dann elementar,
wenn es ein N € N gibt, so dass 77'E fiir alle | > N ein priprojektives
Kippkomplement hat (Siehe [11]).

Man kann also elementare Moduln ohne Selbsterweiterungen konstruieren, indem
man reguldre Komplemente zu fast vollstédndigen préprojektiven Kippmoduln
findet. Dies ist ein grofler Vorteil, da die praprojektiven Moduln vollstéindig
konstruierbar sind.

Kennt man also alle reguldren Komplemente zu allen fast vollstdndigen
praprojektiven Kippmoduln, so kennt man alle elementaren Moduln ohne
Selbsterweiterungen.

Die Frage ist jetzt natiirlich, wie man diese Komplemente findet und wie
viele man berechnen muss, um alle 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne
Selbsterweiterungen zu erhalten.

Zu jedem fast vollstindigen préaprojektiven Kippmodul 7" gibt es maximal zwei
Komplemente X und X*; auflerdem gibt es, modulo der 7-Verschiebung und
Isomorphie, auch nur endlich viele préaprojektive Kippmoduln. Man muss also
nur endlich viele Komplemente finden.

Diese Konstruktion ist allerdings nicht injektiv, es gibt namlich, auch modulo
7-Verschiebung und Isomorphie, verschiedene fast vollstdndige praprojektive
Kippmoduln, die reguldre Komplemente in derselben 7-Bahn haben.

Ist ein Komplement X von 7" bekannt, so kann X* mit Hilfe von 2.6 kon-
struiert werden: X* ist der Cokern der minimalen links add(7”)-Approximation
von X.

Es reicht natiirlich, den Dimensionsvektor von X* zu berechnen, da Moduln
ohne Selbsterweiterungen durch diesen eindeutig bestimmt sind.

Durchlauft 7" nun alle préprojektiven Kippmoduln und X alle direkten Sum-
manden von 7', so liefert X* alle moglichen Komplemente. Ist ein Komplement
reguldr, dann ist es auch elementar und hat keine Selbsterweiterungen. Man
erhélt also alle 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen.

In den Kapiteln 6 und 7 folgt eine vollstindige Liste aller 7-Bahnen von
elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen fiir Wegealgebren iiber einem
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Kocher mit 3 oder 4 Punkten {iber einem beliebigen Korper. Denn unzerlegbare
Moduln ohne Selbsterweiterungen sind durch ihre Dimensionsvektoren eindeutig
bestimmt. Dies haben Kac ([9]) fiir positive Charakteristik und Schofield ([16])
fiir Charakteristik 0 gezeigt. Fine wilde erbliche Algebra mit 4 Punkten hat
maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen; eine
wilde erbliche Algebra mit 3 Punkten maximal 3.

Fiir einen Kocher ohne Spitze enthalt man

Proposition:

Sei E ein elementarer H-Modul ohne Selbsterweiterungen. Dann gilt:

Es gibt ein | € N wund einen prdiprojektiven Kippmodul M, so dass fiir
H' = Endy (M) der Modul Ty Hompy (M, m5'E) priprojektiv iber einer Faktoral-
gebra von H' nach einem Idempotent ist.

Fiir einen Kocher vom Typ

a2

2 3 21 +1

L+ Flpr +2<~—0UL+ .. Ly +3 n—2<—n-—1

1

gibt es mazimal 2™ 4+ 2n — 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbst-
erweiterungen, die man auch explizit angeben kann (siehe Proposition 8.2).

An dieser Stelle mochte ich Prof. Dr. O. Kerner herzlich danken. Ohne
seine stidndige Gespréachsbereitschaft und Anregungen héatte diese Arbeit nicht
entstehen konnen.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Abschnitt werden zunéchst die elementaren Definitionen und Konzepte
aus der Algebra und der Darstellungstheorie wiederholt, um einen kurzen Einblick
in die Theorie zu liefern.

Ein Kdcher Q ist ein gerichteter Graph, das heifit ein Tupel Q = (Qy, Q),
bestehend aus der Menge der Punkte (der Knoten) Qy und der Menge
der Pfeile (der gerichteten Kanten) Q;. Wir werden im folgenden nur lokal
endliche Kocher betrachten; das sind Kocher, in denen in jedem Punkt nur

endlich viele Pfeile starten und enden. Es ist jedoch ausdriicklich zugelassen,
dass Qy und Q; unendlich sind.

Ein Kocher heifit endlich, wenn Qg und Q; endliche Mengen sind.

Eine Folge von Pfeilen « ... a; ist genau dann ein Weg der Linge [, wenn
fir alle 1 < ¢ <[ — 1 gilt: Der Endpunkt von «; ist der Startpunkt von
a;+1. Um bei der Konstruktion der Wegealgebra eine Algebra mit Eins zu
erhalten, werden die Punkte des Kochers als Wege e; der Lénge 0 betrachtet.

Ein Weg, der mindestens einen Pfeil enthélt, heifit orientierter Zykel, wenn
sein Startpunkt mit seinem Endpunkt iibereinstimmt. Bei den weiteren
Uberlegungen werden wir nur Kocher ohne orientierte Zykel zulassen.

Die Wegealgebra kQ eines Kochers Q ist ein k-Vektorraum, dessen Ba-
sis die Wege in Q sind. Die Multiplikation ist dabei folgendermaflen defi-
niert: Sind wy = as...a3 und wy = G, ... (1 zwei Wege, so ist das Produkt
Wiwy = Qs . ..a1 0 ... 0 falls dies ein Weg ist und 0 sonst. Mit dieser Mul-
tiplikation wird k Q eine k-Algebra (mit Eins ), e; falls Qp endlich ist).
Die Wegealgebra ist genau dann endlich-dimensional, wenn Q ein endlicher
Kocher ohne orientierte Zykel ist.

Die Wegekategorie W(Q) eines Kochers Q enthélt die Punkte als Objekte;
die Morphismen sind die Wege in Q. (Da wir die leeren Wege hinzugenom-
men haben, ist W(Q) eine Kategorie.)
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e Fine endlich dimensionale Ai-lineare Darstellung von Q ist ein kovari-
anter Funktor von W(Q) in die Kategorie der endlich-dimensionalen k-
Vektorraume. Das heifit, eine Darstellung M l&sst sich auffassen als ein
Tupel von zwei Familien M = ((M(%))icg,, (M(a))acg,), wobei die M (i)
endlich-dimensionale Vektorrdume und die M(a) k-lineare Abbildungen
sind, die den Pfeilen in Q entsprechen.

e Ein Morphismus zwischen zwei Darstellungen ist eine natiirliche Transfor-
mation der beiden Funktoren. Das heifit, ein Morphismus ist eine Familie
von Abbildungen (f;)icq,, die die entsprechenden Diagramme kommutativ
machen.

e Damit wird die Gesamtheit der endlich-dimensionalen k-linearen Darstel-
lungen zu der Kategorie rep, Q.

e Fir einen endlichen Kocher Q sind die Kategorie der Linksmoduln iiber der
Wegealgebra k£ Q-mod und rep, Q dquivalent.

Nachdem nun einige elementare Definitionen der Darstellungstheorie eingefiihrt
wurden, folgen Bezeichnungen fiir wichtige Kocher:

e Sei Q = (Qq, Q) ein zusammenhingender Koécher und [ ein Intervall in
Z, dann ist I Q der Kocher mit den Punkten {(u,v) | u € I,v € Qy} und,
wenn b+1 € [ und a : x — y in Q, ist, den Pfeilen (a, ) : (a,z) —(a,y)
und (b,a)" : (b,y) —(b+ 1, z).

e Q" ist der duale Kocher zu Q (das heifit alle Pfeile werden umgedreht).
o A ist der Kocher ¢ — ¢ — ¢ —— ...

Als néchstes werden die Bedingungen an die Algebra, die ab jetzt H heift,
erldutert. Die Kategorie der endlich-dimensionalen H-Linksmoduln bezeichnen
wir dann mit H-mod.

H sei eine endlich-dimensionale k-Algebra iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper k. Diese Voraussetzung vereinfacht die Situation, weil es dann bis auf
Isomorphie aufler k£ keine endlich-dimensionale k-Divisionsalgebra gibt. Die wei-
teren Eigenschaften, die H erfiillen soll (zusammenhéngend wild erblich), werden
nun erklért:

Definition 1.1. Fine Algebra A heifit erblich, falls eine der folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfillt ist:

(1) Die globale Dimension von A ist kleiner gleich 1.

(ii) Der Funktor Ext%(—, —) verschwindet.

(111) Untermoduln von projektiven A-Linksmoduln sind projektiv.

Definition 1.2. Fine endlich-dimensionale Algebra A heifst Basisalgebra, falls
aus A = @, P, mit P; unzerlegbar projektiv bereits P, % P; fiir i # j folgt.
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Eine beliebige endlich-dimensionale Algebra A ist von der Form A =
@D, , P(1)™ mit m; € N, P(i) unzerlegbar Projektiv und P, 2 P; fiir i # j.
In diesem Fall ist A := End4(@D;"_, P;) eine Basisalgebra, und die Kategorien A-
mod und A-mod sind dquivalent (siehe [2, S.35 Proposition 2.5]); A und A heiflen
dann Morita-Aquivalent.

Weiterhin gilt: Ist C' eine beliebige endlich-dimensionale erbliche Basisalgebra,
dann ist C' isomorph zu der Wegealgebra eines eindeutig bestimmten Kochers
ohne orientierte Zykel und ohne Relationen, der genau n Punkte enthalt.

H ist also Morita-Aquivalent zu der Wegealgebra eines Koéchers Q mit dieser
Eigenschaft. Q bezeichnen wir im folgenden auch als den zu H gehérigen Kocher.

Definition 1.3. FEine endlich-dimensionale erbliche k-Algebra A heifst wild erb-
lich falls es zu jeder endlich-dimensionalen k-Algebra B einen additiven, treuen,
exakten und vollen Funktor Fg : B — mod — A — mod gibt.

Aquivalent dazu ist, dass der zugehdrige Kocher Q wild ist, das heifit weder
vom Dynkinschen noch vom Euklidischen Typ ist.
Eine Begriindung, warum wild erbliche Algebren von besonderem Interesse sind,
ist direkt aus der Definition ersichtlich: einige Aussagen in A-mod kénnen mittels
Fp auf B-mod zuriickgefiihrt werden.

Definition 1.4. Eine endlich-dimensionale Algebra A heiffit zusammenhéngend,
falls alle primitiven  Idempotente in A in  folgender Relation stehen:
e~feder=ce,...,6.= f mit e;Ae; 1 # 0 oder e; 1 Ae; # 0.

A ist genau dann zusammenhingend, wenn der zugehorige Kocher Q ein
zusammenhéangender Graph ist.

Die Kategorie H-mod ist dann &quivalent zu kQ-mod und damit auch
zu rep, @, wobei Q ein endlicher, zusammenhéngender, wilder K&cher ohne
orientierte Zykel und ohne Relationen ist. Wir werden deshalb diese Kategorien
nicht unterscheiden.

Im folgenden sei n die Anzahl der Punkte von Q; sie stimmt tiberein mit der
Anzahl der Isomorphieklassen von einfachen H-Moduln.

Nachdem nun die Eigenschaften von H erldutert worden sind, wird nun der
Auslander-Reiten-Kocher beschrieben. Dazu benétigen wir jedoch noch einige
Definitionen:

Definition 1.5. Die Auslander-Reiten-Verschiebung 7 in I'(H) und in H-mod
ist der Funktor DExty, (—, H), wobei D=Hompy(—, K) die Dualitit ist.

e Weil H erblich ist, ist 7 voll und linksexakt.
e Fiir einen H-Modul X heifit die Menge {7°X | i € Z} die 7-Bahn von X.



Definition 1.6. Fin Morphismus f : N — M in H-mod heif$t rechtsminimal,
falls gilt: Ist o € Endy(N) mit f = af, dann ist o € Auty(N). Dual dazu heifit
f linksminimal, falls gilt: Ist 3 € Endy (M) mit fG = f, dann ist € Auty(M).

e Ein Monomorphismus ist rechtsminimal.

e Ein Epimorphismus ist linksminimal.

Definition 1.7. Ein Morphismus f : X — Y in H-mod heifit rechtsfastzerfal-
lend, falls gilt:

(1) f ist kein zerfallender Epi.

(i1) Ist h : Z —Y in H-mod kein zerfallender Epi, dann faktorisiert h iber f.
Dual dazu heifst ein Morphismus f: X — Y in H-mod linksfastzerfallend, falls
qgilt:

(1) f ist kein zerfallender Mono.

(i1) Ist g : X — Z in H-mod kein zerfallender Mono, dann faktorisiert g ber

f.

Definition 1.8. FEin rechtsminimaler rechtsfastzerfallender Morphismus in H -
mod heifst Senkenabbildung. Fin linksminimaler linksfastzerfallender Morphis-
mus in H-mod heifst Quellenabbildung.

Definition 1.9. FEine kurze exakte Folge n : 0—x-Lyvy 2z o heifst
Auslander-Reiten-Folge oder fast zerfallende Folge, falls gilt:

(i) n zerfdllt nicht.

(i1) Ist M € H-mod und ¢ : X — M kein zerfallender Mono, dann faktorisiert
¢ tber f.

(111) Ist N € H-mod und v : N — Z kein zerfallender Epi, dann faktorisiert 1
iber g.

st 0— X 25V 2570 eine Auslander-Reiten-Folge, dann gilt:

X ist nicht injektiv und Z ist nicht projektiv (wegen (i)).

X und Z sind unzerlegbar (wegen (ii),(iii)).

Der Mittelterm Y ist im allgemeinen nicht unzerlegbar (siche “quasiein-
fach”).

f ist eine Quellenabbildung und g ist eine Senkenabbildung.

Istn: 0—X-5Y .70 eine kurze exakte Folge, a eine Quel-
lenabbildung und (3 eine Senkenabbildung, dann ist 7 eine Auslander-
Reiten-Folge.

Ist Z € H-mod unzerlegbar und nicht projektiv, so gibt es genau eine Auslander-
Reiten-Folge, die in Z endet; sie startet in 7. Dual dazu gibt es fiir einen un-
zerlegbaren nicht injektiven Modul X genau eine Auslander-Reiten-Folge, die in
X startet; sie endet in 77 X.



Definition 1.10. Fiir zwei H-Moduln X und Y seien

e rad(X,Y) = {f€Homy(X,Y)|Vge€Homy(Y,X): :idxy — fg € Auty(X)}
o rad*(X,Y) = {f€Homy(X,Y)|3Ze H-mod mit f € rad(X, Z)rad(Z,Y)}

e Ir(X,Y) = rad(X,Y)/rad*(X,Y)

Definition 1.11. Ein Morphismus f # 0 zwischen zwei H-Moduln heifit irre-
duzibel, falls er weder ein zerfallender Epi, noch ein zerfallender Mono ist und
fiir jede Faktorisierung f = af gilt: « ist ein zerfallender Mono oder (3 ist ein
zerfallender Epi.

e Sind XY unzerleghare H-Moduln, dann ist eine Abbildung f : X — Y
genau dann irreduzibel, wenn ihre Restklasse in Irr(X,Y)\{0} liegt.

o Ist 0— X -2V %70 cine Auslander-Reiten-Folge, dann sind f
und g irreduzibel.

Der Auslander-Reiten-Koécher:

Der Auslander-Reiten-Kocher von H wird mit I'(H) bezeichnet. Ublicherweise
werden die Punkte dieses Kochers mit den Isomorphieklassen von unzerlegba-
ren Moduln identifiziert. Fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Betrachtungen ist
diese Darstellung jedoch sehr unpraktisch. Deshalb wéahlen wir aus jeder dieser
Isomorphieklassen einen festen Reprisentanten aus und erhalten somit ein festes,
vollstandiges Repréasentanten-System von Isomorphieklassen von unzerlegbaren
H-Moduln. Die Punkte von I'(H) identifizieren wir mit den unzerlegbaren Mo-
duln, die als Reprédsentanten gew#hlt wurden. Die Reprédsentanten der Isomor-

phieklassen von einfachen Moduln werden dann mit S5i,...,.5, bezeichnet, die
ihrer projektiven Uberlagerungen mit Py, ..., P, und die ihrer injektiven Hiillen
mit Il, e ,In.

Die Pfeile zwischen den Punkten entsprechen irreduziblen Abbildungen, dabei
gibt es fiir zwei Reprasentanten X und Y genau dim,Irr(X,Y) Pfeile von X
nach Y. Die Zusammenhangskomponenten des Graphen I'( H) heifien hier schlicht
Komponenten. Genau eine Komponente des Auslander-Reiten-Kéchers ist von
der Form N Q*. Sie heifit die praprojektive Komponente P(H) und besteht aus
genau n 7~ -Bahnen, die je mit einem P; beginnen. Dual hierzu existiert genau
eine Komponente, die von der Form —N Q™ ist. Sie heifit die prainjektive Kom-
ponente Z(H) und besteht ebenfalls aus genau n 7-Bahnen, die je mit einem
I; enden. Weil H zusammenhingend und wild-erblich ist, besteht I'(H) neben
diesen Komponenten aus unendlich vielen weiteren Komponenten; sie heiflen re-
guldre Komponenten und sind alle vom Typ ZA.,. I'(H) l4sst sich folgendermaflen
visualisieren:
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Jetzt folgt eine Einfiihrung der den weiteren Uberlegungen zugrundeliegenden
Konzepte. Zunichst werden die grundlegenden Definitionen und Aussagen ein-
gefiihrt, einige bekannte Aussagen iiber die Struktur der reguldaren Komponenten
rekapituliert. Fiir Details dieser Ergebnisse und weitere Informationen iiber den
Auslander-Reiten-Kocher siehe [2],[15].

Notation:

Morphismen in H-mod werden rechts von dem Argument geschrieben (das heifit
(x)f statt f(x)); Kompositionen von Morphismen in H-mod werden von links
nach rechts geschrieben, aber Kompositionen von Ringhomomorphismen von
rechts nach links. Das heifit: Sind X3, Xy, X5 € H-mod und f; : X; — Xo,
fo: Xo— X5, dann ist fi fo : X3 — X3 die Komposition.

Definition 1.12. FEin  unzerlegbarer H-Modul X  heiffit  praprojek-
tiv/regular /prainjektiv, falls der Reprdisentant der Isomorphieklasse von X
ein Punkt in einer prdaprojektiven/requldreren/prainjektiven Komponente von
[I'(H) ist. Ein H-Modul heifit praprojektiv/regular/prainjektiv, falls alle seine
unzerlegbaren direkten Summanden praprojektiv/requlir/prainjektiv sind.

e X ist genau dann praprojektiv bzw. préinjektiv, wenn 7" X = 0 bzw.

77" X =0 fiir ein r > 0 gilt. X ist genau dann regular, wenn 77"7"X = X
tiir alle r € Z gilt.

e Regulidre Moduln bilden nur trivial in préaprojektive Moduln ab und préin-
jektive Moduln nur trivial in regulédre und préaprojektive Moduln.

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Betrachtung der Homomorphismenrdume von
Moduln ist die Auslander-Reiten-Formel:



Satz 1.13. [Auslander-Reiten-Formel fiir erbliche Algebren| Sind X,Y H-
Moduln, dann existieren funktorielle Isomorphismen

Homy (Y, 7X) ~ DExt(X,Y) ~ Homy (7Y, X)
Beweis. siehe [15, 2.4 (6) und (6*)].

e 7 induziert eine Bijektion auf den Objekten von H-reg der vollen Unterkate-
gorie der reguldren Moduln von H-mod; mit der Auslander-Reiten-Formel
folgt dann, dass 7 eine Aquivalenz mit Aquivalenzinversem 7~ auf H-reg
ist.

e H-reg ist abgeschlossen unter Bildern und Erweiterungen.

Definition 1.14. Fin unzerlegbarer regulirer Modul X heifit quasieinfach, falls
die Auslander-Reiten-Sequenzen, die in X starten oder enden, einen unzerlegba-
ren Mittelterm haben.

e X ist genau dann quasieinfach, wenn 7' X fiir alle ¢ € Z quasieinfach ist.

e Ist X quasieinfach, so sind alle Y = X auch quasieinfach.
Definition 1.15. Fin unzerlegbarer H-Modul X heifit Ziegel, falls Endy (X) ~ k.

e Im allgemeinen ist X ein Ziegel, wenn rad Endy(X) = 0 gilt, also wenn
Endg (X) eine k-Divisionsalgebra ist. Weil k algebraisch abgeschlossen ist,
gibt es jedoch aufler £ keine endlich-dimensionalen k-Divisionsalgebren, das
heifit Endy (X) = k.

e Ist Z ein Ziegel, dann sind auch alle Y = Z Ziegel.

Definition 1.16. Ein A-Modul M heifit aufrichtig falls fiir jeden unterlegbar
projektiven A-Modul P gilt Homa (P, M) # 0.

Definition 1.17. Sei C eine volle Unterkategorie von A — mod, C' € C und
M € A—mod. Ein Morphismus f : C'— M heifit rechts C-Approximation, falls
gilt: Ist C" € C und g : C' — M, so existiert ein §: C' — C mit §f = g.

Dual dazu definiert man:

Definition 1.18. Sei C eine volle Unterkategorie von A — mod, C' € C und
M € A —mod. Ein Morphismus g : M — C' heifst links C-Approximation falls
gilt: Ist " € C und h : M — C', so existiert ein h : C — C" mit gh = h.

Bemerkungen:

e Eine rechtsminimale rechts C-Approximation heifft minimale rechts C-
Approximation.

o f: M— N in H — mod ist rechtsminimal genau dann, wenn kein nicht-
trivialer direkter Summand von M in ker f liegt.
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e Ist f: C'— M eine rechts C-Approximation, dann existiert eine minimale
rechts C-Approximation fy : Co — M. Diese ist bis auf Isomorphie eindeu-
tig bestimmt; d.h. ist f : C" — M eine weitere, dann ist C' = C".

e Fiir links C-Approximation gelten die dualen Aussagen.

Es ist viel einfacher, die Dimensionsvektoren der Moduln in der 7-Bahn eines
Moduls zu berechnen als die Moduln.

Definition 1.19.

e dim X := (dim Homp (P(i), X)) heifst Dimensionsvektor von X.

1<i<n

dim P(1)\

o Oy := : € GL(n,Z) heifit Cartanmatriz.
dim P(n)

o Oy = —C’;C’H € GL(n, Z) heifit Coxetermatriz.
e Die Abbildung ® : Z" — 7", x v+ x®y heifit Coxetertransformation.

Der i-te Eintrag des Dimensionsvektors eines Moduls ist also die Dimension
des Vektorraums an der Stelle der zugehorigen Darstellung.

Corollar 1.20.

(a) Sei M ein unzerlegbarer nicht projektiver Modul in H — mod, dann gilt:
dim 7 M = &y (dim M).

(b) Sei N ein unzerlegbarer nicht injektiver Modul in H — mod, dann gilt:
dim 7~ N = &5 (dim N).

Beweis: Siehe z.B. [1, Kap.4, Corollar 2.9].
Bemerkung:
Mittels der Coxetertransformation kénnen also die Dimensionsvektoren der
Moduln in der 7-Bahn eines Moduls leicht berechnet werden.
Moduln ohne Selbsterweiterungen sind durch ihren Dimensionsvektor eindeutig
bestimmt, also konnen mit der Coxetertransformation die 7-Bahnen dieser
Moduln berechnet werden. Denn wenn X keine Selbsterweiterungen hat, so hat
auch 75X keine.
Insbesondere konnen also auch alle praprojektiven und priinjektiven Moduln
damit bestimmt werden.

Lemma 1.21. Seien X,Y € H-mod, z; die i-te Komponente von dim X (analog
fiir y;) und p;; die Anzahl der Pfeile von i nach j . Dann gilt

i=1 1<4,j<n

Beweis. siehe [15, S.71].
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Kapitel 2

Kipptheorie

Definition 2.1. Ein A-Modul T heifit partieller Kippmodul, falls pdT < 1 und
Exty(T,T) = 0.

Fiir erbliche Algebren ist die erste Bedingung natiirlich trivial und wird des-
wegen weggelassen.

Definition 2.2. FEin partieller Kippmodul T heif§t fast vollstindiger Kippmodul,
wenn T genau n — 1 nicht-isomorphe direkte Summanden hat.

Definition 2.3. Ein partieller Kippmodul T heifst Kippmodul, falls es eine kurze
exakte Sequenz

0—A—T —T"'"—0

mat T",T" in add(T") gibt.

Bemerkungen:
Ein partieller Kippmodul T ist ein Kippmodul genau dann, wenn er n nicht-
isomorphe direkte Summanden hat.
Ein unzerlegbarer Modul X heiflit Komplement zu einem fast vollstdndigen
Kippmodul 7', wenn X & T ein Kippmodul ist.

Definition 2.4. Ein Modul M heifit quadratfrei, falls es keinen Modul X # 0
gibt mit X2 M.

Wir werden ab jetzt ohne Einschrinkung annehmen, dass jeder (partielle)
Kippmodul quadratfrei ist.

Das Bongartz-Lemma (siehe [3]) besagt, dass man jeden partiellen Kippmodul
zu einem Kippmodul vervollsténdigen kann. D.h. jeder fast vollstindige Kippmo-
dul hat mindestens ein Komplement. Maximal gibt es zwei Komplemente und es
ist auch bekannt, wieviele Komplemente es genau gibt:
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Satz 2.5 (Happel-Unger). Ein fast vollstindiger Kippmodul M hat genau zwei
nicht-isomorphe Komplemente, genau dann wenn M aufrichtig ist.

Beweis Siehe [7]

Satz 2.6. Sei T' ein aufrichtiger fast vollstindiger Kippmodul mit nichtiso-
morphen Komplementen M, und M,. Dann gibt es eine kurze exakte Folge
0— M;— B— M; —0 in H — mod mit i # j, wobei B— M; eine mi-
nimale rechts add(T")-Approximation ist.

Beweis Siehe [7]

Bemerkungen:

Dual dazu ist M; — B dann eine minimale links add(7"”)-Approximation.

Gibt es zu einem fast vollstdndigen Kippmodul zwei Komplemente und ein
Komplement M ist bekannt, so kann mit dieser Folge das zweite Komple-
ment ausgerechnet werden. Dieses wird iiblicherweise mit M* bezeichnet.
Allerdings ist a priori nicht klar, ob M Start- oder Endterm dieser kurzen
exakten Folge ist. Es gibt also zwei Moglichkeiten: Die Folge kann entweder so
0— M*— B— M —0 oder so 0 — M — B — M* — 0 aussehen.

Definition 2.7. FEin Paar (F,T) von vollen Unterkategorien von A-mod heifst
Torsionspaar, falls gilt:

(a) Homsa(M,N)=0VM € T,N € F

(b) Homy (M, =), = 0 impliziert M € T

(c) Homy(—, N), = 0 impliziert N € F

D.h. es gibt keine Homomorphismen ( # 0) von 7 nach F und die Klassen
sind maximal mit dieser Eigenschaft. Die Klasse 7 heifit dann Torsionsklasse
und F heif}t torsionsfreie Klasse.

Notation:

Fiir einen Kippmodul 7" in A — mod und B = End4(7") definiert man:
T(T)={M € A —mod | Ext (T, M) =0},

F(T)={M € A —mod|Homa(T, M) = 0},

X(T)={M € B —mod|Ts ® M = 0} und

V(T) = {M € B —mod|Tor?(Tg, M) = 0}

Dann gilt folgendes

Lemma 2.8. Sei T ein Kippmodul und B = Enda(T'). Dann gilt:
(a) (T(T),F(T)) ist ein Torsionspaar in A — mod.
(b) (X(T),Y(T)) ist ein Torsionspaar in B — mod.
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Beweis: siche z.B. [6, Kap.3.4]

Proposition 2.9. (a) Sei T eine volle Unterkategorie von A —mod. Dann sind
dquivalent:

(i) T ist die Torsionsklasse eines Torsionspaares (T ,F) in A — mod.

(i1) T ist abgeschlossen unter Bildern, direkten Summen und Erweiterungen.

(b) Sei F eine volle Unterkategorie von A — mod. Dann sind dquivalent:

(i) F ist die torsionsfreie Klasse eines Torsionspaares (7,F) in A — mod.

(i1) F ist abgeschlossen beziiglich Untermoduln, direkten Produkten und Erwei-
terungen.

Beweis: Siehe z.B. [1, Kap.6 Proposition 1.4]

Definition 2.10. Ein Torsionspaar (T ,F) in A—mod heifit zerfallend, falls gilt:
Jeder unzerlegbare A-Modul liegt entweder in T oder in F.

Proposition 2.11. Sei (7,F) ein Torsionspaar in A — mod. Dann sind
dquivalent:

(a) (T,F) zerfdllt.

(b) Ext (N, M) =0 fiir alle M € T und N € F.

(c) Fiir M e T gilt T~ M € T.

(d) Fir N € F gilt TN € F.

Beweis: Siehe z.B. [1, Kap.6 Proposition 1.7]

Definition 2.12. Sei A eine Algebra T ein Kippmodul in A — mod und B =
End(T). Dann heifit T

(a) separierend, wenn das Torsionspaar (T (T),F(T)) in A — mod zerfdillt, und
(b) zerfallend, wenn das Torsionspaar (X(T),Y(T)) in B — mod zerfdillt.

Der folgende Satz von Hoshino [8] gibt eine Klassifikation von zerfallenden
und separierenden Kippmoduln:

Satz 2.13. Sei A eine Algebra, T ein Kippmodul in A —mod und B = End(T).
(a) T ist separierend genau dann, wenn pd X < 1 fir alle X € X(T).
(b) T ist zerfallend genau dann, wenn id N <1 fir alle N € F(T).

Beweis Siehe z.B.[1, Kap.6 Theorem 5.6]

Fiir erbliche Algebren bedeutet das natiirlich:

Corollar 2.14. Ist H eine erbliche Algebra, dann ist jeder Kippmodul in H—mod
zerfallend.
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Satz 2.15. [Brenner-Butler] Sei T ein Kippmodul und B = Enda(T). Dann gilt:
(a) Tp ist ein Kippmodul und A = Endg(Tp).

(b) Die Einschrinkungen der Funktoren Homu(T,—) : A — mod — B — mod
und Tp ®p — : B —mod— A — mod auf 7(T) und Y(T) sind zueinander
quasi-inuverse Aquivalemen.

(¢) Die Einschrinkungen der Funktoren Exty(T,—) : A — mod — B — mod
und Tor? (T, —) : B — mod — A — mod auf F(T) und X(T) sind zueinander
quasi-inuverse Aquivalemen.

Beweis: (a) siehe [1, Kap.6 Satz3.8]; (b),(c) siehe z.B. [6, Kap.3.4]
Satz 2.16. Die Funktoren Homu (T, —) und T'®p— induzieren zueinander inverse

Aquivalenzen zwischen den triangulierten Kategorien D*(A) und D°(B)

Beweis: |6, Kap.3.2]
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Kapitel 3

Cluster-Kategorien

Sei D := D(H) := D"(H —mod) und F' = 77[1], wobei [1] der shift-Funktor von
D ist.

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse aus [4] und [5] aufgefithrt. Weitere
Grundlagen und Resultate sind in diesen Artikeln zu finden.
Cluster-Kategorien werden in den Kapiteln 6-8 benutzt um die 7-Bahnen zu
bestimmen. Diese kénnen auch ohne die Verwendung von Cluster-Kategorien
berechnet werden, allerdings vereinfacht insbesondere Satz 3.14 die Uberlegungen.

Definition 3.1. C = D°(H)/F heifst Cluster-Kategorie.

Cluster-Kategorien ermoglichen eine “Vervollstandigung” der Kipptheorie
von erblichen Algebren: Jeder H-Kippmodul induziert ein entsprechendes
Kippobjekt in C. Jedoch besitzt in C jedes fast vollstdndige Kippobjekt,
im Gegensatz zu H, immer genau zwei Komplemente. Jeder aufrichtige fast
vollstandige H-Kippmodul besitzt zwar immer zwei Komplemente, jedoch gibt
es nicht aufrichtige fast vollstandige H-Kippmoduln 7”. Dies geschieht, wenn
unzerlegbare direkte Summanden von 7”7 in der préiinjektiven Komponente
P oder der praprojektiven Komponente Z zu nahe an den injektiven bzw.
projektiven Moduln liegen. Gibt es direkte Summanden in P aber nicht in 7
oder umgekehrt, so kann 7" soweit in 7 bzw. in 75-Richtung verschoben werden,
bis man einen aufrichtigen Modul erhélt. Dann gibt es zwei Komplemente. Dies
ist nicht moéglich, wenn in P und in Z direkte Summanden liegen, da bei der
T bzw. T,-Verschiebung irgendwann die projektiven bzw. injektiven Moduln
erreicht sind, und diese im Kern von 74 bzw. 7, liegen.

In C hingegen ist die Situation viel schoner. P und Z werden in C eine zusam-
menhéangende Komponente und 7¢ ist eine Aquivalenz auf C.
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Satz 3.2. (a) C ist trianguliert und der natirliche Funktor = : D — C ist trian-
quliert.

(b) C ist eine Krull-Schmidt Kategorie.

(c) Die Dreiecke in D induzieren Dreiecke in C und I'(C) = I'(D)/¢(F'), wobei

O(F) der durch F induzierte Graphautomorphismus ist.

Beweis: (a) [10], (b) [4, Prop. 1.2.]; (¢) [4, Prop. 1.3]

Sei S = ind(H — modVH[1]), also die Menge der unzerleghbaren H-Moduln
zusammen mit den Objekten P[1], wobei P ein unzerlegbar projektiver H-Modul
ist. S enthélt dann aus jedem F-Orbit auf ind D genau einen Reprédsentanten
und kann als Fundamentalbereich von F' auf ind D gesehen werden. Ist X € D
so bezeichne X das entsprechende Objekt in C.

Proposition 3.3. Die Serre-Dualitits-Formel in D induziert eine entsprechende
Formel in C, die in X und Y funktoriell ist: D Exty(X,Y) ~ Home (Y, 7 X)

Beweis: [4, Prop. 1.4]

Proposition 3.4. Die unzerlegbaren Objekte in C sind von der Form X fiir ein
Objekt X in S.

Beweis: [4, Prop. 1.6.]

Es gelten folgende Formeln:

Proposition 3.5.

(a) Fir X,Y in D gilt: ExtD(Y X) ~ DExtD(FX Y).

(b) Fiir X,Y in C gilt: Ext5(X,Y) ~ DExtL(Y, X).

(¢c) Fir unzerleghare — H-Moduln  X,Y  gilt: Exti(X,Y) ~
Exty (X,Y) @ Exty (Y, X).

(d) Sind X,Y unzerlegbare H-Moduln und X ist projektiv, dann gilt:
Home (X,Y) ~ Homp(X,Y).

Beweis: [4, Prop. 1.7.]

Definition 3.6. Ein Objekt T in C heifit partielles Kippobjekt, falls Exts(T,T) =
0.

Definition 3.7. FEin partielles Kippobjekt T in C heifst Kippobjekt, falls die An-
zahl der nicht-isomorphen direkten Summanden von T mazimal ist.
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Definition 3.8. Ein Objekt T in C heifst quadratfrer falls kein unzerlegbarer di-
rekter Summand von T isomorph zu einem anderen ist.

Jedes quadratfreie partielle Kippobjekt kann zu einem quadratfreien Kippob-
jekt ergéinzt werden ([4, Prop. 3.2]).

Definition 3.9. Fin quadratfreies partielles Kippobjekt T’ in C heifit fast
vollstindiges quadratfreies Kippobjekt, falls es ein unzerlegbares Objekt M in C
gibt sodass T" @ M ein quadratfreies Kippobjekt ist.

M heifit dann Komplement von 7".

Satz 3.10.

(a)Sei T ein quadratfreies Kippobjekt in C. Dann gilt

(i) Es gibt eine erbliche Algebra H', die deriviert Aquivalent zu H ist, so dass T
durch einen quadratfreien Kippmodul in H' — mod induziert wird.

(11) T hat n unzerlegbare direkte Summanden.

(b) Jeder quadratfreie Kippmodul in H —mod induziert ein quadratfreies Kippob-
gekt in C.

Beweis: [4, Thm. 3.3.]

Der folgende Satz zeigt einen wichtigen Unterschied zwischen C und H — mod:
In der Modulkategorie gibt es nicht immer zwei Komplemente.

Satz 3.11. Ein fast vollstindiges quadratfreies Kippobjekt in C kann auf genau
2wei verschiedene Weisen zu einem quadratfreien Kippobjekt erginzt werden.

Beweis: [4, Thm. 5.1.]

Der folgende Satz ist die Satz 2.5 entsprechende Aussage fiir Clusterkate-
gorien.

Satz 3.12. Sei T" ein fast vollstindiges partielles Kippobjekt in C und M ein
Komplement von T'. Dann erhdlt man das andere Komplement M* indem man
die minimale rechts add(T")-Approximation f : B — M von M zu einem Dreieck

erginzt: M* — B Lom— M*[1].
Beweis: [4, Thm 6.8.]

Die duale Konstruktion mit minimalen links add(7”)-Approximationen geht
genauso und fithrt zu einem isomorphen Objekt.
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Definition 3.13. Sei ) ein endlicher Kicher und k ein Punkt in Q). Die Muta-
tion uk(Q) von Q in Richtung k berechnet man wie folgt:

(1) Fiige einen neuen Punkt k* zu Q) hinzu.

(2) Fir jeden Wegi—k—j in Q fige einen Pfeil von i nach j zu Q hinzu.
(3) Ersetze fiir jeden Punkt i alle Pfeile i — k durch Pfeile i <— k* und ersetze
fiir jeden Punkt j alle Pfeile k — j durch Pfeile k* «<— j

(4) Entferne den Punkt k.

(5) Kiirze alle 2-Zykel wie folgt: Sind r —— i und r i swei Pfeile in Q, dann
entferne die Pfeile o und 3 aus Q).

Ist T" ein Kippobjekt in C und sei () der Kécher von End¢(7"). Man kann die
Punkte von () mit den unzerlegharen direkten Summanden von 7" identifizieren.
Oft betrachtet man auch den Hom-Kocher Q) von T, dies ist der duale Kocher
zu ). Fiir viele Betrachtungen ist das suggestiver, da die Pfeile im Hom-Ké&cher
in dieselbe Richtung zeigen wie die entsprechenden Abbildungen zwischen den
direkten Summanden. Ersetzt man nun einen unzerlegbaren direkten Summanden
M von T durch das entsprechende andere Komplement, so erhédlt man ein neues
Kippobjekt und natiirlich auch einen anderen Kocher @)'. Der folgende Satz liefert
die Antwort auf die Frage wie die Kocher () und Q' zusammenhéangen.

Satz 3.14. Sei T' ein fast vollstindiges Kippobjekt in C mit Komplementen M
und M*. Seien B = Ende(T'[[ M), B’ = Endc(T" [[ M*) und Qp und Qp die
Kocher von B und B'. Sei k der Punkt in Qg der M entspricht. Dann gilt:
m(@B) = Qpr

Beweis: [5, Theorem 1.3]

Proposition 3.15. Sei A eine triangulierte Kategorie und (f,g,h) ein Morphis-
mus von dem Dreieck (X,Y, Z u,v,w) in das Dreieck (X', Y' Z' v/, 0", w'). Sind
f und g Isomorphismen so ist auch h ein Isomorphismus.

Beweis: [6, 1.2 Proposition)]

Sei und 7" ein aufrichtiger fast vollstindiger Kippmodul in H — mod
mit Komplementen M und M*¥ und der kurzen exakten Folge

n:0—M B2 M 50 aus Satz 2.6. Dies induziert in C ein fast
vollstandiges Kippobjekt T’ mit KomplementenNM und M*#. Berechnet man
das zweite Komplement zu T’ in C so erhilt man M*<. Das nichste Lemma zeigt,
dass M*¢ von M*H induziert wird. Es spielt also keine Rolle ab das Komplement
in H oder in C berechnet wird.

Lemma 3.16. M*# = )[*
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Beweis. Erinnerung: C ist eine triangulierte Kategorie und [1] ist der Transla-
tiosfunktor von C.

Nach Satz 2.6 ist 0 — M — E — M*# — 0 eine kurz exakte Folge in H —mod
und induziert ein Dreieck M —s E — M*# — M[1] in C. Nach Satz 3.11 ist
M—E — M* — M[l] auch ein Dreieck in C. Also:

Nach Proposition 3.15 ist dann h ein Isomorphismus. |

20



Kapitel 4

Elementare Moduln

Lemma 4.1. Ist X # 0 regulir, dann ezistiert ein N € N, so dass fir alle
m > N und alle reguldren Moduln R gilt:

(1) Alle Morphismen in Hompy (7" X, R) haben reguliren Kern.

(i1) Alle Morphismen in Hompy (R, 7™ X) haben requldren Cokern.

Beweis. Siehe (i): [12, Lemma 1.2] (ii): Duale Version

Lemma 4.2. Sei Z quasieinfacher reguldrer H-Modul, dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

(a) 7™ Z hat keine nichttrivialen reguldren Faktormoduln fiir m > 0.

(b) T™™Z hat keine nichttrivialen reguldren Untermoduln fiir m > 0.

(c) Ist R regulir und f: Z — R nicht die Nullabbildung, dann ist ker f prdpro-
jektiv.

(d) Ist R requldr und f: R — Z nicht die Nullabbildung, dann ist coker f prdin-
jektiv.

(e) Es gibt keine kurze exakte Folge 0 — U — Z —V — 0 mit U,V # 0 und
requldr.

Beweis. (a) = (c¢): Sei f : Z — R nicht Null, dann ist 0 # Im7™f nach (a)
ein trivialer Faktormodul, also Im 7™ f = 7™ Z. Folglich ist ker 7 f = 0, das heif}t
ker f muss préaprojektiv sein. (b) = (d): dual

(¢) = (e): Eine solche kurze exakte Folge 0 — U — Z LV~ 0 kann nicht
existieren, weil 0 # U = ker f priaprojektiv sein muf. (d) = (e): dual

(e) = (a): Gébe es einen nichttrivialen reguldren Faktormodul V' von 77 fiir
m > 0, dann sei 0 — U — 72 — V — 0 die zugehorige kurze exakte Folge.
Nach Lemma 4.1 wére U regulédr, dann géabe es aber folgende kurze exakte Folge:
0— 7" —Z2Z—7"V—0 mit 77U, 77"V # 0 und regulédr. Dies ist
aber ein Widerspruch zu (e).

() = (b): dual
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Definition 4.3. Ein quasieinfacher Modul Z heifit elementar, falls eine der dqui-
valenten Bedingungen aus Lemma 4.2 erfillt ist.

Bemerkung:

e Ist Z elementar, so ist auch 7°Z fiir alle ¢ € Z elementar.

e Scien A, B,C elementar und f;, : A— B, fo : B—— C nicht Null, dann
gilt fif> #0.
Bewers. Im f; ist regulidr und ker f5 ist praprojektiv. Da reguldre Moduln
nur trivial in praprojektive abbilden, kann Im f; C ker f5 nicht gelten.

e Elementare Moduln sind Ziegel.
Beweis. Sei Z elementar und f € Endy(Z)\{0}, dann gilt fiir alle [ € N :
ft4 0 (s.0.), also kann f nicht im Radikal liegen.

Satz 4.4. Fir einen unzerlegbar requliren Modul E sind dquivalent:

(a) E ist elementar ohne Selbsterweiterungen.

(b) Es gibt ein N € N, so dass der Modul 7'E fiir alle | > N ein préiinjektives
Kippkomplement hat.

Beweis: (a)== (b):[11, Theorem]|, (b)<= (b):[11, Prop. 3.3]
Bemerkung: Die duale Aussage zu (b) ist natiirlich auch dquivalent dazu:
(b”) Es gibt ein M € N, so dass der Modul 77 E fiir alle [ > M ein priiprojektives
Kippkomplement hat.
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Kapitel 5

Schnittmoduln und Ko6cher ohne
Spitzen

Definition 5.1. Sei S eine volle Unterkategorie von H —mod, die abgeschlossen
unter direkten Summen und direkten Summanden ist. Dann heifst S Schnitt, falls
qgilt:

(a) S enthdlt einen aufrichtigen Modul.

(B) Sind My und My in S und es gibt einen Weg von M iber X nach My, dann
liegt X in S.

(v) Ist X unzerlegbar und nicht projektiv, dann liegt hichstens eines von X, 7X
n S.

(6) Sind X, M unzerlegbar, f : X — M irreduzibel und M € S, dann ist entweder
X € S oder X st nicht injektiv und 7~ X € S.

Ringel hat gezeigt:

Satz 5.2. Sei T ein Kippmodul und End(T) = B. Dann ist add Hom(T, D(Hp))
ein Schnitt in B — mod und jeder Schnitt in einer Modulkategorie tritt auf diese
Weise auf.

Beweis: [15, 4.2]
Dies fiihrt zu folgender

Definition 5.3. Sei M quadratfrei und S = add M ein Schnitt in B—mod, dann
heifst M Schnittmodul.

Bemerkungen:
Alle unzerlegbaren direkten Summanden von M liegen in derselben Komponente
vom Auslander-Reiten-Kocher von B (siehe z.B. [6, III, 5.2]).
End(M) ist wieder erblich, es gilt sogar:

Satz 5.4. Sei T ein Kippmodul in H — mod. Dann gilt:
Endy(T) ist genau dann erblich, wenn T ein Schnittmodul ist.

23



Beweis: Siehe [6, 111, 5.6]

Mit Satz2.13 erhélt man dann folgendes

Corollar 5.5. Sei H erblich und T ein Kippmodul und ein Schnittmodul, dann
ist T separierend und zerfallend.

Lemma 5.6. Set T ein Kippmodul und ein Schnittmodul in H — mod und
B = End(T'). Dann gilt:

(a) Ist M € T(T) ein unzerlegbarer H-Modul und 7
0—M-IE2r-M—0 ecine Auslander-Reiten-Folge, so ist Hom(T,n)
eine Auslander-Reiten-Folge in B — mod.

(b) Ist N ein partieller Kippmodul in H —mod, dann ist Hom(T, N) ein partieller
Kippmodul in B — mod.

(c) Seien M und M* zwei Komplemente eines fast vollstindigen Kippmoduls
X und M, M*, X € T(T), dann sind Hom (T, M) und Hom(T, M*) die beiden
Komplemente von Hom(T', X)

Beweis. (a) Weil T' ein Schnittmodul ist, zerfdllt nach Corollar 5.5 das Tor-
sionspaar (7 (T"),F(T)). Mit Proposition 2.11 folgt dann 7=M € 7 (7T), mit
Proposition 2.9 ist £ € 7(T") und mit Satz 2.15 ist Hom(7',n) eine nichtzerfal-
lende kurze exakte Folge in 7 (7).

Sei 0+#¢ : Hom(T, M) — X kein zerfallender ~Mono. Wegen
Homp(X(T),Y(T)) = 0 ist X € Y(T). Also faktorisiert ¢ wegen Satz
2.15 iiber Hom(T, f), d.h. Hom(7, f) ist linksfastzerfallend. Hom(7', f) ist
natiirlich auch linksminimal. Dual: Hom(7', g) ist Senkenabbildung.

(b) Da T ein Schnittmodul ist, ist B wieder erblich, also pd Hom(7T, N) < 1.
Wegen Satz 2.15 hat Hom(7', M) ebenfalls keine Selbsterweiterungen.

(¢c) Da 7T(T) abgeschlossen unter Bildern ist, gilt M* € 7(T) .Nach (b) sind
dann Hom(7, M & X) und Hom(7, M* & X) Kippmoduln in B — mod, da sie
die richtige Anzahl von direkten Summanden haben. Also sind Hom(7', M) und
Hom(7', M*) die beiden Komplemente von Hom(7', X).

Bemerkung:
Insbesondere existieren auch in B — mod zwei Komplemente zu Hom(7', X).
Es gilt also Hom(7', 7., M) = 75 Hom(T', M)

Definition 5.7. Ein Punkt x € Qo heifst Spitze, falls x durch genau einen Pfeil
mit Qo\{x} verbunden ist.

Die Kécher von Typ A,, sind die einzigen Kécher ohne Spitze, die nicht wild
sind.
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Satz 5.8. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Q hat keine Spitze.

(b) Jede Abbildung ungleich Null zwischen zwei praprojektiven H-Moduln ist in-
jektiv.

(c) Jede Abbildung ungleich Null zwischen zwei prdinjektiven H-Moduln ist sur-
jektiv.

(d) Jeder praprojektive Kippmodul ist ein Schnittmodul.

(e) Jeder prdinjektive Kippmodul ist ein Schnittmodul.

Beweis: [13, 6.1 und 6.2]

Fiir den Rest dieses Kapitels sei immer vorausgesetzt, dass der
Ko6cher ) keine Spitze habe.

Der Hom-Kocher @)r des Kippmoduls 7' ist genau wie bei Kippobjekten
der duale Kocher zu Endg (7)), wobei wieder die Punkte mit den unzerlegbaren
direkten Summanden identifiziert werden.

In dem folgenden Lemma sind einige elementare Aussagen iiber die Struktur eines
praprojektiven Kippmoduls, der auch ein Schnittmodul ist, zusammengefasst:

Lemma 5.9. (a) T enthdlt aus jeder T-Bahn eines unzerlegbar projektiven
Moduls genau einen direkten Summanden.

(b)Seien s + t, v ein Pfeil von t nach s und | > 0. Dann gilt:

(i) Aus 77 P|T folgt: Entweder 7= P,|T oder 1 # 0 und 7= P,|T

(ii) Aus T P|T folgt: Entweder 7='P,|T oder 7—'"1P,|T.

(111) In Qr gibt es genau dann einen Pfeil von s nach t, wenn es ein | > 0 gibt
mit T BT und 7' P,|T.

(iv) In Qr gibt es genau dann einen Pfeil von t nach s, wenn es ein | > 0 gibt
mit T P|T und 7771 P,|T.

Beweis. (a) Da T aufrichtig ist gibt es fiir jeden unzerlegbar projektiven Modul
P einen direkten Summanden 7}, von T' mit Hompy(P,T;,) # 0. Es gibt also
eine Kette von irreduziblen Abbildungen von P nach Tj,. Mit der Eigenschaft
d von Schnitten (modulo 7-Verschiebung) folgt dann das ein Modul aus der
7-Bahn von P im Schnitt liegt, also ein direkter Summand von 7" ist. Dariiber
hinaus hat 7" genau so viele direkte Summanden, wie es unzerleghar projektive
Moduln gibt.

(b): (i) Es gilt 0% Hompgx(Ps, P) wund 0<% Hompy(P, 7 P;) und
wegen Satz 58 ist fir m > 0 und 0 < m < [ auch
Homy (P, 7™ P)#0 und  Homy(r—"™P,r7'P)#0. Es folgt
0+ Homp(r7'P,, 77"+ ) = DExty (r==™mP,, 77! P,) und
0+ HomH(T_l“Lm,Pt,T_lPs) = DExt}q(T_lPs,T_”m'“B). Also kénnen nur
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noch 77'P; oder 7= P, direkte Summanden des Kippmoduls 7" sein. Wegen ~y
kann nicht beides eintreten.

(ii) analog.

(iii)+(iv) Sei ohne Einschrinkung 77 'B|T. Nach (ii) ist dann entweder
7' P,|T oder 77'"'P,|T. Wegen Hom(r'P,,77'P,) = Hom(P,, P;) #+ 0 und
Hom(7~'P,, 77'P,) = Hom(P;,P) = 0 gilt 77'P|T genau dann, wenn es
in Qr einen Pfeil von s nach t gibt und wegen Hom(r'P,77"'P,) =

Hom(P,,7=P,) # 0 und Hom(r " 'P,,77'P) = Hom(r P, P) = 0 gilt
7771 P,|T genau dann, wenn es in Q7 einen Pfeil von ¢ nach s gibt. |
Bemerkung:

Alle Pfeile in @) werden also zu Pfeilen im Hom-Ko6cher Qp von T
T ist also von der Gestalt @?:1 T; mit T; = 77" P; fiir geeignete 7;.

Lemma 5.10. Sei T;|T unzerlegbar. Dann gilt:
(a) Ist T} eine Quelle von Qr, so ist T; = 7 Tj.
(b) Ist T; eine Senke von Qr und nicht projektiv, so ist T; = 77T}.

Beweis. (a) 1.Fall: Es gibt einen Pfeil in @), der in j startet und in einem r
endet.

Sei [ so dass 77 'P,|T. Wegen Lemma 5.9 ist dann 7; = 7771 P; weil der ent-
sprechende Pfeil in ()7 von 7; nach 7, gehen muss, da 7j eine Quelle in Qr
ist. Dieser Pfeil geht dann in Qrery von T, nach T, also ist nach Lemma 5.9
T = TP =7 P = 7T

2. Fall: Es gibt einen Pfeil in @), der in einem s startet und in j endet.

Sei [ so, dass 77'P|T’. Wegen Lemma 5.9 ist dann T; = 77'P;, weil der ent-
sprechende Pfeil in ) von T nach 7T, gehen muss, da 7} eine Quelle in Qr
ist. Dieser Pfeil geht dann in QT/@T; von T nach T}, also ist nach Lemma 5.9
T = TP = P =

(b) Dual. [

Lemma 5.11. T} st ein elementarer Modul ohne Selbsterweiterungen genau

dann wenn T;, weder Senke noch Quelle in Qp ist.

Beweis. Ist T;, eine Quelle oder nicht projektive Senke in ()7, folgt nach 5.10,
dass T} préprojektiv ist. Ist Tj, eine projektive Senke in Qr, so gibt es kein zwei-
tes Komplement 777 .

Sei also T;, weder Senke noch Quelle in Q7 und 7' = T}, &T". Da T;, weder Quelle
noch Senke in Q7 ist, gibt es a; Pfeile von T} nach T;,, 3; Pfeile von T}, nach T;
und vy > 0 Pfeile von ¢ nach j fiir geeignete 7, j. In dem Hom-Kécher p;,Qr von
T @ T gibt es dann nach Satz 3.14 «; Pfeile von T3} nach T;, §; Pfeile von Tj
nach T;* und 7 + «;8; Pfeile von T; nach Tj. Es gibt also einen orientierten Zykel
in f1,Qr und damit ist End(7;; ® T") keine erbliche Algebra mehr. D.h. T3 © 1"
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kann kein préaprojektiver Kippmodul sein.

T7 kann auch nicht prédinjektiv sein:

Angenommen Tj = 7°[;, dann ist 77°7" @ I; ein Kippmodul und damit ist
P; & 77572T" ein priprojektiver Kippmodul, der keine direkten Summanden von
Typ 7~ P fiir ein projektives P enthélt. Dies kann aber nicht sein, weil alle préapro-
jektiven Kippmoduln auch Schnittmoduln sind. Also ist T, regulédr und natiirlich

auch ohne Selbsterweiterungen. Dann ist 7} nach Satz 4.4 auch elementar. W

Lemma 5.12. Sei T = @;_, 7, P, mit ry,,...,r;, = 0. Dann sind die unzerleg-
bar praprojektiven H-Moduln TI}”HB mit r; + 0 an den Stellen 1y, ... ,is nicht
aufrichtig.

Beweis. Fiir j € {i;,...,is} und r;, #0 gilt 0 = DExty(r™PF,P;) =
Hom(P;, 77"+ P)

[

Bemerkung:
Sind N die nichtprojektiven direkten Summanden von T, so lédsst sich 7y N
also als B = H/ < e;,,...,e;, > Modul auffassen und ist ein praprojektiver

Kippmodul in B — mod. (7y N hat in H — mod keine Selbsterweiterungen, also
auch nicht in B — mod, auflerdem hat 74N genau soviele direkte Summanden
wie B — mod einfache Moduln hat.)

Ist X ein direkter Summand von 75N, so sei X der durch X induzierte
B Modul.

Sei T = P T @ T, mit P+ 0 projektiv, 77, T;, nicht projektiv und T;,
unzerlegbar. Weiterhin sei 7;, keine Quelle oder Senke von Q)r und alle echten
Vorgénger von Tj, in Qr projektivin H — mod . In H —mod ist T}, das andere
Komplement von P &T'. In B— mod 1st 1" ® 5T, ein Kippmodul und 747},
ein Komplement von 757" und THTm das andere.

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann folgendes

Lemma 5.13. (157;,)*? ~ 7(T;.")

Beweis. Nach Satz 2.6 gibt es eine kurze exakte Folge
0—Tj\y— M, —T;" —0 mit M, € add(P @© T'), so dass Tj, — M
die minimale add(P & T") links-Approximation von T;, ist, oder eine kurze
exakte Folge ny : 0 — T)H — My — T;) — 0 mit M, € add(P ®T") ,s0 dass
TH — M, die mlmmale add(P & 1") hnks Approximation von T 7 ist.
Angenommen letzteres ist der Fall, dann muss nach Voraussetzung M, projektiv
sein, weil es ein Vorgénger von T, ist, d.h. My € add(P). Nach Lemma 5.11 ist
T7¥ aber elementar, also insbesondere reguldr und bildet damit nur trivial nach
M, ab, was natiirlich nicht sein kann.

In B —mod ist 74T}, projektiv, kann also nicht Endterm einer nicht-zerfallenden
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kurzen exakten Folge sein, also bleibt dort auch nur eine Moglichkeit.
Sei also 0 — 75T}, — M — (THTiO)*B — 0 die minimale add(75T") links-
Approximation von 74T}, in B — mod und 0 —T;, — N —T;# — 0 die
minimale add(P & T") links-Approximation von T}, in H — mod.

T, ist nicht projektiv, bildet also nur trivial nach add(P) ab. Also
ist N € add(7"). Der Funktor 7y liefert dann die kurze exakte Folge
0 — 15Tiy — TaN — 7(T;") — 0 mit der minimalen add(rg7") links-
Approximation von 757;, in H — mod. Da minimale Approximationen bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt sind und add 75T’ mit add(757") identifiziert

werden kann, erhélt man:

0 —7uli, Tu N ma(T;,") —=0
lﬁ Lﬁ :}2l
0—=7uT;, M (tuTi) = —=0

Bemerkung:
Insbesondere gilt also (15#75,)" = (T} ).

Lemma 5.14. Sei T ein praprojektiver Kippmodul, T;,|T nicht projektiv und
weder Senke noch Quelle in Qr. Dann gibt es einen prdaprojektiven Kippmodul
M so dass T € T (M) und alle echten Vorginger von Hom(M,T;)) in Quom(n,r)
projektive End(M) Moduln sind.

Beweis. Sei V ein echter Vorgénger von 7;,. Da T" ein Kippmodul ist, gilt: 0 =
D Exty, (T;,, V) = Hompy (V, 71},). Dann ist auch Hom(V, 72T;,) = 0, da es sonst
nicht-triviale Abbildungen von V iiber 72T;, nach 7T;, geben wiirde. Also ist
auch D Exty(7T},,V) = Homg(V,7%T;,) = 0. D.h. 7T}, zusammen mit allen
echten Vorgéangern von 7T;, in Qr ist ein partieller Kippmodul. Dieser kann dann
zu einem Kippmodul M ergénzt werden. In Quom(ar,r) sind dann alle echten
Vorgénger von Hom(M, T;,) in Quom(ar,1) projektiv. [ |

Proposition 5.15. Sei () ein Kicher ohne Spitze und E ein elementarer H-
Modul ohne Selbsterweiterungen. Dann gilt:

Es gibt ein | € N und einen prdprojektiven Kippmodul M, so dass fir H' =
Endy (M) der Modul T Hompy (M, 15 E) priprojektiv diber einer Faktoralgebra
von H' nach einem Idempotent ist.

Beweis. Nach Satz 4.4 gibt es ein N € N, so dass fiir alle [ > N der Modul 7;'F
ein praprojektives Kippkomplement 7" hat. Dieses kann dann mit dem zweiten
Komplement X zu einem praprojektiven Kippmodul 7' = 7" & X ergénzt wer-
den. Modulo 7-Verschiebung ist X ohne Einschrédnkung nicht projektiv. Nach
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Lemma 5.11 ist X dann weder Senke noch Quelle in Q7. Also gibt es nach Lem-
ma 5.14 einen préaprojektiven Kippmodul M, so dass alle echten Vorgénger von
Hompy (M, X)) projektiv in H = Endg (M) sind. Mit Lemma 5.6 ist Homy (M, T)
wieder ein Kippmodul in H' —mod und mit Lemma 5.12 induzieren die nichtpro-
jektiven direkten Summanden N von Hom (M, T') einen Kippmodul 7/ N in einer
Faktoralgebra B von H' nach einem Idempotent. In Q.. ist 7p» Hom(M, X)
eine Quelle und damit ist mit Lemma 5.10 (75 Hompg (M, X))*B préprojek-
tiv. Nach Lemma 5.13 und Lemma 5.6 (¢) ist dann (75 Homp (M, X))*8 ~
T (Homp (M, X)*#') =~ 7ip Hompy (M, X*#) = 7 Hompy (M, 7' E). u
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Kapitel 6

Erbliche Ko6cher mit 4 Punkten

Es gibt im allgemeinen in einem Kocher mehrere Pfeile mit demselben Start-
und Endpunkt. Deshalb verwendet man Mehrfachpfeile: p —— ¢ bedeutet es gibt
x > 0 Pfeile von p nach ¢. Fiir x+ = 0 wird der entsprechende Mehrfachpfeil
normalerweise weggelassen. Dann ist jeder erbliche Kécher mit 4 Punkten von
der Gestalt Q: 3 fiir geeignete x4, ..., xg.

1 s

1 4
T4
\ m/
6 xr3
2

Die Modulkategorie k() —mod &ndert sich natiirlich, wenn ein x; gedndert wird.
Dabei gibt es fiir jedes x; drei interessante Falle: (i.) z; = 0, (ii.) z; = 1, (iii.)
Zj Z 2.
Deshalb sind im folgenden alle Kocher mit 4 Punkten getrennt aufgefiihrt, je
nachdem welche z; = 0 sind. Alle verbleibenden Parameter in {a,b,c,d,e, f}
sind dabei immer mindestens eins. In einigen Fillen entsteht dadurch, dass einer
der Parameter gleich eins ist, eine Spitze im K&cher. Dann gibt es praprojektive

Kippmoduln, die keine Schnittmoduln sind. Diese Situationen werden dann
gesondert betrachtet.

Das Ziel ist es, alle 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterun-
gen fiir alle Wegealgebren von Kochern mit 4 Punkten zu bestimmen. Dabei wird
Satz 4.4 benutzt: Ist F ein elementarer Modul ohne Selbsterweiterungen, so gibt
es ein N € N, so dass 77'E fiir alle [ > N ein priprojektives Kippkomplement
T besitzt. Bestimmt man also alle moglichen praprojektiven Kippmoduln T
und alle moglichen X* von allen unzerlegbaren direkten Summanden X|7T', so
erhédlt man alle elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen, da nach Satz
4.4 jede 7-Bahn eines elementaren Moduls ohne Selbsterweiterungen getroffen
wird. Es miissen also nur noch die X*, die nicht elementar sind aussortiert wer-
den. X* kann man dann mittels der kurzen exakten Folge aus Satz 2.6 ausrechnen.
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Zuerst werden also die praprojektiven Kippmoduln bestimmt und danach alle
Kippmoduln vom Typ T; = P @& X* mit P, X préprojektiv, X unzerlegbar und
X* elementar. So erhélt man alle 7-Bahnen von elementaren Moduln. Natiirlich
treten einige 7-Bahnen mehrfach auf, denn es gibt im allgemeinen verschiedene
Kippmoduln vom obigen Typ 77 = P & X7 und T, = P’ @ X, so dass X und
X3 in der selben 7-Bahn liegen. In dieser Situation sagt man, “ 7} und 7% liefern
dieselbe 7-Bahn”.

Nach Lemma 5.13 reicht es alle préprojektiven Kippmoduln modulo 7-
Verschiebung zu bestimmen. Man kann also ohne Einschrénkung annehmen,
dass jeder praprojektive Kippmodul einen projektiven direkten Summanden hat.
Das Unangenehme bei dieser Vereinfachung ist, dass es passieren kann, dass ein
praprojektiver Kippmodul T kein zweites Komplement hat, aber 771 schon.
Dies kann man leicht vermeiden indem man die Komplemente von den, durch
die Kippmoduln induzierten, Kippobjekten in der Cluster-Kategorie sucht. Dort
tritt dieses Problem nicht auf, da es immer zwei Komlemente gibt.

Bestimmt man nun die Komplemente, so kann man mit Lemma 5.11 bereits
an dem Hom-Ko&cher des Kippmoduls ablesen welcher direkte Summand ausge-
tauscht werden muss um ein elementares Komplement zu erhalten.

Wenn einer oder mehrere der Parameter a,b, c,d, e, f gleich eins sind, konnen
verschiedene 7-Bahnen zusammenfallen. Dies wird durch einen ungerichteten
Graphen G folgendermaflen dargestellt:

Die Punkte von G sind Repréasentanten der 7-Bahnen und zwischen zwei Punk-
ten ¢ und j gibt es genau dann eine Kante, wenn es einen Parameter p gibt, so

dass fiir p = 1 die 7-Bahnen von 7 und j gleich sind. Diese Kante wird dann mit
p

p bezeichnet, also ¢ j . Punkte ohne Kanten représentieren 7-Bahnen, die
nicht mit anderen zusammenfallen.

Um eine vollstédndige Liste aller elementaren Moduln ohne Selbsterweiterun-

gen iiber allen Wegealgebren von Kéchern mit vier Punkten zu erhalten, werden
hier alle moglichen zusammenhéngenden Koécher mit vier Punkten aufgefiihrt.
Viele der hier aufgefithrten Kocher lassen sich durch (iterierte) Mutationen in
Quellen oder Senken, aus anderen konstruieren, modulo Numerierung der Punk-
te und Bezeichnung der Pfeile. Es ist bei den jeweiligen Kéchern jeweils nur ein
Beispiel dafiir angegeben.
Entsteht ein Kocher Q' durch eine Mutation in einer Quelle oder Senke i aus
einem Kocher @), so lassen sie die einzelnen Dimensionsvektoren v' der Moduln
in k@’ mittels der Reflexion s; aus den Dimensionsvektoren v der Moduln in £Q
berechnen, also s;(v) = ¢'. Siehe z.B. [1, Kapitel 7 Lemma 5.9].

Die Reflexionen s; sind dabei wie folgt definiert:
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Definition 6.1. Fiiri € Qq sei s; : Q" — Q" definiert durch

Si<l'1, ,.I‘n> = (.I‘l, ey Li—1, — X5 + Z Loy Li41, ,.I‘n>
k — 1

wobei die Summe tber alle Kanten k — 1 lduft.

6.1 Alle Parameter sind ungleich 0

Der Kocher () hat also die Gestalt /3\
1<— 4
\ 7
b d
2
Dann gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
welterungen:

(0,1,0,0) —= (1,0, a,ac + €) (0,0,1,0) —< (bd + ¢,d,0,1)

f

(6707071> . (1707076> <a707170> (071707d>

Es gibt also fiir jeden Parameter b, c,e, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger
und mindestens vier 7-Bahnen.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(1) PP P,dPsd Py
2 PePsePydr P
(3) P3@P4@T_P1@T_P2
4) PyerT PLeT PodT P
Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (1):

T\ = P& P, @ Py @ P wobei Py = 7(0,1,0,0) = 72(b, 0> — 1,ab + b2f —
f,abc + b*cf + b*d + be — cf — d)

TQ :Pl@PQ@P4@P§k wobei P?;k :7'_(0,0,1,0> :T_Q(a,ab+f,a2—|—abf—|—f2—
1,a%c + abcf + abd + ae + cf* — ¢ + df)

Von (2):

T3 = L@ Py,d7T P @ P; wobei P} =17 (a,0,1,0) = 772(0, f, f2—1,cf? —c+df)
T, = P, P3sdT~ P @ P} wobei P} = 77 (e,0,0,1) = 772(0,d, c+df, >+cdf +d*—1)
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Von (3):

Ts = P5® P, ® 7 P, ® (1 P)* wobei (r—P)* = 77 (b* — 1,b,0,0) =
772(1,0,a,ac + ¢)

To=Ps®d7 PL®d7 P® P} wobei Pj =7 (bd+¢€,d,0,1) = 772(0,0,¢,¢* — 1)
Von (4):

Ty =P, @17 P,®d7 P3® (17 P)* wobei (17 P)* =7 (a®> + abf + b* — 1,af +
b,a,0) =772(1,0,0,¢)

Ty =P,®1 PL®T P3® (17 Py)* wobei (17 B)* =7 (af +bf?—b, f2—1,f,0) =
720, 1,0, d)

Es gibt also maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
weiterungen: Die von (0,1,0,0), (0,0,1,0), (a,0,1,0), (¢,0,0,1), (1,0, a,ac + ),
(bd 4+ e,d,0,1), (1,0,0,¢) und (0, 1,0, d).

Ob a oder b Einfach- oder Mehrfachpfeile sind spielt keine Rolle. Sind b, c, e, f > 2
gibt es genau 8 7-Bahnen und es fallen

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a, ac + e¢) zusammen,
e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (bd + €, d,0,1) zusammen,
e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (e,0,0,1) und (1,0,0, ¢) zusammen und

e fiir f =1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0, 1,0,d) zusammen.

6.2 Fallb=0

Der Kocher @@ hat also die Gestalt

Dann gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
welterungen:

(670707 1) —— (1707076> —— (07 f7 170> (67d707 1) —— (0707 170>

f

(0,d,0,1) —2—(0,1,0,d) (a,0,1,0)

Es gibt also fiir jeden Parameter a,c,d, e, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger
und mindestens drei 7-Bahnen.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(P PoPol
2 PhePseoP,er P
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(3) P3@P4@T_P1@T_P2
(4) P4@T_P1@T_P2@T_P3
(5) Pl@P3@P4@T_P2

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem £:

Von (1):

T, = P& P, ® P, ® P wobei Pf = 77(0,0,1,0) = 7 2(a, f,a® + f2 — 1,a% +
ae +cf*+df —c)

Von (2):

Ty = PB,®P,d71 P @ P; wobei P} =1 (a,0,1,0) = 772(0, f, f2—1,cf? —c+df)
Ty = P, P3dr Pi@® P} wobei P} = 77 (e,0,0,1) = 7720, d, c+df, > +d*+cdf —1)
Von (3):

Ty=P&7 PL®d7 P& P} wobei Pf =7"(e,d,0,1) = 772(0,0,¢,¢* — 1)

Von (4):

Ts P T P®7m P® (rP)" wobei (1P)* = 7 (a* — 1,af,a,0) =
772(1,0,0,¢)

Pad7PL®71T B ® (1 R)" wobei (t—P)* = 7 (af, f> — 1, f,0) =
707 d)

o3
=

772(0,1
Von (5)
T, = P Py 1 Py® Pf wobei Py =717(0,f,1,0) = 72(a,0,a*> — 1, a*c+ae—c)
Ty =P ®Pd7 P, @ P} wobei Pf =77(0,d,0,1) = 77%(e, 0, ae + ¢, ace + ¢* +
e? —1)

—~
—~ O

Es gibt also maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen: Die von (0,0, 1,0), (a,0,1,0), (e,0,0,1), (e,d,0,1), (1,0,0,¢), (0,1,0,d),
(0, f,1,0) und (0,d,0,1).

Sind a,c,d, e, f > 2 gibt es genau 8 7-Bahnen und es fallen

e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (1,0,0,¢) und (0, f,1,0) zusammen,

e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (e, d,0, 1) zusammen,
0,1,0,d) und

( (0,d,0,1) zusammen,
e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (e,0,0,1) und (1,0,0, ¢) zusammen und

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von

e fiir f =1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0, 1,0, d) zusammen.
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6.3 Fallc=0

Der Kocher () hat also die Gestalt 3

1 e
\ 7
b d
2
Einen Ko6cher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kocher 6.2 erst
in dem Punkt 1 und dann in 2 mutiert.

Dann gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen:

(07 17 07 d) L (CL, 07 17 O) —— (17 07 a, 0) (17 07 a, 6) L (07 17 07 0)

(1707076>L<6707071> d (0717f70>

Es gibt also fiir jeden Parameter a,b,d, e, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger
und mindestens drei 7-Bahnen.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
()PP, P3Py
2RO Ps®P,®T P
(3) P3@P4@T_P1@T_P2
4) Pror PreT PodTm P
5) s PLdT PhdT Py
Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (1):

T, = P, @ Ps® P, ® Py wobei Pf = 77(0,1,0,0) = 772(b,b*> — 1,ab + b*f —
f,0*d + be — d)

Von (2):

Th=P,®P,®71 P& P; wobei Pfy =7 (a,0,1,0) =7

Ts =P, ® Ps®d7 P @ P} wobei Pf =7 (e,0,0,1) =772(0,d,df,d* — 1)

Von (3):

T)=Ps®P,®7 P,® (7~ P)* wobei (17 P))* =7 (*—1,0,0,0) = 77%(1,0,a,¢)
Von (4):

Ts =P, &7 Po®7 Ps® (77 P)* wobei (17 P)* = 7 (a®> + b* +abf — 1,af +
b,a,0) =772(1,0,0,¢)

Ts=P,®o7 P @T_Pg,@(T_PQ)* wobei (T_P2>* = T_<af—|-bf2—b, f2— 1, f, 0) =
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7'_2(0, 1,0,d)

Von (5):

Ty = Ps®7 Po®1 Py® (7~ P)* wobei (17 P))* = 77 (b*+e?+bde—1,b+de, 0, ¢) =
77(1,0,a,0)

Tg = P3@T_P1@T_P4@<T_P2>* wobei (T_P2>* = T_<bd2—b+d€,d2— 1,0,d) =
7'_2(0, L, f,0)

Es gibt also maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen: Die von (0, 1,0,0), (a,0,1,0), (¢,0,0,1), (1,0,a,¢), (1,0,0,¢), (0,1,0,d),
(1,0,a,0) und (0,1, f,0).

Sind a, b,d, e, f > 2 gibt es genau 8 7-Bahnen und es fallen

e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (1,0, a,0) zusammen,

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a,€) zusammen,
(€,0,0,1) und (0,1, f,0) zusammen,
(€,0,0,1) und (1,0,0,¢) zusammen und
e fiir f =1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0, 1,0, d) zusammen.

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von

6.4 Falle=0

Der Kocher () hat also die Gestalt 3\
1 o4
x %
2

Einen Kocher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kécher 6.2 in
dem Punkt 2 mutiert.

Dann gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen:

(0717070>—b<1707a7ac> . <a707170> <a707170>L<071707d>

(0,0,1,0) —— (bd, d,0,1) —*— (b,1,0,d)

Es gibt also fiir jeden Parameter a,b,c,d, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger
und mindestens drei 7-Bahnen.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(1) PP P,dPsd Py
2 PePsePrdT P
B)Ps@ P PL®T P
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4) Pror PreT PodTm P
(5) P4@T_2P1@T_P2@T_P3

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit priaprojektivem P und elementarem £:

Von (1):

T, = P& Py @ P, ® P} wobei Py = 7(0,1,0,0) = 72(b,b> — 1,ab + b2f —
frabe+b*cf +b*d —cf —d)

TQ :Pl@PQ@P4@P§k wobei P?T:T_<0,0,1,0) :T_Q(a,ab+f,a2—|—abf—|—f2—
1,ac + abef + abd + cf? — ¢ + df)

Von (2):

Ty = Po®Py®7 P @ P; wobei Pf =17 (a,0,1,0) = 772(0, f, f2—1,cf?—c+df)
Von (3):

T) = Ps® P, o1 Py® (7~ P)* wobei (17 P)* =7 (b*—1,0,0,0) = 7%(1,0, a, ac)
Ts=P&7 PL®d7 P® P} wobei Pj =7 (bd,d,0,1) = 772(0,0,¢,¢* — 1)

Von (4):

Te = P4@T_P1@T_P3@<T_P2>* wobei (T_P2> = T_<af—|-bf2—b,f2—1,f,0> =
772(0,1,0,d)

Von (5):

T, = PL® 172P @ 7 P3 @ (1 R)* wobei (17P)* = 7 (a?b + ab®*f +
af + 0® + bf* — 2b,abf + b* + f2 — l,ab + f,0) = 772%b,1,0,d) =

7730,d* — 1,cd + & f — f,Pd + cd*f — cf + d* — 2d)

Tyi=P,®17 2P &7 Po® (1t~ P)* wobei (17 P3)* = 7 (a® + a®bf + ab® — 2a —
bf,a®f+ab— f,a*—1,0) = 77%(a,0,1,¢) = 773(0,cd + f,* +cdf + f2— 1, +
Adf + cd® + cf? — 2c + df)

Es gibt also maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
weiterungen. Sind a,b, ¢, d, f > 2 gibt es genau 8 7-Bahnen: Die von (0, 1,0,0),
(0,0,1,0), (a,0,1,0), (1,0,a,ac), (bd,d,0,1), (0,1,0,d), (b,1,0,d) und (a,0, 1, c).
Es fallen

zusammen und

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (1,0, a,ac) und (a,0, 1, ¢) zusammen,

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a, ac) zusammen,

e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (bd, d,0,1) zusammen,
)

e fiir d =1 die 7-Bahnen von (bd,d,0,1) und (b,1,0,d
(

e fiir f =1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0, 1,0, d) zusammen.
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6.5 Fall f=0

Der Kocher () hat also die Gestalt /3\
I=—=——14
X %
2
Einen Kocher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kécher 6.3 in
dem Punkt 1 mutiert.

Dann gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen:

(1,,0,bd + €) “—(0,0,1,0) —= (bd + €, d, 0,1)

(6707071> . (1707076>

(1,0,a,ac+e) b (0,1,0,0) d (ac+e,0,c,1)

Es gibt also fiir jeden Parameter a,b,c,d,e der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger
und mindestens drei 7-Bahnen.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
()i PPy Py
2 PhePseoP,er P
B)Pse P PLdT Py
4) PreT PR@T @7 P
(5) PQ@P4@T_P3@T_P1

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (1):
Ty =P @ P,® P, ® P wobei Pf =7(0,0,1,0) = 772(a,ab, a®> — 1, a*c + abd +
ae — ¢)

Ty = Pl Ps® Py Py wobei P = 7(0,1,0,0) = 72(b, b®—1, ab, abe-+b2d+be—d)
Von (2):

Ty=P & Ps&d7 P& P} wobei P; =7 (,0,0,1) = 772(0,d,c,* +d* — 1)
Von (3):
Ty, = Ps® Py ® 7 P @ (r P)* wobei (r—P)* = 77(b*> — 1,b,0,0) =
772(1,0,a,ac+ ¢)
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Ts=Ps®1 PL®7 P,® P} wobei Pf =7 (bd+e,d,0,1) = 72(0,0,c,c* — 1)
Von (4):

Ts = P17 P,d7 P3® (7 P)* wobei (17 P)* = 7 (a*> +b*> — 1,b,a,0) =
72(1,0,0, ¢)

Von (5):

Tm = PBo® P,® 7P @ (r P)* wobei (17P)* = 7 (a® — 1,0,a,0) =
772(1,0,0,bd + €)

Ta=P, &1 Ps®7 P @ P} wobei P} =7 (ac+¢,0,c,1) = 772(0,d,0,d* — 1)

Es gibt also maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
weiterungen. Sind a,b,c,d,e > 2 gibt es genau 8 T-Bahnen: Die von (0,0, 1,0),
(0,1,0,0), (,0,0,1), (1,0,a,ac+¢), (bd+e,d,0,1), (1,0,0,¢), (1,b,0,bd+¢) und
(ac+e¢,0,c,1).

Es fallen

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (1,6,0,bd 4 ¢) zusammen,

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a, ac + e¢) zusammen,
(bd 4 e,d,0,1) zusammen,

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von

)

e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und
) ac+ ¢€,0, ¢, 1) zusammen und
)

(0,1,0,0) und (
e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (e,0,0,1) und (1,0,0, ¢) zusammen.

6.6 Falle=f =0 und abcd > 1

Der Kocher @@ hat also die Gestalt 3
1 4
N
2

Dann gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
welterungen:

(1,0,@,@0) . (a707170> (17b707bd> . (0707170>
b c b c
(0717070> d (CLC,O,C,l) <b71707d>—d<bd7 d7071>

Es gibt also fiir jeden Parameter a,b,c,d der 1 ist genau 2 7-Bahnen
weniger, solange noch mindestens eine Mehrfachpfeilgruppe iibrighleibt. Sind
alle Parameter 1 so ist der Kocher eine Orientierung von A3 und damit euklidisch.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(L PisPoPol
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(2 hdoPsd P P

B)Pse P PLdT Py
4) PLoT PLdT PhdT B
(5) P4@T_2P1@T_P2@T_P3
(6) PbeP T BT P

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (1):

Ty = P& P3® P,&® Py wobei Py =7(0,1,0,0) = 772(b, b — 1, ab, abc + b*d — d)
Ty = P& Py®P,® P wobei Py =77(0,0,1,0) = 77 2(a, ab, a®> — 1, a*c+ abd — ¢)
Von (3):

T3 = BsOP,®T P (7~ P)* wobei (17 P)* =77 (b*—1,0,0,0) = 77%(1,0, a, ac)
T)=Ps®7 PL®7 P,® P} wobei P; =7 (bd,d,0,1) =772(0,0,¢,c*> — 1)
Von (5):

Ts = Py ® 72P, @ 7P ® (17 R)* wobei (77P)* = 77%b,1,0,d) =
7 (a®b +b* — 2b,b* — 1, ab,0)

T = P & T_2P1 & 17 FP & (T_P?,)* wobei (T_P?,)* = 7_2(a,0,1,0> =
773(0,cd, c® — 1, + cd? — 2c)

Von (6):

Ty = P, PydT Ps®d (17 Py)* wobei (17 P)* = 77 (a*~1,0,a,0) = 772(1,b, 0, bd)
Ty=P &7 Ps®d7 P& P} wobei Pj =7 (ac,0,¢,1) =772(0,d,0,d* — 1)

Es gibt also maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen. Sind a, b, ¢, d > 2 gibt es genau 8 7-Bahnen: Die von (0, 1,0,0), (0,0, 1,0),
(1,0,a,ac), (bd,d,0,1), (b,1,0,d), (a,0,1,c), (1,b,0,bd) und (ac,0,c,1).
Es fallen
e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (1,0, a, ac) und (a, 0, 1, ¢) und die von (0,0, 1,0)
und (1,b,0, bd) zusammen,
e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (b, 1,0, d) und (1, 5,0, bd) und die von (0, 1,0, 0)
und (1,0, a, ac) zusammen,
e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (a, 0, 1, ¢) und (ac, 0, ¢, 1) und die von (0,0, 1,0)
und (bd, d,0,1) zusammen und
e fiir d = 1 die 7-Bahnen von (bd, d,0,1) und (b, 1,0, d) und die von (0, 1,0, 0)
und (ac, 0, ¢, 1) zusammen.
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6.7 Fallb=c=0 und adef > 1

Der Kocher () hat also die Gestalt 3

Einen Koécher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kécher 6.6 in
dem Punkt 1 mutiert.
Es gibt folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen:

<a707170>L<1707a70> (6707071> (1707076>
f € d a
(071707d>T<07d7071> (0717.]670)7(07.]67170)

Es gibt also fiir jeden Parameter a,d,e, f der 1 ist genau 2 eine 7-Bahn
weniger, solange noch mindestens eine Mehrfachpfeilgruppe {ibrigbleibt. Sind
alle Parameter 1 so ist der Kocher eine Orientierung von A3 und damit euklidisch.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
) Pl@PQ@P3@P4

PBePRoPoT Py

PBeOP, 1T PO T P

PPemT P PBP1 Ps

Pl@P3@P4@T_P2

P3@T_P1@T_P2@T_P4

2):

(1
(
(3):
(4):
(5):
(6):

— N

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (2):

T'=P,®P,&7 P, ® Py wobei P; =7 (a,0,1,0) =71

Ty=P,&Ps®d7 P& P} wobei P; =71 (e,0,0,1) = 772(0,d,df,d* — 1)

Von (4):

Ty = PLd7T P ® 7 P3s® (17P)* wobei (tP)* = 7 (a® — 1,af,a,0) =

772(1,0,0,¢)

T4 =P ®oTPdT P (T_P2>* wobei (T_P2>* = T_<af,f2 — 1,f,0) =
-2(0, 1,0, d)

Von (5):

2(a,0,a* — 1, ae)

T5 Pl@P4@T_P2@P§kWObeiP?;k:T_<0,f,
0,d ~2(e,0,ae,e? — 1)

1
T6:Pl@P:;@T_PQ@PIWObeiPI:T_< s ,0, ):
Von (6):
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Tr = Ps®d7 P® 7 Py® (rP)* wobei (t7P)* = 77 (e? — 1,de,0,e) =
7—_2<1707 a7 0)
Tg = P3 S¥) T_Pl S¥) T_P4 S¥) (T_P2>* wobei (T_P2>* = T_<d€,d2 — 1,0,d) =
20,1, £,0)

Es gibt also maximal 8 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
weiterungen. Sind a,d, e, f > 2 gibt es genau 8 7-Bahnen: Die von (a,0,1,0),
(67 07 07 1)7 (17 07 07 6)7 (07 17 07 d>7 (07 f7 17 0)7 (07 d7 07 1)7 (17 07 a7 0) und (07 17 f7 0)'
Es fallen
e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (1,0, a,0) und von (1,0, 0, ¢) und
(0, f,1,0) zusammen,

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von (e, 0,0, 1) und (0, 1, f,0) und von (0, 1,0,d) und
(0,d,0,1) zusammen,

e fiir e = 1 die 7-Bahnen von (¢, 0,0,1) und (1, 0,0, ¢) und von (1,0, a,0) und
(0,d,0,1) zusammen und

e fiir f = 1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0,1,0,d) und von (0,1, f,0)

und (0, f,1,0) zusammen.

6.8 Falla=d=0und bcef > 1

Der Kocher @ hat also die Gestalt

Dann gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
welterungen:

(0,1,0,0)——(0,0,1,0)
b c
(1,0,0,¢) —— (¢,0,0,1)
Es gibt also fiir jeden Parameter b,c,e, f der 1 ist genau eine 7-Bahn

weniger, solange noch mindestens eine Mehrfachpfeilgruppe iibrigbleibt. Sind
alle Parameter 1 so ist der Kocher eine Orientierung von A; und damit euklidisch.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(1): PePdPo P,
Q:PRhePReoPor P
B):PePi®dT PeT P
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4): PR PReT PhdT P

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE':

Von (1):
T1:Pl@P3@P4@P2*WObeiPQ*ZT_<O, 0)
Tg:P1@P2@P4@P§"WobeiP?f:T_(O, 0)
Von (2):

T3=P,® P, &1 P& P; wobei Py =7(0,0,1,0
T)=P,® Py &1 P& P} wobei P; =71 (e,0,0,1
Von (3):

Ts = P Py 7 FP & (T_Pl)* wobei (T_P1>* = 7'_<b2 — 1,b,0,0) =
772(1,0,a,ac + ¢)

Te=Ps @1 P, ®7 P, ® P} wobei P} =7 (e,0,0,1) = 772(0,0,¢,c®> — 1)

Von (4):

Ty = Pyd1 Py®r Ps®(7~ Py)* wobei (17 Py)* = 77(1,0,0,¢e) = 772(b*~1,0,0,0)
Tg = P4 @T_Pl @T_P:), © (T_P2>* WObGi(T_P2>* = T_<bf2 — b,f2 — 1,f,0) =
772(0,1,0,0)

_2<bf2_b7f2_17f70>
_2<07f7f2_1acf2_c>

7—_2<07f7f2 - 1acf2 —C)
772(0,0,¢,¢% — 1)

1,0,
0,1

S

?

~— —

Ty liefert dieselbe 7-Bahn wie T5, T, dieselbe wie Tg, T5 dieselbe wie T7 und
Ts dieselbe wie T7. Es gibt also maximal 4 7-Bahnen von elementaren Moduln
ohne Selbsterweiterungen. Sind b, c, e, f > 2 gibt es genau 4 7-Bahnen: Die von
(0,1,0,0), (0,0,1,0), (¢,0,0,1) und (1,0,0,¢).
Es fallen

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0,0, ¢) zusammen,
e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0, 1,0) und (e, 0,0, 1) zusammen,
e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (e,0,0,1) und (1,0,0, ¢) zusammen und

e fiir f =1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (0,0, 1,0) zusammen.

6.9 Falla=e=0

Der Kocher () hat also die Gestalt 3

Fiir b > 2 gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen:
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(b,1,0,d) —* (bd,d,0,1) —=—— (0,0, 1,0) (0,1,0,d)

(0,1,0,0) (b3 — 2b,b* — 1,0,0)

Es gibt also fiir jeden Parameter c,d, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger.

Tst b= 1 erhiilt man: (0,1,0,d) —— (0,0,1,0) —— (d,d,0, 1)
d d

(07d7071> <07f7170>7<171707d>

Es gibt also mindestens eine 7-Bahn und fiir d # 1 und f # 1 je 2 zusétzliche
und fiir ¢ # 1 eine weitere.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
PPOPoPol,

PBLoPeoPdT P

PO PO T PO T P

P4@T_P1@T_P2@T_P3

P4@T_2P1@T_P2@T_P3

PoP TP dT Py

1):
2):

5):
6):

\_/\_/\_/\_/\_/\_/

(
(
(3
(4
(
(

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (1):

Ty, =P, & P,® P, ® P} wobei Pf =77(0,0,1,0) =720, f, f* — 1,¢f* — c+ df)
Ty =P, & Ps® P, ® Py wobei Py =77(0,1,0,0) = 772(b, 0> — 1,0*f — f,b%cf +
b2d —cf —d)

Von (2):

T3 = P, Pyd7 P @ Py wobei Pf =7(0,0,1,0) = 772(0, f, f2—1,cf?—c+df)
Von (3):

Ty=P&7 PL®d7 P,® P} wobei Pf=77(bd,d,0,1) =772(0,0,¢,c¢* — 1)
Von (4):

Ts=P 7T PO T PP (T_P2>* wobei (T_P2>* = T_<bf2 — b,f2 — 1,f,0) =
772(0,1,0,d)

Von (5):

Ts =P @7 2P, ®7 Ps® (77 P)* wobei (77 Pp)* = 7 (b% + bf? — 2b,b* + f% —
1, f,0) =772%(b,1,0,d)

Von (6):

Ty =P @7 2P @7 P, ® P; wobei P} =7 (bd,d,0,1) = 772(0,0,¢,c* — 1)

Ty = 3@ Py @7 2P @ (77 P2)* wobei (17P)* = 77 (b® — 2b,0* — 1,0,0) =
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T 2(b, 1, f,cf +d)

T, liefert dieselbe 7-Bahn wie T3, und T} dieselbe wie T7. Es gibt also maximal
6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen. Sind b, ¢, d, f > 2
gibt es genau 6 7-Bahnen: Die von (0,0,1,0), (0,1,0,0), (bd,d,0,1), (0,1,0,d),
(b,1,0,d) und (b* — 2b,b* —1,0,0).
Sei nun b > 2. Dann fallen

e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (bd, d,0,1) zusammen,

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von (bd, d,0,1) und (b, 1,0, d) zusammen, und

e fiir f =1 die 7-Bahnen von (0,0, 1,0) und (0, 1,0, d) zusammen.

Spezialfall: b =1
In diesem Fall ist 1 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusatzlichen praprojektiven Kippmodul:
(7) Pl@P3@P4@T_2P1
Dieser fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:
Tg = Pl@P4@T_2P1@P§< wobei P?;k = 7'_<0, f, 1, O) = 7'_2(f, f, f2— 1, Cf2—C+df>
T10 = P1 ) P3 ) T_2P1 D PI wobei PI = 7'_<0,d,0,1) = T_2<d,d,C+ df,02 +
cdf +d* — 1)

Fir b = 1 ist aber 7= P, = (0,1,0,0) und I, = (1,1, f,cf + d) also liefern
T, und Ty keine 7-Bahnen von reguldren Moduln mehr. Es gibt also wieder
maximal 6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen; fiir
¢, d, f > 2 sind es genau 6: (0,0,1,0), (d,d,0,1), (0,1,0,d), (1,1,0,d), (0, f,1,0)
und (0,d,0,1).
Dann fallen
e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (d,d, 0, 1) zusammen,
e fiir d = 1 die 7-Bahnen von (d,d,0,1) und (1,1,0,d) und von (0, 1,0,d)
und (0,d,0,1) zusammen und
e fiir f = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (0,1,0,d) und von (1,1,0,d)
und (0, f,1,0) zusammen.

6.10 Fall f=d =0

Der Kocher @@ hat also die Gestalt

Einen Kocher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kécher 6.9 in
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dem Punkt 1 mutiert.
Fiir b > 2 gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen:

(17b7076> — (0707 170> —— (670707 1) —— (1707076>

(1707a/7a/c+6> (17b7070>

Es gibt also fiir jeden Parameter a,c,e der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger.

Ist b =1 erhilt man: (1,1,0,e) —— (0,0,1,0) —— (e,0,0,1)
(e,e,0,1) (a,a,1,0) —(1,0,0,e)

Es gibt also mindestens eine 7-Bahn und fiir a # 1 und e # 1 je 2 zusétzliche
und fiir ¢ # 1 eine weitere.
Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(1) PoheoBol
Q:PRhePReoPor P
B)rPeoP,dT PPOT P
4): PLeT PO T P, ®T Py
(5) PQ@P4@T_P3@T_P1
6): T PbdT PsdT P

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (1):

T\ =P & P& P& P wobei P; =7(0,0,1,0) = (ac* + ce — a,0,c¢* — 1,¢)
Von (2):

Ty=P®P®d7 P @ P} wobei Pf =7 (e,0,0,1) = 772(0,0,¢,c®> — 1)

Von (3):
Ty = Ps® Py ® 7 P, ® (r P)* wobei (r—P)* = 77(b*> — 1,b,0,0) =
772(1,0,a,ac + ¢)

Ty=P®7 PL® 7 Py® P} wobei Pf =7"(e,0,0,1) = 772(0,0,¢,¢* — 1)

Von (4):

Ts = PL® 7P &7 P ® (1 P)" wobei (t7P)* = 7(1,0,0,e) =
72(a®> +b* — 1,b,a,0)

Von (5):

Ts = B, P, @7 P3® (77 P)* wobei (17 P))* =7 (a®*—1,0,a,0) = 77%(1,b,0,¢)
Von (6):

Ty = BT~ P17~ Ps® (7~ Py)* wobei (17 P)* = 7~ (a®*+ace+e?—1,0, a+ce, ) =
7—_2<17 b7 07 0)
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Ty =Po®7 Pi®d7 PL® (7~ P3)* wobei (17 P3)* = 7 (ac® +ce — a,0,c®> —1,¢) =
7—_2<07 07 17 0)

T, liefert dieselbe 7-Bahn wie T}, und 77 dieselbe wie Tg. Es gibt also maximal
6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen. Sind a, b, c,e > 2
gibt es genau 6 7-Bahnen: Die von (0,0, 1,0), (e,0,0, 1), (1,0, a,ac+e¢), (1,0,0,¢),
(1,b,0,¢e) und (1,5,0,0).
Sei nun b > 2. Dann fallen

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (1,b,0, ¢) zusammen,

e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (e, 0,0, 1) zusammen und

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (e,0,0,1) und (1,0,0, ¢) zusammen.

Spezialfall: b =1
In diesem Fall ist 2 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusatzlichen praprojektiven Kippmodul:
(7): BT Ps®71 PdT2P
Dieser fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:
To=P®7 Pa® 7 2P, @ (7~ P3)* wobei (17 P3)* = 77 (a® + a’ce + ac® + ae* —
2a+ce,0,a>+ace+c?—1,ae+c) =7 %(a,a,1,0) = 773(a,0,a®> — 1,a%c+ae —c)
Tw = P, ® 7 P ® 7 32P @ (17 Py)* wobei (t7P)* = 72(e,e,0,1) =
73(e,0,ae + c,ace + ¢ +¢e* — 1)

Fir b = 1 ist aber P, = (1,1,0,0) und I, = (0,1,0,0) also liefern 75 und
T7 keine 7-Bahnen von reguldren Moduln mehr. Es gibt also wieder maximal 6
7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen; fiir a, c,e > 2 sind
es genau 6: Die von (0,0,1,0), (e,0,0,1), (1,0,0,¢), (1,1,0,¢), (a,a,1,0) und
(e,e,0,1).
Dann fallen
e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (1, 1,0, ¢) und von (1,0, 0, ¢) und
(a,a,1,0) zusammen,
e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0, 1,0) und (e,0,0,1) und
e fiir e = 1 die 7-Bahnen von (¢,0,0,1) und (1,0,0, ¢) und von (1,1,0,¢) und
(e,e,0,1) zusammen.
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6.11 Falle=d=0

Der Kocher () hat also die Gestalt 3

Einen Kocher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kocher 6.10 erst
in dem Punkt 1 und dann in 2 mutiert.

Fiir ¢ > 2 gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen:

(CL, 07 17 C) — (17 07 a, CLC) —r (07 17 07 0) L (CL, 07 17 0)

(0,0,¢* —1,¢* — 2¢) (0,0,1,0)
Es gibt also fiir jeden Parameter a,b, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger.
Ist ¢ = 1 erhiilt man: (a,0,1,0) —— (0,1,0,0) —— (1,0,a,a)

a a

(1,0,@,0) (0717f70> <a707171>

f

Es gibt also mindestens eine 7-Bahn und fiir a # 1 und f # 1 je 2 zusétzliche
und fiir b+ 1 eine weitere.
Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(1) PeohoBob
2:PRhePReoPor P
B):PePdrT PidT P
(4) P4@T_P1@T_P2@T_P3
(5) P4@T_2P1@T_P2@T_P3
(6) P4 S¥) T_2P1 S¥) T_2P2 S¥) T_P3

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (1):

Ty, =P @ P3s® P, ® Py wobei Py = 7(0,1,0,0) = 772(b,b*> — 1,ab + b*f —
f,abc + b*cf — cf)

TQ = Pl@PQ@P4@P§k wobei P?;k = 7'_<0,0,1,0> = T‘Q(a,ab+f,a2—|—abf—|—f2—
1,a%c+ abef + cf? — c)

Von (2):

T3 =P,® P, &7 P @ P wobei Pf =71 (a,0,1,0) =720, f, f>— 1,cf*—¢)
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Von (3):

Ty = Ps® P, o1 Py® (7~ P)* wobei (17 P)* =7 (b*—1,0,0,0) = 7%(1,0, a, ac)
Von (4):

Ts =Py PLdT P3® (17 Py)* wobel (17 B)* =7 (af +bf*—b, f2—1, f,0) =
72(0,1,0,0)

Von (5):

To =P, ®1 2P &7 Po® (7~ P)* wobei (17 P3)* = 7 (a® + a®bf + ab® — 2a —
bf,a’f+ab— f,a*>—1,0) =77%(a,0,1,¢) = 7730, f,2 + f2— 1, + cf? — 2¢)

Von (6):
Ty = P, ®72P, @ 7 P @ (172P)* wobei (772P)* = 772(b* — 1,0,0,0) =
773(1,0, a, ac)

Ty = P, ®72P & 7720, @ (17 P3)* wobei (17P3)* = 772(a + bf, f,1,¢) =
773(0,0,c* — 1, ¢* — 2¢)

T liefert dieselbe 7-Bahn wie 75, und T} dieselbe wie T7. Es gibt also maximal
6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen. Sind a, b, ¢, f > 2
gibt es genau 6 7-Bahnen: Die von (0,1,0,0), (0,0,1,0), (a,0,1,0), (1,0,a,ac),
(a,0,1,¢), und (0,0,c* — 1,¢* — 2¢).
Sei nun ¢ > 2. Dann fallen

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (1,0, a,ac) und (a,0, 1, ¢) zusammen,

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a, ac) zusammen und

e fiir f =1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (a,0,1,0) zusammen.

Spezialfall: ¢ =1
In diesem Fall ist 4 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusatzlichen praprojektiven Kippmodul:
(7): Py 7 2P @7 2P & 772D,
Dieser fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:
Ty = P, P 7'_2P2 D 7'_2P4 D (T_Qpl)* wobei (7'_2P1)* = 7'_2<CL2 + Clbf + b? —
L,af +b,a,a) = 773(1,0,a,0)
To= P T_2P1 D 7'_2P4 D (T_QPQ)* wobei (7'_2P2)* = 7'_2<le + bf2 — b, f2 —
17f7f) = T_3<0717f70>

Fir ¢ = 1 ist aber P, = (a + bf, f,1,1) und 713 = (0,0,1,0), also liefern
Ts und T, keine 7-Bahnen von reguldren Moduln mehr. Es gibt also wieder
maximal 6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen; fiir
a,b, f > 2 sind es genau 6: Die von (0,1,0,0), (a,0,1,0), (1,0,a,a), (a,0,1,1),
(1,0,a,0) und (0,1, f,0).
Dann fallen

e fiir @ = 1 die 7-Bahnen von (1,0,a,a) und (a,0,1,1) und von (a,0,1,0)

und (1,0, a,0) zusammen,
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e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a,a) und
e fiir f = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (a,0,1,0) und von (a,0,1,1)
und (0,1, f,0) zusammen.

6.12 Falle=b=0

Der Kocher @ hat also die Gestalt

Einen Kocher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kdécher 6.9 in
dem Punkt 4 mutiert.

Fiir a > 2 gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen:

(0707170> (07d7071> (071707d> <a707170>

<a70717c> <O7f7 170>
Es gibt also fiir jeden Parameter c,d, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger.

f

Ist @ = 1 erhilt man:  (1,0,1,0) (0,1,0,d) —%—(0,d,0,1)

(0,¢f +d,c,1) (0,f*=1,1,0)7—1(0,0,1,0)

Es gibt also mindestens eine 7-Bahn und fiir ¢ # 1 und f =+ 1 je 2 zusatzliche
und fiir d # 1 eine weitere.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
PoPoPor,

PQ@P3@P4@T_P1

POP, T PLOT P

PeoTPoT PRROT B

Piorm?Pi@T P, &7 Ps

Pl@P3@P4@T_P2

1):
2):

—

(
(
(3):
(4):
(5):
(6):

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE':
Von (1):
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Ti=P &R P& P wobei P = 7(0,0,1,0) = 7 2(a, f,a® + 2 — 1,a% +
cf? —c+df)

Von (2):

Ty = Py®Py,®7™ P &® Py wobei Py =7 (a,0,1,0) = 7720, f, f*—1,cf?*+df —¢)
Von (3):

T3=Ps®1 P ®7 P,® P} wobei Pf =77(0,d,0,1) = 772(0,0,¢,c* — 1)

Von (4):

Ty = PbdT PL®71 Ps® (17 R)* wobei (17P)* = 7 (af, f> — 1,f,0) =
72(0,1,0, d)

Von (5):

Ts = P, &7 2PL® 7 P3® (17 P)* wobei (17 P)* = 7 (af, f> —1,f,0) =
72(0,1,0, d)

Ts = Po®T 2P ®7 Po® (77 P3)* wobei (17 P3)* =t~ (a®*—2a,a*f — f,a®>—1,0) =
7 2(a,0,1,c)

Von (6):

T7 :Pl@P4@T_P2@P; wobei P?;k :7'_<0,f,1,0>
Tg :Pl@P:;@T_PQ@PI wobei PI :T_(O,d,0,1>

%(a,0,a* — 1,a%c —¢)
2(0,0,c,c* — 1)

—
T

T, liefert dieselbe 7-Bahn wie 75, und 73 dieselbe wie Tg. Es gibt also
maximal 6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen. Sind
a,c,d, f > 2 gibt es genau 6 7-Bahnen: Die von (0,0, 1,0), (a,0,1,0), (0,d,0,1),
(0,1,0,d), (a,0,1,¢) und (0, f,1,0).

Sei nun @ > 2. Dann fallen

e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0, 1,0) und (0,d,0,1) zusammen,
e fiir d =1 die 7-Bahnen von (0,d,0,1) und (0, 1,0, d) zusammen und
e fiir f =1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0, 1,0, d) zusammen.

Spezialfall: a = 1
In diesem Fall ist 1 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusatzlichen praprojektiven Kippmodul:
(M):PLOP, T PdT2P,
Dieser fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:
To=P @17 P,® 7 2P @ P} wobei Pf =7 (0,¢cf +d,c,1) =7 %(c,0,¢,c® — 1)
Tw = PL® P, @ 72P @ (77 P)* wobei (17 P)* = 77(0,f% — 1,f,0) =
7 2(f, 1, f,cf +d)

Da P = (1,0,0,0) und I; = (1,0,1,¢) ist, liefern Ty und 77 fir a = 1
keine 7-Bahnen von reguldren Moduln mehr. Es gibt also wieder maximal 6
7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen; fiir ¢, d, f > 2 sind
es genau 6: Die von (0,0,1,0), (1,0,1,0), (0,d,0,1), (0,1,0,d), (0,cf +d,c,1)
und (0, f?2 -1, f,0).

Dann fallen
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e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0, 1,0) und (0,d,0,1) und von (1,0, 1,0) und
(0,cf +d,c, 1) zusammen,

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von (0,d,0,1) und (0,1,0,d) und

e fiir f = 1 die 7-Bahnen von (1,0,1,0) und (0,1,0,d) und von (0,0, 1,0)
und (0, f2 — 1, f,0) zusammen.

6.13 Fall f=b=0

Der Kocher () hat also die Gestalt 3

Einen Kécher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Ko6cher 6.11 in
dem Punkt 4 mutiert.

Fiir d > 2 gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen:

(67d7071> (0707170> (1707076> (6707071>
(07d7071> (CLC+€,O,C, 1)

Es gibt also fiir jeden Parameter a,c,e der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger.

Ist d = 1 erhélt man: (e, 1,0,1) — (0,0,1,0) —— (1,0, 0, ¢)

€ €

(1767076> (07c7l7c> (6707071>

Es gibt also mindestens eine 7-Bahn und fiir ¢ # 1 und e # 1 je 2 zusétzliche
und fiir a # 1 eine weitere.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
PoPoPor,

PePRoP T P

PBeOP, 1T PLOT P

P4@T_P1@T_P2@T_P3

Pl@P3@P4@T_P2

PQ@P4@T_P1@T_P3

1):
2):

—

(
(
(3):
(4):
(5):
(6):

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
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T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE':

Von (1):

T, =P & P,® P, ® P; wobei Pf =717(0,0,1,0) = 77%(a,0,a® — 1,a%c + ae — ¢)
Von (2):

Ty=P,®Ps®d7 P, ® P} wobei Pf =77 (e,0,0,1) =772(0,d,c,c* +d*> — 1)
Von (3):

T3=Ps®1 P ®7 P,® P} wobei P} =7 (e,d,0,1) = 772(0,0,¢,¢* — 1)

Von (4):

T, Po®7 P, ®1 Ps® (rP)* wobei (17P)* = 7 (a® — 1,0,a,0) =
72(1,0,0,¢)

Von (5):

T5 Pl@P4@T_P2@P*WOb€iP*_T ( 0 0)
T6 Pl@Pg,@T PQ@P WObGlPI—T(O 0
e? —1)

Von (6):

Ty = PPy @1 Ps® (7~ P)* wobei (17 P)* =7 (a*—1,0,a,0) = 77%(1,0,0,¢)
Ty=P, &7 PL®7 Ps® P} wobei Pj =7 (ac+e¢,0,¢,1) = 772(0,d,0,d*> — 1)

T~ (a 0,a®>—1,a*c+ae—c)

1) (6,0,a6+c,ace+c +

T liefert dieselbe 7-Bahn wie 75, und T} dieselbe wie T7. Es gibt also maximal
6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen. Sind a, ¢, d,e > 2
gibt es genau 6 7-Bahnen: Die von (0,0,1,0), (¢,0,0,1), (e,d,0,1), (1,0,0,¢),
(0,d,0,1) und (ac+e,0,c,1).
Sei nun d > 2. Dann fallen

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (1,0,0,¢) zusammen,

e fiir c = 1 die 7-Bahnen von (0,0, 1,0) und (e, d, 0, 1) zusammen und

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (e,0,0,1) und (1,0,0, ¢) zusammen.

Spezialfall: d =1
In diesem Fall ist 2 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusatzlichen praprojektiven Kippmodul:
(7): P Pi®T PsdT 2R
Dieser fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:
To=P,®7 P37 2P, @ (17 P)* wobei (17 P)* =7 (a* +ace +€* —1,0,a +
ce,e) =1 2(1,¢,0,€)
Tw=P®T PLOT2P® (1~ P)* wobei (17 )* =177 (ac® —a+ce, 0, —1,¢) =
772(0,¢,1,¢)

Fir d = 1 ist aber P, = (0,1,0,0) und I, = (0,1,0,1) also liefern Ty und
T keine 7-Bahnen von reguldren Moduln mehr. Es gibt also wieder maximal 6
7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen; fiir a, c,e > 2 sind
es genau 6: Die von (0,0,1,0), (e,0,0,1), (e,1,0,1), (1,0,0,¢), (1,¢,0,e) und
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(07 c? 17 c)'
Dann fallen

e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (1,0, 0, ¢) zusammen,

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0) und (e, 1,0,1) zusammen und von
(€,0,0,1) und (0, ¢, 1, ¢) zusammen und

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (¢,0,0,1) und (1,0,0,¢) zusammen und von
(e,1,0,1) und (1,¢,0, ) zusammen.

6.14 Falle=c=0

Der Kocher @) hat also die Gestalt

/ 3
1 o4
2
Einen Kécher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Ko6cher 6.12 in
dem Punkt 1 mutiert.

Fiir d > 2 gibt es folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen:

(0717070>L<1707a70> . <a707170>L<071707d>

<b71707d> (0717f70>

Es gibt also fiir jeden Parameter a,b, f der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger.
Ist d = 1 erh&lt man:

(0717071> <a707170> . (1,0,@,0)

b b

(17b7a+bf70> (07f7f2_170>f—<0717070>

Es gibt also mindestens eine 7-Bahn und fiir b # 1 und f # 1 je 2 zusétzliche
und fiir a # 1 eine weitere.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:

(1): PePdPo P,

(2) PQ@P3@P4@T_P1
B):PBRePoT PAOT P,
(4) P4@T_P1@T_P2@T_P3
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(5): Pod 2P Py Py
(6) P3@T_P4@T_P1@T_P2

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE':

Von (1):

Ty = PL®PsdPy® Py wobei Py = 7(0,1,0,0) = 772(b, b*—1,ab+b* f— f, b*d—d)
Von (2):

Ty=P,& P, &7 P& P; wobei Pf =7 (a,0,1,0) = 7720, f, f* — 1,df)

Von (3):

T3 = P3@P4@T_P2@<T_P1>* wobei (T_P1>* = 7'_<b2—1,b,0,0> = 7'_2<1,0,CL,0>
Von (4):

Tyh=P®or P @T_Pg,@(T_PQ)* wobei (T_P2>* = T_<af—|-bf2—b, f2— 1, f, 0) =
772(0,1,0,d)

Von (5):

Ts = PodT 2P @1 P3® (7 Py)* wobei (17 Py)* = 77 (a*b+ab*f+af+b>+bf? —
2b,abf + 0%+ f2 —1,ab+ f,0) = 772(b,1,0,d) = 772(0,d* — 1,d*f — f,d* — 2d)
T = P & T_2P1 & 7P & (T_P?,)* wobei (T_P?,)* = T_Q(G,O,l,O) =
7—_3<07f7f2 - 17df>

Von (6):

Tr =P®7 PL®7 P @ (17 Py)* wobei (17 P)* = 7 (bd?® — b,d*> — 1,0,d) =
772(0,1, f,0)

Ty = P& 7 Py® 17 P® (1 P)* wobei (t7P)* = 7 (b* — 1,0,0,0) =
77%(1,0,a,0)

T, liefert dieselbe 7-Bahn wie Ty, und 73 dieselbe wie Tg. Es gibt also
maximal 6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen. Sind
a,b,d, f > 2 gibt es genau 6 7-Bahnen: Die von (0, 1,0,0), (a,0,1,0), (1,0,a,0),
(07 17 07 d)? <b7 17 07 d) und (07 17 f? 0)'
Sei nun d > 2. Dann fallen
e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (1,0, a,0) zusammen,
e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a,0) zusammen und
e fiir f =1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0, 1,0, d) zusammen.
Spezialfalld = 1:
In diesem Fall ist 4 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusétzlichen préaprojektiven Kippmodul:
(7): oo PsdT P T %R,
Dieser fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:
Tg = P4 ) T_2P1 ) T_2P4 D (T_P?,)* wobei (T_P?,)* = 7'_2(a + bf, f, 1,f) =

7—_3< 7f7f2_170>
Tio =P B & 7'_2P4 D (T_Qpl)* wobei (T_Qpl)* = 7_2(b2 — 1,b,0,b) =
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—3(1,b,a+ bf,0)

Da P, = (b,1,0,1) und I, = (0,0,0, 1) ist liefern 75 und 7% fiir d = 1 keine 7-
Bahnen von reguldren Moduln mehr. Es gibt also wieder maximal 6 7-Bahnen von
elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen; fiir a, b, f > 2 sind es genau 6: Die
von (0,1,0,0), (a,0,1,0), (1,0,a,0), (0,1,0,1), (0, f, f2—1,0) und (1,b,a+0bf,0).
Dann fallen

e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (1,0, a,0) zusammen,

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (1,0, a,0) zusammen und von

(0,1,0,1) und (1,b,a + bf,0) zusammen und
e fiir f = 1 die 7-Bahnen von (a,0,1,0) und (0,1,0,1) zusammen und von
(0,1,0,0) und (0, f, f> — 1,0) zusammen.

6.15 Falla=d=e=0und bcf > 1

Der Kocher () hat also die Gestalt 3

Es gibt die folgenden 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
weiterungen und keine weiteren:

b7c7f Z 2 (0717070>7 (0707170>7 (bf f717c> und (b f?cf>

b=1¢f>2 (0707170> (f f7170> (0 f,l,O)und(O falac)
c=1,0,f>2 (0717070> <b717f7f>7 (0717f7 )und <b717f7 )
f=1¢b>2 (0,0,1,0) und (b,1,1,¢)
b:czlafZQ (07f7170>7(07f7171>7<0717f7 )und (1717f70>
b=f=1c>2 (,c,c,l)u (0707071)
c=f=1,b>2 (1,b,b,0) und (1,5,0,0)

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung:
): PO PRo o P,

2): PQ@P3@P4@T_P1

PBeOP, 1T PAOT P

PPemTPAeT BT P

Piorm?Pi@T P, &7 Ps

P4@T_2P1@T_2P2@T_P3

P3@P4@T_2P1@T_P2

P4@T_3P1@T_2P2@T_P3

=N N

(

(

(3):
(4):
(5):
(6):
(7):
(8):

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
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T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE':

Von (1):

T, = P& P3® Py P; wobei Py = 77(0,1,0,0) = 772(b,0* = 1,0 f — f, cb* f — cf)
Ty=P &P, P, & P wobei P; =717(0,0,1,0) =720, f, f* = 1,¢f* — ¢)
Von (2):

T3 =P, ®P,®7 P ® Py wobei Pf =7(0,0,1,0) =772(0, f, f> — 1,¢cf* —¢)
Von (4):

T)=P, &7 PL®7T Ps® (77 Py)* wobei (17 Pp)* =7 (bf> — b, f>—1,f,0) =
72(0,1,0,0)

Von (6):

Ts =Py, @1 2P @7 2P, @ (17 P)* wobei (17 P3)* = 7= (b*f +bf* — 3bf, b f +
f2=2f,f2=1,0)=720f, f,1,¢) = 773(0,0,c* — 1,¢* — 2c¢)

Von (7):

Ts = P3@® Py @ 772P, @ (77 Py)* wobei (17P)* = 77 (b% — 2b,0* — 1,0,0) =
7720, 1, focf) = 7730, f2 = 1,32f + f2 = 2f, A f + cf* — 3¢f)

Von (8):

T7 = P4 D 7'_3P1 D T_P3 D (7'_2P2)* wobei (T_2P2> = T_(bf2 — b, f2 — 1, f,O) =
72(0,1,0,0)

T, liefert dieselbe 7-Bahn wie T3, und 77 dieselbe wie T, und 7%. Es gibt
also maximal 4 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen.
Sind b,c > 2 gibt es genau 4 7-Bahnen wenn f > 2 ist: Die von (0,1,0,0),

(0707 170>7 (bf7 f7 17c> und <b7 17 f? cf)'

e fiir f = 1 fallen die 7-Bahnen von (0,1,0,0) und (0,0,1,0) und von
(bf, f,1,¢) und (b, 1, f, cf) zusammen,

Es ergibt sich also folgendes Bild:

(0,1,0,0) ——(0,0,1,0)
(f, f,1,0) (0,1, f, fc)
Es gibt fiir f = 1 also genau zwei 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne

Selbsterweiterungen: Die von (0,0, 1,0) und (b, 1,1, ¢).

1. Spezialfall: b=1, ¢, f > 2.

In diesem Fall ist 1 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
zwei zuséatzliche praprojektive Kippmoduln:

9): PO P o 2P,

(10) P4@T_P1@T_P3@T_3P1

Diese fithren, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weiteren Kippmoduln vom
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Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:

Von (9):

Ty =P & P,&7 2P & P wobei Py =717(0,f,1,0) =772(f, f, f*— 1,¢f*—¢)
Von (10):

To = P,oT  PoT3 P ® (77 Ps)* wobei (77 P3)* = 7 (f*—2f, f*—2f, f*—1,0) =
772(0, f,1,¢)

Fir b = 1 liefern dafiir Ty und 7} keine 7-Bahn von reguldren Moduln
mehr, weil P, = (1,0,0,0) und I; = (1,1, f, fc) ist. Es gibt fir b= 1und ¢, f > 2
also genau vier 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen:
Die von (0,0,1,0), (f, f,1,¢), (0, f,1,0) und (0, f,1,¢).

Der 2. Spezialfall c=1und b, f > 2
Dieser Fall ist dual und liefert die 7-Bahnen von (0,1,0,0),(b,1, f, ), (0,1, f,0)
und (b, 1, f,0).

3. Spezialfall: b= f =1, ¢c> 2.

Hier gibt es zusatzlich zu den préaprojektiven Kippmoduln aus dem Fall b = 1,
modulo 7-Verschiebung, noch genau vier weitere:

(11) Pl@P4@T_2P1@T_2P2

(12) Pl@P4@T_2P2@T_3P1

(13): P& Pd P3P

(14) PQ@P4@T_P1@T_3P1

Dies fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau vier weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:

Von (11):

Tw=P,®7 2P, ®7 2P, @ P; wobei P =7(0,¢,¢c,1) = 77 %(c,c,c,c* — 1)
Von (12):

Ty=P &7 2PL®7t3P @ P} wobei Pf =71(0,¢,¢,1) = 77 %(c,c,c,c* — 1)
Von (13):

Ty =P ® P ®713P, @ P} wobei P} =77(0,0,¢,1) = 7%(0,¢,¢,c® — 1)

Von (14):

Tizs=Po®7 P ®&17°P, & P} wobei Pj =77(0,0,¢,1) = 77%(0,¢,¢,c¢* — 1)

Tio und T, liefern also dieselben 7-Bahnen, ebenso T und T73.

Fir f = b = 1 liefern aber die 7-Bahn von T (die mit der 7-Bahn von 75
zusammenfallt) und die 7-Bahn von T (die mit der 7-Bahn von 75 zusam-
menfillt) keine 7-Bahnen von reguldren Moduln mehr, da P, = (1,0,0,0) und
I = (1,1,1,¢) ist. Zudem liefern in diesem Fall Tg und Ty keine 7-Bahnen von
reguliren Moduln mehr, da P, = (1,1,0,0) und I, = (0,1, 1, ¢) ist. Es gibt also
fiir ¢ # 1 genau zwei 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterun-
gen: Die von (0,c¢,¢,1) und (0,0,¢,1).
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4. Spezialfall: ¢, f =1, 0 > 2.
Dieser Fall ist wieder dual und liefert die 7-Bahnen von (1, 4,,0) und (1,5, 0,0).

5. Spezialfall: b,c =1, f > 2.

Dann gibt es zusétzlich zu den préaprojektiven Kippmoduln aus dem Fall b = 1,
modulo 7-Verschiebung, noch genau zwei weitere:

(15) P4@T_2P1@T_2P2@T_2P4

(16): LT 2P, o1 2P 3P,

Dies fiihrt zusétzlich zu 77, . .., Ty, modulo 7-Verschiebung, zu genau zwei weite-
ren Kippmoduln vom Typ T' = P & E mit praprojektivem P und elementarem
b

Von (15):

T = P4@7'_2P1 @T_2P4@<T_2P2)* wobei (T_2P2>* = 7'_2<f2— 1, f2— 1, f, f, ) =
773(0,1, f,0)

Von (16):

Tis =P @& 7Py @ 7Py @ (17°R)* wobel (172°P)* = 772(f* = L, f% f. f) =
773(1,1, £,0)

Fir b,c = 1 liefern allerdings 77, T3, 15 und T keine 7-Bahnen von reguléren
Moduln mehr da P, = (f,f,1,1), L, = (1,1,f,f), 7P = (0,1,0,0) und
71, = (0,0,1,0) ist. Es gibt also fiir f # 1 genau vier 7-Bahnen von elementaren
Moduln ohen Selbsterweiterungen: Die von (0, f,1,0), (0, f,1,1), (0,1, f,0) und

(1,1, 1,0).

Fir b = ¢ = f = 1 ist der Kocher vom Dynkin-Typ A4, also gibt es
keine regulédren Moduln.

6.16 Falld=e=f =0 und abc > 1

Der Kocher @ hat also die Gestalt

Einen Kécher von diesem Typ erhélt man auch indem man den Kécher 6.15 in
dem Punkt 1 mutiert.

Da dieser Fall recht aufwendig ist, ist es wesentlich einfacher die Dimensionsvek-
toren mittels der Reflexionen aus denen von 6.15 zu berechnen. Dann gibt es
die folgenden 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen und
keine weiteren:
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b,c,a > 2 (1,b,0,0), (0,0,1,0), (a,0,1,¢) und (1,0, a, ac)
b=1c¢a>2 (0,0,1,
c=1,ba>2 (1,b,0,
a=1,¢b>2
b=c=1a>2 (a,a,l,0),(a,a,l,
b=a=1¢>2 (c
c=a=10>2 (b

)

)7 (17b7 a70> und (1707 a70>
) und (1,0,1,¢)

)7 (17 17a70> und (1707 a/7 0)
) und (0,0, ¢, 1)

6.17 Fall c=d=f =0 und abc > 1

Der Kocher () hat also die Gestalt 3

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
1) PioPoPal

2 P o e P01 P

P3@P4@T_P1@T_P2

P4@T_P1@T_P2@T_P3

PBeP &1 PsbT P

PBer P B P

PBeP T PLdT P

Peorm PP BTt P

— N N N

(

(

(3
(4
(5
(6
(7
(8

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (3):

T = P3@P4@T_P2@<T_P1>* wobei (T_P1>* = 7'_<b2—1,b,0,0> = 7'_2<1,0,CL,6>
Von (4):

Ty =P, &7 P,d7 P3® (7 P)* wobei (- P)* = 7 (a*> + V* — 1,b,a,0) =
772(1,0,0,¢)

Von (5):

T3 =P®P,®7r P3® (7~ P)* wobei (17 P))* =71 (a®*—1,0,a,0) = 772(1,b,0,¢)
Von (6):

Ty =P, ®d7 PL®7 P3® (r P)* wobei (17P)* = 7 (a®> + ¢ — 1,0,a,¢) =
772(1,0,0,0)

Von (7):

Ts = B, PsdT Py (7~ P)* wobei (17 P)* =7 (e?—1,0,0,¢) = 772(1, b, a,0)
Von (8):

Te = PBs 1t BT P& (T_Pl)* wobei (T_Pl)* = T_(b2 + e? — 1,b,0,€) =
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T_2<17 07 a/7 0)

Sind a, b,e > 2 gibt es also genau 6 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne
Selbsterweiterungen: Die von (1,0, a, ¢), (1,0,0,¢), (1,b,0,¢), (1,6,0,0), (1,b,a,0)
und (1,0, a,0).
und

e fiir @ = 1 sind (1,b,0,¢) und (1,0,a,0) keine reguliren Moduln da dann

I;=(0,0,1,0) und P; = (1,0, 1,0) sind,
e fiir b = 1 sind (1,0,a,e) und (1,b,0,0) keine reguldren Moduln da dann
I, =1(0,1,0,0) und P, = (1,1,0,0) sind und
e fiir ¢ = 1 sind (1,0,0,¢) und (1,b,a,0) keine reguliaren Moduln da dann
I4 = (0,0, 0, 1) und P4 = (1, 0, 0, 1) sind.
Es gibt also fiir jeden Parameter der eins ist genau 2 7-Bahnen weniger.

Sind a = b = e = 1 ist der Kocher dynkinsch vom Typ D, ist; es gibt also keine
reguldaren Moduln.
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Kapitel 7

Erbliche Ko6cher mit 3 Punkten

Ein erbilcher Kocher mit 3 Punkten ist von der Gestalt

2
VAR
1~—3

fiir geeignete x;. Unterscheidet man wieder ob ein Parameter gleich Null ist, so
erhélt man die drei Félle a,b,c# 0, a = 0 und ¢ = 0. Fiir b = 0 ist der Kocher
dual zu dem Kocher fiir a = 0, also ist dieser Fall nicht interessant.

7.1 Fall a,b,c+0

Der Kocher () hat also die Gestalt 2

N

1 3

Es gibt folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen:

(c,0,1) ——(1,0,¢)

S

(0,1,0)

a

Es gibt also fiir jeden Parameter a,b,c der 1 ist genau eine 7-Bahn weniger
solange mindestens eine Mehrfachpfeilgruppe {ibrig bleibt. Sind alle Parameter
eins so ist der Kocher eine Orientierung von A, und damit euklidisch.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
(1): PP d P
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(2) P Psdrm P
(3) P3@T_P1@T_P2

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit priaprojektivem P und elementarem £:

Von (1):

Ty = P, ® Py & Py wobei Py =77(0,1,0) = 7 %(a,a® — 1,a*b + ac — b)
Von (2):

Ty=P,&7 P& P; wobei Pf =77 (c,0,1) = 772(0,b,b*> — 1)

Von (3):

Ts=Ps®d7 P® (r P)* wobei (17 P)* =7 (a®> — 1,a,0) = 77%(1,0,¢)

Es gibt also maximal 3 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen: Die von (0,1,0), (¢,0,1) und (1,0, ¢).
Sind a, b, c > 2 gibt es genau 3 7-Bahnen und es fallen

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0) und (1,0, ¢) zusammen,

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,1,0) und (¢, 0, 1) zusammen und

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (¢,0,1) und (1,0, ¢) zusammen.

7.2 Fall a=0und bc > 1

Der Kocher () hat also die Gestalt 2
N
Es gibt folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen:
Fiir b,c > 2: (¢,0,1) und (0,5, 1).
Fir b=1und c+# 1: (1,¢,¢).
Fir c=1und b+ 1: (b,1,b).

Fiir b = ¢ = 1 ist der Kocher vom dynkin Typ As, also gibt es keine reguléren
Moduln.

1 3

[

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
1): PP dP

(2) P Psdrm P

(3) PP B

4): T PLdT Py

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & F mit praprojektivem P und elementarem FE:

Von (2):
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Ty = Py 7 P, @ P} wobei P} = 7 (¢,0,1) = 720, 0,52 — 1)
Von (3):
Ty=P &7 P& P; wobei P =77(0,b,1) = 77%(c,0,c* — 1)

Es gibt also maximal 2 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbster-
weiterungen: Die von (¢, 0, 1) und (0,b,1). Sind b, ¢ > 2 gibt es genau 2 7-Bahnen.

Spezialfall: b =1
In diesem Fall ist 2 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusatzlichen préaprojektiven Kippmodul:
(5) PQ@T_Pl@T_QPQ
Dieser fiihrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau einem weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:
Ts =P, ®7 2P, @ (7~ P)* wobei (17P)* =7 (c* - 1,0,¢) = 7%(1,¢,¢)

Fiir b = 1 liefern T} und 75 keine 7-Bahnen von regulédren Moduln mehr, da
7Py = (¢,0,1) und I, = (0,1,1) sind. Es gibt also maximal eine 7-Bahn von
elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen: Die von (1,¢, ¢).

Ist ¢ > 2 gibt es genau eine 7-Bahn.
Der Fall ¢ =1 ist analog.

7.3 Fall c=0und ab >1
Der Kécher Q hat also die Gestalt 1<%—2<23

Es gibt folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen:

Fiir a,b > 2: (0,1,0) und (a, 1,b).

Fira=1und b+ 1: (0,b,1).

Firb=1und a # 1: (1,a,0).

Fiir a = b = 1 ist der Kécher vom dynkin Typ Aj, also gibt es keine regulidren
Moduln.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:

1) PP P,& P

(1):

(2) PQ@P3@T_P1
(3) P3@T_P1@T_P2
4): BT P ®dT2P,

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
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T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE':

Von (1):

T, = P, & Py & P wobei Py = 77(0,1,0) = 7 2(a,a®> — 1,a%b — b)

Von (4):

Ty =P 7 2P @ (17 P)* wobei (77 P)* = 77 (a® — 2a,a* — 1,0) = 7 %(a, 1,b)
Es gibt also maximal 2 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweite-
rungen: Die von (0,1,0) und (a, 1,b). Sind a,b > 2 gibt es genau 2 7-Bahnen.

Spezialfall: a = 1

In diesem Fall ist 1 eine Spitze von ) und es gibt, modulo 7-Verschiebung, genau
einen zusatzlichen praprojektiven Kippmodul:

(5) Pl@Pg,@T_QPl

Dieser fiithrt, modulo 7-Verschiebung, zu genau einem weiteren Kippmoduln vom
Typ T = P & E mit praprojektivem P und elementarem F:

Ty = P, &7 2P, @ P} wobei Py =717(0,b,1) = 772(b,b,b*> — 1)

Fir a = 1 liefern 7} und 7% keine 7-Bahnen von reguldren Moduln mehr, da
7P, =(0,1,0) und I, = (1,1,b) sind. Es gibt also maximal eine 7-Bahnen von
elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen: Die von (0, b, 1).

Ist b > 2 gibt es genau eine 7-Bahn.
Der Fall b = 1 ist dual und liefert die 7-Bahn von (1, a,0).
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Kapitel 8

Anzahl der m-Bahnen fiir
spezielle Kbcher

Lemma 8.1. Sei () ein Kdcher vom Typ

a2

9 3 . I M L +1
e N
QU4 Ay, 42

Lt oAl +2<" 0% e +3 - n—2¥2p_1

1

mit m Armen der Léingen l; > 1 von n nach 1. Dann sind dquivalent:

(a) A st eine Orientierung von QQ mit folgender FEigenschaft: Die Anzahl der
Pfeile von rechts nach links ist in jedem Arm gleich.

(b) A ist der Hom-Kdcher eines priprojektiven Kippmoduls von kQ.

Beweis. (b)) =>(a): Sei A der Hom-Kocher von T'= @}, 77" P;. Dann kann T
soweit in 7-Richtung verschoben werden, bis mindestens ein direkter Summand
von 1" projektiv ist. Ohne Einschrankung sei also T}, = P, projektiv. Dann ist
nach Lemma 5.9 auch T,, = P, projektiv. Aulerdem folgt mit Lemma 5.9, dass
jeder Pfeil von rechts nach links in einem Arm von A, also ein Pfeil von j nach
i mit i < j, eine Abbildung von 77% P; nach 7=%~! P, entspricht. Jeder Pfeil von
links nach rechts in einem Arm von A, also ein Pfeil von ¢ nach j mit i < j,
bedeutet eine Abbildung von 7% P, nach T‘lin. Also ist insgesamt die Anzahl
der Pfeile von rechts nach links in einem Arm gleich ;. Insbesondere also fiir alle
Arme gleich.

(a) =>(b): Sei A ein Kocher mit dieser Eigenschaft. Dann kann wie folgt ein
Hom-Kocher vom Typ A eines préaprojektiven Kippmoduls konstruiert werden:
Ersetze den Punkt n durch P, und iteriere.

Ist a «<— 77" P, ein Pfeil in A dann ersetze a durch 7" 'P,_;.
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Ist b—— 77" P; ein Pfeil in A dann ersetze b durch 77" P,_.
Damit erhélt man einen préaprojektiven Kippmodul und Schnittmodul 7" Sind
T, = 77"F, und T; = 77" P; zwei unzerlegbare direkte Summanden von 1" so
gibt es zwei Moglichkeiten:
1. Fall: 2 und j sind in @ durch einen Weg verbunden:
Sei ohne Einschréinkung i < j. Dann ist r; < 7y, also ist Ext' (7777 P, 77" P;) =
Ext'(P;, 7" P) = 0.
AuBlerdem gilt v, —r; < j — 14, also r;, —r; — 1 < 7 — ¢ und damit auch
Ext' (7" P, 77" P;) = Ext! ("% Py, P;) = D Hom(P;, 77"+ %1 B;) = 0.
2.Fall: 4 und j sind in @ nicht durch einen Weg verbunden:
Es gilt also insbesondere 1 < 7,7 < n und ¢ und j liegen nicht auf demsel-
ben Arm. Sei ohne Einschrankung r; < r;. Dann ist Ext'(r " P, 77" P;) =
Ext'(P;, 77777 P;) = 0.
Sei j; die Anzahl der Pfeile von rechts nach links zwischen 1 und j und sei
i1 die Anzahl der Pfeile von rechts nach links zwischen 1 und 4. Dann ist
rj =r1—jpund ry —r; = 4. Es folgt rj — 1, = 1 —1r; —j1 = 41 — j1 und
Tj—Ti—lgil—j1+j1—1:i1—1.
Weiterhin ist Hom(P;, 77" P;) = 0 und damit auch Hom(P;, 7=**1P;) = 0 also
ist 7771 P; an der Stelle ¢ nicht aufrichtig. Weil der Kécher keine Spitze hat, ist
mit Satz 5.8 auch 771 P; an der Stelle ¢ nicht aufrichtig, da es einen Mo-
no von 7" Pnach 77T P gibt. Also folgt 0 = D Hom(P;, 7" ;) =
Ext!'(r7"47 Py, P) = Ext' (17" P, 7" Py).

[

Definiert man die folgenden Moduln

o Firl<i<mnseiV,=(v,...,v,) mit:
fiir j < ¢ ist v; die Anzahl der Wege von i nach j,
fiir j > ¢ ist v; die Anzahl der Wege von j nach 1,
und v; = 1.

e Firl <s<m-—1und I = {iy,...,is} CT{2,L+2,Li +1la+2,...,[1 +
coiF o1 + 2} sel Wi = (wy, ..., w,) mit:

NS 2
w;; = x;; und alle restlichen w; = 0.

e Fir1<s<m-1lundl="{iy,...,is} C{L+LlL+1l+1,....,n—1} sei
Zr = (z1,...,2,) mit:
N8 2
Zn =Y — L
zi; = yi; und alle restlichen 2z; = 0.

so gilt:
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Proposition 8.2. Sei Q) wie oben. Dann gibt es in kQ maximal 2™ + 2n — 8
T-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen und folgende Liste
ist eine vollstindige Aufzdhlung aller T-Bahnen:

Wy und Z; wobei I alle nicht-leeren echten Teilmengen von {1,...,m} durchliuft
und Sa, ..., Sp_1.

Beweis. Nach Lemma 8.1 entspricht jeder préaprojektive Kippmodul einer
Orientierung A von ) mit der Eigenschaft aus Lemma 8.1.

Jeder elementare Modul ohne Selbsterweiterungen ist von der Form 77" fiir einen
praprojektiven Kippmodul 7" und einen direkten Summanden 7; von 7.

Sei i € {1,n} ein Punkt in @) und p,q die beiden benachbarten Punkte mit
p < i < q. Bei einer Mutation in i gibt es genau 4 Moglichkeiten wie A lokal
aussehen kann:
(1) p—i+— q Mutation in i ergibt p«—i—— ¢ also wieder einen erblichen
Kocher.
(2) p+—1i—q Mutation in i ergibt p — i +— ¢ also wieder einen erblichen
Kocher.

(3) p Mutation in 7 ergibt P also keinen erblichen Kécher, d.h.
| |\
7 — 4 7 < ¢

T7 ist elementar.

(4) p Mutation in i ergibt p also keinen erblichen Kocher, d.h.
| |
1< 4 i—>4

T ist elementar.

Nur bei (3) und (4) erhélt man also ein elementares 7;". Modulo einer Permuta-
tion der Arme ist dann p =i — 1 und p=1i+ 1.

Fiir 2 < i < n sei o; die Anzahl der Pfeile die in ¢ enden (alle Pfeile, die in i # 1
enden, starten in dem selben Punkt).

Benutze: (%) Ist dim P, = (p1,...,pi-1,1,0,...,0), dann ist dim P, =
(uip1, - aipi_1, @, 1,0,...,0).

Der Fall (3):

Der Hom-Kocher des entsprechenden préiprojektiven Kippmoduls 17" & T;
sieht also lokal so aus: “Lp_, G- Lhp %, ol +1. Die minima-
le links add(7” ) Approximatlon liefert dann die kurze exakte Folge
0— 74P — 7P — (774 P)* — 0.

Also ergibt sich mlt (x) fiir die Dimensionsvektoren: dim(77%P)* =

apdim(r™Py) — dim(r™P) = (adimPy; - dmP)eTt =
((Oé? - 1>p17 R (Oé - 1>pl 1, ( 12 - 1)7 O,y 0... 70>CI)_Z = (Si>q)_li_1 denn
((a? = Dpy,..., (a2 — Dpi_q, (a? — 1),0;,0...,0)® = S;. Dieser Fall fiihrt also
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zu n — 2 7-Bahnen von elementaren Moduln, ndmlich denen der S,, ..., 5, 1.
Der Fall (4):

Der Hom-Koécher des entsprechenden praprojektiven Kippmoduls T & T;
sieht also lokal so aus: 7 47'p_ &t 7=Lip 2 7=UHp | Die mini-
male links add(7”)-Approximation liefert dann die kurze exakte Folge
0—7hp— T_li_lpioff —>(7_liB)* —0.

Also ergibt sich mit (x) fiir die Dimensionsvektoren: dim(r77%F)* =
i dim(774 P y) — dim(774P) = (o dim Py — (dim P)®)® k!
(i dim Py — dim [;)®%! = (dim P, — dim S; — dim [;)® %! = (vy,...,v,)
und

fiir j <4 ist v; die Anzahl der Wege von ¢ nach j,

fiir j > 4 ist v; die Anzahl der Wege von j nach 1,

und v; = 1.

Dieser Fall liefert also n — 2 weitere 7-Bahnen von elementaren Moduln.

Sei nun ¢ = 1 ein Punkt in Q).

Seien iy, ...,is € {2,l1+2,l1 +1o+2,...,l1+...+ 1 +2} alle Punkte in denen
Pfeile starten die in 1 enden. Es gibt also x;; Pfeile von i; nach 1. Nur fiir s =0
oder s = m ergibt eine Mutation in 1 wieder einen préaprojektiven Kippmodul.
Sei also 1 < s < m — 1. Die minimale links add(7”)-Approximation liefert
dann, fiir ein geeignetes [, die kurze exakte Folge 0 — 77! P, — T_ZP;E” S...P
T—lpiis —><T_ZP1)* —0.

dim P;; hat genau zwei Eintrdge, die nicht Null sind: an der Stelle 1
steht x;; und an der Stelle i; steht eine 1. Also ergibt sich fiir die Di-

mensionsvektoren: dim(77'P)* = (XSJ zi, dim P, — dim P)®~" = (-1 +
=1

f} x?j,O...,O,xil,O,...,Oxis,O...,O,)CI)_l. Wobei die z;; an den Stellen i; ste-
hen.

Der Fall i = n ist dual und liefert fir {iy,...is} C{lLi+ 1L, +lL+1,....L+
...+ ln + 1} die 7-Bahnen von (0,...,0,9;,0...,0,9;,,0...,0,—1 + §J yfj),
wobei die y;; wieder an den Stellen 7; stehen. Fiir jeden dieser beide;ﬂFéﬂle

gib es fiir jedes 1 < s < m — 1 genau < 7? > Moglichkeiten, die Teilmengen

{i1,...1s} auszuwéhlen und einen dieser elementaren Moduln zu erhalten. Also
insgesamt 2™ — 2 Moglichkeiten. Zusammen mit den anderen Fallen erhélt man
dann 2(n — 2) + 2(2™ — 2) = 2™+ 4 2p — 8 7-Bahnen von elementaren Moduln
ohne Selbsterweiterungen.

[

Ist @ ein K6cher von obigen Typ mit nur zwei Armen, also eine Orientierung
von A, _; mit Mehrfachpfeilen, so gilt:
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Corollar 8.3. Gibt es genau p Pfeilgruppen mit nur einem Pfeil in QQ, so gibt es
maximal 2(n — p) verschiedene T-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbst-
erweiterungen, solange p # n ist, also Q) nicht euklidisch ist.

Beweis. Ist z; = 1, so fallen die 7-Bahnen von S, und W,y zusammen.

Die 7-Verschiebung von Wy, 19y kann folgendermafen mit den Reflexionen s; aus
Kapitel 6 ausgerechnet werden: 7Wy;, 101 = 85, ... 51Wy, 19y (Siehe [1, Kapitel 7,
Lemma 5.8 und Lemma 5.9]). Sei Q" der volle Unterkécher von @ der von 1, n
und den Punkten des oberen Armes aufgespannt wird und sei I{ der unzerlegbar
injektive £Q’-Modul zu dem Punkt 1. Dann ist V5, = I} als £Q’-Modul und es
gilt TWy49y = S 51Wypoy = Sp- .. 53(1,1,0,...,0) = I1 = V,. Es gibt also
insgesamt zwei T7-Bahnen weniger.

Entsprechendes gilt fiir x5, y1,ys.

Besteht eine Pfeilgruppe innnerhalb eines Armes nur aus einem Pfeil, gibt es
Punkte a, b sodass () lokal so aussieht: a «— b. Es fallen dann die 7-Bahnen von
V., und V, zusammen; und die von S, und 5, da diese beiden einfachen Moduln
dann nebeneinander in derselben 7-Bahen liegen. |

Es folgen zwei Beispiele in denen fiir Kocher dieses Typs die genaue Anzahl
der 7-Bahnen bestimmt wird.

8.1 Ein Kocher mit 2 Armen und 5 Punkten

Der Kocher @ hat also die Gestalt 2 b

a c

'

Es gibt folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterungen:

(d* —1,0,0,d,0) —“— (a,1,b,0,bc) —>— (ab, b, 1,0, c)

d o

(070707170> . (0707076762_ 1)

(CL2— 1,@,0,0,0) : (071707070> d (070717070>

d —

(d70707176> . (0707070702_ 1)

Sind alle Parameter gleich eins, so ist der Kocher eine Orientierung von A,
und damit euklidisch.
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Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:
1): Pl@PQ@P3@P4@P5
2): PQ@P3@P4@P5@T_P1
3): RO PP PLET B
4)3 P3@P4@P5@T_P2@T_P1
5 BRePoT PLOoT PLOT P,
6): P3@P5@T_P4@T_P2@T_2P1
N POPeT PLdT BT P
8): T PLeT BdT Ps®T B
9): P5@T_2P1@T_P2@T_P3@T_P4
10): BT PO T 2P dT PBs®T Py

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem £:

Von (1):

T, = P& P @ P &P & P wobei Pf = 700,010 =
772(d, ad, abd,d* — 1, abcd + d*e — ¢)

Von (2):

T2 = P2 ) P4 ) P5 D T_Pl D P?;k wobei P?;k = 7'_(0,0,1,0,0) =
772(0,b,0% — 1,0,b%c — ¢)

Von (3):

Ts = P,®Ps® Ps® 17 P, @ (7 P)* wobei (r—P)* = 7 (d* — 1,0,0,d,0) =
772(1, a,ab,0, abc)

T, = BR&P,@&r P &1 P& P wobei P = 7(0,0,1,00) =
772(0,b,0% — 1,0,b%c — ¢)

Ts = P, Psd71~ P ®7~ Py® P wobei Pf = 77 (de, 0,0,e,1) = 772(0,0,¢,0,c*—1)
Von (4):

Ts = PO P, ®Ps @71 P,® (77 P)* wobei (17P)* = 7 (a? — 1,a,0,0,0) =
77%(1,0,0,d, de)

Von (5):

T = P& 17 P®17 P &1 P& P wobei PP = 7 (de,0,0,e,1) =
772(0,0,¢,0,c* — 1)

Von (6):

Ty = P37 P &7 P ®732P & P wobei PX = 7 (de,0,0,e,1) =
772(0,0,¢,0,c* — 1)

To = PP ®7 P, ®732P @ (rPy)* wobei (tP)* = 7 (a?d + & —
2d, ad,0,d® — 1,0) = 72(d,0,0,1, ¢)

Tiw=P®PsdT P,®d7 2P, @ (77 Py)* wobei (17 P)* = 7 (a® + ad® — 2a,a® —
1,0,ad,0) = 7 %(a,1,b,0,bc)

Von (7):

Thw=Pi® P PBdT Ps® (r7P)* wobei (7 P)* =7 (a* —1,a,0,0,0) =
72(1,0,0,d, de)

To = PL®7T P &7 P ®71 Ps® P wobei P = 7 (abc,be,c,0,1) =
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772(0,0,0,¢,€? — 1)

T3 = P, Bs®dT PLdT Ps® (7~ Py)* wobei (77 P)* = 7~ (ab*—a,b*—1,b,0,0) =
7-2(0,1,0,0,0)

Von (8):

Ty =P 1T PLOT BOT P® (77 PR)* wobei (17 P)* = 7 (ab® — a,b* —
1,,0,0) = 7-2(0,1,0,0,0)

Von (9):

Tis = P @ 72PpL @ 7P, ® 7P @ (tP)* wobei (77P)* =
7 (a?*d + d* — 2d,ad,0,d* — 1,0) = 77%(d, 0,0, 1, ¢)

Von (10):

T16 = P5 © T_2P2 © T_P3 © T_P4 © (T_2P1>* wobei (T_2P1>* =

72(a® - 1,a,0,0,0) = 773(1,0,0, d, de)

T17 = P5 D T_2P1 D T_2P2 © T_P4 © (T_P:),)* wobei (T_P?,)* = T_2<ab,b, 1, 0,0) =
773(0,0,¢* — 1, ce, c® + ce? — 2c)

T18 = P5 S¥) T_2P1 S¥) T_2P2 S¥) T_P3 S¥) (T_P4)* wobei (T_P4)* =
7 (a?*d + d* — 2d,ad,0,d* — 1,0) = 77%(d, 0,0, 1, ¢)

Dabei liefern die folgenden Kippmoduln dieselbe 7-Bahn:

T3 und T} liefern die 7-Bahn von (0,0, 1,0,0)

Ts, T> und Ty liefern die 7-Bahn von (0,0,¢,0,c? — 1)

e T, Ty und Ty liefern die 7-Bahn von (a? — 1,4, 0,0,0)
o Ty, Ti5 und Tig liefern die 7-Bahn von (d,0,0,1,¢)

e 713 und 71y, liefern die 7-Bahn von (0,1,0,0,0)

Es gibt also maximal 10 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterwei-
terungen: Die von (0,0,0,1,0), (0,0,1,0,0), (d* —1,0,0,d,0), (0,0,c,0,c* — 1),
(CL2 - 1,@,0,0,0), (d70707 176>7 <a717b707b0>7 (0707076762 - 1)7 (07 1707070> und
(ab,b,1,0,¢).

Es fallen

e fiir a = 1 die 7-Bahnen von (d*> — 1,0,0,d,0) und (a,1,b,0,bc) und von

(a* —1,a,0,0,0) und (0,1,0,0,0) zusammen,

e fir b = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0,0) und (0,1,0,0,0) und von
(a,1,b,0,bc) und (ab,b, 1,0, c) zusammen,
fir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0,0) und (0,0,¢,0,¢* — 1) und von
(0,0,0,¢e,e* — 1) und (ab, b, 1,0, c) zusammen,

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von (0,0,0,1,0) und (d* — 1,0,0,d,0) und von
(a* —1,a,0,0,0) und (d,0,0,1,¢) zusammen,

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,¢,0,¢* — 1) und (d,0,0,1,¢) und von
(0,0,0,1,0) und (0,0,0,¢e,e? — 1) zusammen und
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8.2 Ein Ko6cher mit 2 Armen der Linge 3

@ sei der folgende Kocher:

=== = = = = O 00 O O W N

N~~~ o~
N S S S

/2 | 3\

1 6

‘\d\ /
4<e—5

Es gibt folgende 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbsterweiterun-
gen:

(d® —1,0,0,d,0,0) ~>— (a, 1,b,0,0, bc)
d
(0,0,0,1,0,0) (0,0,0,0,1,0) —
(a®* —1,a,0,0,0,0) = (0,1,0,0,0,0)
d
(d,0,0,1,e,ef) (de,0,0,e,1, f) ——

(ab7 b? 17 07 07 c)

[

L (0,0,0,0, f, f2 — 1)

(0,0,1,0,0,0)

[

(OOCOOC 1)

Sind alle Parameter gleich eins, so ist der Kocher eine Orientierung von As
und damit euklidisch.

Vollsténdige Liste aller praprojektiven Kippmoduln modulo 7-Verschiebung;:

:Pl@PQ@P3@P4@P5@P6

T PBeoPo PP T P
iPQ@P3@P5@P6@T_P1@T_P4

- PBePo T PROT P T Ps

T PBRoP oo RoT PLOT R
:P3@P5@P6@T_P1@T_P2@T_P4
PP P BT PLdT 2P
PP T  PReT BdS T PP Ps
PBe BT BeT PLeoT Bar i

PO BT BT BT P BT R,
:P4@P5@P6@T Pl@T PQ@T P3
BT  PReT BT BT P
PP T PO T PE®T PLdT %P
PO P T PsoT PO T IPL O TR,
BT T PROT BT BB T PLOT B
:P6@T_PQ@T_P:;@T_P4@T_P5@T_2P1
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(17): s T PeT PBsdT BdTm 2P ®1 20
(18) PG@T_P:),@T_P5@T_2P2@T_2P4@T_3P1

Vollstédndige Liste aller Kippmoduln, modulo 7-Verschiebung, vom Typ
T = P & E mit praprojektivem P und elementarem FE':

Von (2):

), = P, Ps® P ® P @7 P ® P wobei PP = 77(0,0,0,0,1,0) =
772(0,0,0,¢,¢? — 1,e2f — f)

T, = Pob® P, ® Ps & Py &1 P& Py wobei P = 77(0,0,1,0,0,0) =
772(0,b,b> — 1,0,0,b%c — ¢)

Von (3):

T3 = PQ@P3@P5@P6@T_P4@<T_P1)* wobei (T_Pl)* = T_<d2— 1,0,0,d,0,0) =
772(1,a,ab,0,0, abc)

T, = PBbeP, @ Ps®7 P &7 P& P wobei Pf = 77(0,0,1,0,0,0) =
772(0,b,b> — 1,0,0,b%c — ¢)

Von (4):

Ts = RO P Ps®r Py®rm Ps®(77 P)* wobei (17 P)* = 7 (d*~1,0,0,d,0,0) =
772(1,a,ab,0,0, abc)

Ts = P& P & P & 7P & 17 P & (17P)" wobel (17Py)* =
7 (de? — d,0,0,e* —1,¢,0) = 772(0,0,0,1,0,0)

T =PeoPorT PL&T PL®1 P& P wobei Pf = 77(0,0,1,0,0,0) =
772(0,b,b> — 1,0,0,b%c — ¢)

Tg = PQ@Pg,@T_Pl @T_P4@T_P5@Pg wobel Pék = T_<d€f,0,0,€f,f,1> =
772(0,0,¢,0,0,c* — 1)

Von (5):

Ty = P3Py, ®Ps®Ps®7 Py ® (77 P)* wobei (17 P)* = 7 (a®*—1,a,0,0,0,0) =
772(1,0,0,d, de, def)

Tio =P P &P d1m PL®7 P& P wobei P = 77(0,0,0,0,1,0) =

T_2<0707076762 - 1762f - f)

Von (7):

T, = P3@P5@P6@T_P4@T_2P1@(T_P2>* wobei (T_P2>* =
7 (a® + ad® — 2a,a®> — 1,0, ad,0,0) = 77%(a,1,b,0,0, bc)

T12 = P3 S¥) P5 S¥) P6 S¥) T_PQ S¥) T_2P1 S¥) (T_P4)* wobei (T_P4)* =
7 (a?*d + d* — 2d,ad,0,d* — 1,0,0) = 772(d,0,0,1,¢,ef)

Von (8):

Tz = P3@P6@T_P1@T_P2@T_P5@(T_P4>* wobei (T_P4>* =

7 (de? — d,0,0,¢ — 1,e,0) = 772(0,0,0,1,0,0)

Tu=P®7 P& PB®d717 Pi®d 7 Ps® Pf wobei Pf =7 (def,0,0,¢ef, f,1) =
772(0,0,¢,0,0,c* — 1)

Von (9):

T15 = P3@P6@T_P4@T_P5@T_2P1@(T_P2>* wobei (T_P2>* =
7 (a® + ad®* — 2a,a®> — 1,0, ad,0,0) = 77%(a,1,b,0,0, bc)

Tie=Ps®T Po®7 P71 Ps®7 2P @ PF wobei Pf =1 (def,0,0,ef, f,1) =
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772(0,0,¢,0,0,¢* — 1)

Von (10):

T17 = P3 S¥) P6 S¥) T_PQ S¥) T_P5 S¥) T_2P4 S¥) (T_Qpl)* wobei (T_Qpl)*
772(d* - 1,0,0,d,0,0) = 773(1, a,ab, 0,0, abc)

T18 = P3 © P6 © T_P5 © T_2P1 © T_2P4 © (T_P2>* wobei (T_P2>*
7 (a® + ad®* — 2a,a® — 1,0, ad,0,0) = 77%(a,1,b,0,0, bc)

Von (11):

T19 = P4 S¥) P5 S¥) P6 S¥) T_PQ S¥) T_P3 S¥) (T_Pl)* wobei (T_Pl)*
7 (a* —-1,a,0,0,0,0) = 77%(a,0,0,d,de, def)

T20 = P4 S¥) P5 S¥) P6 S¥) T_Pl S¥) T_P3 S¥) (T_P2>* wobei (T_P2>*

7 (ab? — a,b* — 1,b,0,0,0) = 772(0,1,0,0,0,0)

Ty =P&P 1T PL®7 Po® 17 Ps® Pf wobei Py = 7 (abc,be,c,0,0,1) =

T_2<07070707 f7 f2 - 1)

TQQ = P4 © P6 © T_Pl © T_PQ © T_P3 © P5* wobei P5* = 7'_<0,0,0,0,1,0)
T_2<0707076762 - 1762f - f)

Von (12):

T23 = P5@P6@T_P1@T_P3@T_P4@<T_P2>* wobei (T_P2>*
7= (ab® — a,b® — 1,5,0,0,0) = 772(0,1,0,0,0,0)

Toy=P®7 PLdT Ph®7 Ps® 7 Py ® P wobei Py =7 (abe,be, c,0,0,1)
T_2<07070707 f7 f2 - 1)

Von (13):

T25 = P5 S¥) P6 S¥) T_PQ S¥) T_P3 S¥) T_2P1 S¥) (T_P4)* wobei (T_P4)*
7 (a*d + d* — 2d,ad,0,d*> — 1,0,0) = 772(d,0,0,1,¢e,ef)

Tos=Ps®T Po®T B3®T Py® 1 2P ® Pf wobei Pf =1 (abe, be, c,0,0,1) =

T_2<07070707f7f2 - 1)

Von (14):

T27 = P5 S¥) P6 S¥) T_P3 S¥) T_P4 S¥) T_2P2 S¥) (T_Qpl)* wobei (T_2P1>*
77 %(a®* - 1,a,0,0,0,0) = 773(1,0,0,d, de, def)

Tos =P o7 Ps®7 PyOT 2P @7 2P, ® Pf wobei Pf = 7~ (abc, be, ¢, 0,0, 1)
T_2<07070707f7 f2 - 1)

Ty = Ps & Ps & 7 Py & T_2P1 © T_2P2 © (T_P:),)* wobei (T_P:),)*
77 %(ab,b,1,0,0,c) = 773(0,0,c*> — 1,0,cf, c* + cf? — 2c)

T30 = P5 S¥) P6 S¥) T_P3 S¥) T_2P1 S¥) T_2P2 S¥) (T_P4)* wobei (T_P4)*
7 (a*d + d® — 2d,ad,0,d* — 1,0,0) = 772(d,0,0,1,¢,ef)

Von (15):

T3y, = BB 17TP &7 P ®1P &17FP & (T_P2>* wobei (T_P2>*
7 (ab? — a,b> — 1,b,0,0,0) = 72(0,1,0,0,0,0)

T32 = P6 S¥) T_Pl S¥) T_PQ S¥) T_P3 S¥) T_P5 S¥) (T_P4)* wobei (T_P4)*
7 (de? — d,0,0,¢® — 1,¢,0) = 72(0,0,0,1,0,0)

Von (17):

T33 = P6 © T_PQ © T_P3 © T_P5 © T_2P4 © (T_2P1>* wobei (T_2P1>*
77 2(d* - 1,0,0,d,0,0) = 773(1,a,ab, 0,0, abc)

T3y = P17 Fh &1 P& T_2P1 © T_2P4 © (T_P5>* wobei (T_P5>*
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772(de,0,0,e,1, f) = 773(0,0,cf,0, f2 = 1,32f + f2 —2f)

Von (18):

Tys = Ps® 17 Ps® 7 P @17 2P @7 3P @ (772R)* wobei (172P)* =
772(a® + ad® — 2a,a* — 1,0,ad,0,0) = 73(a, 1,b,0,0, bc)

T36 = P6 © T_P5 © T_2P2 © T_2P4 © 7'_3P1 © (T_P:),)* wobei (T_P:),)* =
772(ab,b,1,0,0,c) = 773(0,0,c* — 1,0, cf, * + c¢f? — 2c)

T3 = B D17 PP 175 T_2P2 © 7'_3P1 © (T_2P4>* wobei (T_2P4>* =
7 2(a*d + d® — 2d,ad,0,d*> — 1,0,0) = 773(d,0,0,1,¢,ef)

Tys = Ps® 17 P3® 720 @ 772P & 73P, @ (17 P5)* wobei (77 FP5)* =
772(de,0,0,e,1, f) = 773(0,0,cf,0, f2 = 1,2f + f2 —2f)

Dabei liefern die folgenden Kippmoduln dieselbe 7-Bahn:

o T, Tio und Ty, liefern die 7-Bahn von (0,0,0,0,1,0)

e T3, T, und 77 liefern die 7-Bahn von (0,0, 1,0,0,0)

o T3, Ts,T)7 und Ts3 liefern die 7-Bahn von (d* — 1,0,0,d,0,0)
e Tg, T3 und T3, liefern die 7-Bahn von (0,0,0,1,0,0)

o Ti, Ty4 und Ty liefern die 7-Bahn von (0,0, ¢,0,0,c* — 1)

o Ty, Tig und Ty; liefern die 7-Bahn von (a? — 1,4, 0,0,0,0)

e Ty, Tis, Tis und T35 liefern die 7-Bahn von (a, 1,0,0,0, bc)

o 19, Tos, T und Tj7 liefern die 7-Bahn von (d,0,0,1,¢,¢ef)
e Ty, T3 und T3y liefern die 7-Bahn von (0,1,0,0,0,0)

o Ty, Ty, Ths und Thg liefern die 7-Bahn von (0,0,0,0, f, 2 — 1)
e Tyy und T3¢ liefern die 7-Bahn von (ab, b, 1,0, 0, ¢)

e T3, und T3g liefern die 7-Bahn von (de, 0,0, ¢, 1, f)

Es gibt also maximal 12 7-Bahnen von elementaren Moduln ohne Selbst-
erweiterungen: Die von (0,0,0,0,1,0), (0,0,1,0,0,0), (d*> — 1,0,0,d,0,0),
(07070717070>7 (O,O,C,O,O,02 - 1)7 (CL2 - 1,@,0,0,0,0), <a717b70707b0>7
<d7070717676f>7 (07170707070>7 (07070707f7f2 - 1)7 (ab7b7 170707c> und
<d67 07 07 67 17 f)'
Es fallen
e fiir @ = 1 die 7-Bahnen von (d* —1,0,0,d,0,0) und (a, 1,b,0,0, bc) und von
(a* —1,a,0,0,0,0) und (0,1,0,0,0,0) zusammen,

e fiir b = 1 die 7-Bahnen von (0,0,1,0,0,0) und (0,1,0,0,0,0) und von
(a,1,b,0,0,bc) und (ab,b,1,0,0,c) zusammen,

e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,0,0, f, f2—1) und (ab, b, 1,0,0,c) und von
(0,0,¢,0,0,c¢* — 1) und (0,0, 1,0,0,0) zusammen und

e fiir d = 1 die 7-Bahnen von (d* —1,0,0,d,0,0) und (0,0,0,1,0,0) und von
(a* —1,a,0,0,0,0) und (d,0,0,1,¢e,ef) zusammen.

76



e fiir ¢ = 1 die 7-Bahnen von (0,0,0,0,1,0) und (0,0,0,1,0,0) und von
(d,0,0,1,e,ef) und (de,0,0,¢,1, f) zusammen und

e fiir f = 1 die 7-Bahnen von (0,0, 0,0, f, f2—1) und (0,0,0,0,1,0) und von
(0,0,¢,0,0,c¢* — 1) und (de,0,0,¢, 1, f) zusammen.
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